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PU  KM  I  EUE    PARTIE. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES 


ANTOINE  (Louis  i.  —  Sur  u'homéomorphie  de  deux  figures  et  de  leurs 
voisinages.  (Thèse  soutenue  devant  la  Faculté  des  Sciences  de  Stras- 
bourg, le  9  juillet  1921.) 

1.  Deux  figures  sont  dites  homéomorphes  quand  elles  se  cor- 
respondent point  à  point  de  façon  univoque  et  continue. 
M.  Antoine  remarque  que  l'homéomorphie  est  en  quelque  sorte 
plus  parfaite  quand  la  correspondance  peut  être  étendue  à  divers 
points  extérieurs  aux  figures  considérées  et  il  distingue  les  trois 
cas  suivants  : 

'  Premier  cas.  —  La  correspondance  peut  être  étendue  à  tout 
l'espace  ; 

Deuxième  cas.  —  La  correspondance  ne  peut  être  étendue  qu'à 
un  voisinage  ; 

Troisième  cas.  —  La  correspondance  ne  peut  être  étendue  à 
aucun  voisinage. 

Il  se  propose  de  rechercher  si  ces  trois  cas,  conçus  a  priori,  se 
présentent  effectivement.  La  notion  d'homéomorphie  étant  la  base 
même  de  VAnalysis  Situs,  on  comprend  l'intérêt  de  l'étude  entre- 
prise par  M.  Antoine  dans  sa  Thèse. 

Il  étudie  les  homéomorphies  entre  courbes,  ouvertes  ou  fermées, 
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planes  ou  gauches,  et  entre  ensembles  parfaits  partout  discontinus. 
Son  résultat  peut  s'énoncer  ainsi  :  On  est  toujours  dans  le  pre- 
mier cas  quand  il  s\igit  de  figures  planes  ;  avec  des  figures 
gauches,  les  trois  cas  se  présentent  effectivement. 

2.  Le  résultat,  en  quelque  sorte  préliminaire,  relatif  aux  courbes 
planes  est  connu.  Il  semble  bien  que  chacune  des  preuves  du 
célèbre  théorème  de  M.  Jordan  sur  les  courbes  planes  fermées, 
convenablement  complétée,  en  fournirait  une  démonstration.  Celle 
de  M.  Antoine  complète  la  preuve  donnée  par  M.  de  la  Vallée 
Poussin  dans  les  dernières  éditions  de  son  Traité  d'Analyse, 
laquelle  a  le  caractère  des  raisonnements  de  géométrie  élémentaire. 
C'est  sur  cette  base,  essentiellement  géométrique,  que  repose  tout 
le  travail  de  M.  Antoine. 

Cette  particularité  vaut  d'être  notée,  car  les  raisonnements  géo- 
métriques ont  actuellement  mauvaise  presse  et  nombreux  sont  ceux 
qui  n'admettent  que  les  raisonnements  «  arithmétisés  ».  Certes, 
tout  raisonnement  correct  est  arithmétisable,  théoriquement,  et 
cette  arithmétisation  fournirait  une  vérification  ;  mais  il  n'en  résulte 
ni  que  l'arithmétisation  soit  indispensable,  ni,  a  fortiori,  qu'on 
doive  déclarer  inexact  tout  raisonnement  qui  n'est  pas  exprimé 
dans  le  langage  analytique  à  la  mode. 

Un  mathématicien,  qui  s'était  trompé  au  cours  d'un  travail, 
d'ailleurs  difficile  et  très  intéressant,  a  cru  pouvoir  écrire  ensuite  : 
«  Ma  démonstration  n'échappait  pas  à  certaines  critiques  se  rédui- 
sant à  ceci  qu'elle  faisait  appel  à  l'intuition  géométrique  ».  Non, 
ce  n'est  pas  l'intuition  qui  trompe,  c'est  le  fait  de  ne  pas  avoir  eu 
assez  d'intuition.  Il  ne  faut  pas,  au  reste,  confondre  intuition  et 
raisonnement.  L'intuition  géométrique  guide  dans  la  construction 
du  raisonnement,  et  rien  ne  saurait  la  remplacer  dans  ce  rôle  quand 
il  s'agit,  comme  ici,  de  faits  géométriques,  c'est  pourquoi  l'arith- 
métisation d'un  raisonnement  d' Analysis  Situs  est  toujours,  à 
certains  égards,  partielle  et  artificielle,  mais  un  raisonnement  ne 
doit  pas  être  remplacé  par  un  appel  à  l'intuition.  Le  gros  écueil 
des  démonstrations  géométriques,  c'est  qu'on  y  est  toujours  tenté  de 
dire  :  «  Il  est  évident  que. . .  ». 

Est-ce  une  raison  pour  renoncer  aux  raisonnements  dont  l'arith- 
métisation serait  si  longue   qu'elle   est  pratiquement  impossible? 


COAIPTHS   RENDUS    Kl    ANALYSES.  7 

M.  Antoine  ne  l'a  pas  pensé;  il  s'esl  habitué  a  voir  les  faits  sous 
leur  jour  géométrique  ei  il  v  a  gagné  d'affiner  assez  son  intuition 
pour  arriver  aux  exemples  paradoxaux  que» j'exposerai  plus  loin. 

3.  Il  est  évident  que,  pour  les  courbes  gauches,  le  cas  1  ne  sera 
plus  seul  à  se  présenter;  tout  le  monde  connaît  en  effet  des  courbes 
gauches  formant  un  nœud;  il  est  clair  que  la  correspondance  entre 
une  telle  courbe  et  une  circonférence  ne  saurait  être  étendue  à  tout 
l'espace.  Pour  transformer  cet  aperçu  en  démonstration,  il  faut  des 
raisonnements  très  délicats  basés  sur  les  propriétés  des  courbes, 
enlacées.  Grâce  à  ces  propriétés,  M.  Antoine  élucide  entièrement 
le  cas  des  courbes  tracées  sur  le  tore.  Chacune  de  ces  courbes 
peut  être  caractérisée,  au  point  de  vue  de  Y Analysis  Situs,  par  deux 
entiers  a  et  j  qui  représentent  en  quelque  sorte  le  nombre  de  tours 
que  la  courbe  fait  autour  de  l'axe  du  tore  et  autour  de  la  circoufé-. 
rence  lieu  des  centres  des  méridiens.  Pour  que  U homéomorphie 
d' une  circonférence  et  d'une  courbe  tracée  sur  le  tore  rentre 
dans  Le  cas  1,  il  faut  et  il  suffit  que.  pour  cette  courbe,  l'un 
au  moins  des  deux  nombres  a  et  rp  50//  égala  <>  ou  1.  Si  cette 
condition  n'est  pas  remplie.  V homéomorphie  rentre  dans  le 
cas  2. 

i.  Pour  construire  une  courbe  fermée  dont  l'homéomorpliie  avec 
une  circonférence  rentre  dans  le  cas  3,  l'auteur  emploie  un  pro- 
cédé dont  le  principe  est  très  simple,  mais  dont  la  légitimation  est 
fort  difficile.  Partons  d'une  courbe  T0  ayant  un  nœud,  comme  celles 
fournies  par  l'étude  du  tore.  Soient  T,,  T2,  ...  des  homothétiques 
de  r0,  de  plus  en  plus  petites  et  tendant  vers  un  point  O.  Enlevons 
de  T0  un  tout  petit  arc  A()Be,:  de  T,  deux  petits  arcs  A0B0.  A,B,  ; 
de  ra  deux  petits  arcs  A'.B',,  AoB2.  etc.  et  joignons  A0A'0,  B0B'0, 
A,An  etc.  Nous  arrivons  à  une  courbe  y  ayant  une  infinité  de 
nœuds  et  qui  est  la  courbe  cherchée. 

Un  arc  de  y  comprenant  le  point  O.  associé  à  un  segment  de 
droite,  donne  un  exemple  d'une  homéomorphie  entre  deux  courbes 
ouvertes  qui  rentre  dans  le  cas  3. 

Ainsi,  tous  les  résultats  annoncés  relatifs  aux  courbes  sont 
obtenus;  sauf  en  ce  qui  concerne  l'existence  du  cas  "2  pour 
l'homéomorphie  entre  courbes  ouvertes. 


8  PREMIÈRE   PARTIE. 

Ceci  résultera  de  l'étude  des  ensembles  parfaits  partout  discon- 
tinus. 

5.  Pour  définir  un  tel  ensemble  E,  M.  Antoine  emploie  un  pro- 
cédé bien  simple  que  l'on  peut  décrire  ainsi  :  imaginons  que  E  soit 
réalisé  matériellement;  ce  sera  une  sorte  de  nébuleuse  résoluble; 
regardons-la.  Nous  voyons,  non  des  points,  mais  des  apparences  de 
corps,  des  masses  dirait  un  professeur  de  dessin.  Les  surfaces  S, 
(ou  les  courbes,  si  E  est  plan)  délimitant  ces  corps  sontles  surfaces 
de  définition  d'ordre  1.  Regardons  mieux  E,  avec  une  lunette  par 
exemple  ;  là  où  nous  voyions  un  corps,  nous  en  voyons  maintenant 
d'autres  serrant  de  plus  près  E.  Ils  sont  limités  par  les  surfaces  S2- 
Avec  un  meilleur  grossissement  nous  aurions  des  surfaces  S3,  etc. 
E  est  l'ensemble  des  points  communs  à  la  fois  aux  surfaces 
d'ordre  1,  aux  surfaces  d'ordre  2,  etc. 

Cette  façon  de  voir  les  ensembles,  qui  généralise  certaines  défi- 
nitions des  irrationnelles,  est  si  naturelle  qu'elle  a  été  souvent 
employée  dans  des  cas  particuliers;  mais  M.  Antoine  est,  je  crois, 
le  premier  à  l'avoir  utilisée  systématiquement  et  à  en  avoir  mon- 
tré la  grande  souplesse.  Grâce  à  ce  procédé,  M.  Antoine  démontre 
très  simplement  ce  théorème,  dû  à  M.  Denjoy,  que  par  les  points 
de  E  on  peut  faire  passer  une  courbe  de  Jordan  sans  point  mul- 
tiple. De  là  (m  pourrait  déduire  que  deux  ensembles  E  sont  tou- 
jours homéomorphes,  d'où  la  question  étudiée  par  M.  Antoine  : 
les  trois  cas  prévus  existent-ils  effectivement  pour  ces  homéomor- 
phies? 

Le  cas  des  ensembles  plans  se  traite  facilement  grâce  aux  résul- 
tats sur  les  courbes  planes  et  à  la  considération  des  courbes  S/.  Les 
exemples  relatifs  aux  courbes  gauches  sont,  obtenus  à  l'aide  d'un 
certain  ensemble  parfait,  partout  discontinu,  P.  Au  premier  exa- 
men, P  se  présente  sous  la  forme  d'un  tore  S,  ;  un  meilleur  examen 
montre,  à  la  place  du  tore  S,,  une  chaîne  fermée  dont  les  maillons 
sont,  des  tores  S2  ;  un  examen  plus  minutieux  conduit  à  remplacer 
chaque  tore  S.  par  une  chaîne  de  tores  S3,  etc. 

L'homéomorphie  de  P  et  d'un  ensemble  E  parfait,  partout  dis- 
continu, linéaire,  donne  un  exemple  du  cas  3.  Deux  courbes 
(ouvertes  ou  fermées)  passant  l'une  par  tous  les  points  de  P, 
l'autre  par  tous  ceux  de  E,  donnent  un  nouvel  exemple  d'homéo- 
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morphie  entre   courbes  (ouvertes   011   fermées)   rentranl   dans  le 
cas  )>. 

Prenons  maintenant  deux  ensembles  Q  et  Q,  formés  chacun 
par  deu\  ensembles  égaux  à  1':  les  deux  tores  S,  relatifs  aux  cons- 
tituants de  Q  sont  extérieurs  l'un  à  l'autre  et  non  enlacés;  ceux 
relatifs  à  Q,  sont  extérieurs  l'un  à  l'autre  et  enlacés.  Il  est  évident 
que  rimuiéomorpliie  entre  Q  et  Qt  peut  s'étendre  à  un  voisinage; 
M.  Antoine  démontre  qu'elle  ne  peut  s'étendre  à  tout  l'espace. 
Voici  donc  un  exemple  du  cas  2  pour  les  ensembles  ;  d'où,  comme 
plus  haut,  un  exemple  du  cas  2  pour  deux  courbes  ouvertes  ou 
pour  deux  courbes  fermées. 

(5.  Tous  les  résultats  annoncés  sont  maintenant  obtenus  ;  je  ne 
puis  essayer  de  donner  une  idée  des  raisonnements  qui  y  ont  con- 
duit :  raisonnements  subtils,  souvent  laborieux,  où  chaque  détail 
doit  être  examiné  avec  minutie;  en  particulier,  dès  qu'intervient 
l'ensemble  P  dont  les  propriétés  sont  des  plus  paradoxales. 

Par  exemple  :  toute  surface  simplement  connexe,  fermée,  qui 
contient  des  points  de  P  à  son  extérieur  et  à  son  intérieur,  passe 
par  des  points  de  P.  On  serait  tenté  de  conclure  de  là  que  P  est  un 
continu,  il  est  cependant  partout  discontinu  ;  mais  il  se  conduit 
comme  un  continu  \is-à-vis  des  surfaces  simplement  connexes,  sa 
discontinuité  n'apparaît  que  dans  ses  relations  avec  les  surfaces 
multiplement  connexe-. 

Voici  plus  étrange  encore  et  qui  fera  apparaître  P,  non  plus 
comme  un  continu  quelconque,  mais  comme  une  sorte  de  courbe 
fermée  et  enlacée  avec  chacune  des  circonférences  méridiennes 
des  tores  S/  :  si  C  est  une  de  ces  circonférences,  toute  calotte  sim- 
plement connexe  limitée  à  G  rencontre  P. 

Ces  faits  appellent  une  étude  de  la  notion  de  continuité,  aux  fins 
de  décomposition  en  notions  plus  primitives,  dans  une  direction  non 
encore  abordée.  Ace  sujet  il  y  aura  intérêt  à  se  rappeler  certaine- 
circonstances  très  simples  relatives  aux  ensembles  plans.  Soit  E 
l'ensemble  des  points  >-=/(>),  f[x)  étant  définie  clans  (a.  b). 
Les  points  de  la  bande  a  =  x^b  sont  toujours,  à  un  certain  égard, 
partagés  par  E  entre  les  deux  ensembles  E,  et  E2.  pour  les  points 
desquels  on  a  respectivement  y >/( x)  et  r<f{x);  cela  quelle 
que  soit  f(x  |  ;  cependant,  si  f(x)  est  discontinue,  on  pourra  tou- 
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jours,  sans  sortir  de  la  bande,  aller  d'un  point  M,  de  E,  à  un 
point  M2  de  E2  par  un  chemin  continu.  Cette  remarque,  très 
banale,  bien  quelle  explique  pourquoi  l'étoile  de  M.  Mittag-Leffler 
d'une  fonction  sans  ligne  singulière  peut  être  tout  entière  à  dis- 
tance finie,  paraît  fort  loin  des  propriétés  de  P  ;  nous  nous  en 
rapprocherons  en  supposant  que  f{x)  est  une  fonction  dérivée 
discontinue  dans  tout  intervalle.  Il  résulte  des  propriétés  des  fonc- 
tions dérivées  (M  que  tout  chemin  continu  joignant  M,  à  M2,  et 
de  la  forme  j'  =  g(#),  rencontre  E.  On  ne  pourra  donc  pas 
éviter  E  si  l'on  prend  un  chemin  ne  rencontrant  qu'une  fois,  ou 
même  un  nombre  fini  de  fois,  les  parallèles  à  O y  ;  par  rapport  à 
ces  chemins,  E  apparaîtra  continu. 

Sa  discontinuité  se  manifeste  seulement  quand  on  prend  des 
chemins  rencontrant  une  infinité  de  fois  des  parallèles  à  Or. 

7.  La  dernière  propriété  indiquée  pour  P  est  contraire  au  bon 
sens.  Remarquons,  avec  M.  Antoine,  que  puisque  toute  calotte 
limitée  à  G  rencontre  P,  elle  rencontre  toute  courbe  contenant  P. 
Soit  y  une  telle  courbe  ouverte,  soient  a  et  b  ses  extrémités. 

Par  la  circonférence  C  on  peut  faire  passer  une  calotte  simple- 
ment connexe  S,  ne  contenant  pas  a.  Faisons  déplacer  un  point  a 
sur  y,  de  a  \  ers  b.  L'arc  an.  de  y  ne  rencontrera  pas  2  tout  d'abord, 
cela  n'arrivera  que  lorsque  a  atteindra  une  certaine  position  a, 
sur  X.  A  ce  moment  il  suffira,  cela  semble  clair,  de  déformer  légè- 
rement S,  de  produire  en  a,  une  petite  invagination,  pour  que  a 
puisse  dépasser  a,  sans  que  l'arc  aa  rencontre  la  nouvelle  calotte  S. 
Et  il  semble  bien  que  a  pourra  ainsi  aller  jusqu'en  b.  Eh  bien!  tout 
cela,  qui  est  évident,  est  faux.  N'y  a-t-il  pas  là  une  belle  occasion 
de  proclamer  la  faillite  de  l'intuition? 

Le  fait  paraîtrait  moins  surprenant  si  l'on  avait  pris  pour  y  une 
courbe  fermée,  car  nous  connaissons  des  couples  de  courbes,  les 
couples  de  courbes  enlacées,  telles  que  toute  calotte  limitée  à  l'une 
rencontre  l'autre.  A  l'aide  d'un  exemple  élémentaire,  M.  Antoine 
nous  apprend  que  ce  fait  se  présente  aussi  avec  des  courbes  non 
enlacées,  même  quand  il  s'agit  de  courbes  très  simples,  de  courbes 
analytiques  sans  point  singulier,  ou  de  lignes  polygonales.  Cette 

(')  Voir  mes  Leçons  sur  l'Intégration,  p.  91. 
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remarque  esl  tn'-s  importante,  car  elle  nous  montre  que  la  position 
topologigue  de  deux,  courbes,  même  simples,  n'est  pas  caractérisée 
par  leur  seul  coefficient  d'enlacement  :  elle  présage  et  prépare 
ainsi  l'introduction  fie  nouveaux  invariants  en    inalysis  Situs. 

8.  La  Thèse  de  M.  Antoine  fail  apparaître  des  différences  essen- 
tielles entre  les  ensembles  plans  et  les  ensembles  gauches.  Cepen- 
dant, dans  une  Note  :  Sur  les  ensembles  parfaits  partout  discon- 
tinus |  Comptes  rendus^  Ier  août  1921  (,  M.  Antoine  a  obtenu  un 
résultat,  positit.  applicable  à  tous  les  ensembles,  quel  que  soit  le 
nombre  de  dimensions  de  l'espace  qui  les  contient.  Je  l'énonce 
pour  l'espace  ordinaire. 

On  peut  attacher  à  chaque  ensemble  E,  de  la  famille  considérée, 
une  surface  simplement  connexe  illimitée  S  (homéomorphe  d'un 
plan  i  passant  par  tous  les  points  de  E  et  telle  que  l'homéomorphie 
entre  deux  ensembles  E  et  E,  peut  toujours  être  prolongée,  dans 
l'espace  de  E  à  tous  les  points  de  S  et  de  l'une  des  deux  régions 
infinies  limitées  par  S  et.  dans  l'espace  de  E(.  à  tous  les  points 
de  la  surface  correspondante  S,  et  de  l'une  des  régions  limitées 
par  S , . 

Les  études  profondes  et  importantes  que  vient  de  faire 
M.  Aiitoine  montrent  que  Y Analysis  Situs.  à  laquelle  se  sont 
intéressés  des  savants  comme  Poincaré,  comme  MM.  Jordan, 
Picard  et  Hadamard,  continuera  à  avoir  en  France  des  représen- 
tants très  qualifiés. 

9.  Me  permettra-t-on  de  sortir  du  domaine  mathématique  et  de 
dire  que  ces  études  ont  été  entreprises  par  M.  Antoine  seulement 
après  qu'une  terrible  blessure  de  guerre  l'eut  rendu  aveugle.  Que 
M.  Antoine,  nommé  Maître  de  Conférences,  ne  se  soit  pas  contenté 
de  se  dire  que  c'était  là  qu'il  pouvait  rendre  le  plus  de  services  et 
qu'il  ait  tenu  à  conquérir  le  grade  de  Docteur  que  possèdent 
presque  tous  les  Maîtres  de  Conférences,  cela  prouve  une  force 
d'âme  qui  trouve  sa  récompense  en  elle-même  et  dont  je  n'ai  pas 
à  le  féliciter;  mais  je  voudrais  le  remercier  de  l'exemple  instructil 
qu'il  nous  a  donné. 

Nous  avons  en  France  très  peu  de  Docteurs  en  Mathématiques 
bien  que  nos  Agrégés  aient  une  haute  culture.  C'est  que  les  Fran- 
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çais  n'aiment  guère  le  médiocre  et  de  peur  de  ne  faire  qu'assez 
bien,  beaucoup  ne  font  rien  qui  pourraient  faire  très  bien.  Mal- 
gré ses  brillantes  qualités,  sans  la  guerre  M.  Antoine  n'aurait 
peut-être  jamais  fait  de  travail  personnel.  Son  exemple  incite  à 
oser. 

Tous  ceux  qui  le  peuvent  doivent  travailler  à  maintenir  et  à 
développer  la  production  scientifique  française;  faute  de  cet  effort 
nous  perdrions  vite  la  très  haute  place  que  nos  aînés  ont  su  nous 
conquérir  dans  l'esprit  des  savants  étrangers. 

Je  souhaite  vivement  que  l'exemple  de  M.  Antoine  décide 
quelques  jeunes  à  être  moins  timides  et  à  avoir  en  eux  la  confiance 
qu'ils  peuvent  avoir  très  légitimement. 

Henri  Lebesgue. 


Pierre  BOUTROUX.  —  F/Idéal  scientifique  des  Mathématiciens. 
Paris,  Alcan,  1920 

Le  Volume  de  M.  Pierre  Boutroux  sur  Y  Idéal  scientifique  des 
Mathématiciens  est  plein  de  vues  intéressantes  sur  l'histoire  des 
Mathématiques  et  leur  orientation  actuelle.  La  présentation  en  est 
rapide  et  dans  une  langue  excellente,  à  la  fois  précise,  simple  et 
i milice,  qui  contribuera  certainement  à  augmenter  l'éclat  de  la 
Chaire  d'histoire  des  sciences  dont  M.  Pierre  Boutroux  vient  de 
recevoir  la  charge  au  Collège  de  France. 

L  ne  des  raisons  qui  font  le  prix  des  réflexions  de  M.  Pierre 
Boutroux  sur  l'histoire  des  Mathématiques  et  leur  orientation 
actuelle,  c'est  qu'il  est  précisément  un  de  ceux  par  lesquels  la 
Science  se  fait.  Cette  distinction,  déjà  bien  souvent  établie  entre 
la  Science  faite,  enseignée,  et  la  Science  qui  se  fait,  l'auteur  la 
place  dès  le  début  même  de  son  Ouvrage;  elle  en  indique  l'esprit. 
Examinons-en  le  but  et  la  méthode. 

Son  but  est  de  chercher  quelles  ont  été  et  quelles  sont  les  idées 
philosophiques  ou  simplement  extra-techniques  qui  ont  guidé  les 
mathématiciens  dans  leurs  travaux  et  ont  orienté  la  science,  dans 
son  ensemble,  vers  des  progrès  certains  en  empêchant  une  trop 
grande  dissémination  des  efforts.    Mais  sur  ces    idées    générales 
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qaêrae  les  savants  oui  toujours  été  assez  sobres  de  confidences. 
Méfiance  instinctive,   dil    M.  Boutroux,  du  vague  que  présentent 

souvent  les  idées  considérées  comme  philosophiques.  .Mais 
peut-être  aussi  inhabileté  foncière  ou  antipathie  naturelle  pour 
l'introspection  psychologique. 

L'attitude  intellectuelle  des  philosophes  ne  pourrait-elle  en  effet 
se  distinguer  nettement  de  celle  des  savants,  parla  tendance  qu'ont 
invinciblement  ceux-ci  à  extérioriser  les  notions  qu'ils  étudient? 
Même  lorsque  ces  notions  ne  leur  apparaissent  pas  comme  données 
par  la  nature;  même  quand  elles  résultent  d'une  création,  d'un 
libre  choix  de  l'entendement,  elles  deviennent,  aussitôt  fait  ce 
choix,  indépendantes  de  nous,  et  comme  extérieures  à  l'esprit  qui 
les  a  conçues.  Elles  deviennent  des  «  êtres  mathématiques  »  et 
l'idée  qu'évoquent  ces  termes  est  parfois  si  forte,  qu'elle  s'accom- 
pagne de  la  croyance  qu'il  existe  réellement  en  dehors  de  nous  un 
monde  d'idées  pures,  de  nombres  et  de  figures.  C'était  le  cas  de 
Charles  Hermite.  «  Il  pensait  modestement,  dit  M.  Emile  Picard, 
que  les  études  de  Philosophie  mathématique,  si  en  honneur  au- 
jourd'hui, devaient  être  de  grande  importance,  puisque  tant 
d'esprits  éminents  s'y  adonnent;  mais,  malgré  toute  sa  bonne 
volonté,  il  ne  pouvait  arriver  à  s'y  intéresser.  La  cause  en  était 
peut-être  dans  sa  philosophie  un  peu  mystique  sur  l'essence  du 
nombre;  il  croyait  que  les  nombres  forment  un  monde  ayant  son 
existence  propre  en  dehors  de  nous,  monde  dont  nous  pouvons 
saisir  seulement  ici-bas  quelques-unes  des  harmonies  profondes. 
Dans  l'antiquité,  il  eût  été  platonicien,  et  au  moyen  âge,  dans 
la  longue  querelle  entre  le  réalisme  et  le  nominalisme,  il  aurait 
suivi  Guillaume  de  Champeaux  avec  les  réalistes.  » 

Tous  les  mathématiciens,  il  s'en  faut,  n'ont  pas  été  jusqu'à  cette 
conception  quasi  théologique  du  nombre  et  de  la  géométrie.  Mais, 
sans  la  formuler  d'une  manière  aussi  positive,  la  plupart  d'entre 
eux  agissent  comme  si  elle  était  leur.  Chercher  à  savoir  par  une 
question  directe,  comment  ils  pénètrent  et  se  dirigent  dans  le 
monde  des  êtres  mathématiques,  revient  donc  à  solliciter  une 
confession  de  leurs  plus  intimes  pensées  sur  la  Science,  de  ces 
pensées  qu'ils  hésiteront  toujours  à  formuler,  ne  pouvant  leur 
donner  la  forme  impeccablement  logique  qu'ils  ont  coutume  de 
donner  à  toutes  leurs  productions  techniques. 
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Faute  de  pouvoir  recourir  aux  confidences  des  spécialistes, 
M.  Pierre  Boutroux  a  fait  usage  d'une  autre  méthode,  la  méthode 
historique.  Encore  faut-il  bien  entendre  de  quelle  manière  il  la 
comprend.  Ce  ne  sera  pas  celle  de  l'érudit  qui  déchiffre  et  analyse 
les  anciens  textes.  Celui-là  prépare  des  matériaux  pour  le  véritable 
historien.  11  ne  s'agira  pas  non  plus  de  l'histoire  purement  des- 
criptive des  systèmes  :  histoire  des  «  erreurs  humaines  »,  elle 
pourrait  constituer  un  salutaire  avertissement  des  écueils  logiques 
à  éviter.  Ecrire,  avec  les  préoccupations  d'un  légitime  nationalisme, 
une  histoire  des  progrès  positifs  aurait  l'avantage  de  rétablir  la 
vérité  touchant  l'origine  de  découvertes  célèbres  que  certaines 
nations  s'efforcent  de  faire  entrer  indûment  dans  leur  patrimoine 
spirituel.  Mais  elle  n'éclairerait  pas  sur  la  manière  dont  ces 
découvertes  ont  pris  naissance.  Le  genre  d'histoire  auquel 
M.  Pierre  Boutroux  demande  de  nous  éclairer  sur  l'orientation 
des  sciences  mathématiques  est  assez  différent.  Ce  qui  l'intéresse, 
ce  sont  les  grands  courants  de  la  pensée  mathématique  depuis 
l'antiquité  jusqu'à  nos  jours.  Et  ces  courants  seront  définis  par  les 
travaux  mêmes  des  mathématiciens,  en  donnant  une  place  préémi- 
nente non  pas  aux  découvertes  elles-mêmes,  mais  à  l'esprit  dans 
lequel  elles  ont  été  faites. 

Il  est  fort  intéressant,  sous  ce  rapport,  de  voir  quelle  a  été, 
d'après  M.  Boutroux,  la  grandeur  du  rôle  de  René  Descartes.  Ar- 
rêtons-nous sur  cette  partie  de  son  Livre. 

Le  grand  mérite  de  Descartes  réside  non  pas  tant  dans  les 
découvertes  positives  dont  la  Science  lui  est  redevable  que  dans 
une  sorte  de  renversement  complet  de  la  démarche  même  de  la 
pensée  mathématique..  Ni  dans  l'antiquité,  Archimède  avec  sa 
méthode  d'exhaustion,  ni  même  dans  les  temps  modernes,  Leibnitz 
et  Newton  avec  le  calcul  différentiel  et  le  calcul  intégral  n'auraient 
créé,  à  beaucoup  près,  du  point  de  vue  de  M.  Boutroux,  un  cou- 
rant d'idées  aussi  vaste  et  aussi  puissant  que  celui  dont  on  trouve 
l'origine  dans  les  idées  de  Descartes  et  les  premiers  effets  dans  sa 
géométrie. 

Dans  l'antiquité,  en  effet,  la  démarche  des  géomètres  a  toujours 
un  caractère  analytique,  en  ce  sens  qu'ils  considèrent  comme 
unique  objet  de  la  Science   les    propriétés    des   nombres    et    des 
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figures  qu'une  analyse  directe  doil  faire  découvrir  après  qu'une 
intuition,  plus  directe  encore,  en  a  fourni  à  l'esprit  le  concept. 
Quant  à  cette  analyse,  elle  procédera  suivant  une  série  de  propo- 
sitions dont  L'enchaînement  logique  devra  être  parfait.  C'est  la 
forme  à  laquelle  reste  attaché  le  nom  d'Euclide.  Et  quant  au  choix 
des  notions  initiales,  auxquelles  devra  s'appliquer  la  puissance 
analytique  des  géomètres,  il  sera  principalement  dicté  par  le 
caractère  de  beauté,  de  régularité  et  de  simplicité  (apparente) 
qu'elles  présentent. 

L'exemple  achevé  de  cette  conception  est  fourni  par  l'étude  des 
polyèdres,  considérés  par  Platon  comme  jouissant  d'une  éclatante 
beauté.  Au  moyen  du  tétraèdre  régulier,  de  l'octaèdre  régulier, 
de  l'icosaèdre  régulier  et  du  cube,  polyèdres  compris  respecti- 
vement sous  4)  8  ou  20  triangles  équilatéraux  égaux  et  sous 
6  carré-,  égaux,  Platon  veut  expliquer  la  genèse  de  l'univers. 

Le  moindre  inconvénient  de  tels  points  de  départ  était  l'arbitraire 
qui  régnait  dans  la  hiérarchie  esthétique  des  notions  fondamen- 
tales de  la  géométrie.  Leur  complexité  réelle  n'entrait  que  peu  en 
ligne  de  compte.  Il  était  inévitable  qu'une  pareille  méthode 
aboutît  à  une  impasse. 

Il  ne  nous  semble  pas  possible,  cependant,  de  dire  que  l'impasse 
se  soit  produite,  et  cela  grâce  à  Archimède.  Ses  travaux  sur  les 
leviers  et  la  statique,  sur  l'hydrostatique  et  les  corps  flottants,  sur 
les  hélices  spirales  ou  vis  sans  fin,  le  rapprochent  de  nous  plus 
qu'aucun  savant  de  l'antiquité.  La  méthode  d'exhaustion  dont,  au 
ve  siècle,  les  Pythagoriciens  avaient  déjà  fait,  il  est  vrai,  quelques 
applications  à  la  mesure  du  cercle,  reçut  de  lui  une  forme  plus 
parfaite  et  une  puissance  considérablement  accrue.  Elle  était  pour 
son  époque  l'équivalent  de  nos  méthodes  modernes  de  développe- 
ment en  série  et  de  passage  à  la  limite  par  degrés  infinitésimaux. 
Elle  lui  fournit,  pour  l'évaluation  des  aires  et  des  volumes,  des 
procédés  si  ingénieux  que  «  pendant  deux  mille  ans,  aucun 
géomètre  ne  devait  être  capable  de  les  développer  ».  Pourtant. 
M.  Pierre  Boutroux  n'en  fait  pas  un  grand  novateur,  comme 
Descartes;  il  veut  qu'il  n'ait  été  que  le  continuateur  des  platoni- 
ciens parce  qu'il  partageait  leur  culte  pour  la  beauté  intrinsèque 
des  notion-   géométriques.   Mais  la  modestie  d'Archimède  ne  lui 
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était-elle  pas  naturellement  inspirée  par  la  pléiade  de  savants 
illustres  qui  l'avaient  précédé  de  peu.  comme  la  sévérité  un  peu 
anguleuse  de  Descartes  pour  ses  prédécesseurs  n'était-elle  pas 
rendue  plus  naturelle  par  l'indécise  timidité  avec  laquelle  les  Tar- 
taglia  et  les  Yiete  s'étaient  engagés  dans  la  voie  algébrique,  ouverte 
au  ixe  siècle  par  l'Ai'  Djebr  Ou'Al  Moukabalah  du  savant  Moham- 
med ben  Musa-Alkhwarizmv  (  '  ),  de  Bagdad?  Si  l'influence  d'Ar- 
chimède  a  été  moindre  dans  l'histoire  de  la  Science  que  celle  de 
Descartes,  cela  ne  proviendrait-il  pas,  en  partie,  de  ce  que  les 
circonstances  de  sa  vie.  sa  fin  tragique  ou  la  civilisation  de  son 
temps  ne  lui  ont  pas  procuré  les  disciples  capables  de  développer 
sa  pensée,  comme  les  Leibnitz  et  les  Newton  ont  su  développer 
celle  de  Descartes?  Car  c'est  sur  quoi  M.  Pierre  Boutroux  insiste 
avec  beaucoup  d'originalité  et  peut-être  une  pointe  d'exagération. 

Comment  donc  le  rôle  de  Descartes  a-t-il  été  si  grand? 

Venue  des  hindous,  puis  des  arabes,  comme  un  ensemble  de 
recettes  pour  faciliter  le  calcul,  l'algèbre  eût  été  méprisée  des 
Grecs,  comme  les  équivalents  qu'ils  en  connaissaient  et  auxquels 
ils  n'accordaient  pas  le  nom  de  science.  Les  jeux  constamment 
fixes  sur  la  nature  intrinsèque  des  objets  géométriques,  ils  n'au- 
raient pu  même  comprendre  le  sens  des  calculs  qui  portaient  sur 
des  symboles  dénués  de  signification  propre.  Aussi,  les  premiers 
progrès  de  l'algèbre  furent-ils  dus  non  pas  à  des  savants  mais  à 
des  ingénieurs  où  à  des  praticiens  fort  peu  embarrassés  de  scrupules 
théoriques.  \  isiblement,  ces  scrupules  ne  simplifièrent  pas  la 
tâche  des  savants  du  xvie  siècle,  héritiers  à  la  fois  de  la  tradition 
hellénique  et  de  la  tradition  arabe.  L'algèbre  est  loin  d'être  pour 
eux  un  instrument  de  généralisation.  Chaque  cas  particulier  fait 
1  objet,  pour  eux.  d'un  calcul  spécial.  Le  trait  de  génie  de  Descartes 
fut  de  voir  que  la  langue  algébrique,  loin  d'être  simplement  un 
mode  de  calcul,  constituait  un  moyen  merveilleux  de  construire 
synthétiquement,  par  la  combinaison  d'éléments  simples,  les  êtres 
ou  les  objets  mathématiques  les  plus  «  composés  ».  Au  lieu 
d'aborder  de  front  l'étude  analytique  de  ces  objets,  conçus  par 
une  intuition  directe,  mais  d'une  complexité  souvent  insoupçonnée, 
une  voie  détournée,  purement  synthétique,  et  partant  des  éléments 

(')  D'où  le  nom  d'algorithme. 
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les  plus  simples  (longueurs  rectilignes,  figurées  par  des  signes 
algébriques  ».  permettait  de  les  insérer  dans  an  moule  parfail  dont 
toutes    les    propriétés    pouvaient    ensuite    être    mécaniquement 

déduites.  (1  l)e>  lors,  la  Science,  au  lieu  d'être,  comme  le  croyaienl 
les  anciens,  une  contemplation  d'objets  idéaux,  se  présentera 
comme  une  construction  de  l'esprit.  0  D'analytique  dans  son 
objet  (avec  un  mode  d'exposition  le  plus  souvent  synthétique). 
elle  deviendra  essentiellement  synthétique  dans  sa  démarche  cons- 
tructrice, mais  avec  des  formes  de  démonstrations  analytiques^  si 
bien  même  qu'une  des  branches  les  plus  importantes  de  l'algèbre, 
la  théorie  dc>  fonctions,  prendra  au  x\in'  siècle  le  nom  d'analyse 
mathématique. 

Celte  conception  fondamentale  de  Dcscarles  a  l'ail  la  fécondité 
de  sa  méthode.  Des  applications  du  calcul  avaient  été  faites  avant 
lui  à  des  problèmes  spéciaux  de  géométrie  par  Appolonius  de 
Pergtfme,  au  milieu  du  m'  siècle  avant  Jésus-Christ,  puis  au 
xi\'  siècle  par  Nicole  Oresmes,  puis  encore  au  xvip  siècle  par 
Mariné  Ghetaldi.  Mais  elles  étaient  restées  sans  haute  porter.  Si 
donc  on  entend  par  géométrie  analytique  l'application  du  calcul 
algébrique  à  des  figures  géométriquement  données,  on  peut  dire 
que  Descartes  n'en  est  pas  le  premier  inventeur.  Son  œuvre 
géniale  a  été  de  concevoir  la  création  de  figures  géométriques  ou 
de  courbes  géométriques  par  la  seule  combinaison  d'éléments 
algébriques.  Que  les  plus  simples  de  ces  combinaisons  représen- 
tassent les  courltcs  mêmes  qu'étudiaient  les  géomètres  antiques, 
droite,  cercle,  sections  coniques,  ce  n'en  était  que  plus  heureux  et 
plus  propre  à  donner  au  début  confiance  dans  la  méthode.  Cela 
n'en  épuisait  pas.  à  beaucoup  prés,  la  merveilleuse  richesse.  Au 
fait,  par  le  détour  de  l'image  géométrique.  Descartes  créait  la 
notion  fondamentale  de  fonction  algébrique.  Trois  siècles  excep- 
tionnellement brillants  pour  le  développement  des  mathématiques, 
ne  devaient  pas  en  tarir  la  fécondité. 

Que  Descartes  ait  pressenti  la  puissance  de  sa  méthode  non 
seulement  pour  des  problèmes  géométriques,  mais  aussi  pour 
l'étude  générale  des  phénomènes  de  la  nature,  c'est  ce  qui  parait 
assez  incertain.  M.  Pierre  Boutroux  reconnaît  en  tout  cas  que  le 
moyen  technique  d'accrocher  le  calcul  à  ces  phénomènes  pour  les 
«  réduire  à  l'étendue  et  au  mouvement  »  paraît  lui  être  resté 
Bull,  des  Sciences  malh.,  a8  série,  t.  XLVI.  (Janvier  1922).  2 
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caché.  Et  pourtant,  ces  moyens,  le  calcul  différentiel  et  intégral, 
les  développements  en  série.  M.  Bout  roux  veut  ne  les  considérer 
que  comme  une  suite  toute  naturelle  de  la  méthode  algébrico- 
synthétique  de  Descartes.  Ici,  l'argumentation  de  M.  Boutroux 
nous  paraît  un  peu  forcée.  S'il  n'y  a  pas  lieu  de  parler  de  révo- 
lution scientifique  (il  n'y  a  jamais  de  révolution  scientifique)  à 
propos  des  puissants  instruments  d'investigation  auxquels  les  noms 
de  Leibnitz  et  de  Newton  restent  communément  attachés,  il  semble 
que  les  notions  introduites  avec  ces  méthodes  de  calcul  aient  joué 
un  rôle  sans  lequel  l'algèbre  purement  cartésienne  serait  peut-être 
restée  stérile.  Pour  M.  Pierre  Boutroux,  elles  sont  venues  sim- 
plement se  placer  dans  le  cadre  que  Descartes  s'était  contenté  de 
préparer.  Et  voici  comment  : 

En  i635,  le  P.  Bon-aventure  Cavalieri,  dans  sa  Géom'étrie  des 
indivisibles,  pose  le  principe  qu'il  est  possible  de  construire  des 
figures  continues  par  la  considération  d'éléments  «  indivisibles  », 
c'est-à-dire  infiniment  petits.  C'était  le  point  de  départ  du  calcul 
intégral.  En  i658,  d'ailleurs,  Pascal  devait  préciser  les  raisons 
pour  lesquelles  il  ne  saurail  y  avoir  désaccord  entre  le  calcul  des 
indivisibles  et  la  géométrie  classique. 

D'autre  part,  en  i636,  Fermât  considère  pour  la  première  fois 
la  dérivée  il  une  fonction.  Cette  notion  de  dérivée  est  assurément 
le  point  de  départ  du  calcul  différentiel.  Or,  cette  découverte  de 
Fermât,  à  quelle  occasion  vit-elle  le  jour?  A  l'occasion  d'un  pro- 
blème de  géométrie,  la  construction  de  la  tangente  à  une  parabole; 
et  la  solution  qu'en  donnait  Fermât  était  évidemment  susceptible, 
dans  la  géométrie  algébrique  cartésienne,  d'une  vaste  générali- 
sation pour  la  construction  des  tangentes  à  toutes  les  courbes. 

Mais  il  est  assez  piquant  de  constater  que  Descartes,  le  premier, 
ne  vit  pas  ou  ne  voulut  pas  voir,  en  raison  d'une  certaine  humeur 
contre  Fermai  ou  contre  la  prédilection  de  celui-ci  pour  les  cas 
particuliers,  quel  appoint  cette  notion  de  dérivée  était  capable 
d'apporter  au  développement  de  la  méthode  algébrico-géomé- 
trique. 

M.  Pierre  Boutroux  considère  d'autre  part  que  les  premières 
études  systématiques,  avec  Leibnitz  et  Newton,  des  développe- 
ments en  série,  devaient  découler  tout  naturellement  de  la  con- 
ception synthétiste  de  l'algèbre  cartésienne. .On  sait  d'ailleurs  que 
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la  théorie  do  dé\  rloppemenis  en  série  a  rendu  possible  l'étude 
générale  des  fonctions,  <-i  formait  la  partie  la  plus  remarquable  el 
la  plus  féconde  de  la  nouvelle  mathématique  néwtonienne  <'i 
leibnitzienne.  Or,  la  pensée  de  M.  Boutroux  parait  être  qu'une 
fois  posée  la  notion  cartésienne  <!<■  construction  d'une  fonction  au 
moyen  d'opérations  algébriques  (en  nombre  fini,  il  esl  vrai),  il 
était  bien  naturel  d'envisager  la  construction  d'une  fonction  au 
moyen  d'un  nombre  infini  d'opérations  algébriques.  Si  Leibnitz, 
toutefois,  se  considérait  comme  un  complet  novateur,  M.  Bou- 
troux enregistre  que  ^<-w  1  <>n  m'  croyait  simplement  un  conti- 
nuatcir  de  Descartes,  lequel  par  contre  s'étail  résolument  séparé 
de  tous  ses  prédécesseurs.  Il  tire  avantage  de  cet  aveu  pour  con- 
clure que  la  prétendue  coupure  introduite  dans  l'histoire  de  la 
Science  par  Leibnitz  et  New  Ion  n'a  pas  réellement  exisir. 

Peut-être  cet  argument  (analogue  à  celui  que  donne  M.  Bou- 
troux pour  effacer  un  peu.  semble-t-il,  l'originalité  d'Archimède,) 
repo&e-t-il  trop  sur  des  particularités  de  vie  ou  de  caractère.  La 
conception  d'opérations  algébriques  indéfiniment  répétées  ne 
dépassait-elle  pas,  de  beaucoup,  la  pensée  même  de  Descartes? 
Quelque  admiration  et  quelque  vénération  même  qu'il  faille  avoir 
pour  L'auteur  du  Discours  et  de  la  Géométrie,  nous  demandons  à 
M.  Boutroux  s'il  n'a  pas  été  porté  à  exagérer  ses  dons  de  prophétie, 
touchant  l'avenir  de  sa  découverte. 

Louis  DuN'OYER. 
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MELANGES 


SUR  LA  CLASSIFICATION  DES  COURBES  ALGÉBRIQUES  ET  SUR  LE 
THÉORÈME  D'EXISTENCE  DE  RIEMANN  iA  PROPOS  D'UN  OUVRAGE 
DE  M.  SEVERI); 

Par  M.  Anmbale  COMESSATTI, 

à  Cagliari. 


Les  progrès  de  la  Géométrie  algébrique,  dans  ces  dernières 
années,  ont  conduit  à  la  solution  de  beaucoup  de  questions  diffi- 
ciles et  de  haute  importance  théorique;  mais  on  est  encore  bien 
loin  d'être  réduit  à  l'étude  de  simples  questions  de  détail.  Au 
contraire,  il  v  a  dans  le  champ  algébrique  des  problèmes  qui 
demeurent  toujours,  pour  ainsi  dire,  au  premier  plan,  et  dont  la 
résolution  laisse  prévoir  des  résultats  très  importants,  soit  au 
point  de  vue  général,  soit  pour  leurs  applications  particulières. 
Parmi  ces  questions,  ont  trouvé  place  pour  longtemps  celles  qui  se 
rattachent  à  la  classification  des  courbes  algébriques  planes, 
gauches  ou  hjperspatiales  ;  car  on  peut  dire  qu'après  les  impor- 
tantes recherches  de  Halphen,  Nother  et  Valentiner,  qui  ont  fait 
progresser  notamment  la  théorie  des  courbes  gauches  algébriques 
et  mis  en  lumière  quelques-unes  de  ses  caractéristiques  singu- 
lières, et  malgré  les  encouragements  des  sociétés  savantes  (  '  ),  on 
n'avait  à  signaler,  jusqu'à  ces  dernières  années,  aucun  travail  vrai- 
ment notable  sur  ces  questions,  qui,  à  l'égard  des  courbes  hjperspa- 


(')  En  ii)"'.  l'Académie  royale  des  Sciences  du  Danemark,  sur  proposition  de 
M.  Zeuthen,  avait  mis  à  concours  la  question  de  reconnaître  si,  pour  toute 
famille  de  courbes  gauches  algébriques,  il  existe  ou  non  des  formes  limites 
exclusivement  composées  de  droites:  mais  le  concours  demeura  sans  résultats. 
La  Médaille  Guccia  avait  été  instituée  par  feu  le  fondateur  du  Cercle  mathé- 
matique de  Palerme,  à  l'occasion  du  IVe  Congrès  inlernatiiin.il  des  Mathémati- 
ciens qui  eut  lieu  à  Rome  en  1908,  dans  le  but  de  couronner  un  Mémoire  qui 
eut  fait  faire  un  progrès  essentiel  à  la,  théorie  îles  courbes  gauches  algé- 
briques, ou,  suhordonnément,  à  la  théorie  des  surfaces  ou  Vautres  variétés 
algébriques.  Le  prix  a  été  décer  ié  à  M.  Severi  pnur  ses  recherches  sur  les  sur- 
faces algébriques,  mais  pour  ce  qui  tient  aux  courbes  gauches  le  concours  n'eut 
aucun  résultat. 
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tiales,  n'étaient  presque  pas  encore  posées  ');  ei  m. •me  dans  la 
théorie  des  courbes  planes  il  y  avait  des  lacunes  assez  curieuses, 
;i  cause  desquelles  quelques  procédés  importants  attendaient 
d'être  mis  à  l'abri  de  toute  critique. 

Les  questions  donl  aous  venons  de  parler  ont  attiré  dernière- 
ment l'attention  de  M.  Severi,  qui  en  a  fait  l'objel  d  une  étude 
approfondie,  d'où  découlenl  beaucoup  de  résultats  intéressants  '  -). 
Je  me  propose  de  rappeler  sur  eux  l'attention  des  lecteurs  du 
Bulletin  qui  voudront  me  suivre  dans  le  cours  de  celle  analyse. 

Les  recherches  de  M.  Severi  ont  pour  fondement  la  distinction 
des  courbes  algébriques  i  planes  gauches  et  hyperspatiales  i  en 
familles,  c'est-â-dire  en  systèmes  algébriques  irréductibles  et 
complets  i  en  prenant  comme  éléments  les  courbes)  et  visent 
principalement  l'étude  de  certaines  formes  limites  qui  y  appar- 
tiennent. Ces  formes  limites  peuvent  être,  soit  <le>  courbes 
doue.-  de  points  multiples,  soit  des  courbes  réductibles,  en 
particulier  des  systèmes  connexes  de  droites,  au  moyen  desquelles 
on  peut,  comme  nous  le  verrons,  donner  une  réponse  à  bien  fie- 
questions,  et  même  envisager,  à  un  point  de  vue  tout  à  fait  nou- 
veau, des  résultats  classiques. 

Commençons  par  les  courbes  planes.  On  sait  que  le  nombre  d 
des  points  doubles  d'une  courbe  plane  irréductible  C,  d'ordre  n. 
ne  peut   dépasser  '  n~n   n  ~  '> ,  et  que  le  genre  p  d'une  courbe 

pareille   vaut  '  "  ~  '  '    "  ~  '  '  —  d.  Mais   on  peut  poser  la  question 
suivante    :    «    Etant    donné    un    entier    d    satisfaisant    aux  inéga- 


(')  Ajoutons,  à  ce-  problèmes,  ceux  qui  concernent  la  classification  des  sur- 
faces algébriques  d'un  byperespace,  en  particulier  du  S,.  Il  y  a  là  d  intéres- 
sante? questions  nouvelles  :  savoir  par  exemple  la  détermination  des  sur/aces 
ïrrégulières  d'ordre  minimum  qui  ne  sont  pas  référables  birationnellement  a 
des  surfaces  restées.  En  S,  il  est  probable  qu'on  aura  à  faire  à  des  surfaces 
|  hyperelliptiques)  de  dixième  ordre,  à  sections  byperplanes  de  genre  6  :  un  cas 
particulier  de  ces  surfaces  a  été  envisagé  récemment  par  moi  (voir  les  Memorie 
delta  Société  Italiana  delU  Scieme,  detta  dei  XL.  3"  série,  t.  XXI,  191g  l. 

(-)  Un  court  exposé  des  recherches  de  M.  Severi  se  trouve  dans  des  Notes  des 
Atti  délia  /?.  Accademia  dei  Limei.  5'  série,  t  XXIV,  igi5,  p.  877-8? 
ïOM-1020;  t.  \\V.  1916,  p.  ^9-471  et  55i-562).  Les  raisonnements  en  ont  été  en 
grande  partie  développés  et  complétés  par  l'Auteur  dans  un  Appendice  de 
l'édition  allemande  de  son  Traité  Lezioni  di  Geometria  algebrica,  qui  a  paru 
récemment,  bien  qu'elle  lût  presque  achevée  avant  la  guerre.  C'est  de  la  que 
nous  avons  extrait  la  plupart  de  ces  notices. 
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lités  o1>d=  — : -j  peut-on  trouver  toujours  (c'est-à-dire 

pour  toute  valeur  de  d)  des  courbes  planes  irréductibles  avec  d 
i  et  pas  plus  que  d)  points  doubles  (ordinaires)'?  » 

\  oilà  une  demande  très  simple  et  très  importante  à  laquelle  on 
n'avait  pas  encore  donné  une  réponse  rigoureuse.  On  peut 
observer  qu'aucune  conclusion  générale  ne  saurait  être  obtenue 
en  faisant  recours  aux  projections  des  courbes  gauches  ou  hyper- 
spatiales  dépourvues  de  points  multiples,  car  le  genre  p  de  ces 
courbes  ne  peut  dépasser  une  limite,  qui  a  été  donnée  pour  les 
courbes  gauches  par  Halphen  et  Nother  et  pour  les  courbes  d'un 
espace  quelconque  par  M.  Castelnuovo,  et  qui  est  toujours  infé- 

.   (  n  —  i)  (  n  —  2 )  ,    • ,  ■  .     ,     , 

rieure  a  : ;  on  doit  encore  ajouter  que,  en  gênerai,  on 

ne  saurait  trouver  des  courbes  irréductibles,  dépourvues  de  points 
multiples  pour  toutes  les  valeurs  de  p  inférieures  à  cette  limite, 
car  ces  courbes  n  existent  pas  pour  certaines  valeurs  lacunaires 
de  p  qui.  pour  les  courbes  gauches,  ont  été  données  par  Halphen. 

Pour  voir  clairement  l'ensemble  des  questions  qui  se  rattachent 
à  notre  problème,  il  suffît  de  le  poser  de  la  façon  la  plus  simple 
et  la  plus  naturelle.  La  condition  pour  qu'une  courbe  plane  d'ordre  n 
ait  (/  points  doubles  est  algébrique^  I,  de  sorte  que  les  courbes  C 
qui  y  satisfont  forment  une  variété  algébrique  \  .  Mais  on  ne 
peut  pas  affirmer  a  priori  que,  ces  conditions  vérifiées,  il  n'en 
soit  par  conséquent  de  même  d'autres  conditions  qui  soient 
entraînées  par  elles,  de  sorte  que  les  courbes  de  Y  aient  plus 
qw  d  points  doubles,  ou  des  points  de  multiciplicité  supérieure, 
ou  bien  qu'elles  soient  réductibles.  Ajoutons  que  la  variété  Y 
peut  être  elle-même  réductible,  de  façon  à  donner  plusieurs 
familles  de  courbes,  même  de  dimensions  différentes. 

Parmi  ces  familles,  combien  y  en  a-t-il  qui  se  composent  de 
courbes  irréductibles  et  quelles  sont  leurs  dimensions?  On  doit 
chercher  une  réponse  à  ces  questions  si  l'on  veut  compléter  un 
procédé  géométrique,  dû  à  M.  Enriques,  et  exposé  par  M.  Severi 
dans  son  Traité,  duquel  on  déduit  le  nombre  des  modules  dont 
dépendent   les    courbes    de   genre   p;    pour   cela  il    faut  prouver 

(')  Pour  représenter  complètement  cetle  condition,  il  faut  faire  recours  à  plus 
que  d  équations  algébriques,  ou  à  d  équations  et  deux  inégalités:  de  façon 
qu'on  n'est  pas  sur  a  priori  que  la  dimension  relative  est  égale  à  d. 
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qu'une   courbe    irréductible    d'ordre    //    avec    d  points  doubles, 

appartient  i  si  elle  existe  I  à  une  famille  de  dimension  3  //       />  —  i . 

G'esl    ce   qui    arriverail    si    l'on    étail    certains   que    La  condition 

imposée  à  \    esl  de  dimension  d.  el  que  \   se  comppse  de  parties 

ayant  la  même  dimension . 

Eh  bien,  voilà  an  premier  résultai  important  de  M.  Severi  :  les 

courbes  planes  irréductibles  d'ordre  n  avec  un  nombre  quel- 

i  s  ( n  —  0  ( n  —  '  '    i         •         i     ii  ■  /• 

conque  aS de  points  doubles  existent^  et  forment 

une  seule  fu  mi  lie  \  ,/  de  dimension  .\  n  -f-  />  —  i. 

Cela  ne  veut  pas  dire  que  la  variété  \  ne  puisse  être  réductible, 
car  il  peut  y  avoir  là  dedans  des  familles  composées  de  courbes 
toutes  réductibles;  mais  ces  familles,  si  elles  existent,  ont  aussi 
la  dimension  3/;  -\- p —  i,  de  sorte  que,  si  \  est  réductible,  ses 
parties  ont  toutes  la  même  dimension.  Pour  avoir  un  exemple 
très  simple,  il  suffit  d'envisager  le>  quartiques  planes  avec  trois 
points  doubles;  leur  ensemble  se  décompose  en  deux  familles 
ayant  la  même  dimension  i  i.  dont  la  première  contient  toutes  les 
quartiques  rationnelles  (irréductibles  i  et  la  deuxième  celles 
décomposées  en  une  cubique  et  une  droite. 

I  ne  courbe  C  d'ordre  /?,  réductible  ou  non.  et  douée  de  d  cl 

pas    plus    que    d  points  doubles  (  c'est-à-dire  de  genre  effectif 

(n  —  i)(n  —  a)         ,\  ■      .    ,  ,     e      -ii 

p  = d  )  appartient   a   une  seule  famille  i  qui  est 

déterminée  par  elle  )  dont  la  courbe  générale,  si  C  est  réductible, 
se  décompose  de  la  même  façon  que  C.  Il  s'ensuit  qu  une 
courbe  C.  qui  est  commune  à  deux  familles  distincte-  de  ^  .  doit 
avoir  plus  que  d  points  doubles  (ou,  à  leur  place,  des  points  de 
multiplicité  supérieure  |,  en  particulier  que  les  courbes  de  \  ,/  ne 
peuvent  se  décomposer  sans  acquérir  de  nouveaux  points  doubles. 
G'esl  là  le  théorème  bien  connu  de  M.  Enriques  qui  vient  de 
recevoir,  pour  le  cas  des  courbes  planes,  une  élégante  démons- 
tration algébrique. 

Les  raisonnements  employés  par  M.  Severi  s'appuient  d  un 
côté  sur  la  considéi^ation  des  nappes,  en  particulier  des  nappes 
linéaires  |  '  |  des  variétés  algébriques,  qui,  dans  l'espace  linéaire 


(')   Il  s'iiy i t   de  l'extension  de  la  notion  de  branche  (ranw)  on  cycle  (Cayley, 
Halphen)  d'nne  courbe  algébrique  el  de  nappe  (  Halphen  !  d'une  surface. 
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dont  les  points  sont  les  courbes  planes  d'ordre  n .  représentent 
les  systèmes  de  courbes  envisagés^  de  1  autre  sur  celle  de  cer- 
taines loi  nies  limites  appartenant  aux  familles  en  question. 

V  propos  de  ces  formes  limites,  et  avant  de  continuer  cette 
analyse,  nous  allons  ouvrir  une  parenthèse  pour  bien  préciser 
certaine.-  notions  qui  s'y  rattachent. 

Lorsqu'on  envisage  une  courbe  C0  avec  d'^>d  points  doubles, 
comme  limite  d'une  courbe  G  avant  d  points  doubles,  et  l'on  a 
bien  précisé  lu  façon  dont  C  tend  à  C0  (  c'est-à-dire  dans  la 
famille  dont  C  et  C0  sont  des  éléments  le  chemin  parcouru  par  C 
lorsqu'elle  aboutit  à  C0  >.  parmi  les  d  points  doubles  de  C„  il  y  en 
aura  d  bien  déterminés  qui  seront  limites  des  points  doubles  de 
C,  tandis  que  les  autres  d  — d  seront  essentiellement  neufs;  si 
l'on  suppose  de  projeter  C  d'un  point  arbitraire  P  de  son  plan,  en 
chacun  de  ces  derniers  d  — d  points  doubles  viennent  coïncider 
deux  points  de  diramalion  de  la  fonction  algébrique  y  de  x  qui 
est  définie  par  L'équation  /i.rr)  =  o  de  C,  lorsque,  au  moyen 
d'une  projectivité,  on  a  porté  le  point  I*  dans  le  point  à  l'infini  de 
l'axe  des  r. 

On   peut   encore,    si  l'on  veut,  envisager  la   courbe   C„   comme 

■                         .           ,               (  n  —  i  1 1  n  —  9.  )  /     .    i  l'- 
ayant  le  genre  \  virtuel)  />= — «,  a  la  condition 

de  considérer  lesdits  d' —  d  points  doubles  comme  virtuellement 
inexistants,  c  est-à-dire  comme  des  points  où  il  est  permis  de 
passer  de  lune  à  l'autre  des  deux  branches  de  C;  en  d'autres 
mots,  le-  ileux  feuillets  de  la  surface  de  Riemann  correspondant  à 
ces  branches  doivent  être  pensés  comme  soudés  en  portante  coïn- 
cider le-  deux  points  qui  proviennent  du  point  double. 

Supposons  que  C0  soit  réductible,  et  imaginons  de  choisir  d 
parmi  ses  d  points  doubles,  en  regardant  les  autres  comme  virtuel- 
lement inexistants.  On  peut  alors  poser  la  question  suivante  : 
Peut-on  toujours  regarder  C0  comme  limite  d'une  courbe  irréduc- 
tible '.  du  même  ordre)  douée  de  d  points  doubles  (c'est-à-dire 
de  genre  effectif  p)  qui  aient  pour  limites  ceux  que  nous  avons 
fixés  sur  C„  fou,  en  d'autres  mots,  sous  quelles  conditions  C„  avec 
les  d  points  doubles  fixés  appartient  à  la  variété  X  d  dont  nous 
avons  parlé  plus  haut  ? 

La  réponse  donnée  par  M.  Severi  est  très  simple  :  pour  que  cela 
soit  possible  il  faut  et  il  suffit  que,  en  donnant  aux  d' — d  points 
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1 1  * > 1 1 1 >  1  « ■>  virtuellement  inexistants  La  signification  dont  nous  venons 
de  parler,  ta  courbe  ( .,,  reste  connexe;  c'es$-à-dire  qu'à  travers  ces 
points  doubles  on  doil  pouvoir  passer  d  une  quelconque  des  com- 
posantes de  G  à  mu'  aul  re. 

Le  théorème  esl  vrai,  même  si  (  '.,,  est  irréductible,  car  L'auteur 
démontre  ailleurs  que  la  famille  \  ,/  des  courbes  irréductibles 
d'ordre  //  avec  il  points  doubles  contient  toutes  Les  familles  \  ,/ 
analogues,  pour  Lesquelles  d'^>iL  en  particulier  La  famille  des 
courbes  rationnelles  d  ordre  n.  Si  à  cela  on  ajoute  que  \  ,/  con- 
tient aussi  toutes  Les  courbes  décomposées  en  n  droites,  on  a  dans 
ces  résultats  une  justification  rigoureuse  des  procédés  employés 
par  de  Jonquières  pour  résoudre  le  problème  bien  connu  des 
contacts  multiples  ('). 

Dans  la  démonstration  du  théorème,  L'auteur  suppose  que  C„ 
ail  seulement  des  points  doubles  el  pas  de  points  de  multiplicité 
supérieure,  mais  le  théorème  est  vrai  sans  doute  dans  tous  les  cas, 
et  !  Ô*h  pourra  1  établir  en  suivant  dans  ses  lignes  générales  le 
procédé  de  L'auteur.  M.  Severi  a  lui-même  approfondi  un  cas 
particulier,  pour  s'en  servir  dans  une  démonstration  géomé- 
trique du  théorème  d 'existence  de  Rieniann,  qui  découle  d'une 
façon  très  élégante  de  ses  résultats  et  dont  nous  allons  parler. 

11  s'agit  de  prouver  qu'étant  donnés  deux  entiers  (positifs)  quel- 
conques n  et  p  (  //  >  i  ),  existe  une  fonction  algébrique^  à  n  \  aleurs 
et  de  genre  p.  ayant  2n-\-ap — >  points  de  diramation  qui  peuvent 
être  choisis  arbitrairement  sur  une  droite  x  <  c'est-à-dire  dans  le 
plan  complexe  .r)  avec  les  substitutions  correspondantes  du  groupe 
de  monodromie  i  qui  se  réduisent  à  des  échanges  entre  Les  n  déter- 
minations de  y).  Ces  substitutions  doivent,  d'autre  part,  satis- 
faire à  des  conditions  très  simples  et  bien  connues  i  -  I. 

Pour  ce  qui  tient  au  choix  arbitraire  du  groupe  de  diramation. 
il  suffit  de  prouver  que.  si  m  est  un  entier  convenable,  on  peut 
trouver  des  courbes  d'ordre  n  —  m  et  de  génie  //,  qui  passent  par 

(')  Les  résultais  de  de  Jonquières  ont  été  établis  et  complétés  d'une  façon 
rigoureuse,  suivant  une  autre  voie,  par  R.  Torelli  dans  une  Noie  des  Rendiconti 
di  PalciriKi.    iMoij. 

Voir  le  Traité  d'Analyse  de  M.  PicarJ  (Paris,  Gauthier  Villa rs,  iao5); 
Chapitre  XVI.  où  le  théorème  dexistenc'e  est  démontré  suivant  la  \oic  classique 
<le  Kiemann  au  moyen  de  la  résolution  du  problème  de  Dirichlet  sur  |a  riéman- 
nienne. 


26  PREMIERE    PARTIE. 

un  point  donné  P  avec  la  multiplicité  /n.  et  touchent  2  n  -\-  2 p  —  2 
droites  arbitrairement  données,  issues  de  P.  On  peut  pour  cela 
se  borner  à  une  énumèration  de  constantes,  mais  de  cette  (''nu- 
mération ne  ressort  pas  facilement  Y  Irréductibilité  des  courbes 
cherchées  :  M.  Severi  la  démontre  d'une  façon  rigoureuse 
pour  iti=p,  et  alors  <m  «ditient  des  courbes,  que  nous  appelle- 
rons D,  qui,  en  dehors  de  P,  ont  encore  p(/t  —  2)  —  (  ]  points 
doubles. 

Maintenant  nous  allons  nous  occuper  du  choix  arbitraire  des 
substitutions  du  groupe  de  monodromie'.  M.  Severi  en  établit  la 
possibilité  en  faisant  recours  au  théorème  sur  les  courbes  réduc- 
tibles dont  nous  avons  parlé  plus  haut.  Ce  théorème  joue  un  rôle 
essentiel  dans  un  procédé  d  induction,  au  moyen  duquel  la  cons- 
truction d'une  courbe  D  est  reconduite  à  celle  d'une  courbe  D  du 
même  genre  yj,  mais  correspondant  à  une  fonction  algébrique 
à  //  —  1  valeurs  dont  les  2(11  —  1)  -)-  zp —  2  points  de  diramation 
appartiennent,  avec  leurs  substitutions  au  groupe  donné  pour  D. 
En  faisant  coïncider  les  autres  deux  points  de  diramation,  on  peut 
décomposer  la  courbe  D.  supposée  existante,  dans  la  courbe  D 
jointe  à  une  droite  a  sur  laquelle  un  des  points  d'intersection 
avec  D  est  considéré  comme  virtuellement  inexistant.  Inverse- 
ment, partant  de  la  courbe  D -\- a .  et  se  mouvant  à  l'intérieur  de 
la  famille  de  courbes  ii  réductibles  qu'elle  délinil  selon  la  règle 
dud.it  théorème,  on  remonte  à  une  courbe  D,  qui  jouit  des  pro- 
priétés voulues.  Le  procédé  d'induction  nous  reconduit  ainsi,  de 
proche,  au  cas  n  —  2  (courbes  hyperelliptiques)  dont  la  résolution 
est  presque  évidente. 

Passons  aux  courbes  gauches  et  hyperspatiales.  Pour  des  rai- 
sons de  clarté,  nous  tâcherons  de  séparer,  autant  que  possible,  les 
différentes  questions,  sans  suivre  dans  l'exposé  l'ordre  logique  de 
M.  Severi. 

Soit  C"  une  courbe  irréductible,  d'ordre  /*  et  de  genre  p  de 
l'espace  S,.  La  série  linéaire  de  ses  sections  hvperplanes  est  une  g7n 
simple  et  dépourvue  de  points  fixes;  inversement,  étant  donnée 
sur  une  courbe  D  de  genre  p  une  série  pareille,  on  peut,  d'une 
façon  bien  connue,  transformer  birationnellement  D  en  une  G",  de 
S,-  sur  laquelle  la  série  correspondante  soit  découpée  parles  hyper- 
plans.  Si  la  grH  est  complète.  G"  est  une  courbe  normale,   sinon. 
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elle  peut  être  envisagée  comme  projection  d'une  courbe  du  même 
ordre  appartenant  à  un  espace  de  dimension  supérieure  à  r.  ()u 
dira  encore  que  C"  est  spéciale  ou  /io/i  spécfale  si  telle  esl  la  série 
cprrespondante. 

Voyons  tout  de  suite  ce  que  l'on  peut  déjà  dire  à  l'égard  de  la 
répartition  de  ces  courbes  en  familles. 

Courbes  non  spéciales.  —  En  vertu  du  théorème  de  Riemann- 
Roch,  on  a  dansée  cas  //  :/>  +  /'.  Inversement,  M.  Severi  prouve 
que,  pour  chaque  valeur  de  n.  satisfaisant  à  cette  inégalité,  les  G' 

de  S,  existent,  et  forment  une  seule  famille  \    de  dimension 

p  =  (  r  -+■  i  )  n  —  (  r  —  3  )  (  p  —  r  ) 

dont  la  eourhe  générale  est  irréductible,  non  spéciale  et  dépourvue 
de  points  multiples  (si  r^>i). 

Courbes  spéciales.  —  Ici  il  faut  distinguer  les  courbes  aux 
modules  généraux  des  courbes  aux  modules  particuliers. 

Dans  le  premier  cas,  étant  donnés  p  et  r,  l'ordre  de  la  grn,  c'est- 
à-dire  de  G",  ne  peut  descendre  au-dessous  d'une  limite  inférieure, 
ressortant  de  l'inégalité 

(0  n^-^—p^-r, 


qui  a  été  établie  par  Brill  et  Ni'tther  dans  leur  classique  Mémoire 
des  Math.  Ann.:  t.  VII,  en  dépendance  de  l'évaluation  du 
nombre  7  =  I  /•  +  i)(/>  —  r)  —  rp  des  paramètres  dont  dépendent 
les  grn  spéciales  sur  une  courbe  de  genre  p  aux  modules  généraux. 
Comme  on  l'a  observé-  plusieurs  fois,  l'énumération  des  auteurs 
contient  implicitement  un  postulat  :  pour  la  rendre  rigoureuse,  il 
faut  prouver  que  l'ensemble  des  espaces  S„  r_,  /-sécants  de  la 
courbe  canonique  de  genre  p  du  Spj]  a  exactement  la  dimen- 
sion x-\-r  (et  non  une  dimension  supérieure),  lorsque  les  modules 
de  la  courbe  sont  généraux.  Il  s'agit  d'une  question  très  délicate 
que  M.  Severi  approfondit  par  une  analyse  demandant  l'emploi  de 
puissantes  ressources. 

L'ensemble,  de  dimension  t,  des  grn  spéciales  appartenant  à  une 
courbe  aux  modules  généraux  (envisagé  comme  une  variété  algé- 
brique dont  l'élément  est  la  gr/t),  peut  être  réductible,  mais  en 
tout  cas  il  se  décompose  en  parties  de  la  même  dimension.  De  là 


a*  PREMIERE   PARTI K. 

on  déduit  que  >i 


les  C"  se  partagent  en  un  nombre  fini  de  familles  W  ayant  toutes 

la  dimension 

p  =  ( r  -+■  i)  n '  —  (/•  —  3  )( p  —  i) 

dont  la  courbe  générale  est  spéciale,  normale,  dépourvue  de  points 
multiples  si  /\>  2  et  douée  seulement  de  points  doubles  si  /•=  2. 
M.  Severi  appelle  ces  familles  régulières,  en  gardant  la  dénomi- 
nation iï  ir  régulières  pour  celles  dont  la  dimension  dépasse  p. 

Ces  dernières  peuvent  exister  seulement  pour  des  modules  par- 
ticuliers, et  alors,  au  lieu  de  (  î  ),  il  faut  écrire  l'inégalité 

Il        — (/•—  l)  -+-   ~-   -H  I, 

où  t  est  un  entier  défini  par  les  inégalités 

*(,_,)< -M:  «çxOc.i,.), 

r  —  i 

qui  a  été  donnée  par  moi  (  '  )•  Dans  son  Traité,  M.  Severi  ne 
s'occupe  pas  de  ces  courbes,  si  ce  n'est  pour  énoncer  des  résultats 
encore  inédits,  dont  il  sera  question  plus  tard. 

Ajoutons  que  dans  les  familles  spéciales  régulières,  rentre  aussi 
la  famille  des  courbes  canoniques  de  genre  p{n  =  ip — 2, 
/•  =  p  —  î  )  qui  est  unique  et  a  la  dimension  (p  —  i)  (  p  -\-  4)- 

\  oyons  maintenant  ce  qu'on  peut  dire  au  sujet  des  courbes  avec 
points  doubles,  en  particulier  des  courbes  rationnelles  apparte- 
nant aux  familles  envis'agées;  cette  question  a  beaucoup  d'impor- 
tance, par  exemple  pour  ses  applications  à  la  Géométrie  énuméra- 
tive. 

Avant  tout  il  faut  fixer  notre  attention  sur  une  distinction  essen- 
tielle. Lorsqu'une  courbe  irréductible  C,  de  genre  />,  appartenant 
à  une  famille  A  (2)  (douée  ou  non  de  points  doubles  variables), 
acquiert   un  nouveau  point  double  P  par  une  position  particu- 


i'i  Voir  une  Note  des  Atti  (tel  P.  Istilulo  lenelo  di  Science,  Lettere  ed 
Arti.  1910.  p.   1685-1709. 

(2)  Il  n'est  pas  nécessaire  de  supposer  que  Y  soit  complète,  il  suffit  qu'elle 
soit  irréductible. 
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Ijère  G0,  il  peu!  se  faire  que  le  genre  de  G  s'abaisse  d'une  unité, 
ou  bien  qu'il  demeure  sans  altération.  Dans  le  premier  cas,  on  dira 
qu'on  a  affaire  à  un  poinl  double  propre;  dins  le  deuxième,  à  un 
point  double  impropre;  el  la  distinction  peul  aussi  s'établir,  ayanl 
égard  aux  droites  issues  de  l'  qui  vont  appartenir  à  ce  que  de\  ienl 
là  congruence  des  cordes,  ou  la  réglée  des  tangentes  de  C.  lorsque  ' 
tend  à  Co. 

Celle  distinction  posée,  M.  Severi  démontre  qu'une  famille  non 
spéciale  \  de  C"p  du  Sr  (r>  2.,  n>p-\-r)  contient  toutes  les  C"  h 
ajanl  h  p  points  doubles  {propres  [tour  les  courbes  de  V)  qui 
forment  hix-  seule  famille  \  /,.  Celle  famille  appartient  aussi  à  la 
famille  non  spéciale  \\  /,  des  C'  A  du  Sr  pour  laquelle  les  points 
doubles  envisagés  sont  pourtant,  impropres.  La  dimension  de  \  /, 
est  de  h  unités  inférieure  à  celle  de  V,  et  de  (r —  2)  A  unités  à 
celle  de  W/,,  de  sorte  que  l'imposition  d'un  point  double  aux 
courbes  d'une  famille  non  spéciale  est  une  condition  de  dimen- 
sion  1  ou  r  —  2  selon  qu'il  s'agit  d'un  point  propre  ou  impropre. 

Si  dans  ce  qui  précède  on  fait  h  =  p,  on  en  déduit  qu'à  \  appar- 
tiennent toutes  les  courbes  rationnelles  du  Sr  d'ordre  n  et  avec  p 
points  doubles,  qui  forment  une  seule  famille  de  dimension 

1  /•  -h  1  in  —  (/•  —  2  )(  p  —  1  ) —  r  >  o. 

Dans  le  cas  des  familles  spéciales  régulières,  on  a  aussi  des 
résultats  analogues  mais  un  peu  moins  complets;  on  trouve  encore 
dans  chaque  famille  \\  de  (  ',"  des  familles  W  h  de  0')_h  avec  A  points 
doubles  (propres  ),  mais  on  n  est  pas  sûr  qu'il  s  agit  d'une  famille 
unique,  bien  que  la  chose  soit  probable. 

Nous  allons  enfin  parler  de  la  question  des  dégénérescences, 
c'est-à-dire  des  courbes  réductibles  qui  peuvent  appartenir  à  des 
familles  données,  qui  a  tant  d'importance,  soit  pour  la  classifica- 
tion, soit  pour  d'autres  applications. 

La  notion  de  genre  virtuel  peut  être  étendue  aux  courbes 
décomposées  Y  d'un  espace  quelconque,  qui  sont  connexes  par 
l'intermédiaire  des  points  communs  à  leurs  parties  (que  nous 
appellerons  nœuds)  au  moyen  d'une  formule,  due  à  M.  Nôther, 
qui,  dans  le  cas  simple  où  F  se  décompose  en  deux  parties  irréduc- 
tibles T, ,  T.,  de  genres  />, ,  p2.  s'écrit 

(3)  p=  Pl-±-  pï-^i  —  i. 
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i  étant  le  nombre  des  nœuds  de  Y  que  Ton  veut  envisager  comme 
virtuellement  inexistants,  c'est-à-dire  comme  points  de  connexion 
entre  les  deux  branches  F,,  T2  de  F  qui  s'y  croisent.  Si  Y  peut 
être  envisagée  comme  limite  d'une  courbe  irréductible  C  du  même 
ordre  et  de  genre  />,  ces  i  points  doubles  devront  être  évalués 
comme  propies,  tandis  que  les  autres  apparaissent  comme  im- 
propres. Ces  derniers  peuvent  manquer  et  alor*  nous  pourrons 
dire  que/?  est  le  genre  effectif  de  F. 

Le  cas  le  plus  important  pour  nous,  c'est  celui  où  Y  se  décom- 
pose en  n  droites  (nous  l'appellerons  un  n-latère)  :  si p  est  son 
genre  virtuel,  parmi  ses  nœuds  il  y  en  aura,  a  cause  de  la  (3), 
/  —  n  +  p  —  i ,  qui  devront  être  envisagés  comme  propres.  On 
doit  observer  que  deux  «-latères  du  même  genre  effectif  p  peuvent 
présenter  une  différente  distribution  des  nœuds,  ou.  comme  nous 
dirons,  correspondre  à  deux  schémas  de  connexion  différents,  de 
sorte  qu'on  ne  peut  associer  biunivoquement  leurs  côtés  d'une 
façon  telle  qu'à  deux  côtés  ayant  un  nœud  commun  correspondent 
toujours  deux  côtés  pareils;  mais,  si  la  chose  est  possible,  les  deux 
/i-latères,  que  nous  appellerons  isomorphes,  tombent  dans  une 
même  famille  qui  contient  tous  les  /?-laléres  isomorphes  avec  eux. 

Les  méthodes  suivies  par  M.  Severi  dans  ses  recherches  donnent 
facilement  le  moyen  d'établir  l'existence  de  certaines  dégénéres- 
cences dont  quelques  auteurs  ont  fait  usage  dans  leurs  recherches 
énumératives.  On  peut  par  exemple  prouver  qu'à  chaque  famille 
de  C"  du  S,,  (dépourvues  de  points  multiples)  appartiennent  des 
courbes  décomposées  en  une  C""  '  d'un  hyperplan  du  Sr  et  en  une 
droite  qui  la  rencontre  en  un  point,  et  que  chaque  famille  non 
spéciale  V  de  C"  contient  toutes  les  courbes  décomposées  en 
une  Cïpi  (i  =  p)  et  en  i  de  ses  cordes,  donc,  pour  i=p,  toutes  les 
courbes  décomposées  en  une  C"f  rationnelle  et  en  p  de  ses 
cordes. 

Pour  ce  qui  tient  aux  décompositions  en  droites,  l'auteur  se 
borne  dans  son  Traité  à  démontrer  que  les  familles  envisagées 
[non  spéciales  et  spéciales  régulières)  contiennent  toujours  des 
7?-latères  du  même  genre  effectif.  Ce  résultat  se  précise  davan- 
tage pour  les  familles  non  spéciales  de  C'',  car  l'auteur  établit  qu'à 
l'intérieur  de  chaque  famille  se  placent  tous  les  /î-latères  de  genre 
virtuel  (etpourtantaussi,  commenousavons  dit,  de  genre  effectif)/?. 
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\\)\iv  />     o,  ci'hi   vient  ii  duc  que   la   famille  des  C'j  rationnelles 
du  S,  i //  >r)  contient  ions  les  rc-latères  (coànexes)  de  l'espace. 

Ces  résultats,  joints  à  ceux  qui  ont  égard  aux  courbes  pi. mes, 
répondenl  presque  complètement  à  la  question  posée  par  l'Aca- 
démie danoise,  et  suffisent  pour  beaucoup  d'applications  énumé- 
ràtives,  mais  il  n'en  est  pas  de  même  pour  ce  qui  touche  aux  pro- 
blèmes de  la  classification.  Dans  cet  ordre  d'idées,  on  peut  se 
proposer  comme  but  final,  celui  de  caractériser  chaque  famille  au 
moyen  (Vun  ou  de  plusieurs  types 'de  rè-latères  dont  le  schéma  de 
connexion  soit,  autant  qu'il  le  faut,  bien  défini,  et  pour  cela  on 
devra  résoudre  d'une  façon  complète  les  problèmes  suivants  : 

a.  Établir  que  dans  chaque  famille,  même  ir régulière,  de  C", 
on  peut  trouver  des  //-latères  de  genre  effectif  p; 

b.  Démontrer  la  réciproque,  c'est-à-dire  qu'un  ra-latère  de  genre 
effectif  j>  dn  S,  définit,  sans  certaines  conditions,  une  famille 
deCjT- 

C.  Donner  des  critériums,  pour  distinguer  les  différentes 
familles,  ayant  égard  aux  schémas  de  connexion  ou  à  d'autres 
caractéristiques  des  /i-latères. 

La  réponse  à  la  question  a  a  été  donnée  par  M.  Severi,  avec  un 
résumé  de  la  démonstration  dans  ses  Notes  des  Atti Lincëi,  191 5, 
on  Ton  trouve  aussi  d'intéressantes  indications  à  propos  des  autres 
deux;  dans  son  Traité,  il  se  borne  à  montrer  comme  chaque  famille 
de  C"  renferme  des  rt-latèrés  de  genre  virtuel  p  et  à  annoncer 
d'avoir  résolu  tous  ces  problèmes,  en  renvoyant  le  lecteur  à  une 
prochaine  publication. 

Toutefois  l'examen  des  données  de  la  question  et  des  indications 
de  l'auteur  suffisent  pour  permettre  d'avance  quelque  simple  pré- 
vision. Dans  l'énoncé  b,  on  parle  de  conditions  à  qui  devrait 
satisfaire  un  rc-latère  de  genre  effectif  />  pour  être  apte  à  définir 
une  famille  de  C"  du  Sr.  La  nécessité  de  ces  conditions  complé- 
mentaires ressort  en  évidence,  dès  que  l'on  observe  que  dans 
l'espace  S,  il  y  a  d'/i-latères  dont  le  genre  effectif  dépasse  le  maxi- 
mum donné  par  la  formule  de  M.  Castelnuovo  :  par  exemple 
si  /•  =  3,  n  4  ceux  qui  ont  n  —  1  de  leurs  côtés  dans  un  plan. 
On  peut  pourtant  prévoir  que,  une  fois  ces  conditions  données 
(M.  Severi,  dans  la  deuxième  de  ses  Notes  de  1910,  en  donne  un 
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énoncé  à  titre  de  prévision),  on  pourra  en  déduire,  soit  la  formule 
de  M.  Castelnuovo,  soit,  pour  chaque  /i,  les  valeurs  lacunaires 
de  p  en  correspondance  auxquelles  on  ne  peut  trouver  des  courbes 
dépourvues  de  points  multiples. 

Pour  ce  qui  tient  à  la  nécessité  d'avoir  des  critériums  qui  assurent 
la  distinction  des  différentes  familles,  cela  dépend  du  fait  que,  en- 
général,  le  schéma  de  connexion  ne  suffit  lui  seul  au  but,  car 
deux  «-latères  non  isomorphes  peuvent  définir  la  même  famille. 
Un  critérium  suffisant  pourra  quelquefois  être  donné  par  la  consi- 
dération des  surfaces  d'ordre  minimum  qui  passent  parles  w-latères 
considérés  :  cela  peut  aussi  servir  dans  le  cas  où  Ion  a  allai re  à 
des  schémas  de  connexion  différents,  comme  le  fait  voir  M.  Severi 
à  propos  des  deux  types  de  C*0  du  S;!  qui  ont  été  signalés  par  Weyr 
et  Halphen. 

Disons  enfin  quelques  mots  à  propos  des  applications  énumé- 
ratives  el  topologiques.  Les  premières  se  l'attachent  à  la  résolution 
des  problèmes  énumératifs  au  moyen  de  dégénérations,  et  particu- 
lièrement à  la  légitimation  de  beaucoup  de  procédés  auxquels  on 
a  eu  souvent  recours  (  '  ).  On  parvient  au  but,  d'un  côté  par  la 
démonstration  rigoureuse  de  l'existence  de  la  forme  limite  envi- 
sagée,  que  l'on  peut  tirer  des  résultats  exposés,  ou  des  procédés 
généraux  de  M.  Severi  qui  donnent  le  moyen  de  déduire  facilement 
beaucoup  d'autres  types  de  décompositions,  de  l'autre  en  établis- 
sant qu'il  est  permis  d'appliquer  aux  cas  envisagés  le  principe  de 
la  conservation  du  nombre.  On  n'a  qu'à  suivre  des  méthodes  bien 
connues  et  déjà  classiques  que  nous  devons  aussi  à  M.  Severi  (2). 

Suivant  cette  voie  on  parvient  à  légitimer,  dans  beaucoup  de  cas, 
l'application  de  la  méthode  fonctionnelle  de  Cayley,  et  l'on  peut 
prévoir  qu'on  parviendra  à  la  légitimer  dans  tous  les  cas.  Voilà, 
selon  l'auteur,  quel  en  serait  le  résultat  : 

(')  Voir  l'article  de  Zeuthen,  Géométrie  énumérative  dans  V Encyclopédie  des 
Science*  mathématiques  (édition  française),  i.  III.  Vol.  IV,  n°"  5-9,  et  celui  de 
Segre,  Mehrdimensionale  Géométrie  dans  la  même  Encyclopédie  (édition  alle- 
mande ),  i.  III.  C.7,  n°  '25. 

(2)  On  peut  voir  des  exemples  dans  une  Note  très  récente  de  l'Auteur  {Bendi- 
conli  Istitut»  Lombarde,  7  apnle  1921)  où  M.  Severi  expose  iine  élégante  méthode 
pour  la  résolution  des  problèmes  qui  ont  pour  but  de  déterminer  les  espaces  plu- 
risécants  et  tangents  des  courbes  algébriques,  en  faisant  recours  à  la  considération 
des  courbes  douées  d'un  point  double  propre  qui  appartiennent  a  une  famille 
donnée,  et  réduisant  ainsi  le  problème  aux  courbes  rationnelles. 
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Tout  nombre  relatif  à  une  G"  du  S,,  pourvu  qu'il  dépende 

</'  une  condition  qui  ait  un  sens  pour  une  courbe  quelconque 
d'ordre  et  de  genre  donnés,  est  une  fonction  des  seules  va- 
riables n  et  p. 

Ajoutons  que  la  prévision  peul  aller  encore  au  delà,  car  les 
résultats  de  quelques  recherches  font  entrevoir  un  principe  plus 
général  et  significatif  qui  a  été  énoncé  sans  démonstration  par 
M.  Enriques. 

Les  applications  topologiques  ressorlent  de  la  méthode  de  la 
petite  variation  appliquée  en  parlant  d'une  convenable  forme 
limile  réelle  ( c'est-à-dire  conjuguée  à  soi-même),  par  exemple 
d'un  n-latère.  L'auteur  se  borne,  dans  la  deuxième  de  ses  Notes 
de  191  >,  a  de  très  tourtes  indications  sur  ces  problèmes,  mais  la 
voie  est  tracée,  et  l'on  peut  en  la  suivant  essayer  quelques  prévisions. 
Pour  ce  qui  concerne  la  classification  des  courbes  de  S,-  au  point 
de  vue  réel,  il  faudra  avant  tout  noter  que,  généralement,  une 
famille  de  (V'  irréductible  au  point  de  vue  complexe,  se  décom- 
posera en  plusieurs  familles  réelles;  et  comme  une  courbe  variable 
dans  une  de  ces  familles  ne  peut  changer  de  forme  sans  acquérir 
au  moins  un  point  double,  on  devra  envisager  les  parties  ou  sous- 
familles  dans  lesquelles  chaque  famille,  envisagée  comme  une 
variété  réelle,  est  subdivisée  par  l'ensemble  de  ses  courbes  douées 
d'un  point  double  propre  (ensemble  qui  forme  frontière  sur  ladite 
variété).  On  tachera  ensuite  de  chercher  si,  dans  chaque  sous- 
famille,  il  y  a  des  rc-latères  réels,  car  de  leur  considération  on  peut 
déduire  aisément  la  forme  d'une  courbe  générale  de  la  sous-famille. 
Naturellement  pour  chaque  schéma  de  connexion  au  sens  com- 
plexe, on  aura  affaire  à  plusieurs  types  de  /i-latères  réels,  en  dépen- 
dance des  côtés  et  des  nœuds  réels  et  imaginaires  conjugués  qui  y 
appartiennent,  et  l'on  devra  aussi  envisager  la  possibilité  que 
deux  /2-latères  non  isomorphes  au  point  de  vue  réel  donnent  lieu 
à  la  même  sous-famille  réelle.  Quoi  qu'il  en  soit,  si  beaucoup  est 
encore  à  faire  pour  arrivera  des  résultats  de  caractère  général,  il 
paraît  au  contraire,  très  facile  d'établir  des  applications  particulières 
qui  pourraient  mettre  en  lumière  des  caractéristiques  nouvelles  et 
intéressantes. 


Bull,  des  Sciences  math.,  20  série,  t.   XLVI.  (Janvier  ig'2.) 
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SUR  LES  INTÉGRALES  DE  FRESNEL 
Par  M.  A.  BLOCH. 


J'ai  ilonnc  ici  naguère  I  '  I  un  procédé  de  calcul  assez  rapide  des 
intégrales  de  Fresnel  : 

I  =    /       cosrt2  (lu  el  .1=/       sin  u-t/tt. 

*  o  •  0 

En  voici  un  peut-être  encore  plus  direct. 

D'abord,  remarquons  que  la  substitution  u  =  \/t  prouve  que 
les  intégrales  I  el  .1  onl  un  sens,  et  que  J  tout  au  moins  est  évidem- 
ment positive;  les  intégrales 

f(x)—  f      cosu-du.\         g(x)  =   I      sin  w2  du 

sont,  quel   que   soit  X  positif,  inférieures   en  valeur  absolue  à    un 
certain  nombre  A. 
Ceci  posé,  on  a 

f(x)=   I      x  cos x-  i>s  dv  ;  £-(37)  =    /      x  sin  x%  v%  dv . 

«A  •  0 

D'ailleurs, 

/'  (x)  =  cos.a;2;  S\x  '  —  sin  a;2; 

d'où 

ff — gg' '=    /       rcos.r-ii  +  r2K/r:         fg''~+-gf=    I      X  s\nx2(ïH-ï>~)dv. 

*-  0  *■  0 

11  vient,  en  intégrant  de  o  à  r. 

Les  intégrales  des  seconds  membres  rentrent  dans  une  catégorie 
(')  ./?*///.  des  Se.  ma/h  .  t.  \LIII.  1919.  p.  179. 
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connue.  Pour  s'assurer  directemenl  qu'elles  tendenl  vers  o  avec  —  i 

le  plus  rapide  consiste  .1  écrire,  à  l'aide  du  second  théorème  de  La 

mu\  l'une, 

f    sin.r2i  1  -+-  i'2  1    ,  f  ',  .  , 

/ (tv=     I  -lll.f-l-rl'ilrfc 

=  —     sin  ./-   /         costëdu  —  cosar*  /         sina* 


du 


ce  qui  est  intérieur  en  valeur  absolue  à  '—;   même  limite  supé- 
rieure pour  l'autre  intégrale. 
On  a  do.ic.  à  la  limite, 

p_  js  =  o;         iU  =  ~-: 

d'où 


1  =  J  =  - 

1 


Vi- 


A  PROPOS   D'UNE  NOUVELLE  REVUE  MATHÉMATIQUE 
FUNDAMENTA  MATHEMATICiE  i'i: 

Par  M.    Hi -xri  LEBESGUE. 


En  191*).  au  milieu  des  événements  que  Ton  connaît,  il  >  e?l 
trouvé  à  Varsovie  un  petit  groupe  de  mathématiciens  assez  hardis 
pour  oser  créer  un  périodique  mathématique  nouveau,  Funda- 
menta  mathematicœ,  et  assez  épris  de  leur  science  pour  trouver 
le  temps  de  travailler  d'une  façon  si  heureuse  que  les  deux  tomes, 
actuellement  parus,  «les  Fun  lamenta  sont  presque  entièrement 
remplis  par  leurs  seuls  Mémoires. 

(*)  Deux  tomes  sont  parus  :  tome  I,  1920:  tome  II,  1921.  Chaque  tome  coule 
1.)  fr.  La  correspondance  doit  être  envoyée  à  l'adresse  :  Rédaction  des  Fun- 
damenta  mathematicœ,  Varsovie  (Pologne).  Université.  Séminaire  mathéma- 
tique. 
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La  rédaction  s'exprime  ainsi  :  «  Le  journal  Fundamenta 
mathematicœ  publie  les  Mémoires  (ou  Notes)  consacrés  à  la 
Théorie  des  ensembles  et  les  questions  qui  s'y  rattachent.  (Les 
applications  immédiates  de  la  théorie  des  ensembles,  Analysis 
siti/s,  la  logique  mathématique,  les  recherches  axiomatiques.) 

Cette  délimitation  sera  très  diversement  appréciée.  Elle  sera 
approuvée  par  beaucoup  de  mathématiciens  et  de  philosophes, 
s'intéressant  presque  exclusivement  aux  questions  traitées  dans  les 
Fundamenta,  et  qui  seraient  très  heureux  de  trouver  réunis  tous 
les  articles  qui  s'y  rapportent.  Mais,  s'il  en  était  ainsi,  ils  n'auraient 
plus  jamais  cette  bonne  fortune  de  prendre  un  journal  pour  y  lire 
un  article,  de  parcourir  un  autre  mémoire  par  désœuvrement  et  de 
trouver  ainsi  des  sujets  de  travaux  ou,  ce  qui  est  mieux,  d'avoir 
une  occasion  de  s'instruire. 

Certes,  il  est  prudent  et  même  souvent  indispensable  de  se  spé- 
cialiser p ■  la  recherche  personnelle,  mais  il  serait  bien  regrettable 

qu'on  se  spécialise  trop  en  fait  de  connaissances,  ce  qu'entraîne- 
rait fatalement  la  création  de  journaux  spéciaux  traitant  unique- 
ment de  sujets  étroitement  délimités.  Les  mathématiciens  auraient 
tôt  fait  de  se  partager  en  petites  chapelles  s'ignorant  les  unes  les 
autres. 

Que  la  première  ait  été  créée  par  des  sectateurs  de  la  théorie  des 
ensembles  n'a  rien  qui  puisse  nous  surprendre.  Cette  théorie  a  été 
assez  longtemps  mise  «  en  dehors  des  Mathématiques  »  par  les 
grands  prêtres  de  la  Théorie  des  fonctions  analytiques  pour  qu'il 
soit  venu  à  quelqu'un  l'idée  d'accorder  ironiquement  :  «  Vous 
avez  raison,  nous  ne  sommes  pas  des  mathématiciens,  nous  étu- 
dions seulement  les  fondements  des  Mathématiques  ». 

Mais  pourquoi  l'ostracisme  contre  la  Théorie  des  ensembles 
a-t-il  presque  entièrement  disparu?  Pourquoi  ceux  qui,  ne  voulant 
pas  laisser  chômer  une  épithète,  continuent  à  crier  contre  le  Can- 
torisme,  mettent-ils  hors  d'atteinte  de  leurs  malédictions  les  tra- 
vaux récents  sur  les  fonctions  analytiques  qui  tous  utilisent,  et 
c'est  leur  grand  mérite,  les  progrès  faits  dans  l'étude  des  ensembles? 

C'est  parce  que  le  contact  n'a  pas  été  rompu  entre  les  divers 
mathématiciens;  la  théorie  des  ensembles,  issue  de  celle  des 
fonctions  analytiques,  a  pu  ainsi,  par  la  suite,  être  utile  à  son 
aînée  et  prouver  h  tous  les  gens  de  bonne  foi  son  intérêt  et  sa  fécon- 
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dite'.  Ces!  iiiis-i  grâce  à  ce  contact  que  les  chercheurs,  à  qui  la 
considérai  ion  des  ensembles  offrait  des  sujets  de  réflexion  si  <li\  ers. 
ne  se  sont  pas^  engagés  dans  des  voies  oùj  écartés  immédiatement 
du  reste  des  mathématiques,  ils  auraient  créé  une  science  nouvelle, 
respectable  certes,  m;ii>  qui,  ne  venant  pas  à  son  heure,  n  aurait 
«Mi  pend  a  m  longtemps  qu'un  intérêt  assez  médiocre. 

Je  souhaite  vivement  que  La  rédaction  interprète  son  programme 
de  l;i  façqn la  plus  large,  que,  dorénavant,  chaque  tome  contienne 
plusieurs  articles  traitant  au*.*.!  des  vieilles  o  mathématiques  afin 
<|ue  tout  lecteur  soi  t  incité  à  s'instruire  dans  des  directions  variées. 
Il  suffirait,  pour  cela,  qu'on  admette  en  principe  tout  article  con- 
tenant une  application  quelconque  delà  théorie  des  ensembles, 
et  non  plus  nécessairement  une  application  immédiate,  comme  le 
demande  le  programme.  Je  ne  \ois  (Tailleurs  pas  pourquoi  on  ne 
considérerait  pas  comme  une  application  immédiate  de  la  théorie 
des  ensembles,  par  exemple  les  beaux  travaux  publiés  récemment 
en  France  sur  l'itération.  Les  adeptes  de  la  théorie  des  ensembles 
verraient  ainsi  leur  horizon  s'élargir  et.  d'autre  part,  ces  articles 
sortant  du  cadre  primitif  attireraient  à  la  Revue  de  nouveaux  lec- 
teurs qui,  peu  à  peu,  s'intéresseraient  aux  études  plus  spéciale- 
ment consacrées  aux  ensembles. 

Cette  petite  reforme  engagerait  sans  doute  les  Auteurs  à  écrire 
de  Façon  à  être  compris  de  tous,  ce  dont  il  ne  semble  pas  qu  ils  se 
soient  toujours  beaucoup  préoccupés.  Voici  (II,  1  o  \  ■  <  '  )  un  article 
intitulé  :  Sur  l'invariance  de  la  notion  d'ensemble  F5g.  Cela  vous 
parait  un  peu  énigmatique?Mais  ne  croyez  pas  que,  dans  1  article, 
vous  trouverez  l'explication  de  cette  notation.  Si  votre  curiosité 
est  piquée  au  vit',  vous  arriverez  sans  doute  à  comprendre  car  une 
note  vous  apprend  qu'il  a  été  démontré,  aux  Comptes  rendus. 
qu'une  homébmorphie  transforme  un  F^gen  unFffg  ou  en  un  (  ig^g  ; 
et  je  suppose  qu'aux  Comptes  rendus  il  y  a  des  définitions    - 

Un  autre  article  i  II.  201  )  traite  des  ensembles  quasi-connexes, 
dont  je  reproduis  la  définition  :  «  Un  ensemble  A  est  quasi- 
connexe,   si   à   tout    |»oint  p'CZA  on   peut  faire  correspondre  un 


(')  Il  faut  lire  cette  indication  :  tome  II,  p.  104. 

i'-\  La  définition  est  aussi  dans  les  Fundamenta  l  II.    \\  ■   niais  rien   n'en  pré- 
vient le  lecteur. 


■J8  PREMIÈHE    PARTIE. 

nombre   X>  o,  de  manière  qu'il   n'existe  aucune  décomposition 

A==  A,  -4-Ao  rempliss'anl  les  conditions  : 

(i)  \i  —  "vT=  Â7-+-  Aî=  o. 

i  2  i  /;   ^  A,  :      01   \,  i  <  ),.      » 

(  lomprenez-vous? 

Les  notations  utilisées  ici.  qui  ne  sont  pas  expliquées  dans  l'ar- 
ticle, sont  en  relation  avec  celles  introduites  par  Janiszewski  dans 
sa  Thèse  et  qui  avaient  vivement  intéresse  Poincâré.  Je  n'en  puis 
faire  un  plus  grand  éloge;  cependant,  il  ne  faut  pas  oublier  que 
tout  h'  monde  n'excelle  pas.  comme  Poincâré,  à  manier  tous  les 
symboles  et,  pour  ma  part,  je  n'ai  jamais  pu  réussir  à  calculer  à 
l'aide  des  équations  de  Janiszewski  qui  ne  sont  donc,  pour  moi, 
qu'une  notation  qu'il  me  faut  traduire.  Comme,  à  l'époque  de  sa 
Thèse,  je  le  disais  à  Janiszewski  :  ce  jeune  homme  ne  sut  pas  me 
cacher  qu'il  me' considérait  comme  une  vieille  baderne.  Il  avait 
peut-être  raison;  toutefois, je  crois  qu'il  faut  s'efforcer  d'être  com- 
pris facilement,  même  par  les  vieilles  badernes.  Et,  pour  Cela, 
éviter  de  multiplier  Les  notations;  en  tout  cas,  ne  jamais  oublier  de 
les  expliquer. 

Les  omissions  que  j'ai  signalées  et  bien  d  autres  qu'il  est  inutile 
de  relever,  s'expliquent  facilement.  Les  créateurs  du  journal 
forment,  à  Varsovie,  une  petite  société  dont  tous  les  membres  se 
passionnant  pour  la  même  partie  des  Mathématiques,  en  parlant 
constamment,  adoptent  les  mêmes  expressions,  les  mêmes  nota- 
tions, les  mêmes  abréviations,  l'ouï- que  cet  intéressant  foyer  de 
pensée  mathématique  ne  devienne  pas  une  petite  chapelle,  il  faut 
que  ses  membres  se  préoccupent  d'être  compris  au  dehors.  El 
pourqyoi  auraient-ils  fondé  leur  Revue,  si  tel  n'avait  pas  été  leur 
but? 

Un  dernier  argument  en  faveur  de  l'élargissement  de  programme 
ipie  je  demande.  Quand,  demain,  un  directeur  de  Revue  recevra 
un  manuscrit  sur  les  ensembles,  médiocre,  ou  obscur  et  fumeux  (et 
le  sujet  s'y  prête  >.  il  écrira  :  «  J'ai  lu  avec  le  plus  vif  intérêt  votre 
bel  article  que  j'aurais  été  fier  de  publier;  mais  de  nombreux 
mémoires  avaient  déjà  pris  rang  et  je  n'ai  pas  voulu  retarder  la 
publication  d'un  travail  si  important.  Je  vous  retourne  votre  manus- 
crit en  vous  conseillant  de  l'envoyer  aux  Fundamenta;  vous  ton- 
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(•lieriez  ainsi  plus  sûremenl  tous  ceux  qui  soni  à  même  «le  com- 
prendre le-'  questions  si  passionnantes  que  vous  étudiez  ».  Quanl 
à  la  Rédaction  des  Fundamenta,  elle  ne  pourra  pas  se  débarrasser 
de  la  mauvaise  copie,  spécialisée,  avec  cette  désinvolture.  Pour 
qu'elle  le  puisse,  il  lui  faudrait  avoir  toujours  de  la  bonne  copie,  ce 
qui  sérail  il  autant  plus  réalisable  que  le  programme  sera  moins 
étroit. 

Mes  craintes  ne  visenl  il  ailleurs  que  I  avenir;  jusqu  ici,  i>n  le 
verra,  la  Revue  n'a  pas  manque  de  copie  intéressante. 

Le  titre  <lu  journal  exige  quelques  explications-;  on  s  attendrait, 
en  effet,  à  ce  que  les  Fundamenta  traitent  de  questions  philoso- 
phiques, en  réalité  les  articles  parus  montrenl  bien  qu'il  s'agil 
d'un  journal  de  pures  mathématiques;  les  auteurs  s  \  efforcent  de 
faire  progresser  les  mathématiques  bien  plutôt  que  d'étudier  le 
mécanisme  de  la  pensée,  par  exemple.  Les  créateurs  du  journal 
ont  estimé,  cela  est  très  humain,  que  rien  n'est  plus  important, 
plus  fondamental,  que  ce  qui  les  intéresse  et,  en  voulant  l'affirmer, 
ils  ont  choisi  un  titre  qui  prèle  à  l'équivoque.  On  peut  cependant 
le  justifier  en  partie  en  rappelant  que  presque  tous  les  travaux  de 
philosophie  mathématique  parus  dans  ces  trente  dernières  années 
tirent  leur  origine  de  la  théorie  îles  ensembles,  qui  a  pose  quantité 
de  questions  nouvelles  ou,  tout  au  moins,  a  donné  un  aspect  nou- 
veau à  des  problèmes  éternels.  On  peut  ajouter  que  l'étude  des 
ensembles,  n'ayant  exigé  jusqu'ici  aucune  technique  compliquée, 
apparaît  comme  très  voisine  des  principes  et  1res  propre,  par  suite, 
à  les  élucider.  Mais  personne  n'oserait  prétendre  que  toute 
recherche  sur  les  ensembles  est  une  étude  des  principes  et  encore 
moins  que  les  questions  de  philosophie  mathématique  sont  toutes 
relatives  aux  ensembles.  Autant  vaudrait  affirmer  que,  tant  qu'on 
n'avait  pas  considère  les  ensembles,  c'est-à-dire  jusqu'au  milieu 
du  xixe  siècle,  l'édifice  mathématique  était   resté  sans  fondations. 

11  est  grand  temps  que  j'arrive  à  mon  but,  qui  est  dédire  tout 
l'intérêt  que  j'ai  pris  à  la  lecture  des  Fundamenta  et  d'essayer  de 
faire  sentir  quelle  influence  cette  publication  peut  avoir  sur  les 
progrès  futurs  des  mathématiques,  dont  toutes  les  branches,  pen- 
dant longtemps  encore,  auront  avantage  à  utiliser  des  résultats  et 
des  procédés  de  raisonnement  de  la  théorie  des  ensembles.  Je  me 
suis  tellement  étendu  sur  les  quelques  réserves  que   j  axais   à  faire 
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qu'on  pourrait  se  méprendre  sur  mon  opinion:  mais,  à  la  réflexion, 
mise  dira  que  s'il  s'était  agi  d'une  publication  à  mon  avis  sans 
portée  je  n'aurais  pas  attaché  tanl  d'importance  à  ce  quelle  atteigne 
le  plus  possible  de  lecteurs. 

Le  plus  simple  pour  montrer  l'importance  d'une  Revue,  c'esl  de 
l'analyser.  Malheureusement,  beaucoup  des  cinquante-trois  tra- 
vaux parus  aux  Fuitdainenta  sont  rédigés  de  façon  très  concis*',  el 
les  obscurités  de  rédaction  que  j'ai  signalées  viennent  précisément 
de  ce  souci  de  concision,  dans  de  petites  notes  qui  ne  peuvent 
guère  être  résumées.  De  plus,  un  résumé  fait  à  la  façon  ordinaire 
ferait  sans  doute  croire  que,  dans  les  deux  tomes  parus,  règne  un 
grand  désordre,  alors  qu'il  n'y  existe  que  la  complexité  ordinaire 
de  la  vie  active  ;  je  m'explique.  J'ai  dit  que  presque  tous  les  auteurs 
vivent  à  Varsovie,  se  voient  journellement,  se  racontent  leurs 
efforts.  Tout  sujet  est,  par  suite,  étudié  par  plusieurs  personnes 
dont  les  articles  se  complètent;  mais  ces  articles  sur  un  même  sujet 
sont,  dans  le  journal,  entremêlés  avec  d'autres  traitant  de  sujets 
différents.  De  plus,  quand  \  s'appuie  sur  un  résultai  que  ^  lui  a 
indiqué,  cela  ne  veut  pas  dire  que  l'article  de  \  précède  celui 
de  \  ;  \  peut  rédiger  plus  lentement  que  \  ou  faire  un  travail  plus 
étendu.  Bref,  l'article  de  ^  suit  parfois  celui  de  \  dans  le  même 
tome  ou  non. 

Je  donnerai  donc  peut-être  une  idée  plus  exacte  des  Funda- 
menta  en  groupant  les  articles,  parfois  artificiellement,  autour  de 
quelques  sujets;  c'est  surtout  de  ces  sujets  que  je  parlerai.  Et 
puisque  le  tome  I  débute  par  un  portrait  et  une  courte  Notice  sur 
Janiszewski,  décédé  le  3  janvier  1920,  je  commencerai  par  des 
travaux  d'  inalysis  situs  qui  ont  leur  origine  dans  la  Thèse,  sou- 
tenue à  Paris  en  191  1 .  par  ce  jeune  savant  qui  était  si  brillamment 
doué. 

Les  recherches  de  MM.  Schœnfliess,  Brouwer,  Zoretti, 
Janiszewski  ont  abouti,  dans  la  Thèse  de  ce  dernier,  à  une  défini- 
tion purement  topologique  d'un  arc  simple,  c'est-à-dire  d'un  arc 
ouvert  d'une  courbe  de  Jordan  sans  point  multiple.  Voici  quelques 
notions  très  importantes  utilisées  dans  ce  but  :  Un  continu  G  est 
indécomposable  s'il  n'est  pas  la  somme  de  deux  continus  différents 
de  lui.  Une  partie  continue  c  d'un  continu  G  est  un  continu  de 
condensation  de  C.  si  c  appartient  à  l'ensemble  dérivé  de  C  —  c. 


MÉLANGES.  41 

Un  continu  C  est  irréductible  entre  deux  de  ses  points  a  ei  l>.  s'il 
n'\  a  aucune  partie  <!<'  C  qui  soit  continue  el  contienne  a  el  £>. 

MM.  Jàniszewski  çl  (Curatowski  (  1.  2 1  o)f|  rapportant  des  tra- 
vaux, dont  certains  sontfaits  avec  M.  Knasté'r,  étudient  à  nouveau 
ces  notions  et  donnent  en  particulier  diverses  propriétés  caracté- 
ristiques des  continus  indécomposables.  Je  ne  cite  que  la  première, 
presque  immédiate,  «  Toute  partie  continue  c  d'un  continu  indé- 
composable C  est  un  continu  de  condensation  de  C  »,  pane  qu'elle 
est  utilisée  par  M.  Mazurkiewi.cz  (1.35)  pour  obtenir  cette  pro- 
priété caractéristique  :  9  Dans  un  continu  indécomposable  C  on 
peut  trouver  trois  points  tel  que  C  soit  irréductible  entre  deux 
quelconques  de  ces  trois  points.  » 

D'autres  résultats  de  MM.  Jàniszewski  et  Ruratowski  utilisent 
des  notions  introduites  par  M.  Mazurkiewicz  (!.  1  66  i  qui 
paraissent  des  plus  intéressantes  :  Soit  a  un  point  d'un  con- 
tinu G,  il  existe  alors,  en  général1,  des  points  x  tels  que  C  ne  soit 
pas  irréductible  entre  a  et  x.  L'ensemble  de  ces  points,  quand  il 
diffère  de  C,  est  un  composant  de  C.  Prenons  deux  points  x  el  y 
de  C,  leur  distance  relative  dans  C  sera  la  borne  inférieure  des 
diamètres  des  parties  continues  de  C.  contenant  x  et  y.  Si  Ton  fait 
tendre  .1:  et  y.  vers  un  point  a  de  C,  la  limite  supérieure  de  ces  dis- 
tances relatives  est  Y  oscillation  en  a.  Un  point  est  du  premier 
genre  si  l'oscillation  en  ce  point,  est  nulle. 

Cette  dernière  notion  sert  surtout  à  M.  Mazurkiewicz  pour  carac- 
tériser les  continus  qu'on  peut  couvrir  avec  une  courbe  de  Jordan 
avant  ou  non  des  points  multiples.  La  question  a  été  soulevée  par 
l'étude  analogue  faite  pour  le  cas  particulier  des  domaines,  par 
M.  Schœnfliess.  Pour  le  cas  général,  la  réponse  est  la  suivante  :  les 
continus  cherchés  sont  ceux  dont  tous  les  points  sont  du  premier 
genre. 

M.  Kuratowski  (1,  £0)  et  M.  Sierpinski  (I,  {4)  traitent  la  même 
question.  Voici  l'énoncé  du  dernier  Auteur  cité  :  Les  continus  con- 
sidérés sont  ceux  qui  sont  somme  de  continus  de  diamètres  infé- 
rieurs à  toute  limite  donnée. 

M.  Mazurkiewicz  (II,  1  19)  démontre  que  sur  tout  continu  de  la 
nature  considérée,  il  \  a  au  moins  deux  points  qui  ne  le  découpent 
pas.  Le  point  a  découpe  C  si,  dans  C  —  «,  il  n'\  a  aucune  partie 
•continue  contenant  deux  points  déterminés  x  et  y. 
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Toute  une  suite  de  travaux,  dont  certains  sont  assez  étendus, 
sont  consacrés  à  l'étude  des  rapports  entre  la  notion  de  continuité 
et  celle,  plus  primitive,  de  eonnexité,  Voici  les  principales  dis- 
tinctions qui  s'introduisent  dans  ces  éludes.  Deux  ensembles  A  et 
B  sont  séparés;  s'il  n'existe  aucun  point  commun  à  A  et  à  B,  ni 
à  A  et  au  dérivé  de  B,  ni  à  B  et  au  dérivé  de  A  (I,  61).  S'il  existe 
de  tels  points,  leur  ensemble  est  la  jonction  de  A  et  B  (  lï,  20<>  ). 
Un  ensemble  est  connexe  s'il  est  indécomposable  en  deux  parties 
séparées  (  Hausdorff).  S'il  est  seulement  impossible  de  le  décom- 
poser en  deux  parties  séparées  el  telles  de  plus  que  celle  qui  con- 
tient un  point  quelconque.^? puisse  être  prise  de  diamètre  arbitrai- 
rement petit,  il  est  dit.  quasi-connexe  (II,  201  ).  Deux  points  «et  h 
d'un  ensemble  P  sont  dits  séparés,  si  P  est  la  somme  de  deux 
ensembles  séparés  dont  l'un  contient  a  et  l'autre  b  (  11,  81  ).  P  est 
disperse  s  il  ne  contient  aucune  partie  connexe  (IT,  8"i)-.  In 
ensemble  est  biconnexe  s'il  n'est  pas  la  somme  de  deux  ensembles 
connexe-  séparés  (II,  206).  Un  ensemble  connexe  irréductible 
entre  deux  de  ses  points,  se  définit  par  analogie  avec  les  continus 
irréductibles  (  II,  206).  De  même,  la  notion  de  composant  peut 
être  généralisée  aux  ensembles  connexes  (Hausdorff). 

M.  Sierpinski  (II,  81  )  prouve  que  deux  points  d'un  ensemble' 
dispersé  ne  sont  pas  nécessairement  séparés;  M.  Mazurkiewicz 
1  II.  20i  i,  qu'il  existe  un  ensemble  plan  quasi-connexe  dont  tous 
les  couples  de  points  sont  séparés;  M.  Sierpinski  (I,  7),  qu'un 
ensemble  peut  être  ponctiforme,  c'est-à-dire  ne  contenir  aucun 
continu,  et  être  cependant  connexe;  M.  Mazurkiewicz  (II,  96), 
qu'il  existe  un  ensemble  plan  connexe  ne  contenant  aucune  partie 
connexe  et  bornée. 

MM.  Ixnaster  et  Kuratowski  (II,  206)  ont  entrepris  une  étude 
systématique  de  la  eonnexité.  Ils  obtiennent  de  nombreux  résultats 
intéressants,  notamment  de  nouvelles  formes  de  la  condition  pour 
qu'un  continu  soit  un  arc  simple;  ils  étudient  l'addition  des 
ensembles  connexes  et  les  ensembles  complémentaires  d'ensembles- 
connexes.     Leur    travail    étendu    se    termine   par    des    exemples 


suggestifs. 


M.  Hahn  (II,  189)  prouve  que  les  composants  d'un  ensemble 
ouvert  sont  ouverts.  La  ÎNote  de  M.  Hahn  est  la  seule  qui  soit  en 
allemand,  presque  tous  les  articles  sont  en  français.  Cependant  les 
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quatre  langues  admises  par  lu  Rédaction  :  français,  italien,  anglais, 
allemand,  sont  effectivement  représentées.  Ni  I  on  remarque  que  le 
titre  rsi  en  latin  et  le  reste  de  la  première  page  en  polonais,  on 
conviendra,  une  fois  «!<•  plus,  «pie  le>  Polonais  onl  le  don  des 
langues. 

.l'arrivé  à  des  travaux  relatifs  à  la  distinction  des  divers  types 
topologiques.  (  >n  sail  que  deux  ensembles  sont  <his  homéomorphes: 
ou  «lu  même  type  topologique,  s'il  existe  entre  leurs  points  une 
correspondance  univpque  et  continue  dans  les  deux  sens.  Comme 
la  première  question  qui  s'est  posée  a  été  de  prouver  que  les  types 
topologiques  des  espaces  à  i .  2,  3,  .  .  .  dimensions  sont  différents, 
je  cite  ici  l'article  (II,  256)  où  je  développe  les  indications  «pu- 
j'avais  données  à  l'occasion  de  la  publication  faite  par  M.  Br'ouwer 
de  la  première  démonstration  rigoureuse  de  ce  théorème.  Je  m'ap- 
puie sur  une  propriété  qui  généralise  une  remarque  évidente  con- 
cernant les  divisions  d'un  plan  en  polygones  ou  de  .l'espace  ordi- 
naire en  polyèdres  :  si  l'on  partage  «m  petits  morceaux  un  domaine 
à  m  dimensions,  il  v  a  des  points  communs  à  i/t -\- 1  mon  «aux.  Ce 
lemme  conduit  facilement  au  théorème  de  M.  Brouwer  et  à  l'im- 
portante proposition  connue  sous  le  nom  de  théorème  de 
Scliœnfliess.  Il  donne  aussi  des  renseignements  sur  le  degré  mini- 
mum de  multiplicité  des  points  singuliers  des  courbes  remplissant 
un  domaine. 

M.  Sierpinski  (I.  1  1  >,  démontre  que  tous  les  ensembles  dénom- 
brables  denses  en  soi  sont  homéomorphes  ;  MM.  Mazurkiewicz  et 
Sierpinski  1  ï,  \-  )  que  la  classe  des  types  topologiques  des  en- 
sembles «Innombrables  fermés  a  la  puissance  tf,  et  que  celle  des 
ensembles  clairsemés  1  c'est-à-dirë  ne  contenant  aucune  partie 
dense  en  soi  )  a  la  puissance  du  continu.  M.  Mazurkiewicz  (I,  61) 
««instruit  un  ensemble  mesurable  R  punctiforme  qui  n'est  homéo- 
morphe  avec  aucun  ensemble  linéaire  et  (II,  36)  il  montre  que 
lorsqu'un  ensemble  peut  être  constitué  d'une  certaine  manière  a 
l'aide  d'ensembles  fermés,  il  en  est  de  même  de  ses  homéo- 
morphes. 

Les  deux  tomes  des  Fundamenta  se  terminent  chacun  par  des 
problèmes  dont  la  solution,  inconnue,  est  désirée  par  ceux  qui  les 
posent.  M.  Kuratowski  (II,  1Ô8)  répond  négativement  à  une 
importante  question  posée  ainsi  par  M.   Sierpinski.  On  sait,  grâce 
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à  un  raisonnement  très  simple  de  M.  Jordan,  que  si.  entre  les 
points  de  deux  ensembles  P  et  Q,  fermés,  il  existe  une  correspon- 
dance bfunivoque  et  continue  dans  un  sens,  elle  est  continue  aussi 
dans  l'autre  sens,  de  sorte  que  P  et  Q  sont  homéomorphes;  mais 
si  P  et  Q  ne  sont  pas  fermes,  il  pourra  exister  entre  eux  deux  cor- 
respondances ponctuelles  biunivoques,  l'une  d'elles  étant  continue 
dans  le  passage  de  I'  à  Q  et  l'autre  dans  le  passage  de  Q  à  P.  Cela 
suffit-il  pour  l'homéomôrphie,  demandait  M.  Sierpinski. 

Plusieurs  Notes  sont  relatives  à  la  constitution  des  ensembles  de 
points.  M.  Sierpinski  (I,  i)  montre  que  tout  ensemble  est  la 
somme  d'un  ensemble  dense  en  soi  et  d'un  ensemble  clairsemé  et 
au>>i  (I,  28)  qu'il  est  la  somme  d'un  ensemble  clairsemé  et  d'une 
infinité  dénombrable au  plus  d'ensembles  homogènes.  L  n ensemble 
est  bomogêne  (Gantor)  s'il  a  même  puissance  autour  de  chacun 
de  ses  points. 

M.  Ruziewicz  (  II.  \  1  construit  un  ensemble  non  dénombrable 
qui  est  superposable  avec  deux  de  ses  parties  sans  point  commun. 
M.  Mazurkiewicz  (II,  8)  établit  l'existence  d'une  décomposition 
du  segment  (o,  i)  en  ensembles  non  dénombrables  sans  point 
commun,  superposablès  deux  à  deux  par  translation,  la  famille  de 
ces  ensemble:  ayant  la  puissance  du  continu. 

Ces  deux  dernières  questions  sont  de  la  nature  de  celles  aux- 
quelles on  arrive  quand  on  cherche  des  ensembles  non  mesurables 
ei  quand  on  étudie  les  solutions  discontinues  de  certaines  équa- 
tions fonctionnelles  telles  que  l'équation 

f{X—y)  =f{X)—f<y  l, 

qui  a  été  considérée  par  M.  Hamel  et  par  moi-même  dès  l'époque 
de  l'introduction  de  la  notion  de  mesure.  M.  Sierpinski  (I,  116) 
et  M.  Banach  (I,  1  >3  )  démontrent  à  nouveau  que  les  seules  solu- 
tions mesurables  de  l'équation  précédente  sont  celles  de  la  forme 
Ax.  M.  Sierpinski  (1.  ia5)  établit  que  les  fonctions  convexes. 
c'est-à-dire  telles  que  l'on  ait  : 


■if{  — )âf(xi  r-i-./0-2), 

qui    sont   mesurables,  sont   continues.  11  prouve   il.  io5)    qu'une 
basç  de  M.  Hamel  (c'est-à-dire  un  ensemble  de  nombres,  a,  ô,  c, ... 
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tels  que  toul  nombre  puisse,  d'une  manière  <•!  d'une  seule,  être  la 
somme  d'une  expression  de  la  forme  aa  -f-  b  ri  -+-  cv  H-  . .  . ,  où  l<s 
y.,  j,  y,  ...  sont  rationnels  et  tous  nuls,  sauf  un  nombre  fini 
d'entre  eux  |  esl  nécessairement  non  mesurable  B,  mais  peut 
tin-  mesurable.  M.  Steinhaus  (I,  q3)  donne  une  propriété  très 
intéressante  des  ensembles  mesurables  de  mesure  non  nulle  :  L'en- 
semble des  distances  des  couples  (\<-  points  de  l'ensemble  contient 
huis  les  nombres  d'un  intervalle. 

M.  Wilkosz  (I.  82  )  aborde  l'étude  des  ensembles  non  mesu- 
rables. L'ensemble  des  points  autour  desquels  un  ensemble  n'est 
pas  mesurable  est  parfait.  L'étude  des  rapports  entre  les  mesurabi- 
lités  linéaire  et  superficielle  est  bien  plus  importante  ;  M.  Sierpinski 
(I,  1  12)  montre  qu'il  existe  un  ensemble  plan  de  mesure  nulle  sur 
toute  droite  et  cependant  non  mesurable  superficiellement.  11  traite 
ensuite  (I,  1.^2)  une  question  assez  analogue  :  l'existence  des  deux 

intégrales    /    f(x,y)dx.     /    /(  x.  y  )  dy  ne  suffit  pas  pour  lexis- 

tence  de  /      /     f(x,  y)  dx  dy,  du  moins  si  l'on  a  2N°  =  fc?,. 
•  0     «-■  0 
Je  résume  maintenant  toute  une  série  de  travaux  en  relation  avec 

la  célèbre  classification  due  à  M.  Baire.  M.  Sierpinski  (I,  132) 
s'occupe  d'une  question  que  j'avais  soulevée  autrefois  :  suffit-il 
qu'une  fonction  /i.r,  y)  soit  déclasse  a  sur  toute  droite  x  =  const. 
et  sur  toute  courbe  y  =J\x)  pour  qu'elle  soit  de  classe  a  en  x,  y. 
Oui,  pour  a  ='.j  ;  non  pour  a  =  2,  du  moins  si  2'  °  =  J$( .  Le  même 
auteur  (I,  109)  démontre  ce  théorème  dû  à  M.  Baire  :  Toute  fonc- 
tion représentable  analytiquement  est  ponctuellement  discontinue 
sur  tout  ensemble  parfait  quand  on  néglige  les  ensembles  de  pre- 
mière catégorie  par  rapport  à  cet  ensemble  parfait.  M.  Lusin 
(II,  1  55 )  démontre  que  la  propriété  réciproque  n'est  pas  exacte. 
Cette  Note  est  publiée  sous  la  responsabilité  de  M.  Sierpinski 
d'après  des  résultats  obtenus  par  M.  Lusin  en  19 1 7  ;  cela  semble 
indiquer  que  les  mathématiciens  de  Varsovie  sont  sans  nouvelles 
de  M.  Lusin  depuis  sa  rentrée  en  Russie.  Il  y  a  donc  lieu  de 
craindre  que  les  résultats  suggestifs  annoncés  par  ce  géomètre,  si 
habile  à  traiter  les  questions  les  plus  abstraites,  et  par  ses  élèves, 
tels  que  MM.  Souslin  et  AlexandrofT,  attendent  longtemps  encore 
leur  développement.  Les  Notes,  publiées  aux  Comptes  rendus  par 
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ces  Auteurs,  fout  entrevoir  tout  un  ordre  de  recherches  riches  en 
résultats  généraux,  mais  les  indications  qu'elles  contiennent  ne 
m'ont  pas  permis  de  reconstituer  les  raisonnements  qui  restent  en 
partie  mystérieux  pour  moi.  C'est  pourquoi,  puisque  les  mathé- 
maticiens polonais  semblent  bien  au  courant  de  ces  recherches  de 
la  jeune  école  russe,  qu'ils  y  font  appel  et  les  complètent  dans 
divers  articles  des  Funtiahtenta,  j'émets  le  vœu  que,  sous  leur 
responsabilité,  ils  nous  donnent  un  exposé  des  raisonnements  qui 
nous  manquent. 

M.  Sierpinski  i  II.  ~  \  )  donne  un  nouveau  moyen  de  caractériser 
les  fonctions  de  classe  a;  pour  la  fonction /(.£,  y),  c'est  à  l'aide 
de  propriétés  des  deux  ensembles  /•  >/(  x,  Y)  et  r  </( x, y)  qu'il 
énonce  la  condition. 

Une  généralisation  toute  naturelle  du  procédé  de  formation  de 
M.  Baire  consiste  à  obtenir  une  fonction  comme  limite  d'une  série 
transfinie  ou  d'une  suite  transfinie;  M.  Sierpinski  (1,  i3a)  fait 
sur  ces  modes  de  représentation  quelques  remarques  en  partie 
basées  sur  les   résultats   de  MM.  Lusin  et  Souslin. 

Voici  maintenant  non  plus  une  généralisation,  mais  une  modi- 
fication du  procédé  de  M.  Baire.  Avant  des  fonctions,  M.  Baire 
obtient  les  fonctions  de  la  classe  suivante  comme  somme  de  séries 
dont  les  termes  sont  des  fonctions  déjà  connues.  M.  Sierpinski 
assujettit  les  séries  à  être  absolument  convergentes.  M.  W.-H. 
Young  avait  considéré,  au  lieu  de  séries,  des  suites  monotones  de 
fonctions,  c'est-à-dire  des  suites  croissantes  ou  décroissantes.  Dans 
les  trois  classifications,  la  classe  o  est  formée  par  les  fonctions 
continues.  M.  Sierpinski  (II.  i5),  complétant  un  résultat  de 
M.  Baire.  montre  qu'une  fonction  appartient  à  la  classe  i  de  sa 
classification  si,  et  seulement  si  elle  est  la  différence  de  deux  fonc- 
tions semi-continues  supérieurement  et  que  par  suite  sa  classifica- 
tion diffère  de  celle  de  M.  Baire.  M.  Kempisty  (H,  64)  compare 
les  trois  classifications,  ce  qui  avait  déjà  été  fait  par  M.  Young  en 
ce  qui  concerne  sa  classification  et  celle  de  M.  Baire.  L'étude  de 
M.  Kempisty  est  encore  incomplète;  il  énonce  comme  probable  le 
résultat  suivant  :  la  classification  de  M.  ^  oung  est  toujours  en 
retard  sur  celle  de  M.  Sierpinski  et  celle-ci  sur  celle  de  M.  Baii'e; 
le  retard  n'excédant  jamais  une  classe. 

M.    Mazurkiewicz    (II,    28)    démontre    que    toute    fonction    de 
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classe  i  de  !\l .  Baire  diffère  d'une  fonction  de  classe  i  de  M.  Sier- 
pinski de  moins  de  £,  quel  que  suit  e.  M.  Sicrj >i nski  (  II,  '■')-  i  donne 
une  seconde'  démonstration  de  ce  théorème  que  M.  Kempist) 
(II,   i-3 1 )  étend  aux  fonctions  non  bornées. 

M.  Sierpinski  (II.  \  \  >  démontre  que  l'ensemble  des  points  de 
convergence  d'une  suite  de  fonctions  continues  est  la  partie  com- 
mune à  une  inimité  dénombrable  d'ensembles  dont  chacun  est  la 
somme  d'une  infinité  dénombrable  d'ensembles  fermés  et  récipro- 
quement. 

Quelques  Notes  sont  relatives  à  des  questions  diverses  de  la 
théorie  «les  fonctions.  M.  Ruziewicz  (I,  1 48 )  donne  un  exemple 
simple  d'un  fait  d'abord  prouvé  par  M.  Ilahn  :  deux  fonctions  con- 
tinues avant  en  tout  point  la  même  dérivée,  (inie  ou  non,  et  dont 
la  différence  n'est  pas  constante.  M.  Rajchrnann  (  11,  5o)  donne 
une  condition  moyennant  quoi  une  série  de  fonctions  monotones 
a  dérivée  nulle  presque  partout,  a  une  somme  de  même  nature. 
M.  Wilkosz  (11,  i36)  donne  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  qu'une  série  de  fonctions  intégrables  au  sens  de  Riemann  ait 
une  somme  de  même  nature.  11  traduit  géométriquement  (II,  i4o) 
les  conditions  d'existence  d'une  différentielle  totale  première.  11 
énonce  (11,  1 45)  la  condition  sous  laquelle  une  fonction  est  une 
dérivée  ou  est  une  dérivée  et  a  pour  carré  une  dérivée. 

Les  Notes  qui  restent  ne  sont  plus  relatives  aux  ensembles  de 
points,  mais  aux  ensembles  abstraits,  je  les  énumérerai  rapide- 
ment :  M.  Kuratowski  (1,  i3o)  donne  une  définition  de  l'ensemble 
fini.  M.  Saks  (  II,  1)  démontre  l'identité  de  deux  énoncés  dus  à 
M.  Borel  et  à  M.  Sierpinski.  M.  Kuratowski  (II,  161)  et 
M.  Sierpinski  (II,  199)  s'occupent  de  l'introduction  de  la  notion 
d'ordre  dans  la  théorie  des  ensembles  conformément  aux  idées  de 
MM.  Hessenberg,  Combédiac  et  Hartogs.  MM.  Kuratowski  et 
Sierpinki  (II.  1-2)  déterminent  la  classe  (au  sens  de  M.  Fréchet) 
la  plus  générale  à  laquelle  s'applique  le  théorème  dit  «  de  Borel- 
Lebesgùe».  M.  Sierpinski  (11,  179)  démontre  l'équivalence  de  trois 
propriétés.  M.  Hoborski  (11,  ig3)  démontre  l'identité  des  limites 
des  deux  suites  fondamentales  de  nombres  ordinaux  ;  a/ ;  et 
}a, ■  -\-  9j\.  M.  Sierpinski  (  II,  112),  revenant  sur  les  questions  qu'il 
avait  déjà  étudiées,  s'occupe  du  rôle  de  l'axiome  du  choix  de 
Zermelo  dans  la  formation  des  exemples.  J'ai  dit  ailleurs  (II,  209) 
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que  je  ne  comprends  pas  ces  questions  tout  à  fait  comme 
M.  Sierpinski,  mais  je  suis  pleinement  d'accord  avec  lui  sur  le  fait 
qu'il  faut  attacher  une  bien  autre  importance  aux  exemples  qui 
n'utilisent  pas  l'axiome  de Zermelo  qu'à  ceux  qui  l'utilisent.  Beau- 
coup des  exemples  des  Fundamenta  n'ont  malheureusement  pu 
être  obtenus  qu'à  l'aide  de  cet  axiome. 

J'espère  que  cette  analyse,  quelque  sommaire  qu'elle  soit,  fera 
comprendre  la  richesse  du  contenu  du  nouveau  journal.  On  remar- 
quera en  particulier  avec  quelle  activité  se  poursuit  la  dissection 
des  ensembles  de  points;  il  me  semble  que.  parmi  les  nombreuses 
notions  qui  s'offrent  tout  naturellement  au  cours  de  cette  étude, 
beaucoup  seront  vite  utilisées  dans  les  applications  à  l'Analyse 
classique. 
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HALPHEN  (Georges).  —  Œuvres  de  G.-H.   Halphen,   publiées  par  les 
soins  te  G.  Jordan,   II.  Poincaré,  Emile  Picard,  avec  la  collaboration 

de  K.  Vkssioi.  Tome  III.  i  vol.  ■>Y'm,  5i8  page-.   Paris,    Gaùthiçr-Villars 

et    Cte,    H)2l. 

Ce  Volume  esl  à  peu  près  formé  uniquement  des  deux  grands 
Mémoires  de  nuire  regretté  confrère  :  S ur  la  réduction  des  équa- 
tions différentielles  linéaires  aux  formes  intégrales  et  Sur  la 
classification  des  courbes  gauches  algébriques.  Le  premier  de 
ces  Mémoires  fui  couronné  par  l'Académie  en  nS.Si  dans  un  con- 
cours célèbre,  auquel  prit  part  Henri  Poincaré  qui  commençait 
alors  à  s'occuper  des  fonctions  fuchsiennes.  Dans  ce  travail  consi- 
dérable,  où  toutes  les  applications  sont  poussées  jusqu'à  leur 
dernier  terme,  les  invariants  des  équations  différentielles  linéaires 
jouent  un  rôle  capital,  et  c'est  de  leur  considération  que  Halphen 
déduisit  la  solution  du  beau  problème  qu'il  s'était  posé  sur  les 
possibilités  de  réduction  à  des  classes  étendues  d'équations  diffé- 
rentielles. Le  second  Mémoire  est  peut-être  l'œuvre  la  plus  profonde 
d'Halphen,  qui  a  été  beaucoup  plus  loin  que  ses  devanciers  dans 
la  classification  extrêmement  difficile  des  courbes  gauches  algé- 
briques. Il  a  appliqué  ses  méthodes  générales  à  la  classification 
complète  de  ces  courbes  jusqu'au  vingtième  degré,  et  à  celle  de- 
courbes  de  degré  cent-vingt. 

Un  dernier  Volume  terminera  la  publication  des  OEuvres  de 
l'illustre  géomètre  qu'une  mort  prématurée  enleva  à  la  Science, 
en  1889,  à  l'âge  de  quarante-quatre  ans.  Emile  Picaru. 


Dali,  des  Sciences  mathém.,     '  série,  t.  XLVI.  (Février  ii>->.i 
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VILLA.T    (Henri).  —    Comptes    rendis    du    Congrès   international    des 

M  VTIIÉM  ITICIENS  (  STRASBOURG,  22-3o  SEPTEMBRE   I920).   Toulouse.   Edouard 

Privât,  1921:  1  vol.  28'™.  C170  pages. 

Dans  son  numéro  de  septembre  1920,  te  Bulletin  rendait  compte 
du  Congrès  international  des  mathématiciens  qui  s'est  tenu  à 
Strasbourg  à  cette  époque  et  reproduisait  les  discours  prononcés 
par  M.  Emile  Picard,  président  du  Congrès,  à  la  séance  d'où vertu re 

et  à  la  séance  de  clôture. 

M.  Henri  Aillai,  professeur  à  l'Université  de  Strasbourg,  publie 
aujourd'hui,  en  uri  beau  volume,  les  comptes  rendus  des  travaux 
de  ce  Congrès.  Outre  de  nombreuses  et  interosantes  Communi- 
cations, on  v  trouvera  cinq  Conférences  générales  :  une  de  Sir 
Joseph  Larmor,  intitulée  :  Questions  in  physical  interdelermi- 
nation;  une  autre  de  M.  Dickson,  portant  pour  titre  :  S  orne  rela- 
tions betwern  the  théorie  0/  numbers  and  olhers  branchés  0/ 
mathematics ;  une  troisième  de  M.  de  la  \  allée  Poussin  :  Sur  les 
fonctions  à  variation  bornée  et  les  questions  qui  s'y  rattachent  ; 
une  quatrième  de  M.  Volterra  :  Su?'  renseignement  de  Lt  Phy- 
sique mathématique  et  sur  quelques  points  d'Analyse;  et  enfin 
une  Conférence  de  M.  Norlund  :  Sur  les  équations  aux  diffè- 
rences  finies. 

En  dehors  de  quelques  discours  et  rapports,  on  trouvera  aussi 
la  liste  des  dons  généreux  faits  à  l'occasion  de  cette  réunion.  Ils 
ont  de  beaucoup  dépassé  ce  que  pouvaient  espérer  les  amis  des 
sciences  abstraites,  et  ils  ont  permis  de  faire  la  belle  publication, 
qui  restera  le  témoin  de  l'activité  scientifique  de  ce  Congrès  inter- 
national, tenu  dans  la  capitale  de  l'Alsace. 

La  Rédaction. 
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REMARQUES  SUR  LE  THÉORÈME  DE  JAGOBI  RELATIF  AUX  PÉRIODES 
DES  FONCTIONS  UNIFORMES,  ET  SUR  LA  PROJECTION  DES  RÉSEAUX 
DE  L'ESPACE  : 

l'Ali    M.    r,  ASTON    Ji   LIA. 


i.   Etant  donné  trois  nombres  complexes  «,,  «2,  ft:i,  on  cherche 
à  étudier  la  disposition  des  points  que  représentent  les  nombres 


niu  t/t-2.  ni:i  étant  des  entiers  réels  positifs  ou  négatifs  quelconques. 
On  sait  à  ce  sujet  que  :  i°  s'il  existe  trois  entiers  réels  et  non  tous 
nuls  a,.  ;ju,  y-3  tels  que 

\*i  ai  +  1^2  ai  -H  f*3  aî  —  ' '• 

les  points  ni,a,-\-  m.2ff2-\-  msa3  sont  les  sommets  d  un  réseau 
de  parallélogrammes^  dans  le  plan  ils  forment  un  ensemble  de 
points  isolés;  '2°  s'il  n'existe  pas  de  système  de  trois  entiers  u,- non 
tous  nuls,  tels  que  \ktai  -+-  \)->a.,-\-  ix»«s==6,  on  sait  qu'il  est  pos- 
sible, étant  donné  s  positif  arbitrairement  petit,  de  trouver  trois 
entiers  v,,  v2,  v3  tels  que 

bi^i-"-  v2a2-f-v3a3|  <  t. 

Si  les  ai  sont  des  périodes  dune  fonction  de  s,  tous  les 

»j  [  a [  -t-  m2a2-~  m3 «3 

sont  des   périodes  et  ce  qu'on  vient  de  dire  exprime  que  si  une 
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fonction  admet  trois  périodes  :  ou  bien  i°  elles  ne  sont  pas  dis- 
tinctes, ou  bien  2°  il  existe  une  période  infiniment  petite.  C'est 
l'impossibilité  de  ce  deuxième  cas  pour  les  fonctions  uniformes 
qui  constitue  le  célèbre  théorème  de  Jacobi. 

Dans  le  deuxième  cas,  les  points  m,  a,  -+-  m-2«2-t-  tn^a^  ne  sont 
pas  isolés,  ils  forment  un  ensemble  E  qui  reste  invariant  par  toute 
translation  qui  amène  un  point  de  E  sur  un  autre  point  de  E,  et 
qui  admet  ici  des  translations  infinitésimales,  et  par  conséquent 
n'est  pas  discontinu.  On  se  propose  de  montrer  que  ce  deuxième 
cas  se  décomposé  mi  deux  sous-cas. 

a.  E  se  compose  de  points  partout  denses  sur  une  infinité  de 
droites  parallèles,  équidislantes.  et  parallèles  à  la  translation 
infinitésimale. 

//.   E  est  dense  dans  tout  le  plan. 

A  vrai  dire,  le  fond  de  ces  résultats  n'est  pas  nouveau.  Kronecker, 
dans  plusieurs  mémoires  remarquables,  a  étudié  la  question  de  la 
résolution  en  nombres  entiers  d'équations  linéaire?  ou  d'inégalités 
linéaires  dans  les  eas  les  plus  généraux,  et  en  appliquant  son  ana- 
Iv-r  au  problème  qui  nous  occupe,  on  obtiendrait  les  résultats 
annoncés  plus  haut.  Présentés  sons  la  forme  géométrique  précé- 
dente, les  résultats  précédents  gagnent  quelque  clarté  et  nous 
allons,  pour  les  obtenir,  faire  appel  à  l'intuition  géométrique  plutôt 
qu'à  l'analyse  de  Kronecker. 

"2.  On  peut  considérer  les  points  an  a_,,  a:i  comme  le*  projec- 
tion-, sur  le  plan  de  la  variable  complexe  c.  de  trois  points  A, , 
A2,  V:!  de  l'espace.  Les  points  mt  a,  -+-  m.>a-2-\-jn3a:i  sont  alors 
le>  projections  sur  le  plan  .3  des  sommets  d'un  réseau  (  ')  de  paral- 
lélépipèdes construit  sur  les  trois  vecteurs  de  base  OA,.  OA2. 
OA3,  O  étant  l'origine  des  coordonnées  du  plan  r-.  A  ce  titre,  le 
problème  que  nous  étudions  est  bien  celui  de  la  projection  sur 
un  plan  d'un  réseau  de  points  de  V espace. 


(       Dans  la  suite  j'emploierai  indifféremment  l'expression  «  sommets  du  réseau 
ou   «  points  du  réseau  ». 
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Premier  cas.  —  Le  cas  où  les  périodes ût f,  a2.  a-,  ne  son!  | >;i s 
distinctes,  c'est-à-dire  où  existent  trois  entiers  non  tous  nuls  u,- 
tels  que 

|X|  '/|    -  [i^a^-r-  ;-i..3</3  =  <». 

s'exprime  ici  par  ce  fait  que  dans  le  réseau  construit  sur  la 
base  (  >A , .  <)_\o,  OA..  il  v  a  un  sommet  A  qui  es!  situé  sur  la 
perpendiculaire  en  O  au  plan  <le  projection  ou  bien  que  le  plan 
de  projection  est  perpendiculaire  à  un  segment  joignant  deux 
points  du  réseau.  Dans  ce  cas  pi  dans  ee  cas  seulement,  la  pro- 
jection du  réseau  spatial  est  un  réseau  plan  formé  des  sommets 
d  un  réseau  de  parallélogrammes.  Le  plan  de  projection  est  alors 
perpendiculaire  à  une  infinité  de  plans  contenant  trois  sommets 
non  en  ligne  droite  du  réseau,  à  savoir  tous  les  plans  passant 
par  O,  A  et  un  autre  sommet  du  réseau  non  situé  sur  OA. 

3.  Deuxième  cas.  —  Ecartant  le  premier  cas,  il  peut  arriver 
que  le  plan  de  projection  I*  ^>it  perpendiculaire  à  un  plan  - 
contenant  trois  sommets  non  en  ligne  droite  du  réseau,  on 
montrera  alors  qu'il  n'existe  pas  de  plan  non  parallèle  à  -  con- 
tenant trois  sommets  non  en  ligne  droite  du  réseau,  car  >'il  en 
existait  un  autre,  on  retomberait  sur  le  cas  où  les  trois  périodes  at 
ne  sont  pas  distinctes.  La  projection  du  réseau  de  l'espace  est 
formée  alors  de  points  partout  denses  sur  une  série  de  droites 
qui  sont  les  traces  sur  V  de  -  et  des  plans  parallèles  passant 
par  tous  les  points  du  réseau  c'est  le  sous-cas  a. 

Enfin,  si  P  n'est  perpendiculaire  à  aucun  plan  contenant  trois 
sommets  du  réseau,  la  projection  du  réseau  sur  P  est  un  ensemble 
dense  dans  tout  le  plan.  C'est  le  sous-cas  b. 

I.  Prenons  comme  unité  de  volume  le  volume  du  parallélépi- 
pède construit  sur  OA,.  OA2,  OA,.  J'appellerai  parallélépipède 
du  réseau,  tout  parallélépipède  dont  les  sommets  sont  des  points 
du  réseau  dont  la  base  esl  <  OA,.  OA2.  OA;!)  et  qui  ne  contient 
à  son  intérieur  ou  sur  -a  surface  pas  d'autres  points  du  réseau  que 
ses  sommets.  Trois  arêtes  adjacentes  d'un  pareil  parallélépipède 
peuvent  servir  de  base  au  réseau  au  même  titre  que  OA, .  OAo.  OA3. 
On  voit  alor-  aisément  que  le  volume  de  tout  parallélépipède  du 
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réseau  est  égal  à  l'unité  puisque  c'est  un  multiple  entier  du 
volume  du  parallélépipède  de  base,  et  réciproquement,  les  deux 
parallélépipèdes  pouvant  servir  de  hase  au  même  réseau. 

5.  a.  Suit  alors  tï  un  plan  passant  par  trois  points  non  en  ligne 
(huile  du  réseau  et  par  exemple  par  O.  Les  points  du  réseau  situés 
dan--  ït  forment  évidemment  un  réseau  plan  de  sommets  de  paral- 
lélogrammes. Dans  ce  réseau  plan  choisissons  un  parallélo- 
gramme '/<'  base,  c'èst-à-dire  dont  les  sommets  soient  des  points 
du  réseau  et  qui  n'ait  pas  d'autres  point--  du  réseau  que  ceux-là  à 
son  intérieur  ou  sur  son  contour.  Soit  Oa(3v  ce  parallélogramme 
de  base,  s  son  aire.  Tout  point  de  réseau  spatial  non  situé  dans  77 

reste  à  une  distance  de  -  -,  car  d  détermine  avec  le  parallélo- 
gramme de  base  Oapy  un  parallélépipède  dont  le  volume,  étant  un 
multiple  entier  du  volume  du  parallélépipède  de  base  du  réseau 
spatial,  sera  un  entier  positif,  dont  la  plus  petite  valeur  sera  l'unité. 
Soit  o  un  point  du  réseau  spatial  tel  que  le  parallélépipède  de 
base  <  >  y.'j"  et  d  arête  O  o,  étant  du  réseau,  ait  pour  volume  l'imite. 

Alors   o  esl   à   la    distance  -  du    plan  ïc.    Par  8   menons  un   plan  ~, 

parallèle  à it ;  dam  -,  les  points  du  réseau  spatial  forment  un  réseau 
plan  qui  se  déduit  du  réseau  situé  dans  iz  par  la  translation  O  o. 
Le  réseau  spatial  se  décompose  alors  en  une  infinité  de  réseaux 
•plans  qui  se  déduisent  du  réseau  plan  situé  dans  -,  par  la  transla- 
tion O  o  et  tous  -es  multiples  entiers  positifs  ou  négatifs.  C'est  ce 
que  Minkowski  appelle  l'adaptation  d'un  réseau  spatial  à  un 
réseau  plan  r/u'il  contient. 

Projetant  alors  sur  P,  les  points  de  E  seront  répartis  sur  une 
infinité  de  droites  parallèles  équi distantes,  traces  sur  P  des  plans 
équidrstants  déduits  de  t.  par  les  translation-. 

/( .  (  »  o  [  n  =  o.  dr  i ,  rh  ■> .   .  .  .  | . 


Dans  le  plan  -.  Le  réseau  plan  considère  est  tel  qu'aucun  segment 
joignant  diiix  de  ses  points  n'est  perpendiculaire  à  P.  car.  si  cela 
était,  ou  serait  dans  le  premier  cas  qui  est  supposé  écarté.  Quelle 
est  alors  la  projection  de  ce  réseau  plan  sur  P?  Les  deux  vecteurs 
de  base  du  réseau   [dan  se  projettent  sur  P  suivant  deux  vecteurs 


MÉLANGES. 

parallèles  Ot,,  ()t2  évidemment  incommensurables,  car,  -'ib 
étaient  comniensùrables,  on  aurait  deux  entiers.  c.|  et  02  pas  tous 
nuls  tels  que  c,  t,  -(-  c2To=  o  cl  l'on  en  ci  me  lu  rail  qu'un  point  dv 
réseau  plan  est  sur  la  verticale  de  O,  ce  qui  n'est  pas.  La  projection 
•  lu  réseau  plan  sur  1*  «'obtenant  à  partir  des  deux  vecteurs  incom- 
mensurables (  >t,  ,  Oo"2  par  les  formules  p(  7,  -f-  0^7.,  |  p ,  et  pa  entiers 
réels  arbitraires),  sera  formée  de  points  partout  denses  sur  la  (race 
de  -  sur  P. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  E  se  compose  de  points  partout 
denses  sur  une  infinité  de  droites  parallèles  équidistantes.  Toutes 
1rs  périodes  de  E  dont  l'amplitude  est  intérieure  à  l'écart  de  ces 
droites  sont  parallèles  à  ces  droites;  en  abrégé,  [es  périodes  i/i/i- 
niment  petites  sont  parallèles  à  une  même  droite. 

Le  résultai  obtenu  prouve  qu'il  est  impossible  que  1'  soit  per- 
pendiculaire à  la  toisa  <\ev\  plan-  non  parallèles  contenant  trois 
points  d\\  réseau  spatial,  à  moins  que  ces  deux  plans  ne  se  coupent 
suivant  une  droite  joignant  deux  points  de  ce  réseau  et  alors  on 
est  dans  le  premier  cas  envisagé  :  P  perpendiculaire  à  une  droite 
joignant  deux  points  du  réseau. 

G.  Il  Supposons  que  P  ne  soit  perpendiculaire  à  aucun  plan 
contenant  trois  points  du  réseau  spatial  et  projetons  ce  réseau 
spatial  sur  P.  Je  dis  que  l'ensemble  E  projection  est  partout  dense 
dans  le  plan  P.  En  effet,  dans  ce  sous-cas  b  (comme  dans  le  cas  a) 
on  sait  qu'il  y  a  une  période  infiniment  petite,  Oa.  Si  E  n  était 
pas  partout  dense,  il  existerait  un  petit  carré  G  de  bases  parallèles 
irOï.  ne  contenant  pas  de  point  de  E,  et  l'on  peut  toujours  sup- 
poser que  le  cote  du  carré  G  est  supérieur  à  la  période  Oa.  Comme 
toute  translation  égale  à  une  période  laisse  E  invariant,  la  trans- 
lation Oa.  appliquée  au  carré  G,  donnera  un  nouveau  carré  C,  ne 
contenant  pas  de  point  «le  E,  et.  en  -encrai,  toutes  les  transla- 
tion- n.JJy..[n  =  o,±i,±2.  .  .  .  ]  donneront  des  carrés  G«  ne 
contenant  pas  de  point  de  E.  Les  carrés  C„  balaient  une  bande 
indéfinie  A  parallèle  à  Oa  ne  contenant  pas  de  point  de  E. 

S'il  existait  une  période  infiniment  petite  0  3  non  parallèle 
à  Oa,  en  appliquant  à  la  bande  A  toutes  les  translations 

/i.tTp(ra  =0,  ±1,  ±2,  . . .). 
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on  aurait  des  bandes  1„  ne  contenant  pas  de  point  de  E.  L'ensemble 
de>  bandes  A„  recouvre  tout  le  plan  C.  E  n'aurait  aucun  point,  ce 
qui  est  absurde.  Il  faut  donc  admettre  que  toute  période  infini- 
ment petite  est  parallèle  à  Oa. 

À  partir  de  O.  à  l'aide  de  la  période  infiniment  petite  Oa,  on 
déduit  des  points  de  E  partout  denses  sur  la  parallèle  à  Oa  menée 
par  (  ).  Il  en  e»t  de  même  à  partir  de  toui  point  de  E  :  on  déduit 
une  droite  parallèle  à  Oa,  où  les  points  de  E  sont  partout  denses, 
Ces  droites  >ont  nécessairement  isolées  car  l'existence  de  deux 
de  ces  droites  infiniment  voisines  conduirait  à  l'existence  d  une 
période  infiniment  petite  non  parallèle  à  Ox.  On  en  déduit  que 
les  points  de  E  .«ont  partout  denses  sur  une  infinité  de  droites 
parallèles  éauidistantes:  chacune  de  ces  droites  est  alors  la  trace 
sur  le  plan  P  d'un  plan  contenant  trois  points  non  en  ligne  droite 
du  réseau  spatial,  et  par  conséquent  on  est  dans  ]<•  sous-cas  a 
contrairement  à  l'hypothèse  faite.  Il  faut  donc,  dans  le  sous-cas  h. 
que  E  soi t  partout  dense  dans  h'  plan  I'.  c.  o.  F.  n. 
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REMARQUES  SDR  LES  MOUVEMENTS  RELATIFS 
A  LA  SURFACE  DE  LA  TERRE  ; 

Par  M.  Gaston  Jl'LIA. 


1.  La  présente  Note  a  pour  objet  quelques  remarques,  d  ordre 
pédagogique,  sur  deux  problèmes  traités  dans  les  Cours  de  Méca- 
nique rationnelle  :  i°  le  pendule  de  Foucault;  2"  le  mouvement 
d'un  point  pesant  sur  un  plan  horizontal  lié  à  la  Terre.  Elles  éta- 
blissent entre  ce>  problèmes  d'apparence  bien  distincte  un  lien 
curieux  et  «lies  éclairent  les  résultats  classiques  obtenus  dans 
l'étude  de  ces  deux  problèmes. 

2.  Pendule  de  Foucault.  —  Lorsqu'on  prend  pour  axes  les 
axes  locaux  :  Ox  tangente  au  méridien  vers  le  Sud,  Oy  tangente 
au  parallèle  vers  l'Est,  Oz  verticale  descendante,  en  désignant 
par  w  la  vitesse  angulaire  de  rotation  de  la  Terre  et  par  ).  la  lati- 
tude du  lieu,  positive  dans  l'hémisphère  nord,  les  équations  clas- 
siques auxquelles  conduit  l'étude  des  petites  oscillations  du  pen- 
dule  de  Foucault   sont,   après  des    simplifications  qui   consistent 

à  négliger  les  carrés  et  les  produits  de  y,  y>  w.  ou  leurs  dérivées 

devant  ces  quantités  elles-mêmes, 

1    x"  =  —   jX  -h   '  '•>}  '  Hll  À. 

/  y"  =  —  fy—  i»a?'sinX. 

Dans  les  Cours,  on  tire  de  ces  équations  drux  intégrales  pre- 
mières par  les  combinaisons  des  aire-  et  des  forces  vives  et  Ion 
remarque  que,  par  rapport  à  des  axesOx,j,  zt  (tels  que  Oc,  coïn- 
cide avec  Qz).  et  tournant  autour  de  O;  avec  la  \itesse  angulaire 
—  (o,  =  —  cosihA,  les  intégrales  premières  ainsi  obtenues  coïn- 
cident avec  celles  que  les  mêmes  combinaisons  font  apparaître 
dans  le  mouvement  d'un  point  attiré  par  O  proportionnellement  à 
la  distance. 
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Or  c'est  là  un  résultat  qui  se  \oit  clairement  si  Ion  recherche 
directement  la  force  relative  au  trièdre  Oxtyt  zK  qui  sollicite  le 
point  M  dont  le  mouvement  par  rapport  à  Qxyz  est  réglé  par  les 
équations  (i). 

En  effet,  le  vecteur 

\  ÎWl/' 

'         -    >  U>|  X 

figurant  au  deuxième  membre  de  i  i)  provient  d'une  force  centri- 
fuge composée  lorsqu'on  suppose  que  les  axe>  Oxyz  tournent 
autour  de  O;  avec  la  vitesse  angulaire  tot.  Effectivement,  par 
rapport  à  Oxtytzu  les  ores  Oxyz  tournent  bien  autour 
de  Oz  avec  la  vitesse  angulaire  w,. 

Soit  alors  r ,  la  force  relative  ait  trièdre  ().r,  r,  c,  qui  sollicite 
le  point  \J.  (X,  Y,)  ses  projections  sur  Oj  et  Or,  F(X,  Y)  étant 
la  force  relative  au  trièdre  Oxyz  sera 

\  =  V  —  mtujx -t-  imo>iy', 

\  =  N|  —  mus\y —  imi')!'  ■' . 

puisque  ihm\i\  dont  les  projections  sont  nn»\x  et  ?noi\y,  est  la 
force  centrifuge,  et  le  vecteur  i  2ni(iiiy',  —  innji\x'  >  est  la  force 
cenl  rifuge  composée. 


O. 


<l  après  |  i  i. 

Il  >•!!  résulte  que 


=  ,»[-  fx+* 


io,  y 


Y  =  m 


I  ■ 


! 


/v,= 


il)   \  —  H-  '<>-, 


[f 


[fH- 


Relativement  au  trièdre  Oxtytz{.  la  force  gui  sollicite  \l 
est  donc  une  force  attractive,  émanée  de  O,  proportionnelle 
à  la  distance.  Par  rapport  à  ces  axes  Ox{y^z{,  M  décrira  une 
ellipse  <>u  un  segment  de  droite  qui  sembleront  tourner,  par  rap- 
port aux  axes  locaux,  avec  une  vitesse  angulaire  — oj,  =  —  »•>  sin/.. 
C'est  le  résultat   classique   obtenu,  sans  aucune  intégration  nou- 
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velle  à  partir  des  équations  (i).  J'ajoute  qu'on  pourrait  présenter 
l'effet  <iu  changement  du  trièdré  0  xyz  en  €)t  yt  Z\  sxir  la  force  qui 
sollicite  M,  d'une  manière  purement  géométrique,  sans  passer  par 
l'intermédiaire  des  équations  (i)  el  obtenir  ainsi  directement  les 
équations  (2}  :  il  suffirait  pour  cela  de  raisonner  à  peu  près  comme 
le  fait  M.  Lecornu  dans  le  Tome  I  de  son  ('nuis  de  Mécanique 
à  la  page  07'».  où  il  donne  une  solution  directe  <ln  deuxième  pro- 
blème ([in  va  nous  occuper  maintenant. 

3.  Mouvement  dans  un  plan  horizontal.  —  Par  rapport  aux 
axes  ()/>;•  le  plan  horizontal  du  mouvement  étant  Oxy,  les 
équations  classiques  sont 

\     ■'■'  '2  f'J  l'  Mil  À. 

i         ,  '      ,      .      - 

'    y   —  —  iiax  -111/.. 

Elles  ne  diffèrent  des  équations  (  1  »  que, par  la. suppression  de  la 

force 

m  g  mg       . 

(-  —  '■  -  —  y) 

Aur  à  la  tension  du  lil  du  pendule. 

Les  mêmes  considérations  que  précédemment  prouvent  alors 
que  la  force  F,,  relative  au  trièdre  Qxt  V|C,,  qui  sollicite  M.  aura 
pour  projections  sur  U./\  (  )y  , 

(  î  1  .  F%  ==  —  m  eu ,  /\ 

/   Y 1  =  —  m  (o  l  1  ' 

Relativement  aux  axes  Oxlylsii  le  point  M  est  encore  sollicité 
par  une  force  attractive  émanée  de  O,  proportionnelle  a  la  dis- 
tance 

F[  =     m  oj'j  r. 

Mais  la  différence  avec  le  pendule  de  Foucault  c'est  que  le  coef- 
ficient tu,  de  l'attraction  est  ici  identique  à  la  vitesse  angulaire  de 

rotation  des   a\es  Oxt  )',  z-[  par  rapport   aux  axes  locaux;  dans  le 

pendule  de  Foucault,  ce  coefficient  était  i/j  4-*)]  et,  à  cause  de 
la  petitesse  de  w|  par  rapport  à  y,  ee  Coefficient  est  très  voisin 
de  i     ~  et  diffère  notablement  de  la  vitesse  angulaire  co,. 
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Relativement  aux  axes  G^"l  y{  z,,  le  point  M  décrira  une  [ellipse 
ou  un  segment  de  droite 

Xi  =  a  costoj  t  -f-  b  sin»o,  f. 

j'j  =  a'coswi  /  --  6' sin  oj,  / 

Re\ fiiant  aux  axes  locaux 

x  =       a?j  cos  wj  /  -+-  j'j  sin  '_.>!  /. 
_y  =  —  .T|  sin  t-)!  /  -h  »i  cos  (0|  /. 

Tous  calculs  faits,  il  vient 

x  ■+■  b'        a  —  b'                        n  —  b    . 
\  j-  = cos2ci)<  /  -+-  sin  2Wi /. 

(  5  )  ,  . 

/  a  -    b        à  —  b    .  «'-+-  6 

f  y  = -ni  2W]  /  -t- —  eus  a  '.),  /. 

I  i  i  ■?. 

Ces  formules  s'interprètenl  de  la  façon  suivante  : 

i            .  ■       i            •    .    /  '      i           i                   i           •                                    a  -\-  1/ 
A  partir  «lu  point  L,,  dont  les  coordonnées  X  et  y  sont  

et  )  menons  un  axe  Gç  «  J  «  m  t  lit  direction  positive  fait  l'anale 

(  —  2to,  l)  a\ec  Oa?,  et  sur  cet  axe  portons  le  vecteur  Cu  dont  la 
valeur  algébrique  est >  puisa  partir  de  u  un  axe  ut,  donl  la 

direction   positive    fait    (  —  2w, /-)--)   a\eç  O x,  c'est-à-dire  un 

axe  déduit  de  l'axe  qui  porte  Cu  par  une  rotation  de   -f-  -    autour 

de  u.,  et  sur  l'axe  ainsi  obtenu.  ;j.r,,  portons  le  vecteur  'j.M  dont  la 

valeur  algébrique  est  — - — ;   l'extrémité   M  est   le   point   dont    les 

coordonnées  a?,  y  sont  données  par  les  formules  (5).  Lé  point  (] 
est  lixc,  le  triangle  rectangle  CuM  est  indéformable  et  tourne 
autour  de  C  avec  la  vitesse  angulaire  constante  i  — 2(o,  ).  Le  point 
mobile  M  décrit  donc  un  cercle  de  centre  G,  avec  une  vitesse  angu- 
laire constante  (  —  2to,  ).  Le  centre  du  cercle  sera  à  la  droite  du 
mobile  décrivant  le  cercle  lorsqu'on  est  dans  V hémisphère 
nord. 

Tous  ces  résultats  sont  bien  connus  et  le  seul  intérêt  de  ce  qui 
précède  est  dans  la  manière  d'y  parvenir,  qui  unit*  les  deux  pro- 
blèmes ci-dessus  traités  par  un  lien  assez  remarquable. 

(jastox  Julia. 
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A  PROPOS  DE  QUELQUES  LIVRES 
SUR  LA  THÉORIE  DE  LA  RELATIVITÉ 

Par  M.  Jean  VILLEY. 


Le  public  français  s'est,  à  son  tour,  passionné  depuis  quelques 
mois  pour  les  théories  physiques  nouvelles  condensées  par  Eins- 
tein dans  la  théorie  de  la  relativité. 

Cette  attirance  est  due  surtout  au  fait  nouveau  d'une  théorie 
créée  par  les  procédures  rigoureuses  du  raisonnement  scientifique, 
qui  conduit  à  mettre  en  discussion  les  formes  mêmes  dans  lesquelles 
travaille  notre  pensée  pour  nous  représenter  le  monde  extérieur. 
C'est  l'éternel  attrait  de  la  métaphysique  qu'on  trouve  à  la  base 
de  ce  mouvement  de  curiosité,  c'est  l'appât  de  l'inconnaissable, 
où  l'esprit  peut  se  laisser  bercer  par  la  fantaisie  de  son  imagination 
dans  les  voies  les   plus  diverses,  et  où  chacun  peut  avoir  raison. 

puisque  personne  ne  peut  lui  démontrer  qu'il  a  tort tandis  que 

l'acquisition  progressive  des  connaissances  scientifiques  objectives 
demande  tant  de  prudence  et  d'efforts. 

Il  reste  encore  beaucoup  à  faire  en  particulier  pour  préciser  <•; 
rendre  intelligible  tout  le  contenu  latent  du  principe  de  relativité. 
H  puait  vraisemblable  que  l'étude  systématique  des  faits  envisagés 
-  >us  ce  jour  entraînera  une  modification  progressive  de  notre 
manière  de  penser  et  de  notre  représentation  du  monde  extérieur, 
mais  ceci  ne  peut  être  que  le  résultat  d'une  lente  adaptation  de 
l'esprit,  examinant  sous  toutes  leurs  faces  les  contradictions  qu'il 
découvre  dans  ses  perceptions  extérieures  et  qu'il  ne  peut  logique- 
ment faire  disparaître  en  restant  dans  le  cadre  traditionnel  de  sa 
pensée. 

L'engouement  dont  jouit  actuellement  dans  le  public  la  théorie 
de  la  relativité  est  une  chose  dont  on  doit  se  louer,  comme  de  tout 
mouvement  humain  désintéressé:  mais,  au  point  de  vue  de  ses 
résultats,  il  peut  avoir  drs  avantages  et  de?  inconvénients.  11  peut 
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cire  un  facteur  intéressant  de  progrès  scientifique,  dans  la  mesuré 
où  la  curiosité  qu'excite  cette  théorie  amènera  des  esprit-  sérieux 
<■{  réfléchis  à  étudier  les  constatations  expérimentales  qui  lui 
servent  de  base  el  les  déductions  qu'on  en  tire  logiquement.  Il 
peut  au  contraire  nuire  gravement  a  l'esprit  saientifique,  dans  la 
mesure  où  il  conduit  à  confondre  l'étude  scientifique  avec  les 
spéculations  philosophiques  auxquelles  die  ouvre  la  port»-.  Le 
danger  est  d'autant  plus  net  que.  bien  souvent,  on  hésite  d'autant 
moins  a  discourir  el  à  discuter  sur  ces  conclusions,  qu'on  a  moins 
approfondi  la  théorie  elle-même,  et  qu'on  a  moins  senti  l'ampleur 
de  l'effort  intellectuel  qui  reste  nécessaire  pour  arriver  à  la  penser. 

I  n  îles  points  de  vue  les  plus  sains,  en  même  temps  que  le  plus 
frappant  peut-être,  pour  s'adapter  à  ces  notions  nouvelles,  semble 
être  le  suivant,  sur  lequel  il  y  a  lieu  d'attirer  l'attention  de  ions 
ceux  qui  cherchent  des  impressions  précises  plutôt  (pie  des  raison- 
nements souvent  incertains  et  chancelants,  (/est  celui  auquel  s'est 
placé  M.  Langevin  dans  son  (.ours  du  Collège  de  France: 

Les  équations  de  l'électromagnétisme  introduisent  immédiate- 
ment, au  lieu  du  groupe  de  Galilée,  où  le  temps  reste  isolé  dans 
les  substitutions  conformément  à  la  notion  vulgaire  du  temps 
absolu  commun  à  tous  les  systèmes,  le  groupe  de  Lorentz,  où  le 
temps  ci  les  variables  d'espace  s'introduisent  simultanément,  et 
avec  des  rôles  de  même  plan,  dans  les  substitutions.  Cela  conduit  à 
envisager,  au  lieu  de  l'espace  et  du  temps  classiques,  le  continuum 
univers  à  quatre  dimensions  de  Mmkowski. 

Cet  univers  à  quatre  dimensions,  nous  ne  pouvons  nous  le  repré- 
senter et  le  penser;  il  ne  faut  donc  pas  espérer  le  soumettre  utile- 
ment à  des  raisonnements  que  puisse  suivre  notre  imagination: 
mais  il  peut  être  l'objet  de  symboles  mathématiques  précis,  géné- 
ralisation immédiate  des  symboles  courants  à  trois  dimensions, 
sur  lesquels  opéreront,  par  analogie  «et  suivant  les  mêmes  procé- 
dures, les  raisonnements  mathématiques.  Au  lieu  de  philosopher 
de  façon  prématurée  et  stérile,  il  est  raisonnable  de  chercher  ce 
qu'on  peut  tirer,  par  ces  raisonnements,  de  la  notion  d'univers. 
Si,  malgré  la  modification  profonde  du  point  de  départ,  nous 
arrivons  ainsi  à  prévoir  des  lois  physiques  et  mécaniques  qui  con- 
tiennent et  synthétisent,  soit  comme  cas  particuliers,  soit  comme 
premières  approximations,  les  lois  de  la  théorie  classique,  et  si  de 
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plus  les  secondes  approximations  ainsi  obtenues  expliquent  tirs 
anomalies  observées  à  partir  des  lois  classiques,  nous  serons  amenés 
loui  naturellement  à  penser  que  l'univers  à  quatre  dimensions  esi 
autre  chose  qu'un  symbole  mathématique  et  qu'il  répond  vraiment 
à  une  réalité  profonde.  Il  nous  paraîtra  alors  tout  naturel  de  tenter 
une  adaptation  «le  noire  espril  à  celle  réalité,  et  de  lui  faire  \  iolence 
en  essayant  de  modifier  ses  cadres  ataviques^ 

Tons  eeu\  i[ni  ont  en  le  privilège  de  suivre  l'enseignement  de 
M.  Langevin  savent  quelle  impression  puissante  donne  en  ce  -eus 
l'examen  de  l'édifice  si  simple  el  ^i  logique  auquel  on  arrive  ainsi, 
par  des  déductions  mathématiques  très  immédiates,  à  partir  de  la 
notion  d'univers  à  quatre  dimensions  :  On  voit  se  réunir,  dans  nne 
svntlièse  condensée  au  delà  de  tout  ce  qu'on  eût  pu  espérer,  les 
diverses  lois  de  la  Physique,  y  compris  les  phénomènes  de  gravi- 
tation. 

Bien  mieux  que  des  raisonnements  souvent  très  décevants,  qui 
laissent  une  impression  d'hésitation  et  d'incertitude  du  fait  que  la 
pensée  cherche  à  y  critiquer  ce  qui  est  sou  cadre  même  et  son 
essence,  l'ensemble  puissamment  cohérent  auquel  on  arrive  ainsi, 
et  qui  s'impose  presque  objectivement  à  l'admiration  de  l'esprit  le 
moins  prévenu,  le  prédispose  à  sentir,  sinon  à  comprendre,  que 
nos  conceptions  actuelles  sont  probablement  inadéquates  aux 
réalités  extérieures. 

L'étude  précise  de  cette  synthèse  objective  doit  donc  raisonna- 
blement constituer  la  phase  préalable  et  le  point  de  départ  de  toute 
tentative  pour  s'assimiler  les  nouvelles  conceptions  physiques. 

Des  esprits  prudents  peuvent  penser  que,  devant  l'impuissance 
actuelle  de  nos  moyens  intellectuels,  la  sagesse  serait  peut-être  de 
s'en  tenir  à  ces  constatations,  puisque  leur  présentation  mathé- 
matique suffit  pour  en  tirer  les  conséquences  utiles.  Il  est  cepen- 
dant bien  naturel  d'essayer  de  comprendre  ...  même  quand  la 
conclusion  paraît  être  hélas!  que  la  réalite  est  incompatible  avec 
la  manière  de  raisonner  de  l'esprit  humain,  juste  bonne  pour  de 
premières  approximations  (amplement  suffisantes  d'ailleurs  pour 
toutes  les  applications  pratiques  de  la  vie  courante). 

C'est  ce  que  tentent  les  exposés  de  la  théorie  de  la  relativité  qui 
visent  à  présenter  en  langage  ordinaire  (c'est-à-dire  dans  le  cadre 
de  nos  conceptions  habituelles;  et  là  réside  un  germe  de  contra- 
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dictions  dangereuses)  le  contenu  et  la  justification  de  la  physique 

nouvelle. 

iNous  ne  parlerons  pas  des  tentatives  de  vulgarisation  au  sens 
habituel  de  ce  mot.  La  vulgarisation  scientifique  a  déjà  un  rôle 
difficile  dans  sa  lâche  normale  qui  consiste  à  énoncer  les  résultats 
de  théories  physiques  ordinaires  précises  et  bien  établies,  et  à  pré- 
senter, sous  leur  forme  essentielle,  les  raisonnements  par  lesquels 
elles  les  obtiennent.  Mais  si  la  réalité  est  quadridimensionnelle, 
des  coupes  tridimentionnelles  seront  par  essence  de  simples  appa- 
rences non  conformes  à  cette  réalité;  et  ce  n'est  pas  par  un  méca- 
nisme imaginé  dans  la  conception  tridimensionnelle  qu'on  pourra 
expliquer  celle-ci;  ou  du  moins  une  apparence  d'explication  ainsi 
conçue  aura  ce  néfaste  résultat,  danger  habituel  des  vulgarisation-, 
même  dans  les  sujets  les  plus  classiques,  de  faire  croire  au  lecteur 
qu'il  a  compris  alors  qu'il  n'en  est  rien  et  de  fausser  chez  lui  les 
qualités  essentielles  qui  caractérisent  l'esprit  scientifique.  Ces 
notions  nouvelles  ne  sont  pas  de  celles  qui  se  peuvent  aborder 
utilement  sans  une  préparation  et  des  efforts  préalables,  et  l'on  ne 
saurait  essayer  de  suggérer  sainement  la  notion  d'univers  à  quatre 
dimensions  à  des  lecteurs  à  qui  l'on  ne  demanderait  aucune  con- 
naissance des  notions  géométriques  les  plus  fondamentales  telles 
que  nombre  de  dimensions  d'un  continu  um,  degré  dune  équation 
entre  les  variables  coordonnées,  changement  de  variables,  inva- 
riants et  équations  invariantes. 

Pour  tenter  un  expose  verbal  de  la  théorie  de  la  relativité,  il 
faut,  ou  bien  l'avoir  étudiée  assez  superficiellement  pour  être 
ébloui  par  son  harmonie  au  point  dé  ne  pas  sentir  ses  difficultés, 
ou  bien  l'avoir  approfondie  sous  tous  ses  aspects  au  point  de  les 
bien  apprécier  toutes  et  de  pouvoir  en  donner  ou  Au  moins  en  faire 
pressentir  les  solutions, 

Les  deux  auteurs  étrangers  les  plus  qualifiés  en  ces  matières  — 
Ei.ntein  qui,  après  avoir  joué  un  rôle  fondamental  dans  la  mise  au 
point  de  la  théorie  restreinte,  a  véritablement  créé  la  théorie  géné- 
ralisée, et  Eddington,  qui  s'en  est  fait  le  champion' le  plus  ardent 
en  Angleterre  après  avoir  personnellement  apporté  la  vérification 
de  la  déviation  des  rayons  lumineux  par  le  Soleil  —  ont  écrit, 
dans  ce  sens,  et  sous  des  formes  différentes,  deux  Ouvrages  fort 
intéressants    récemment    traduits    en    français.    Ils   sont    des    plus 
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instructifs  non  seulemenl  séparément,  mais  aussi  par  les  rappro- 
chements qu'ils  permettenl  d'établir  entre  des  procédés  difïérents 
de  présentation  de  la  théorie. 


Le  petit  A  olume  d'Einstein  i  '  i  est  particulièrement  bien  adapté 
à  une  première  (2)  étude  de  la  théorie. 

Le  point  de  départ  est  le  principe  de  relativité  restreinte.  II 
consiste  à  étendre  <i  priori  à  tous  les  phénomènes  physiques 
l'équivalence  rigoureuse  des  systèmes  d'axes  galiléens  (en  trans- 
lations uniformes  les  uns  p;ir  rapport  aux  autres)  constatée  en 
Mécanique;  et  il  énonce  qu'aucune  mesure  effectuée  à  l'intérieur 
de  l'un  quelconque  de  ces  systèmes  ne  différera  de  ce  qu'elle  aurait 
été  à  l'intérieur  d'un  des  autres.  Des  mesures  physiques  ne  sau- 
raient par  conséquent  différencier  un ;  système  des  autres,  et  repérer 
1  un  d'entre  eux  comme  avant  une  valeur  absolue. 

Ce  principe  a  d'abord  paru  s'imposer  logiquement  tant  qu'on  a 
supposé  tous  les  phénomènes  physiques  réductibles  aux  phéno- 
mènes de  la  Mécanique  classique;  mais  (Chap.  \  )  l'étude  de 
1  Electrodynamique  et  de  l'Optique  ayant  manifesté  l'inanité  de 
cette  espérance,  cet  argument  péremptoire  a  disparu.  Les  deux 
arguments  donnés  pour  justifier  néanmoins  le  point  de  départ  ne 
peuvent,  semble-t-il,  lui  apporter  qu'une  probabilité  sujette  à  dis- 
cussion. Le  premier,  c'est  que,  si  la  Mécanique  classique  n  offre 
pas  une  base  suffisante  pour  l'explication  théorique  de  tous  les 
phénomènes,  elle  y  tient  cependant  une  place  très  considérable,  et 
qu'un  principe  de  celte  généralité  ne  semble  pas  a  priori  devoir 
être  valable  pour  tout  un  ordre  de  phénomènes  et  en  défaut  par 
ailleurs.  Le  second,  c'est  que  h  le  mouvement  absolu  avait  un  sens 


('J  La  Théorie  de  la  RclaLhite  restreinte  et  généralisée  nuise  à  la  portée 
de  tout  le  monde),  par  A.  Einstein,  traduit  d'après  la  dixième  édition  allemande 
par  M'!e  .1.  Routière,  licenciée  es  sciences  mathématiques,  avec  une  Préface  de 
M.  Emile  Borel.  i  >o  pages  in-i6.  Gauthier-Vitlars,  1921. 

(2)  Il  reste  entendu  que  cette  première  étude  doit  raisonnablement  être  pré- 
cédée d'une  étude  préalable  où  l'on  examinera,  de  façon  purement  objective, 
toute  la  synthèse  physique  déduite,  par  de  simples  opérations  géométriques,  de 
la  seule  notion  d'univers  à  quatre  dimensions. 

Bull,  des  Sciences,  math..  2-  série,  t.  XLVI.  (février  1922.)  5 
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physique,  celui  de  la  Terre  devrait  faire  apparaître  des  anisotropies 
dans  les  phénomènes. 

On  peut  être  tenté  de  ne  pas  suivre  complètement  l'auteur  sur 
ce  terrain  et  penser  que  cette  extension  du  principe  de  relativité 
aux  phénomènes  électromagnétiques,  aujourd'hui  admise  à  la  suite 
de  constatations  expérimentales  qui  ont  causé  ail  début  un  éton- 
ne ment  considérable  et  très  général,  n'est  pas  de  celles  qui 
s'imposent  si  nettement  a  priori  à  notre  esprit.  L'hypothèse  d'un 
éther  électromagnétique  quasi  matériel  rejetait  cette  extension, 
puisqu'elle  prévoyait  des  repérages  qui  donneraient  un  sens  aux 
translations  absolues  de  la  matière:  or  elle  a  été  fort  longtemps  en 
honneur  el  même  presque  classique.  Elle  conduisait  bien  à  prévoir 
effectivement  une  anisotropie  des  phénomènes  optiques,  mais  si 
faible  qu'elle  échappait  à  l'observation  courante,  et  lorsque 
Vlichelson  cul  réalisé  la  sensibilité  nécessaire  pour  la  déceler. 
son  résultai  négatif  a  provoqué  une  véritable  révolution  dans  les 
esprits. 

Cette  conception  d'un  éther  lixe.  capable  de  repérer  des  axes 
privilégiés,  représentait  même,  semblé-^il,  le  point  de  vue  presque 
obligé  de  I  esprit,  à  partir  du  moment  où  la  nature  manifestement 
périodique  des  phénomènes  lumineux  a  conduit  à  y  voir  un  trans- 
port de  mouvements  au  lieu  d'un  transport  de  matière.  Celle 
analogie  les  a  rapprochés  non  plus  des  phénomènes  d'inertie,  qui 
comportaient  la  relativité,  mais  des  phénomènes  acoustiques,  qui 
comportaient  au  contraire  des  repérages  possibles  par  rapport  au 
milieu  propagateur.  Lu  repérage  par  rapport  à  un  éther  support 
de  vibrations  optiques  ne  choque  pas  plus  l'esprit,  au  premier 
abord,  qu'un  repérage  par  rapport  à  l'atmosphère  support  de  vibra- 
tions acoustiques. 

Une  tell;'  notion  paraissait  si  naturelle  qu'elle  s'est  imposée  long- 
temps maigre  1  absence  de  toutes  perceptions  directes  de  l'éther,  cl 
malgré  l'impossibilité  de  lui  attribuer  aucune  des  qualités  sensibles 
qui  manifestent  les  réalités  extérieures  matérielles.  Cette  impuis- 
sance de  noire  imaginât  ion  n'était  pas  une  objection  plus  grave  contre 
cette  théorie  que  contre  les  théories  relativistes  qui  l'ont  remplacée. 
La  seule  difficulté  d'ordre  vraiment  logique,  et  grave  par  consé- 
quent, c'était  que  cet  éther  immobile  fut  sans  action  aucune  sur 
les  phénomènes  d  inertie   mécanique  et  laissât  absolument  équi- 
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valënls  ù  ee  point  de  vue  les  divers  axes  galiléens  malgré  leurs 
translations  plus  ou  moins  rapides  par  rapport  à  lui;  mais  < >n 
pouvait  éluder  cette  difficulté  en  incriminant  la  sensibilité  insuffi- 
sante de  nos  obser\  al  ions. 

Ces  remarques,  d'ailleurs,  si  elles  sonl  intéressantes  au  point  de 
vue  de  l'histoire  de  L'esprit  humain,  ne  soulèvent  pas  ici  de  diffi- 
cultés sérieuses,  car  le  principe  de  relativité  restreinte  est  actuel- 
lement à  peu  près  universellement  accepté  à  cause  de  l'accord 
entre  toutes  ses  conséquences  et  les  observations  expérimentales. 

\\er  l'auteur,  on  admettra  donc  le  principe.  Si  l'on  admet  aussi 
la  composition  des  vitesses  suivant  la  loi  d'addition  géométrique 
de  la  cinématique  classique,  et  la  loi  simple  de  propagation  de  la 
lumière  dans  le  vide  à  vitesse  constante  (par  rapport  à  l'éther  1,  on 
rencontre  immédiatement  une  contradiction  mise  en  évidence  dans 
les  Chapitres  \  I  et  \  Il  :  La  vitesse  de  la  lumière,  égale  à  c  par 
rapport  à  un  système,  sera  égale  à  (c  —  v)  dans  un  autre  en  trans- 
lation à  \itesse  e  par  rapport  au  premier;  il  y  aura  donc  possibilité' 
de  discriminer  ces  systèmes  par  des  mesures  intérieures. 

Si  l'on  veut  sauver  le  principe,  il  faut:  soit  modifier  la  loi  simple 
de  propagation  de  la  lumière,  ce  que  ne  permet  guère  la  théorie 
de  Lorentz;  soit  rejeter  la  cinématique  classique,  c'est-à-dire 
modifier  les  notions  habituelles  d'espace  et  de  temps  :  c'est  ce  que 
l'ait  la  théorie  de  la  relativité. 

L'analyse  de  la  notion  de  temps,  dans  les  Chapitres  A  111  et  IX, 
montre  simplement  que,  pour  deux  points  non  confondus,  la  simul- 
tanéité ne  peut  être  que  relative;  elle  dépend  du  mouvement  de 
l'observateur  par  rapport  à  l'ensemble  des  deux  points,  car  elle  ne 
peut  cire  définie  de  façon  objective  qu'en  utilisant  des  échanges 
de  signaux  lumineux.  D'autre  part,  la  mesure  d'une  longueur 
portée  par  un  système  en  mouvement  par  rapport  à  celui  de 
l'observateur  nécessite  l'observation  de  coïncidences  simultanées 
de  ses  extrémités  avec  des  repères;  cette  mesure  pourra  donc  se 
trouver  altérée  par  contre-coup,  et  donner  un  résultat  variable 
avec  la  vitesse  du  système  (Chap.  \). 

A  la  suite  de  ces  constatations  on  est  amené  à  rejeter  les  deux 
hypothèses  fondamentales  de  la  Cinématique  classique,  qu'on 
sous-entend  en  général  tellement  elles  paraissent  évidentes,  cl 
que  l'auteur  précise  sous  les  énoncés  suivants  : 


OS  PREMIERE    PARTIE. 

i"  L'intervalle  du  temps  qui  sépare  deux  événements  est  indé- 
pendant de  l'état  du  mouvement  du  système  de  référence; 

2°  La  distance  dans  l'espace  de  deux  points  d'un  corps  solide 
<"«t  indépendante  de  l'état  de  mouvement  du  système  de  référence. 

La  contradiction  précisée  plus  haut  pourra  disparaître,  la  règle 
ordinaire  de  composition  des  vitesses  n'étant  plus  conservée.  La  re- 
lation entre  la  distance  et  l'intervalle  de  temps  qui  séparent  deux 
événements,  mesurés  dans  deux  systèmes  en  translation  relative, 
sera  alors  déterminée  par  la  condition  que  la  vitesse  de  la  lumière 
garde  la  même  valeur  dans  ces.  divers  systèmes  :  cela  suffit  à  définir 
la  transformation  de  Lorentz  (Cliap.  XI)  et  les  modifications 
qu'elle  entraîne,  dans  les  mesures  des  longueurs  et  des  temps,  en 
fonction  de  la  vitesse  relative  de  l'observateur. 

La  nouvelle  loi  de  composition  des  vitesses  ainsi  déterminée  a 
été  reconnue,  avec  une  très  gronde  précision,  en  accord  avec  les 
résultats  des  expériences  de  Fizeau  sur  la  propagation  de  la  lumière 
dans  les  liquides  en  mouvement.  A  côté  des  tentatives  si  artifi- 
cielles d'explication  par  entraînement  partiel  de  l'éther,  cette 
conclusion  est  d'une  simplicité  frappante.  C'est  avec  raison  que 
le  Chapitre  \III  présente  cette  expérience  comme  fondamentale 
au  point  de  vue  de  la  relativité,  et  la  fait  intervenir  avant  toute 
autre,  comme  vérification  objective  ('). 

Tout  cela  peut  se  résumer  dans  l'énoncé  :  toutes  les  lois  géné- 
rales de  la  nature  resteront  invariantes  par  la  transformation  de 
Lorentz.  Cette  condition  limite  les  lois  possibles,  et  peut  aider  à 
le-  découvrir.  Elle  entraine  des  conséquences  immédiates  relatives 
au  mode  de  variation  des  diverses  grandeurs  physiques  en  fonction 
du  mouvement,  et  en  particulier  les  modifications  à  la  notion  clas- 
sique d'énergie  cinétique  qui  sont  rappelées  au  Chapitre  \\  : 
elles  comportent  l'identification  de  la  masse  et  de  l'énergie,  avec 
celte  conclusion  que  la  masse  d'un  corps'  doit  être  modifiée 
lorsqu'il  reçoit  ou  émet  de  l'énergie.  L'auteur  indique  que  les 
variation»,  ainsi  prévues  dans  les  ('•changes  d'énergie  pratiquement 


(  '  )  Il  y  a  lieu  toutefois  de  noter  qnc  .M.  Sagnae  a  proposé  il  y  a  quelques 
années  une  théorie  de  la  propagation  de  la  lumière  dans  les  milieux  matériels 
transparents,  où  les  résultats  de  Fizeau  apparaissaient  comme  l'effet  moyen  de 
réflexions  successives  sur  les  molécules  en  mouvement  dans  un  éther  immobile. 
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réalisables  sonl  beaucoup  Irop  j  >•- 1 1 1 < *s  pour  qu'on  puisse  songer  à 
les  mettre  en  évidence.  Il  esl  toutefois  intéressant  d'ajouter  que 
M.  Langevin,  qui,  dès  les  premiers  énoncés;  «lu  principe  de  relati- 
vité restreinte,  ;i  indiqué  ces  conséquences  alors  inattendues 
relatives  à  l'inertie  de  l'énergie,  et  qui  a  beaucoup  contribué 
ensuite  à  les  préciser,  propose  d'interpréter  les  écarts  entré  les 
poids  atomiques  des  divers  corps  et  la  loi  des  poids,  atomiques 
entiers,  comme  dus  justement  à  des  émissions  d'énergie  dans  la 
synthèse  des  divers  atomes  ù  partir  de  l'édifice  élémentaire  isole 
dmis  l'atome  11  :  Les  écarts  observés  supposeraient,  dans  ces  syn- 
thèses, des  émissions  d'énergie  beaucoup  plus  intense?  que  celles 
des  évolutions  radioactives;  mais  cela  n'a  rien  que  de  fort  com- 
patible avec  la  stabilité  même  des  atomes  simples  ainsi  constitués: 

Parmi  les  vérifications  expérimentales  variées,  qui.  après  l'expé- 
rience fondamentale  de  Fizeau,  peuvent  être  invoquées  à  l'appui 
de  la  théorie,  le  Chapitre  XVI  cite  simplement,  outre  la  contrac- 
tion longitudinale  de  l'électron  manifestée  par  la  dynamique  des 
électrons  très  rapides,  l'expérience  fameuse  de  Michelson.  Il  n  esl 
pas  fait  allusion  à  l'expérience  de  Sagnac.  Bien  qu'elle  comporte 
une  rotation  au  lieu  d'une  translation  et  relève  par  conséquent  de 
la  théorie  de  la  relativité  généralisée,  elle  est  souvent  interprétée 
comme  une  manifestation  objective  de  la  réalité  de  I  éther  fixe;  il 
serait  donc  intéressant,  an  lieu  de  la  laisser  de  côté,  de  signale)-, 
comme  l'a  fait  M.  Langevin  dans  une  Note  parue  au  mois  de  qo- 
\  embre  dernier  aux  Comptes  rendus  de  f  Icadémie  des  Sciences, 
qu'elle  est  interprétée  très  simplement  parla  théorie  de  la  relativité 
généralisée'. 

Le  Chapitre  XVII  termine  la  première  Partie  en  montrant  que 
la  transformation  de  Lorentz  conduit  à  la  notion  de  continuum  à 
quatre  dimensions.  On  pourra  regretter  que  le  «  Well  »  de  Min- 
kowski  ait  été  traduit  par  le  mot  «  monde  ».  au  lieu  du  mot 
»  univers  ■>  unanimement  utilisé  à  cet  effet. 

La  deuxième  Partie  de  l'exposé  est  consacrée  à  la  Théorie  de  la 
relativité  généralisée. 

La  notion  en  est  introduite  encore  à  partir  de  l'idée  directrice 
que  les  lois  fondamentales  de  la  nature  doivent  avoir  une  signifi- 
cation absolue,  donc  qu'elles  doivent  être  susceptibles  d'expressions 
indépendantes  des  systèmes  de  coordonnées  utilisés. 
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Celte  idée,  qui  constitue  le  principe  de  relativité,  a  reçu  une 
première  application  dans  la  théorie  de  la  relativité  restreinte,  où 
tous  les  systèmes  d'axes  de  Galilée,  c'est-à-dire  en  translation.» 
relatives  uniformes,  sont  effectivement  équivalents. 

L'extension  naturelle,  c'est  que  tous  les  systèmes  solides  de 
référence,  quels  que  soient  leurs  mouvements  relatifs,  doivent 
être  équivalents,  puisque  le  mouvement  absolu  de  chacun  deux 
ne  semble  pas  avoir  de  signification  faule  de  repères  dans  l'espace 
vide.  C'est  la  forme  du  principe  généralisé  d'abord  prévue  au  (  -lui- 
pitre  XYII1  (et  ultérieurement  corrigée  au  Chapitre  XX. \  III  après 
constatation  que  des  systèmes  de  référence  solides  invariables  ne 
peuvent  être  définis  quand  l'Univers  n'est  pas  euclidien).  Mais  la 
perception  des  coup»  de  frein  à  l'intérieur  du  wagon  fermé  semble 
fournir  immédiatement  une  constatation  en  contradiction  avec  ce 
principe  et  donner  une  sorte  de  réalité  physique  absolue  aux  mou- 
vements non  uniformes. 

Cette  conclusion  gênante  apparaît  cependant  moins  péremptoire 
lorsqu'on  réfléchit  iChap.  XIX  et  XX)  à  l'identité  de  la  masse 
d'inertie  et  de  la  masse  de  gravitation  newtoniennc  :  à  l'intérieur 
d'une  chambre  fermée  il  est  impossible  de  différencier  les  mani- 
festations de  ce  que  nous  appelons  «  un  champ  de  gravitation  »,  de 
celles  obtenues  en  imposant  à  la  chambre,  en  l'absence  d'un  tel 
champ,  nue  accélération. 

Nous  traduisons  l'effet  ressenti  dans  le  wagon  comme  le  résultat 
de  l'accélération  due  au  coup  de  frein.  Mais  nous  parlons  d'une 
accélération  relative  par  rapport  à  la  Terre;  en  l'absence  de  tout 
repère  matériel,  celte  accélération  ne  signifierait  plus  rien  et  il 
sciait  naturel  d'attribuer  les  phénomènes  observés  dans  le  wagon 
à  un  champ  de  gravitation  variable. 

Dans  la  relativité  restreinte,  on  cherche  en  vain  (Chap.  XXI) 
quelque  chose  de  réel  à  quoi  on  puisse  attribuer  l'attitude  diffé- 
rente des  corps  par  rapport  à  deux  systèmes  en  mouvement  relatif 
non  uniforme  :  comment  repérer  en  effet  que  l'un  ou  l'autre 
d'entre  eux  a  un  mouvement  absolu  uniforme?  11  apparaît  alors 
logiquement  nécessaire  d'adapter  la  Physique  au  principe  de  rela- 
tivité généralisé  et  d'exprimer  ses  lois  par  des  équations  vraies 
quel  que  soit  l'état  de  mouvement  du  système. 

Les  propriétés  des  champs  de  gravitation  pourront  alors  être 
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déterminées  à  -partir  des  résultats  de  la  relativité  restreinte.  Elle 
donne  en  effel  des  lois  valables  dans  un  univers  euelidien  rapporté 
à  un  système  de  Galilée;  lin  chângemenl  de  variables  non  Linéaire 
fera  passer  ensuite,  dans  ce  même  univers  euclidien,  à  un  système 
dans  l«'(|iicl  régneronl  <!<■-.  champs  de  gravitation  (artificiels) 
connus  :  l'opération  mathématique  de  substitution  donnera  les 
l<>i>  physiques  modifiées  dans  ces  champs;  enfin  on  admet  que  ces 
lois  nouvelles  s'appliquent  quelle  que  soit  l'origine  des  champs 
de  gravitation  considérés.  C'est  ainsi  que  l'auteur  introduit  très 
simplement  (Ghap.  Wll  )  la  prévision  d'une  déviation  des  rayons 
lumineux  par  le  champ  de  gravitation  du  Soleil,  dont  la  vérification 
a  si  bien  confirmé  la  généralisation  aussi  hardie  qne  géniale  pro- 
posée par  son  principe  d'équivalence. 

Une  sérieuse  difficulté  apparaît  toutefois  :  cV>i  l'interprétation 
physique  des  indications  de  temps  et  de  lien.  L'exemple  du  système 
de  référence  constitué  par  un  disque  en  rotation  par  rapport  à  un 
système  de  Galilée,  étudié  au  Chapitre  X.XIII,  montre  que  le 
caractère  euclidien  de  l'Univers  disparaît  lorsque  apparaît  le  champ 
de  gravitation  ainsi  créé  :  la  transformation  de  Lorenlz  appliquée, 
avec  des  valeurs  croissantes  de  v,  pour  les  points  du  disque  de 
plus  en  plus  éloignés  de  son  centre,  entraîne  la  non -concordance 
des  horloges  fixes  en  divers  points  de  ce  système,  et  des  contractions 
périphériques  de  Lorenlz,  non  accompagnées  de  contractions 
radiales,  qui  paraissent  devoir  altérer  la  valeur  du  nombre  -,  On 
ne  pourra  plus  construire  des  systèmes  de  référence  répondant  à 
ht  notion  des  axes  cartésiens  indéformables,  el  Ion  devra  avoir 
recours  à  des  systèmes  de  Gauss  :  ils  restent  applicables  à  un  con- 
tinuum  non  euclidien  à  la  condition  que  chacune  de  ses  petites 
portions  puisse  être  isolément  considérée  comme  euclidienne. 

Alors  que  le  continuum  de  la  relativité  restreinte  est  euclidien 
(Chap.  WYi),  celui  de  la  relativité  généralisée  (où  les  lois  de 
propagation  de  la  lumière,  el  sa  \itesse,  sont  altérées)  ne  l'est  plus  : 
il  est  donc  nécessaire  d'utiliser  un  système  de  Gauss.  Le  tait  qu  il 
devient  impossible  de  donner  une  interprétation  physique  à 
chacune  des  quatre  coordonnées  ne  diminue  pas  en  réalité  le 
champ  des  connaissances  physiques  objectives,  car  les  seules 
données  d'observation  qui  aient  une  signification  en  soi  sont  des 
coïncidences  complètes,  on  rencontres  de  deux  lignes  d'univers 
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(Chap.  XXVII).  On  est  donc  amené  à  modifier  l'énoncé  initial 
du  principe  de  relativité  généralisée  donné  au  Chapitre  XVI11 
et  à  lui  donner  la  forme  :  «  Tous  les  systèmes  de  coordonnées 
de  Gauss  sont  en  principe  équivalents  pour  l'expression  des  lois 
générales  de  la  nature  ».  I  ne  représentation  de  ces  systèmes  de 
Gauss  à  quatre  dimensions  sera  donnée  par  le  mollusque  d'Eins- 
tein, défini  par  trois  réseaux  de  surface,  avec  une  horloge  dans 
chaque  maille,  les  marches  des  diverses  horloges  étant  seulement 
assujetties  à  ne  pas  varier  de  façon  discontinue  d'une  maille  à  la 
voisine. 

C'est  celte  condition  d'équivalence  de  tous  les  mollusques  qui 
impose  à  la  loi  de  gravitation  une  certaine  forme;  et  la  forme  nou- 
velle ainsi  obtenue  réductible  en  première  approximation  à  la  loi 
de  Newton,  conduit  à  y  apporter  des  corrections  que  l'expérience 
a  confirmées  i  Chap.  XXIX  i. 

Une  troisième  Partie  intitulée  «  Réflexions  sur  l'Univers  consi- 
déré comme  un  tout  »  comporte  trois  Chapitres  complémentaires 
relatifs  à  des  conséquences  presque  métaphysiques  de  la  théorie. 
Ils  rappellent  les  difficultés  de  la  théorie  de  Newton,  dont  la  loi 
d'attraction  est  incompatible  avec  l'hypothèse  d'un  monde  infini  à 
densité  constante,  et  la  possibilité  géométrique  d'un  monde  fini  et 
cependant  non  limité;  ils  concluent  à  la  prohabilité  d'un  monde 
quasi  sphérique  dont  l'auteur  a  évalué  le  rayon.  L'attitude  "très 
prudente  et  plus  réservée,  qu'il  est  raisonnable  de  prendre  devant 
ces  extensions  philosophiques,  est  fort  sagement  définie  dans  la 
Préface  de  M.  Borel,  qui  compare  plaisamment  notre  position 
vis-à-vis  du  monde  stellaire  à  celle  des  infusoires  enfermés  dans 
leur  goutte  d'eau  vis-à-\  is  de  notre  monde  terrestre. 

Quelques  ^oles  mathématiques  simples  sont  annexés  en  Appen- 
dice. 

Deux  conférences  d'Einstein  ont  été  également  traduites  pour 
apporter  quelques  précisions  complémentaires  fort  intéressantes  à 
l'exposé  résumé  ci-dessus. 

L'une,  sur  la  Géométrie  et  l'expérience  ('),  a  été  faite  à  l'Acâ- 


(' )  La  Géométrie  et  l'Expérience,  par  Albert  Einstein;  traduction   française, 
par  Maurice  Solovine;  ir»  pages  in-12.  Gauthier-Villars,  1911. 
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demie  des  Sciences  de  Berlin  au  mois  de  janvier  i<r>  i .  Elle  rappelle 
l.i  distinction  fondamentale  entre  la  géométrie  axiomatique  el  la 
géométrie  pratique,  celle-ci  étant  l'étude  de  la  façon  donl  les  corps 
solides  se  comportent  par  rapport  à  leurs  possibilités  de  position. 
La  question  de  savoir  si  la  géométrie  pratique  est  euclidienne  a 
alors  un  sens  précis  el  relève  de  l'expérience  :  il  s'ai;ii  de  savoir  -i 
le^  corps  solides  se  comportent  comme  les  corps  à  trois  dimensions 
•  le  ta  géométrie  axiomatique  euclidienne. 

V  la  base  de  toute  mesure  effective  réside  la  vérification  d'égalité 
de  deux  droites,  chacune  d'elles  étant  définie  simplement  par  deux 
points  tracés  sur  un  corps  solide.  11  en  résulte  que  l'application 
des  notions  de  la  géométrie  pratique  aux  dimensions  submolécu- 
laires paraît  d'une  légitimité  discutable  :  peut-être  n'est-elle  pas 
plus  légitime  que  celle  de  la  notion  de  température  dans  les  mêmes 
dimensions.  Par  contre,  l'extension  de  ces  notions  à  des  espaces 
de  Tordre  de  grandeur  cosmique  ne  semble  pas  soulever  de  diffi- 
cultés de  principe;  et  la  théorie  de  la  relativité  généralisée  prévoit 
alors  deux  possibilités  :  espace  de  l'Univers  infini  avec  densité 
moyenne  de  matière  nulle  (masse  totale  limitée),  ou  espace  uni 
avec  densité  moyenne  non  nulle.  Einstein,  partisan  de  ce  second 
point  de  vue,  pense  que  la  notion  d'un  espace  non  euclidien  sphe- 
rique,  fini  bien  que  iTon  limité,  est  moins  inaccessible  à  noir. 
esprit  qu'on  l'imagine  en  général.  11  utilise  la  comparaison  relative 
à  la  mesure  d'un  plan  en  prenant  pour  unité  de  surface  les  ombres 
portées  par  un  pavage  de  petits  cercles  garnissant  une  sphère  tan- 
gente à  ce  plan,  la  source' ponctuelle  éclairante  étant  diamétrale- 
ment opposée  au  point  de  contact  :  le  plan  ne  contient  qu  un 
nombre  fini  d'ombres-unilé.  Si  nous  disons  que  c'est  une  illusion 
due  au  fait  que  les  ombres  deviennent  de  plus  en  plus  grandes  à 
mesure  qu'elles  s'éloignent,  c'est  que  nous  admettons  implicite- 
ment l'existence  de  règles  solides,  non  soumises  à  la  même  loude 
déformations. 

La  conclusion  d'Einstein  est  que  la  faculté  intuitive  humaine  ne 
doit  nullement  capituler  devant  la  géométrie  non  euclidienne. 
Étant  donnée  l'autorité  de  l'auteur,  elle  sera  au  moins  un  encoura- 
gement pour  tous  ceux  qui  regrettent  l'impuissance  actuelle  ou  se 
débat  notre  imagination  lorsqu'elle  tente  de  se  représenter  les  réa- 
lités extérieures  sous  cet  aspect  nouveau  qu'une  logique  purement 
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tonnelle  seinble  nous  imposer  comme  seul  conforme  à  l'essence 
des  choses. 

L'autre  conférence,  intitulée  «  L'éther  et  la  théorie  de  la  relati- 
vité o  (*),  a  été  faite  à  l'Université  de  Leyde  le  5  mai  i<):->o.  Elle 
vise  à  définir  les  qualités  extrêmement  fugitives  de  l'éther  gravi- 
liqueque  la  théorie  de  la  relativité  généralisée  a  introduit  à  la  place 
de  l'ancien  et  lier  électromagnétique,  supprimé  par  la  théorie 
restreinte. 

La  théorie  «le  Lorentz  avait  dépouillé  l'éther  électromagnétique 
de  toutes  se>  propriétés  pseudomatérielles  et  mécaniques,  en 
séparant  de  façon  très  nette  la  matière,  seul  support  des  charges, 
et  l'éther  (  pénétrant  dans  les  espaces  atomiques),  seul  support  des 
champs.  Elle  avait  laissé  à  ce  support  le  seul  caractère  mécanique 
d'immobilité. 

La  théorie  de  la  relativité  restreinte,  où  tous  les  systèmes  d'axes 
galiléens  sont  rigoureusement  équivalents,  rejette  cette  notion  de 
milieu  immobile  (qui  fournirait  des  repères  et  des  axes  absolus). 
Elle  semble  doue  rejeter  la  notion  même  d'éther;  en  réalité:  elle 
interdit  seulement  de  le  considérer  comme  constitué  de  particules 
qu  on  puisse  identifier  et  suivre  dans  le  temps;  il  est  impossible 
de  lui  attribuer  alors  aucun  état  de  mouvement. 

Il  reste  nécessaire  cependant  de  garder  la  notion  d'éther  malgré 
cette  nouvelle  amputation  de  ses  propriétés,  parce  que  l'espace 
vide  n'est  pas  dénué  de  toute  propriété  physique  :  l'état  de  rotation 
d  un  système  matériel,  qui  influe  sur  son  état  mécanique,  n'est  pas 
en  effet  un  caractère  appartenant  au  système  en  soi. 

Dans  la  relativité  généralisée,  l'existence  de  cet  éther  se  précise. 
Les  propriétés  métriques  ôi\  continu  spatio-temporel  diffèrent  d'un 
point  à  un  autre;  l'espace  dit  ride  n'est  donc  ni  homogène  ni  iso- 
iiope.  ci  son  état  en  chaque  point  est  défini  par  les  potentiels  de 
gravitation  g-^.  Cet  éther,  privé  de  toutes  propriétés  mécaniques 
et  cinématiques,  détermine  les  phénomènes  mécaniques,  et  aussi, 
accessoirement,  les  phénomènes  électromagnétiques;  son  état  est, 
en  chaque  lieu,  déterminé  par  des  connexions  avec  la  malien',  qui 
obéissent  à  certaines  lois,  et  par  l'état  de  l'éther  des  lieux  voisins 


(')  L'éther  et   la  théorie  de   la   relativité,   par    Albert    Einstein;    Lradaction 
française,  par  IVtauriee  Solovine;  i5  pages  in-12.  Gatithier-Villars,  1921. 
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sous  forme  d'équations  différentielles.  I.  étal  de  I  éther  de  Lorentz, 
eu  l'absence  de  champs  électromagnétiques,  u'étail  au  contraire 
déterminé  par  rien  en  dehors  de  lui,  ci  il  èiaii  partoul  le  même. 

('.ci  éther  détermine  les  relations  mélriqaes  dans  le  continu 
spatio-temporel,  par  exemple  les  possibilités  de  configuration  des 
corps  solides  aussi  bien  que  les  champs  de  gravitation. 

La  conclusion  de  l'auteur,  c'est  que  l'espace  étanl  doué  de  pro- 
priétés physiques,  il  faul  le  considérer  comme  occupé  par  un 
éther,  siii>  lequel  la  propagation  de  la  lumière  serait  impossible,  el 
sans  lequel  même  il  u'v  aurai  I  aucune  possibilité  d'existence  pour 
les  règles  de  mesure  el  les  horloges  ;  mais  cet  él  her  ue  peu!  pas  et  re 
conçu  comme  constitué  de  parties  pouvant  être  suivies  dans  le 
temps,  à  la  façon  des  matières  pondérables  :  la  notion  de  mouve- 
ment ne  peut  pas  lui  être  appliquée. 


L'Ouvrage  cVEddington  i'  '  |  est  adapté  à  une  seconde  étude  de 
la  théorie,  ou  plus  exactement  à  une  seconde  et  à  une  troisième, 
car  cette  édition  française  comporte,  après  l'exposé  de  la  théorie 
au  point  de  vue  rationnel  el  philosophique,  une  partie  théorique 
(jui  la  précise  sous  la  forme  mathématique. 

La  première  Partie  fourmille  de  vues  originales  et  de  suggestions 
parfois  un  peu  audacieuses  en  apparence,  mais  admirablement  adap- 
tées à  leur  but.  qui  est  de  faire  réfléchir  le  lecteur  aux  aspects  variés 
de  la  théorie  et  de  ses  conséquences. 

I  n  Prologue,  présente  son?  la  forme  d'une  conversation,  très 
vivante  et  souvent  amusante,  entre  un  Physicien  expérimental,  un 
Mathématicien  pur  et  un  llelativisle.  vise  à  créer  le  doute  qui  con- 
vient  relativement  à  la   valeur  objective    de    la    géométrie    eucli- 


l.-S.  Kddington.  Espace,  temps  et  gravitation.  (La  théorie  de  la  relativité 

généralisée  dans  ses  grandes  lignes.  Exposé  rationnel,  suivi  d"une  étude  mathé- 
matique de  la  tliéorie.  »  Ouvrage  traduit  de  l'anglais  par  J.  Rossignol,  élève  à 
l'École  Normale  supérieure,  avec  une  Introduction  de  P.  Langevin;  262  pages -+- 
1  i'i  pages.  J.  Hermann.  Tari-.  1921. 
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dienne  dans  le  domaine  de  la  géométrie  naturelle  (science  expéri- 
mentale qui  étudie  les  propriétés  d'extension  de  la  matière  >. 

Le  point  de  départ  consiste  à  mettre  en  évidence  les  contradic- 
tions logiques  de  certaines  observations  expérimentales  interprétées 
à  la  manière  habituelle.  Pour  cela,  le  pre.mier  Chapitre  est  consacré 
;i  la  contraction  de  Fitzgerald,  et  en  même  temps  à  la  modification 
corrélative  de  la  marche  des  horloges.  Ce  Chapitre  donne  une 
première  impression  assez  troublante,  caria  contraction  y  apparaît 
d'abord  comme  un  phénomène  physique  objectif,  qui  entraînerait 
par  conséquent  la  réalité  physique  des  translations  absolues.  Cette 
présentation  amène  simplement  le  lecteur,  d'une  façon  plus  frap- 
pante, à  cette  conclusion  finale  qu'un  mécanisme  si  savant  chargé 
de  cacher  automatiquement,  dans  tous  les  cas.  aux  observateurs  le 
mouvement  absolu  de  leur  système  parait  bien  étrange  et  invrai- 
semblable :  11  y  a  donc  lieu  de  rechercher  si  ces  difficultés  ne  pro- 
viennent pas  d'une  illusion  due  à  nos  modes  de  raisonnement  et 
dépensée,  dans  Lesquels  se  seraient  glissées  certaines  hypothèses 
gratuites  sur  le  temps  et  sur  l'espace,  non  conformes  à  la  réalité 
extérieure. 

I  ne  Note  de  ceXîhapitre  permet  d'apprécier,  quand  on  la  discute 
de  prés,  combien  reste  difficile  l'interprétation  du  temps  propre 
et  de  son  évolution  fonction  de  la  translation  du  système".  Elle  se 
rapporte  au  raisonnement  suivant,  très  couramment  utilisé  :  Si  un 
observateur  était  lancé  dans  un  projectile  avec  une  très  grande 
vitesse  initiale  pour  aller  rebondir  sur  une  ('-toile  et  revenir  jusqu'à 
la  Terre,  tous  les  phénomènes  dont  il  est  le  siège  ('-tant  ralentis 
très  considérablement,  à  son  retour  il  serait  resté  jeune  et  retrou- 
verait ses  contemporains  beaucoup  plus  vieux  que  lui-même.  La 
difficulté  apparaît  immédiatement  :  celle  différence  observable 
ayant  un  sens  absolu,  les  translations  rapides  du  projectile  par 
rapport  à  la  Terre,  auxquelles  elle  est  liée,  paraissent  acquérir 
ainsi  un  sens  absolu;  il  n'y  a  pas  réciprocité,  bien  que  la  Terre  ait 
eu.  par  rapport  au  projectile,  les  mêmes  accélérations  <  changées 
de  signe).  Pour  répondre  à  cette  objection,  le  mouvement  nature! 
est  celui  de  l'auteur  dans  la  Note  sus\isée  :  Les  accélérations  for- 
midables nécessaires  pour  le  lancement,  le  rebondissement  et 
l'arrêt  au  retour  sont  des  phénomènes  importants,  avant  une  réa- 
lité   objective,   et    qui    créent    la   dissymétrie   observée    dans   les 
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résultats.  Mais  ce  rai  sonne  menl  n  <  ^i  pas  à]  abri  de  toute  discussion, 
car,  les  périodes  d  accélération  restant  les  mêmes,  >i  l'on  augmente 
progressivement  la  durée  des  périodes  de  translation  uniforme,  le 
résultai  prévu  doit  augmenter  proportionnellement,  bien  que  les 
accélérations  prennent  une  importance  relative  progressivement 
décroissante.  <)n  peut  présenter  sous  un  aspecl  encore  plus  nel  la 
difficulté  :  Deux  projectiles  emportant  deux  frères  jumeaux  ?onl 
lancés  avec  la  même  vitesse  dans  des  directions  Infiniment  voisines 
pour  aller  rebondir  sur  deux  étoiles  dont  les  distances  à  la  Terre 
sont  l'une  double  de  l'autre,  et  reviennent  sur  la  Terre  l'un  au 
bout  de  vingt  années  terrestres  et  l'autre  au  bout  de  quarante;  ils 
ont  subi  des  accélérations  identiques  el  cependant,  d'après  le 
raisonnement  habituel,  au  bout  des  quarante  révolutions  de  la 
!  erre  sur  son  orbite^  le  second  aura  moms  vieilli  que  le  premier, 
et  1  «ui  pourra  le  constater  en  les  examinant  cote  à  cote.  La  con- 
clusion est  fort  gênante  puisque  la  différence  est  nettement  allri- 
huable  aux  périodes  de  translation  relative.  Pour  être  exact,  il  faut 
observer  qu'ils  ont  subi  ces  accélérations  identiques  à  des  moments 
et  à  des  endroits  différents;  autrement  dit,  dans  le  langage  de 
Vfmkowskî,  ils  ont  suivi  axant  de  se  retrouver  des  lignes  d'univers 
différentes^  et  il  n'y  a  pas  île  contradiction  logique  dans  le  fait 
qu'ils  ont  subi  des  évolutions  différentes;  mais  on  a  quelque-peine 
h  se  détendre  de  voir  là  un  résultat  en  opposition  avec  l'idée  essen- 
tielle de  la  relativité  restreinte.  C'est  une  des  difficultés  immédiates 
les  plu-  frappantes  quand  on  cherche  à  comprendre  et  à  s'assi- 
miler les  conséquences  immédiates  delà  théorie;  et  la  remarque  de 
Fauteur  ne  la  résout  pas. 

Le  deuxième  Chapitre  expose  le  point  de  \ue  relaûviste  sous 
des  formes  originales  qui  parlent  à  l'imagination;  elles  laissent 
parfois,  naturellement,  l'impression  de  doute  inhérente  aux  argu- 
mentations philosophiques,  mai-  elles  constituent  un  ensemble 
nés  cohérent.  Une  représentation  adéquate  des  choses  est  réalisée 
mm  par  une  perspective  unique  prise  «l'un  certain  point  de  vue, 
mais  par  une  synthèse  de  tous  les  points  de  vue  possibles.  Nous 
sommes  habitués  à  faire  celte  synthèse  relativement  à  toutes  les 
positions  possibles  de  l'observateur,  mais  il  peut  être  nécessaire  de 
faire  intervenir  aussi  les  vitesses  des  observateurs.  Les  contradic- 
tions observées  au  Chapitre  précédent  sont  levées  quand  on  consi- 
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dère  la  longueur  et  la  durée  non  comme  des  qualités  inhérentes 
au  monde  extérieur,  mais  comme  des  rapports  entre  les  objets  de 
ce  momie  el  un  observateur  bien  détermine.  Gela  conduit  à  la 
notion  de  multiplicité  <lu  quatrième  ordre;  l'auteur  l'ait  une  com- 
paraison très  suggestive  (sur  un  exemple  pris  à  trois  dimensions) 
entre  l'Univers  de  Minkowski  et  un  bloc  de  carton  isotrope  qu'pn 
peut  découper  en  feuillets  parallèlement  à  n'importe  quelle  direc- 
tion, tandis  que  la  conception  habituelle  du  temps  et  de  l'espace 
absolus  jouant  des  rôles  bien  séparés  correspondrait  à  une  pile  de 
feuillets  superposes  dans  une  orientation  bien  définie  cl  immuable. 

La  notion  d'éther  doit  être  alors  modifiée,  et  Ton  ne  pourra  plus 
le  comparer  à  une  espèce  d'océan  matériel  immobile  :  on  doit  lui 
refuser  la  propriété  de  diviser  l'I  nivers  en  espace  et  en  temps,  el 
par  conséquent  il  n'est  pas  formé. de  parties  douées  d'une  identité 
continue.  Le  mouvement  uniforme  n'a  plus  de  signification;  par 
contre,  les  manifestations  observables  des  accélérations  et  plus 
spécialement  des  rotations  paraissent  en  laisser  une  aux  mouve- 
ments non  uniformes  :  celte  difficulté  conduit  à  penser  qu'il  existe 
dans  II  nivers,  comme  entités  absolues,  non  seulement  la  matière, 
mais  aussi  d'autres  particularités  localisées  dans  les  portions  vides 
de  l'espace.  Cet  univers  aura  une  certaine  structure,  et  Ton  arrive 
à  pressentir,  bien  qu'elle  soit  fort  difficile  à  préciser,  celle  notion 
(in  introduit  l'auteur  lorsqu'il  énonce  que  les  systèmes  de  référence 
nous  apparaissent  comme  propres  ou  impi-opres  selon  qu'ils 
suivent  plus  ou  moins  les  lignes  de  la  structure  absolue  de  l'Univers 
dans  la  région  envisagée. 

Le  Chapitre  111  discute  la  notion  d'Univers  à  quatre  dimensions. 
Il  débute  par  celte  remarque  fort  intéressante,  à  laquelle  on  ne  prête 
pas  suffisamment  attention  en  général,  que  la  combinaison,  en  un 
espace  à  Mois  dimensions,  des  directions  horizontales  et  de  la 
direction  verticale  a  déjà  exigé  un  effort  pour  faire  abstraction  des 
qualités  nettement  différenciées  qui  caractérisent  celle-ci.  La 
découverte  de  la  sphéricité  de  la  Terre  a  montré  d'ailleurs  après 
coup  le  caractère  relatif  de  cette  direction  privilégiée. 

L'auteur  montre  comment  l'invariant 

défini  par  les  lois  de  la  propagation  normale  de  la  lumière  (et 
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caractéristique  «le  l'univers  euclidien-),  entraîne  la  <li\i.siim  de 
l'espaceHemps  en  trois  zones  par  rapporl  à  un  événement  quel- 
conque O  :  un  passé  absolu,  un  futur  absolu,  ci  un  domaine  inter- 
médiaire donl  les  événements  seronl  à  volonté  antérieurs  ou  posté 
rieurs  à  l'événement  O  suivant  le  choix  de  l'axe  des  temps.  La 
uégation  de  la  simultanéité  absolue  (impossibilité  de  définir  un 
même  instant  en  deux  lieux  différents),  qui  paraît  à  tanl  de  gens 
révolutionnaire,  csi  le  complémeni  de  la  négation  <lu  mouvemenl 
absolu  (impossibilité  de  définir  un  même  lieu  de  L'espace  vide  à 
iIchv  instants  différents),  en  général  beaucoup  plus  facilement 
admise.  La  contraction  de  Fitzgerald  est  ensuite  étudiée  en  détail 
comme  conséquence  du  changement  d'axe  des  temps. 

Le  Chapitre  IV  montre  le  caractère  purement  relatif  des  champs 
de  force  du  type  gravifique  :  ce  n'est  pas  seulement  au  point 
neutre  de  Jules  Verne  (point  où  les  champs  terrestre  et  lunaire 
sont  juste  égaux  et  opposés)  que  les  voyageurs  du  boulet  sont 
soumis  à  des  effets  de  gravitation  nuls,  mais  tout  le  long  de  leur 
voyage,  la  gravitation  disparaissant  par  suite  d'un  mouvement 
convenable  de  leur  système  (ou  du  moins  à  partir  du  moment  où, 
sorti  de  l'atmosphère  terrestre,  le  boulet  n'est  plus  soumis  à  un 
freinage  qui  fausse  son  mouvement  libre).  La  mécanique  newto- 
nienne  suppose  implicitement  l'existence  d'un  surobservateur 
capable  de  distinguer  les  uns  des  autres  des  champs  de  force  réels 
qu'il  perçoit  lui-même,  et  des  champs  de  force  artificiels  dus  à  des 
mouvements  accélérés  (par  rapport  à  lui)  des  systèmes  de  réfé- 
rence. A  l'intérieur  du  système  lui-même,  la  discrimination  est 
impossible;  l'accélération  absolue  n'a  donc  plus  de  sens,  elle  non 
plus.  Le  caractère  essentiel  d'une  région  voisine  de  la  matière 
n'est  donc  pas  la  présence  d'un  champ  de  forces;  ce  doit  être 
quelque  chose  de  plus  complexe.  Un  champ  de  forces  apparaît 
seulement  lorsque  les  points  matériels  sont  écartés,  soit  par  des 
bhocs  matériels,  soit  par  des  actions  électromagnétiques;  de  leur 
ligne  d'univers  naturelle  (celle-ci  étant  la  seule  qui  ait  une  signi- 
fication absolue,  c'est-à-dire  la  ligne  d'intervalle  maximum  entre 
deux  événements).  Si  les  objets  étudiés  suivent,  ainsi  que  les 
règles  et  les  horloges,  les  lignes  d'univers  naturelles  des  points 
matériels  (ce  qu'on  exprime  encore  en  disant  qu'ils  sont  en  chute 
libre),  les  relations  de  la  relativité  restreinte  subsistent.  Cela  n'est 
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«railleurs  possible  que  si  le  tout  se  passe  dans  un  domaine  assez 
étroit  pour  que  toutes  les  lignes  d'univers  naturelles  y  soient  assi- 
milables à  des  portions  de  droites  pratiquement  parallèles  entre 
elles;  on  écrira  doue  seulement 

i/s-  =  c-  dl1  —  d.i  -  —  c/y1  —  dz- 

définissanl  l'intervalle  élémentaire,  au  lieu  de  la  relation  en  ternies 
Unis  possible  dans  l'univers  euclidien  (dans  son  ensemble). 

L'auteur  insiste  sur  ce  point  que  les  conséquences  du  principe 
de  relativité,  telles  que  la  contraction  de  Lorentz,  supposent 
essentiellement  les  instruments  de  mesure  soumis  à  un  champ  de 
forces  nul.  Il  en  conclut  en  particulier  qu'on  n'a  pas  le  droit  de 
dire  que  la  contraction  de  Fitzgerald  raccourcit  la  périphérie  d'un 
disque  en  rotation  (alors  qu'elle  n'altère  pas  son  rayon),  parce 
que,  dans  ce  cas,  des  vitesses  et  des  accélérations  interviennent 
simultanément.  Le  point  de  vue  auquel  il  se  place  ainsi  pour 
discuter  les  mesures  laites  sur  un  disque  en  rotation  uniforme 
parait  différent  de  celui  d'Einstein,  et  cette  constatation  montre- 
rait combien  d'hésitations  sont  encore  permises  dans  l'interpréta- 
tion de  la  théorie.  Eddinglon  emploie,  pour  rejeter  comme  inad- 
missible une  contraction  périphérique  du  disque,  cet  argument 
que,  le  rayon  ne  subissant  pas  de  contraction,  le  disque  devrait 
alors  se  voiler.  On  peut  se  demander  si  ce  raisonnement  ne  revient 
jtas  à  attribuer  à  la  contraction  de  Lorentz  une  réalité  physique  au 
sens  des  anciennes  théories  classiques.  En  tout  cas.  le  mélange, 
uix  interprétations  relativistes,  de  points  de  vue  propres  à  la 
Physique  qu'elles  prétendent  remplacer,  est  un  danger  difficile  à 
éviter  complètement  ;  s'il  n'intervient  pas  dans  le  cas  actuel,  il  se 
glisse  assez  fréquemment  d'une  façon  plus  ou  moins  apparente, 
dans  les  discussions  relativistes,  pour  qu'il  y  ait  lieu  de  se  met  Ire 
huit  spécialement  en  garde  contre  lui. 

Le  Chapitre  V  est  relatif  aux  divers  genres  d'espaces  à  deux  et 
plus  de  deux  dimensions.  L'auteur  y  met  en  lumière  un  certain 
nombre  de  remarques  fort  intéressantes  pour  saisir  la  termino- 
logie de  la  relativité  généralisée;  parmi  elles  on.  relèvera  en  par- 
ticulier les  suivantes  :  l'esprit  humain  est  à  ce  point  incapable  de 
se  représenter  les  caractères  intrinsèques  d'un  espace  d'espèce 
donnée,  que,  pour  les  définir,  il  est  obligé  d'introduire  les  coeffi- 
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cients  gih  de  son  invariant  quadratique  fondamental  <h- .  c'estr-à- 
dirè  des  grandeurs  qui  dépendent  autant  du  système  de  référence 
particulier  choisi  que  de  ces  caractères  intrinsèques  eux-mêmes. 
Quand  on  compare  les  diverses  espèces  possibles  (en  nombre  in- 
fini) d'Univers  à  quatre  dimensions  à  des  surfaces  dans  un  espace 
euclidien  à  cinq  dimensions,  il  ne  s'agit  que  d'une  analogie  pure* 
ment  verbale,  qui  permet  de  définir  les  particularités  locales  au 
moyen  de  termes  courants  comme  «  rides  »  ou  «  courbures  », 
au  lieu  d'user  de  termes  théoriques  comme  «  invariants  différen- 
tiels ».  Ce  qui  définit  la  «  ride  »,  c'est  non  pas  les  valeurs  des 
gHt  en  un  point,  mais  la  façon  dont  elles  sont  liées  aux  valeurs 
en  d'autres  points  voisins;  c'est  plus  particulièrement  le  gradient 
de  leur  gradient  :  la  gravitation  n'est  qu'une  force  relative,  tandis 
que  le  degré  de  courbure  de  l'Univers  est  un  caractère  absolu. 
Un  univers  défini  par  un  ensemble  quelconque  de  valeurs  arbi- 
traires données  aux giit  peut  toujours  mathématiquement  être  envi- 
sagé, mais  il  n'y  en  a  que  certains  genres  qui  soient  effectivement 
possibles  dans  une  région  vide  de  matière  (comme  corrélatifs  de 
distributions  de  matière  autour  de  cette  région  >  :  rechercher 
les  conditions  restrictives  auxquelles  ils  doivent  satisfaire,  c'est 
rechercher  la  loi  fondamentale  de  gravitation.  Une  «  surface  à 
quatre  dimensions  »  peut  présenter  divers  degrés  de  courbure 
(que  ne  fait  pas  prévoir  la  représentation  dans  un  espace  à  cinq 
dimensions  par  comparaison  avec  les  surfaces  à  deux  dimensions 
dans  l'espace  à  trois  dimensions;  cette  notion  s'introduit  plus 
facilement  par  une  représentation  dans  un  espace  à  dix  dimen- 
sions). L'univers  euclidien  est  caractérisé  par  les  vingt  condi- 
tions B^V(T=o,  un  univers  courbe  au  premier  degré  par  les  six 
conditions  G^^o,  un  univers  courbe  au  deuxième  degré  parla 
condition  unique  G  —  o;  enfin  si  G  ^é.  o,  l'univers  est  à  courbure 
complète.  Les  régions  intérieures  aux  électrons  (où  G  serait  7^0) 
doivent  être  considérées  comme  étrangères  à  l'espace-tcmps, 
parce  que,  aucune  exploration  par  règles  et  horloges  n'y  étant 
concevable,  la  géométrie  de  ces  régions  ne  présente  aucun  sens 
pour  nous.  La  matière  et  l'énergie  peuvent  se  concevoir  non  pas 
comme  des  facteurs  produisant  les  diverses  courbures  de  l'Uni- 
vers, mais  comme  des  éléments  de  notre  perception  de  ces  cour- 
bures. L'existence  des  phénomènes  mêmes  de  gravitation,  incom- 
Bull.  des  Sciences  mathém.,  1'  série,  t.    XLYI.  (Février  192a.)        6 
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patibles  avec  les  propriétés  de  l'univers  euclidien,  montre  que, 
parmi  les  relations  tensorielles  susceptibles  de  définir  les  propriétés 
intrinsèques  de  l'espace  vide  au  voisinage  de  la  matière,  les  rela- 
tions B^V7  =  o  ne  peuvent  constituer  la  loi  générale  de  gravitation. 
On  est  conduit  à  chercher  si  les  conditions  G^  =  o,  exprimant 
que  l'espace  n'est  courbe  qu'au  premier  degré,  ne  pourraient  pas 
la  fournir. 

Le  Chapitre  VII  compare  la  nouvelle  loi  de  gravitation  ainsi 
attendue  à  l'ancienne  loi  de  Newton.  L'anomalie  expérimentale  du 
résidu  inexpliqué  dans  le  mouvement  de  Mercure,  mise  en  balance 
avec  l'admirable  précision  des  innombrables  calculs  astronomiques 
basés  sur  la  loi  de  Newton,  serait  bien  insuffisante  pour  mettre 
celle-ci  en  discussion;  mais  les  conceptions  de  la  relativité 
restreinte,  dès  qu'on  les  accepte,  suffisent  à  la  rendre  inadmissible, 
puisque  ni  les  masses  ni  la  distance  quelle  fait  intervenir  n'ont  de 
signification  absolue. 

On  est  amené  à  envisager  la  loi  Gu.v=<»  comme  possible,  ou 
même  probable,  justement  parce  qu'elle  a  le  caractère  invariant 
que  ne  présente  pas  la  loi  de  Newton;  l'auteur  marque  bien  la 
procédure  à  suivre  pour  apprécier  ce  que  vaut  cette  présomption. 
Dans  le  cas  où  existe  une  seule  région  anormale  (au  centre  de 
laquelle  on  placera  l'origine),  la  forme  quadratique  à  symétrie  de 
révolution 

,               ',>„;/             ,                                             2  ni 
as-  = dr-  —  /•* œï1  -+-  y dt-,         avec         Y  =  ' » 

r 

satisfait  à  la  loi  proposée;  on  examinera  alors  quelles  apparences 
elle  entraînerait,  et,  si  ces  conséquences  s'accordent  avec  les 
résultats  des  observations,  on  sera  conduit  à  identifier  cette  solu- 
tion particulière  avec  la  loi  de  gravitation  cherchée  pour  l'espace 
avoisinant  une  masse  unique  placée  à  l'origine.  L'argumentation 
ainsi  présentée  n'a  pas  la  prétention  de  constituer  une  déduction 
rigoureuse  démontrant,  au  sens  mathématique  du  mot,  la  nouvelle 
loi  de  gravitation,  mais  de  lui  apporter  une  probabilité  d'autant 
plus  grande  qu'on  trouvera  un  accord  plus  frappant  entre  certaines 
de  ses  solutions  particulières  et  les  phénomènes  astronomiques 
simples  qui  conduisent  au  choix  des  variables  adoptées  dans  ces 
solutions  particulières.  Ceci  répond  à  l'objection  (justifiée  si  l'on 


MELANGES.  83 

s'en  tenait  au  seul  point  de  \  ue  strictement  mathématique)  que 
L'accord  entre  le  mouvement  «lu  périhélie  de  Mercure  et  la  solu- 
tion particulière  écrite  plus  haut  ne  justifierait  pas  la  loi  générale 
de  gravitation  proposée  par  la  théorie  de  la  relativité  généra- 
lisée (»). 

Dans  le  dsi  ainsi  écrit,  la  distance  /-intervient,  par  l'intermé- 
diaire de  •'.  à  deux  endroits  :  l'altération  ainsi  produite  par  rapport 
aux  propriétés  euclidiennes  est  beaucoup  plus  grande  dans  le 
ternie  en  dt-  que  dans  le  ternie  en  dr-  parce  que.  dans  les  mouve- 
ments astronomiques,  dr  est  toujours  très  petit  par  rapport  à  dt. 
Le  facteur  v  devant  dt-  entraîne  les  accélérations  centripètes 
observées  dans  le  champ  de  gravitation  du  Soleil.  Ce  résultat  est 
lié  à  la  déformation  des  lignes  d'univers  naturelles  de  points  maté- 
riels isolés  quand  on  déforme  le  système  de  coordonnées  curvi- 
lignes qui  donne  une  «  carte  »  on  représentation  exacte  pour  en 
faire  «  l'image  »  en  coordonnées  rectangulaires  habituelles;  les 
mêmes  considérations  s'appliquent  donc  également  aux  lignes 
d'univers  de  rayons  lumineux,  qui  sont  eux  aussi  déformés  par  la 
gravitation.  Les  particularités  de  la  nouvelle  loi  de  gravitation 
sont  surtout  liées  à  la  deuxième  approximation  obtenue  quand  on 

cesse  de  négliger  l'écart  entre  le  facteur  -  et  l'unité  dans  le  terme 

en  dr2.  D'une  part,  l'espace  considéré  statiqnement  (dt  =  o)  cesse 
d'être  euclidien:  d'autre  part,  quand  on  considère,  non  plus  des 
trajectoires  de  corps  matériels,  mais  des  trajectoires  de  rayons 
lumineux,  dr2  cesse  d'être  petit  auprès  de  dt'2,  et  l'on  est  conduit 
à  prévoir  des  déviations  doubles  de  celles  qu'entraînerait  la  simple 
attraction  de  Newton  appliquée  à  la  lumière. 
De  la  forme  non  euclidienne 


ds>-=  -  dr*+r9-dV 


relative  à  l'espace  considéré  statiquement,  l'auteur  déduit  1  alté- 
ration du  rapport  tz  entre  la  circonférence  et  le  diamètre  mesuré 
pour  un  cercle   au  centre  duquel  est  placée  une  masse  perturba- 


(')    Voir  à  ce   sujet,   dans   les  Comptes   rendus   de  V Académie  des   Sciences 
(  t.  172  et  173).  les  intéressantes  Notes  de  M.  Le  Roux  et  de  M.  Painleve. 


84  PREMIÈRE   PARTIE. 

trice.  Rien  n'empêcherait,  semble-t-il,  de  supposer  ce  cercle  maté- 
rialisé par  un  disque  rigide  assez  mince  pour  que  sa  masse  même 
ne  modifie  pas  notablement  la  perturbation.  On  peut  se  demander 
alors  si  l'objection  formulée  au  Chapitre  IV  est  plus  valable  dans 
le  cas  du  disque  en  rotation  que  dans  le  cas  actuel;  à  tout  le  moins, 
le  rapprochement  de  ces  deux  points  de  vue,  opposés  au  moins 
en  apparence,  est  encore  une  occasion  de  voir  combien  est  délicate 
l'interprétation  des  conséquences  diverses  de  la  théorie. 

Dans  le  Chapitre  VII,  l'auteur  expose  en  détail  les  résultats  des 
mesures  relatives  à  la  déviation  des  rayons  lumineux  par  le  Soleil, 
effectués  pendant  l'éclipsé  du  29  mai  191 9.  On  sait  l'influence 
prépondérante  qu'ont  eue  les  résultats  de  ces  expériences,  dont  il 
fut  le  promoteur  et  l'âme,  sur  le  succès  actuel  de  la  théorie  de  la 
relativité. 

Le  Chapitre  VIII  est  consacré  à  l'examen  des  autres  confirmations 
expérimentales  invoquées  à  l'appui  de  la  nouvelle  loi  de  gravita- 
tion. Le  mouvement  du  périhélie  de  Mercure  est  la  plus  simple  et 
la  plus  frappante.  Pour  ce  qui  concerne  le  déplacement  vers  le 
muge  des  raies  specti-ales  émises  dans  le  champ  gravilique  très 
intense  à  la  surface  du  Soleil,  les  raisonnements  sont  beaucoup 
plus  délicats.  L'exposé,  rédigé  par  l'auteur  avant  les  confirmations 
qu'ont  annoncées  de  façon  très  formelle  Perot,  puis,  sur  des  bases 
expérimentales  plus  étendues,  Buisson  et  Fabry',  est  présenté  avec 
toute  la  prudence  qui  convient.  Il  montre  que  la  prédiction  de  ce 
déplacement  spectral  repose  sur  des  hypothèses  implicites  qui 
peuvent  être  mises  en  doute  ;  entre  autres  celle-ci  qu'un  atome  d'un 
certain  corps  chimique  considéré  à  la  surface  de  la  Terre,  et  un 
autre  atome  du  même  corps, transporté  dans  le  champ  de  gravitation 
solaire  jusqu'au  Soleil,  puis  arrêté  à  la  surface  de  celui-ci,  sont 
deux  choses  identiques. 

A  ces  points  d'interrogation,  il  semble  qu'on  puisse  en  ajouter 
un  autre  qui  pourra  paraître  encore  plus  troublant,  car  il  donne 
l'impression  qu'on  raisonne  à  tâtons  (pour  dépeindre  par  une 
image  peut-être  un  peu  hardie  le  genre  d'hésitations  dans  lequel 
on  se  sent  entraîné  par  toute  tentative  de  discussion  précise). 
Pour  raisonner  utilement  sur  les  périodes  propres  des  vibrations 
lumineuses,  à  quel  ds-  devra-t-on  se  référer?  au  ds'2  macroscopique 
qui  règle  le  mouvement  des  particules  matérielles,  et  de  l'atome 
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lui-même,  dans  le  champ  de  gravitation?  ou  bien  au  tls-  inconnu, 
qui  règle  le  mouvement  des  électrons  sur  des  lignes  d'univers 
naturelles  enroulées  en  orbites  de  très  petit  rayon,  dans  l'espace- 
tëmps  intérieur  au  domaine  atomique? 

Après  s'être  posé  de  telles  questions,  on  a  quelque  peine  à  se 
sentir  en  terrain  sur  dans  la  discussion  du  déplacement  des  raies 
spectrales. 

Le  Chapitre  IX  est  consacré  aux  conséquences  mécaniques  de 
la  loi  générale  de  gravitation;  celle-ci  contient  en  effet  les  lois  de 
la  Mécanique  :  inertie  et  gravitation  ne  sont  que  deux  aspects 
d'une  même  chose.  Autour  de  toute  particule  naturelle  il  y  a  une 
ride  de  courbure  de  l'espace-temps,  et,  dans  le  déplacement  de  la 
particule  suivant  sa  ligne  d'univers  naturelle,  cette  ride  dessine 
une  cannelure  :  la  loi  fondamentale  que  la  courbure  de  l'espace  ne 
dépasse  pas  le  premier  degré  suffit  à  limiter  les  formes  de  parcours 
possibles  pour  ces  cannelures  lorsqu'elles  viennent  à  se  rapprocher 
les  unes  des  autres.  Dans  bien  des  cas  on  peut  pratiquement 
négliger  ces  réactions  mutuelles  de  cannelures,  c'est-à-dire  les 
phénomènes  de  gravitation,  mais  on  ne  peut  pas  négliger  l'action 
de  chaque  ride  sur  l'espace-temps  fondamental  qui  la  contient, 
et  c'est  cette  action  qui  constitue  l'inertie  de  la  particule.  Les  lois 
de  la  Mécanique  sont  ainsi  contenues  dans  la  loi  générale  de  gra- 
vitation, d'où  on  les  déduit  par  la  voie  suivante  :  bien  que  les  G^v 
soient  nuls  en  tout  point  extérieur  aux  particules,  on  peut  calculer 
leurs  valeurs  moyennes  ou  «  macroscopiques  »  dans  une  région 
contenant  beaucoup  de  particules,  et  l'on  attribuera  ces  valeurs 
à  l'action  d'une  distribution  continue  de  matière  équivalente;  on 
les  exprimera  donc  en  fonction  de  la  densité,  de  la  quantité  de 
mouvement,  de  l'énergie  de  cette  distribution  matérielle,  et  la  rela- 
tion G(XV:=KUV  signifie  que  n'importe  quelle  espèce  d'espace-temps 
devient  possible  dans  une  distribution  continue  convenable  de  ma- 
tière (dans  la  mesure  où  peuvent  être  effectivement  réalisées  les  den- 
sités de  matières  qui  donnent  aux  K^,  les  valeurs  arbitraires  qu'on 
veut  attribuer  aux  G,j.v).  Mais  les  quatre  dimensions  de  l'Univers 
apportent  un  arbitraire  d'ordre  4  dans  le  choix  du  système  de 
coordonnées,  et  par  conséquent  dans  les  valeurs  des  dix  g^,\  cela 
entraine  l'existence  de  quatre  relations  identiques  entre  les  dixG,j.v 
(caractéristiques  de  la  courbure  de  l'univers)  et  par  conséquent 
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des  mêmes  relations  identiques  entre  les  dix  K^.,  (caractéristiques 
de  la  distribution  de  matière);  ces  quatre  lois  sont  celles  de  la 
conservation    de    la    quantité   de    mouvement    et    de   la   quantité 

d'énergie   I  en    définissant  la    quantité   de    mouvement   par  m  —7- 

ou  m  —, — —  =  M—  :  la  masse  M  envisagée  dans  la  définition 
classique  est  donc  variable,  et  liée  à  la  masse  invariante  m  de  la 
particule  par  la  relation  M  =  m  —  I- 

La  notion  de  densité  de  masses,  liée  à  celle  de  distribution 
continue  de  matière,  introduit,  par  intégration  dans  un  domaine 
d'univers,  Y  action.  L'auteur  insiste  sur  l'importance  de  cette  gran- 
deur, qu'il  identifie  à  la  courbure  de  l'Univers.  Il  termine  enfin 
par  un  résumé  des  divers  résultats  énoncés  au  cours  des  neuf 
premiers  Chapitres. 

Le  Chapitre  X,  intitulé  «  A  ers  l'Infini  »,  aborde  les  discussions 
particulièrement  hasardeuses  qui  ont  trait  aux  propriétés  probables 
de  l'espace  dans  les  régions  extrêmement  éloignées  de  nous. 
L'auteur  y  précise  d'abord  la  notion  de  systèmes  de  référence 
naturels;  elle  est  liée  à  la  signification  absolue  des  géodésiques 
d'Univers.  Dans  une  région  suffisamment  limitée  de  l'Univers  il 
est  possible  de  choisir  le  mode  de  division  de  l'espace  et  du  temps 
de  telle  sorte  que  toutes  les  géodésiques  deviennent  à  très  peu 
près  des  lignes  droites;  un  système  de  référence  ainsi  choisi  est 
un  système  naturel.  La  rotation  uniforme  «  absolue  »  manifestée 
par  le  pendule  de  Foucault  est  une  rotation  par  rapport  à  un  tel 
système  naturel;  au  contraire,  une  translation  uniforme  d'un  sys- 
tème de  référence  par  rapport  au  premier  conserve  les  géodésiques 
rectilignes,  donc  n'a  aucune  espèce  de  sens  absolu.  Une  vitesse 
de  translation  uniforme  n'a  de  sens  que  par  rapport  à  des  parti- 
cules matérielles,  lesquelles  sont,  comme  les  géodésiques,  des 
éléments  de  la  structure  absolue  de  l'Univers.  Une  rotation  parait 
d'ailleurs  avoir  un  sens  par  rapport  non  seulement  à  une  structure 
géodésique  locale,  mais  à  un  système  universel  plus  général,  tandis 
qu'une  translation  n'a  de  sens  que  par  rapporta  un  repère  matériel 
bien  déterminé;  il  y  a  sans  doute  une  continuité  bien  plus  grande 
dans  la  structure  géodésique  des  différentes  régions  de  l'Univers 
que  dans  leur  structure  matérielle. 
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Ce  système  de  référence  universel  s'appellera  le  système 
d'inertie  :  il  supprime,  à  l'infini,  i «>n i  champ  de  gravitation  el 
tout  champ  de  force  centrifuge;  mais  I  inertie,  qui  est  de  même 
nature,  \  subsiste  toujours.  Lue  question  peul  se  poser  toutefois  : 
^  a-t-il  des  Lignes  d'I  nivers  bien  définies  qui  continuent  à  s'éloi- 
gner indéfiniment  loin  de  toute  matière  ?  Cette  extrapolation  indé- 
finie dès  propriétés  que  l'espace  manifeste  dans  les  régions  très 
éloignées  de  nous  (mais  encore  accessibles  à  nos  observations) 
soulève  des  difficultés  qu'on  cherche  à  éluder  en  attribuant  à 
l'Univers  une  certaine  courbure  propre,  indépendante  des  cour- 
bures locales  liées  à  la  présence  des  corps  matériels,  et  qui  limite 
ses  dimensions  spatiale-.  Toute  tentative  pour  résumer  les  vues 
très  suggestives  que  donne  l'auteur  sur  les  théories  divergentes  de 
de  Sitler  et  d'Einstein  à  ce  sujet  les  rendrait  encore  plu-  difficiles 
à  suivie. 

Le  Chapitre  XI  donne  un  aperçu  des  prolongements  apportés 
par  M.  Weyl  à  la  théorie  d'Einstein  pour  cherchera  relier  entre 
elles  les  propriétés  gravitationnelles  et  électriques  de  l'Univers. 
La  courbure  de  l'Univers  non  euclidien  correspond  à  une  non- 
conservation  de  la  direction  dans  un  déplacement  en  circuit 
-fermé;  y  a-t-il  lieu  de  postuler  alors,  comme  on  le  fait  gratuite- 
ment dans  la  théorie  exposée  jusqu'ici,  la  conservation  de  la  lon- 
gueur des  règles-étalon  dans  ce  même  déplacement?  Pour  être 
tout  à  fait  prudent,  on  devra  envisager  comme  possible,  dans  tout 
déplacement  dxtd.r-,d./:]dit.  une  altération  relative  À  de  la  lon- 
gueur des  jauges,  qu'on  écrira 

A   =  À"!  dx !  ■+-  /.  o  dXi  -+    /»  3  dx:i  -+■  k;  <Lc;  , 

les  coefficients  A  de  cette  relation  introduisant  quatre  nouvelles 
quantités  caractéristiques  de  l'Univers  qui  s'ajoutent  aux  coeffi- 
cients g  de  l'invariant  caractéristique  ds-.  De  même  que  les  g 
sont  liés  aux  champs  de  gravitation,  ces  nouveaux  coefficients  A 
doivent  être  liés  à  d'autres  champs  de  forces.  Or,  en  utilisant  les 
coordonnées  rectangulaires  non  accélérées  ordinaires  x,  y.  ;,  t. 
on  pourra  écrire,  en  remplaçant  A,.  k2,  A3  par  F,  G,  H,  et  A-, 
par  —  <I>. 

'LL  -  À  =  F  dx  ■+-  G  dy  -4-  f  f  dz  -~<t>dt: 
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la  condition  pour  que  l'altération  de  longueur  soit  nulle  après  un 
circuit  fermé  s'obtient  en  écrivant  que  cette  expression  est  une 
différentielle  totale,  c'est-à-dire  en  annulant  six  différences  de 
dérivées  partielles,  qui  ne  seraient  autres  que  les  trois  compo- 
santes du  champ  électrique  et  les  trois  composantes  du  champ 
magnétique  si  F,  (i.  H  et  <!>  représentaient  les  trois  composantes 
du  potentiel  vecteur,  et  le  potentiel  scalaire. 

On  se  rappelle  que  la  condition  pour  que  l'altération  de  direc- 
tion soit  nulle  après  transport  d'un  vecteur  en  circuit  fermé  est 
que  le  champ  de  gravitation  soit  nul.  Un  tel  rapprochement  rend 
très  attirante,  malgré  les  difficultés  sérieuses  qui  subsistent  encore, 
la  théorie  de  Weyl  :  elle  ouvre  en  effet  la  voie'  vers  une  synthèse 
encore  plus  complète  de  11  nivers  physique,  sur  laquelle  l'auteur 
donne  des  aperçus  aussi  originaux  et  frappants  qu'à  son  habitude. 

Le  Chapitre  XII.  intitulé  «  Sur  la  nature  des  choses  ».  cherche 
à  atteindre  une  interprétation  de  la  nature;  et  vise  seulement, 
comme  l'auteur  l'a  indiqué  dans  sa  Préface,  à  énoncer  un  certain 
nombre  d'idées  encore  imparfaitement  reliées  les  unes  aux  autres, 
et  à  soulever  des  controverses  capables  d'amener  quelques  pro- 
grès. Plus  que  toute  autre,  cette  partie  empiète  sur  la  .Métaphy- 
sique, dont  elle  comporte  les  incertitudes,  mais  elle  ne  manquera 
pas  d'intéresser  puissamment  même  ceux  qu'effraient  les  spécula- 
tions très  éloignées  de  leurs  bases  objectives;  ils  v  trouveront 
quantité  de  remarques  propres  à  faire  réfléchir  aux  aspects  variés 
du  problème,  telles  que  les  suivantes,  relevées  parmi  les  plus 
suggestives  : 

Il  n'y  a  pas  plus  de  raison  de  pure  logique  pour  douter  de  la 
réalité  de  l'Univers  à  quatre  dimensions  que  pour  douter  de 
la  réalité  dune  pièce  de  monnaie  dont  on  voit  seulement  une 
face.  Les  éléments  primordiaux  de  la  théorie  de  l'L  nivers  doivent 
être  d'une  nature  dont  il  est  impossible  de  donner  une  définition 
intelligible  (parce  que  tous  les  objets  qui  nous  sont  familiers  sont 
d'un  caractère  beaucoup  plus  complexe  et  appartiennent  non  pas 
à  l'L  nivers  réel,  mais  à  un  stade  beaucoup  moins  a\ancé  de  la 
synthèse  des  apparences  diverses).  Dire  que  l'Univers  a  quatre 
dimensions,  c'est  le  rapporter  implicitement  à  quelque  relation 
d'ordre;  cette  relation  paraît  être  l'intervalle,  mais  peut-être 
serait-il    nécessaire    de    lui   adjoindre    quelque    relation    complé- 
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mentaire  répondant  à  L'idée  de  proximité  dans  L'espace.  La  notion 
d'intervalle  est  entièrement  inaccessible  à  notre  raison.  L'I  nivers 
est  un  substratum  universel  que  la  théorie  de  la  relativité  subs- 
titue à  l'éther.  L'intervalle,  tel  qu'il  est  accessible  à  nos  mesures, 
doit  être  une  grandeur  macroscopique;  les  potentiels  et  genres 
d'espaces  qu'on  en  déduit  seraient  des  moyennes  :  les  Intervalles 
indu  iduels  des  points-événements  n'obéiraient  pas  à  des  règles 
aussi  bien  définies;  peut-être  même  l'intervalle  primordial  n'est-il 
I »;i s  susceptible  de  variation  continue.  La  loi  de  gravitation  Gp.v  =  o 
n'est  que  la  définition  des  portions  de  l'espace  que  nous  appelons 
rides:  la  perturbation,  c'est  la  matière  elle-même  :  la  matière  est 
un  indice  et  non  une  cause;  quand  nous  croyons  évaluer  la  masse 
et  la  quantité  de  mouvement  de  la  matière,  nous  mesurons  cer- 
taines composantes  de  la  courbure  d'Univers.  La  définition  de  la 
vitesse  est  dynamique  et  non  cinématique  :  c'est  le  rapport  de 
certaines  composantes  du  tenseur  T^.,  deux  à  deux  et  elle  n'existe 
que  là  où  T.n  n'est  pas  nul,  la  vitesse  de  la  structure  d'Univers, 
ou  éther.  n'a  donc  pas  de  sens;  au  contraire,  l'accélération  et  la 
rotation  sont  définies  au  moyen  des  G,,.,,  et  existent  partout  où 
ceux-ci  existent,  la  structure  d'Lnivers,  ou  éther.  a  donc  une 
accélération  et  une  rotation  bien  déterminées  par  rapport  à  un 
>y>tème  de  référence  quelconque;  l'accélération  n'est  pas  définie 
comme  un  taux  de  variation  de  vitesse,  c'est  une  entité  indépen- 
dante beaucoup  plus  simple  et  d'un  caractère  bien  plus  universel 
que  la  vitesse.  C'est  la  comparaison  de  ces  deux  entités  qui  donne 
la  définition  du  temps. 

L'auteur  termine  par  un  exposé  de  ce  point  de  vue  que  les  lois 
physiques  synthétisées  dans  la  théorie  de  la  relativité  sont  des  lois 
créées  par  l'esprit  humain,  et  que  probablement  les  lois  d'atomi- 
cité et  des  quanta  appartiennent  au  contraire  à  la  catégorie  des 
lois  qui  dirigent  l'évolution  de  l'Univers  extérieur  et  qui  distin- 
guent vraiment  l'Univers  réel  de  tout  autre  Univers  que  nous 
pourrions  concevoir.  Sa  conclusion  est  intéressante  à  rappeler,  car 
elle  marque  bien  le  caractère  philosophique  de  ce  Chapitre,  qui 
accentue  seulement  d'ailleurs  le  caractère  de  tout  l'Ouvrage  : 

«  Nous  avons  découvert  l'étrange  empreinte  d'un  pas  sur  le 
rivage  de  l'Inconnu.  Pour  expliquer  son  origine,  nous  avons  bâti 
théories  sur  théories,   toutes  plus  ingénieuses  et  plus  profondes 
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les  unes  que  les  autres.  Nous  avons  enfin  réussi  à  reconstituer 
l'être  qui  laissa  cette  empreinte,  et  cet  être  il  se  trouve  que  c'est 
noms-même  !  » 

Dans  toute  cette  analyse,  nous  avons  insisté  sur  nombre  de 
difficultés,  et  sur  les  incertitudes  que  laissent  dans  l'esprit  les 
discussions  d'ordre  philosophique  inévitables  dans  toute  tentative 
d'exposition  verbale  des  théories  nouvelles.  On  ne  saurait  y  voir 
des  critiques  à  l'adresse  d'un  Ouvrage  remarquable  par  la  densité 
des  idées  et  par  la  puissance  de  suggestion  qui  le  rend  véritable- 
ment passionnant;  les  titres  que  s'est  acquis  son  auteur  à  parler 
de  ces  sujets  sont  d'ailleurs  assez  connus  pour  nous  éviter  le 
soupçon  d'une  prétention  aussi  ridicule.  Nous  avons  seulement 
cherché  à  bien  mettre  en  lumière  cette  conclusion  qui  paraît 
s'imposer  : 

Lorsque,  après  une  simple  initiation  telle  que  peut  la  donner  le 
petit  Ouvrage  d'Einstein,  on  aborde  un  exposé  systématique  et 
détaillé  de  la  théorie  de  la  relativité  généralisée  (qui  pourrait 
difficilement  être  plus  plein  d'enseignements  que  celui-ci),  on 
éprouve  deux  impressions  complémentaires  :  d'une  part  la  sensa- 
tion vive  que  ces  raisonnements  contiennent  probablement  la 
vérité,  d'autre  part  l'impression  qu'ils  n'ont  pas  la  puissance  de 
persuasion  par  laquelle  on  voudrait  se  laisser  convaincre. 

Pour  confirmer  et  préciser  l'impression  ainsi  acquise,  on  est 
amené  à  aborder,  à  titre  de  troisième  étude,  la  partie  théorique 
ajoutée  par  l'auteur  à  l'édition  française  de  son  Ouvrage.  Elle  est 
empruntée  en  partie  au  remarquable  rapport  qu'il  avait  antérieu- 
rement présenté  à  la  Société  royale  de  Londres,  avec  des  modifi- 
cations dans  la  présentation,  des  retouches  et  des  compléments. 
Elle  suppose  connu  tout  ce  qui  a  été  exposé  dans  la  première 
partie,  et  elle  a  pour  but  de  l'étayer  par  la  théorie  mathématique 
«  en  reprenant  ceux  des  raisonnements  auxquels  le  symbolisme 
mathématique  permet  de  donner  une  précision  plus  grande  ». 
Cette  partie  théorique  est  divisée  en  cinq  Sections  : 
La  première  Section  est  consacrée  aux  «  principes  élémen- 
taires »  de  la  théorie.  L'auteur  y  énonce  l'hypothèse  fondamen- 
tale sous  cette  forme  :   Tout  ce  qui,  dans  notre  science  expéri- 
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mentale,  dépend  de  la  situation  des  événements  —  tout  ce  que 
nous  pouvons  savoir  sur  leur  configuration  —  est  contenu  dans 
la  relation  qui  unit  ces  événements  deux  à  deux;  c'est-à-dire  dans 
l'intervalle  <:/*•.  La  forme  connue 

(/s-  —  d.i--  -r-  dy"1  -t-  dz-  —  c-  de1, 

à  laquelle  on  est  conduit  et  qui  est  liée  à  la  transformation  de 
Lorentz,  caractérise  un  Univers  à  (3  +  i)  dimensions  suivant 
l'expression  de  Weyl.  Mais  cette  expression  n'est  applicable  que 
dans  l'espace-temps  galiléen.  Les  champs  de  forces  ne  sont  que 
la  manifestation  des  défauts  du  système  de  coordonnées  choisi  par 
rapport  à  l'idéal  galiléen,  et  le  propre  d'un  espace  non  euclidien, 
c'est  qu'il  n'est  possible  d'y  faire  disparaître  ces  défauts  que 
localement. 

La  Section  II  est  l'exposé  des  principes  et  des  méthodes  du 
calcul  tensoriel,  appliqués  directement  dans  le  cas  de  l'Univers  à 
quatre  dimensions,  et  particulièrement  aux  tenseurs  fondamen- 
taux :  L'invariance  de  ds'-  =  gyy  dxV-dx"'  entraîne  que  g™  est  un 
tenseur  co variant;  ce  tenseur  et  ses  deux  tenseurs  associés  g„ 
(mixte)  et  g^w  (contre variant)  constituent  trois  tenseurs  fonda- 
mentaux du  second  ordre.  La  dérivée  covariante  de  g^  est  toujours 
nulle,  et  l'on  ne  peut  par  conséquent  obtenir  d'autres  tenseurs 
fondamentaux  d'ordre  plus  élevé  par  la  règle  de  différentiation 
covariante  appliquée  à  partir  de  gp,y;  mais  le  tenseur  de  Riemann- 
Chrisloffel,  qui  s'introduit  dans  le  calcul  de  la  dérivée  covariante 
seconde  d'un  vecteur  quelconque  A^,,  est  aussi  un  tenseur  fonda- 
mental (constitué  par  les  ^v  et  leurs  dérivées);  il  est  du  qua- 
trième ordre,  et  non  nul  quand  l'Univers  n'est  pas  euclidien.  A 
partir  de  ce  tenseur,  la  différenciation  covariante  permet  de  former 
des  tenseurs  fondamentaux  d'ordres  de  plus  en  plus  élevés. 

La  loi  de  gravitation  est  étudiée  dans  la  Section  III.  Pour  que 
l'Univers  soit  euclidien,  la  condition  nécessaire  et  suffisante,  c'est 
que  le  tenseur  de  Riemann-ChristofFel  soit  nul,  BfJV(7=o.  Pour 
écrire  des  conditions  moins  restrictives,  susceptibles  d'être  celles 
de  l'espa'ce  vide  non  euclidien,  on  introduira  un  tenseur  d'ordre 
moins  élevé,  et  tout  naturellement  le  tenseur  G^V=B^V0.  obtenu 
par  l'opération  de  contraction.   La  loi  GR=o  est  la  plus  simple 
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à  tenter;  mais  on  peut  songer  aussi  à  une  relation  d'égalité 
entre  Guv  et  un  autre  tenseur  fondamental  du  deuxième  ordre  : 
On  en  peut  obtenir  par  des  contractions  appliquées  à  des  tenseurs 
fondamentaux  du  sixième  ordre,  ou  d'ordres  plus  élevés,  mais  ils 
contiendraient  des  dérivées  des^v  d'ordres  supérieurs  au  second, 
et  les  lois  ainsi  obtenues  seraient  beaucoup  plus  compliquées;  il 
paraîtrait  simple,  par  contre,  de  faire  intervenir  le  tenseur  g^ 
lui-même,  et  la  loi  G^v=  À£"u.v  est  celle  qui  donne  les  théories  des 
espaces-temps  courbes  par  essence,  d'Einstein  ou  de  Sitter.  Les 
calculs  relatifs  à  la  recherche  d'une  solution  de  l'équation  0^=  o 
qui  paraisse  applicable  au  cas  d'une  masse  perturbatrice  unique 
sont  ensuite  indiqués,  avec  les  applications  de  cette  solution  au 
mouvement  de  Mercure  et  à  la  déviation  des  rayons  lumineux. 

La  Section  IV,  consacrée  à  la  mécanique  de  la  relativité,  étudie 
a  priori  ce  que  doit  être  la  loi  des  mouvements  de  la  matière, 
sans  rien  supposer  au  sujet  de  la  loi  de  gravitation  qu'on  retrou- 
vera au  contraire  comme  cas  particulier.  Après  avoir  rappelé  les 
propriétés  essentielles  des  tenseurs  symétriques  gauches  du  second 
ordre,  défini  la  densité  tensorielle,  et  défini  la  divergence  d'un 
tenseur,  l'auteur  démontre  le  théorème  fondamental  :  la  diver- 
gence de  I  Gji. ^G     est  identiquement  nulle;  cela  se  traduit 

par  les  quatre  identités  GXV=: — r —  Pour  étudier  les  mouve- 
1  ^  ■  2  axV- 

ments  de  la  matière  (à  laquelle  est  liée  la  courbure  totale  G  non 

nulle),    on   est    naturellement    conduit    à    introduire"  sa    densité 

propre  p0  (rapportée  à  un  système  d'axes  galiléens  lié  à  elle),  sa 

dx*1- 
vitesse  d'univers  — p-i  et  le  tenseur 
as 

dxV-  dx' 

T^=?0~d7'd71 

ou  son  tenseur  mixte  associé  T£;  on  observe  que  celui-ci  a  une 
divergence  nulle.  Si  l'on  admet  que  l'énergie,  les  tensions  et  les 
quantités  de  mouvement  sont  simplement  des  manifestations  de 
propriétés  de  l'espace-temps,  ce  tenseur  T£  doit  être  un  des  ten- 
seurs fondamentaux  qui  dérivent  des  gvv  :  le  fait  qu'il  a  une  diver- 
gence nulle  conduit  à  l'identifier  avec  G» S'^^i  ce  y.111  donne 
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la  loi  de  gravitation  dans  l;i  matière  continue 

'  Gp. —  -  i'îj.G  ==  —  8  -  1  u  . 

l'identification  étant  faite  pour  assurer  la  vérification  automatique 
des  lois  de  conservation  de  l'énergie  et  de  la  quantité  de  mou- 
vement. 

Dans  ce  Chapitre,  l'auteur  pense  établir  que  la  généralisation 
du  principe  de  l'action  stationnais,  utilisée  par  Wevl  et  par 
divers  auteurs  n'est  pas  légitime;  d'après  son  raisonnement,  l'ac- 
tion ne  pourrait  être  stationnaire  que  dans  un  espace  vide,  c'est- 
à-dire  précisément  là  où  elle  n'existe  pas.  Signalons  seulement 
que  M.  Laugevin  rejette  cette  conclusion  et  utilise  ce  principe 
dans  la  synthèse  de  la  relativité  généralisée. 

L'électromaghétisme  est  enfin  étudié  dans  la  Section  ^  .  Après 
avoir  introduit  le  vecteur  covariant  £„,  dont  les  composantes  sont 
(aux  signes  près)  celles  du  potentiel  vecteur  et  le  potentiel  sca- 
laire, on  est  conduit  à  envisager  le  tenseur  Fuv=  -r— ^ — r  (ou 

—  k\j.\ — ^v|t)  parce  que,  dans  le  système  de  coordonnées  parti- 
cùlier  auquel  nous  sommes  habilités,  ses  divers  termes  sont 
identiquement  les  composantes  du  champ  électrique  et  du  champ 
magnétique.  Pour  faire  intervenir  les  mouvements  des  charges 
électriques,  on  définit  d'autre  part  le  vecteur  contrevariant  Jv- 
dont  les  composantes  sont  celles  de  la  vitesse  et  la  densité  de 
charge  électrique.  Les  équations  ordinaires  de  Maxwell,  écrites 
en  négligeant  toute  action  de  la  gravitation,  prennent  alors  les 
formes  simples  _ 

Fj,v=  AV.V-AV!,        et         Fr=.I^ 

(  VI1;''  représentant  — '—)•  Ce  sont  des  équations  covariantes;  donc 

ces  tenseurs  et  vecteurs  gardent,  dans  n'importe  quel  système  de 
coordonnées,  les  propriétés  qu'elles  expriment  et  qui  leur  vau- 
dront encore  les  mêmes  identifications  physiques  :  les  écarts 
observés  entre  ces  équations  tensorielles  et  les  équations  ordi- 
naires de  Maxwell  dont  elles  sont  la  généralisation  seront  attribués 
aux  champs  de  gravitation  existant  dans  ces  nouveaux  systèmes 
de  coordonnées. 
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La  fin  du  Chapitre  est  consacrée  aux  généralisations  introduites 
par  la  géométrie  de  Weyl.  La  variation  d'un  vecteur  A^  décrivant 
par  déplacement  parallèle  un  circuit  fermé  limitant  l'élément  de 
surface  c/SV(r  est  donné,  dans  la  théorie  d'Einstein,  par 

le  caractère  symétrique  gauche  du  tenseur  B^^p  entraîne  d'ailleurs 
que  A^8Au,c=o,  c'est-à-dire  que  oAa  est  perpendiculaire  sur  A*1, 
par  conséquent  que  la  direction  du  vecteur  est  seule  modifiée  et 
sa  longueur  inaltérée.  \\  evl  généralise  en  supprimant  cette  res- 
triction et  en  admettant 

oA.j.  =  -  (  Bir;7p-f-  Fp.vap  i \?dS'^. 

où  Fav<7P,  tout  en  étant  encore  symétrique  gauche  en  v  et  a-  (pour 
que  la  variation  soit  annulée  quand  le  même  circuit  est  redécrit 
en  sens  inverse),  est  symétrique  en  u.  et  p.  Cette  nouvelle  géo- 
métrie admet  des  variations  de  longueur;  et,  grâce  à  l'adjonction, 
au  tenseur  fondamental  g^yj  du  vecteur  d'univers  k^  complémen- 
taire, elle  fait  entrer  les  champs  électromagnétiques  et  les  charges 
électriques,  au  même  titre  que  l'inertie  et  la  gravitation,  dans  une 
synthèse  géométrique  complète  de  l'Lnivers  (ou  du  moins  presque 
complète,  car  les  quanta  v  échappent  encore). 

Cette  extension  introduit  la  notion  d'invariants  absolus,  inal- 
térés non  seulement  par  des  transformations  de  coordonnées,  mais 
aussi  par  des  changements  de  jauges.  Les  tenseurs  fondamentaux 
simples  donnent  naissance  à  des  densités  invariantes  (  obtenues  en 
multipliant  des  produits  scalaires  par  y-— g)  qui  sont  des  inva- 
riants absolus  :  cette  propriété,  qui  est  caractéristique  de  l'Univers 
à  quatre  dimensions  (elle  n'existe  pas  dans  les  espaces  à  nombre 
impair  de  dimensions)  vient  encore  apporter  une  confirmation 
très  curieuse  à  la  réalité  profonde  que  la  relativité  attribue  à  ces 
quatre  dimensions. 

L'auteur  esquisse  enfin  une  discussion  de  ce  que  peut  être  un 
système  de  jauges  naturelles,  qu'il  a  ultérieurement  précisée  dans 
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une  généralisation  de  la  théorie  de  Weyl  publiée  aux  Proceedings 
of  the  Royal  Society  i  mai  1921). 

L'étude  de  toul  ce  nouvel  exposé  manifeste  nettement  à  quel 
point  la  rigueur  des  enchaînements  mathématiques  peut  raffermir 

l'impression  apportée  par  l'exposition  verbale  de  la  théorie.  L'auteur 
a  bien  marqué  d'ailleurs  que  ce  point  de  Mie  est  le  sien,  en  écri- 
vant dans  l'Introduction  de  cette  partie  théorique  :  «  Nous  avons 
développé  ce  calcul  (  tensoriel)  en  partant  des  bases  les  plus  larges 
possibles  et  en  le  regardant  non  pas  comme  un  mal  inévitable  à 
réduire  le  plus  possible,  mais  comme  le  moyen- le  plus  sûr  de  saisir 
la  signification  profonde  de  nos  connaissances  en  Physique.  » 


Il  est  permis  daller  plus  loin  :  La  logique  indiscutable  de 
1  édifice  mathématique  que  le  raisonnement  formel  bâtit  sur  la 
simple  notion  d'univers  à  quatre  dimensions  (  sans  se  préoccuper 
de  l'impuissance  de  l'imagination)  paraît  très  convaincante  ou  au 
moins  très  impressionnante  lorsqu'on  vérifie  l'accord  de  ses  con- 
clusions avec  l'ensemble  de  nos  observations  physiques  et  méca- 
niques; et  l'on  arrive  à  l'impression  nette  qu'elle  seule  a  ce  pou- 
voir d'entraîner  des  convictions  qui  ne  soient  pas  purement 
impulsives  :  elle  le  doit  à  son  caractère  presque  objectif. 

On  aura  ainsi  décrit  un  cycle  fermé.  Après  avoir,  à  titre  de 
préparation  à  l'étude  de  la  relativité,  contemplé  l'édifice  mathé- 
matique et  la  synthèse  physique  inattendue  qu'il  réalise,  on  veut 
essayer  de  formuler,  d'interpréter  et  de  penser  la  théorie  nouvelle. 
Les  principes  fondamentaux  essentiels,  condensés  dans  l'exposé 
très  succinct  qu'en  donne  la  petite  brochure  d'Einstein,  ne  sont 
pas  sans  ouvrir  déjà  la  porte  à  des  discussions  délicates;  lorsqu'on 
veut  préciser  les  points  de  vue.  entrer  dans  les  détails,  et  discuter 
tous  ses  aspects,  comme  le  fait  l'Ouvrage  d'Eddington,  on  voit  se 
multiplier  les  difficultés  et  grandir,  avec  l'intérêt  passionnant 
qu'elles  soulèvent  et  l'attrait  qu'elles  exercent,  une  impression 
troublante  d'hésitation  et  d'incertitude.  On  cherche  alors  à  épauler 
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les  raisonnements  par  un  solide  squelette  mathématique,  et  fina- 
lement on  s'aperçoit  que  lui  seul  donne  confiance  et  paraît  sans 
fissures.  Nos  raisonnements  auront  toujours  bien  de  la  peine  à 
nous  montrer  que  nous  raisonnons  mal  dans  nos  représentations 
des  réalités  extérieures;  mais,  dans  le  domaine  des  déductions 
mathématiques,  ils  s'imposent  à  nous  sans  la  moindre  hésitation. 
Lorsque,  de  prémisses  aussi  réduites  que  la  notion  d'univers  à 
quatre  dimensions  et  d'invariant  fondamental,  ils  tirent  toutes  les 
lois  physiques  et  mécaniques  que  nous  connaissons  et  leur  appor- 
tent même  des  correctifs  de  seconde  approximation  vérifiés  par 
celles  des  expériences  où  la  précision  a  pu  être  poussée  à  un 
degré  assez  élevé,  nous  nous  sentons  fortement  portés  à  croire 
que  l'univers  à  quatre  dimensions  est  quelque  chose  de  réel  :  A 
force  de  le  penser,  peut-être  notre  esprit  arrivera-t-il  un  jour  à 
concevoir  l'espace-temps,  vraisemblablement  appelé  à  remplacer 
l'espace  et  le  temps  qu'il  a  toujours  si  nettement  différenciés 
jusqu'ici. 
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OCAGNE  (Maurice  d').  —  Traité  de  Nomographie,  deuxième  édition, 
entièrement  refondue,  avec  de  nombreux  compléments.  Un  vol.  in-8°, 
de  xxiv-  js  ;  pages.  Tari-;.  Gauthier-Villars  et  C'1',  1921. 

lui  rendant  compte  de  la  première  édition  de  ce  Traité  (1),  Jules 
Tannery  devait  consacrer  plusieurs  pages  à  expliquer  ce  qu'est  la 
science  appelée  homographie  par  M.  d'Ocagne.  Elle  a  fait  depuis 
un  assez  beau  chemin,  tout  le  monde  aujourd'hui  en  connaît  au 
moins  l'objet,  comme  on  connaît  ceux  de  la  Géométrie  descrip- 
tive et  de  la  Statique  graphique.  Elle  est  enseignée  en  France  et 
à  l'étranger,  et  de  longs  éclaircissements  sont  devenus  inutiles. 
Rappelons  d'un  mot  qu'un  nomogramme  est  une  épure  cotée, 
tracée  une  fois  pour  toutes  pour  traduire  une  formule  de  forme 
donnée  dont  les  coefficients  peuvent  prendre  diverses  valeurs 
numériques.  La  lecture  du  nomogramme  remplace  le  calcul.  Outre 
qu'il  fait  gagner  beaucoup  de  temps,  l'emploi  d'un  nomogramme 
préserve  à  peu  près  complètement  de  l'erreur.  Les  applications  de 
la  Nomographie  sont  très  nombreuses,  et  chaque  jour  en  apporte 
de  nouvelles  à  la  physique,  aux  diverses  branches  de  la  science  de 
l'ingénieur,  à  l'artillerie,  à  l'aviation,  aux  calculs  financiers,  etc. 
Toutes  ou  presque  toutes  dérivent  immédiatement  des  principes 
posés  par  M.  d'Ocagne.  Avant  ses  premiers  travaux  sur  le  sujet, 
qui  remontent  à  188  {,  on  ne  connaissait  que  les  abaques  cartésiens 
pénibles  à  tracer,  difficiles  à  lire,  impropres  à  la  représentation 
des  relations  entre  plus  de  trois  variables.  Par  sa  belle  invention 
des  nomogrammes  à  points  alignés,  M.  d'Ocagne  accroissait  sin- 
gulièrement la  portée  de  la  figuration  graphique.  Aujourd'hui  la 
méthode  est  devenue  si  puissante  et  si  souple  à  la  fois  qu'il  n'existe 
pour  ainsi  dire  pas  de  formule  pratique,  à  un  nombre  quelconque 


<lj   Bulletin  des  Sciences   mathématiques,    2e  série,  t.  XXIII,  1899,  p.    172. 
Bull,  des  Sciences  mat  hé  m.,  2«  série,  t.  XLVI.  (Mars  1922.)  7 
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de  variables,  devant  laquelle  on  soit  à  court  de  nomogramme.  Le 
plus  souvent  on  dispose  de  plusieurs  procédés,  entre  lescpiels  il  n'y 
a  qu'à  choisir  le  plus  commode. 

Le  Traité  de  M.  d'Ocagne.  sous  sa  nouvelle  forme,  est  sans  doute 
le  plus  complet  des  Ouvrages  publiés  sur  la  matière.  Il  se  distingue 
en  particulier  d'autres  publications  de  l'auteur,  destinées  à  des 
praticiens  plus  intéressés  par  les  applications  que  par  les  prin- 
cipes (1),  par  l'ampleur  de  l'exposition  et  le  développement  donné 
à  la  théorie.  Sans  doute  les  exemples  d'ordre  industriel  abondent 
et  sont  traités  avec  le  souci  du  détail  qui  est  la  marque  d'un  esprit 
vraiment  pratique;  mais  M.  d'Ocagne,  s'adressant  cette  fois  au 
mathématicien  proprement  dit  autant  qu'à  l'ingénieur,  prend 
les  questions  de  haut  et  tient  à  exposer  les  méthodes  sous  leur 
forme  la  plus  générale,  avant  d'envisager  les  cas  particuliers. 

Il  montre  que  la  Xomographie  pose  à  l'Analyste  des  problèmes 
à  la  fois  attrayants  et  utiles.  Sans  doute  les  mathématiciens 
estiment  que  leur  science  de  prédilection  mérite  d'être  cultivée 
pour  elle-même,  mais  il  ne  leur  déplaît  pas,  à  l'occasion,  de  faire 
«  quelque  chose  qui  serve  à  quelque  chose  ».  Un  de  ces  problèmes 
a  fait  l'objet  d'un  beau  Mémoire  de  M.  Gronwall. 

J'entre  maintenant  dans  l'analyse  de  l'Ouvrage. 

Aux  Chapitres  I  et  II,  il  est  traité  de  la  représentation  par 
abaques  cartésiens  des  équations  entre  deux  ou  trois  variables. 
Laissant  de  côté  le  premier  cas,  qui  ne  présente  qu'un  intérêt  secon- 
daire, on  a,  pour  représenter  l'équation 

(i)  /i  .r,  jr,  s)  =  o, 

le  procédé  suivant,  qui  est  immédiat  :  Considérons  z  comme  un 
paramètre  variable,  x  et  y  comme  des  coordonnées  cartésiennes, 
et  traçons  la  famille  des  courbes  représentées  par  l'équation  (i), 
chaque  courbe  étant  cotée  en  z.  On  voit  tout  de  suite  comment 
l'abaque  ainsi  constitué  permet  de  trouver  deux  des  nombres  x, 
y.  z.  connaissant  le  troisième.  La  méthode  s'étend  par  le  principe 
de  Y  anamorphose  générale.   Ecrivons,  en  changeant  les  notations, 

i   2  I  f[  SU  Z2,  33}  =  0, 

(x)  Par  exemple,  Principes  usuels  de  Nomo graphie  avec  application  ci  divers 
problèmes  concernant  iAitilleiie  et  l'Aviation.  Paris.  Gauthier- Villars,   1920. 
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l'équation  donnée.  On  peut  la  considérer,  d'une  infinité  de  ma- 
nières^ comme  résultant  de  l'élimination  de  x,  y  entre  trois  équa- 
tions 

;  f\ 1  #1  X,  -»i  )  =  O,         /!  -r,  y,  sj)  =  o,         /(  x,  y,  z3  1  =  o 

(dont  les  deux  premières  peuvent  être  prises  arbitrairement).  On 
est  conduit  à  un  nomogramme  constitué  par  trois  familles  de 
courbes  cotées  en  zv  z2,  z3.  Les  cotes  de  trois  courbes  concourantes 
satisfont  à  (2). 

La  méthode  est  particulièrement  intéressante  quand  on  peut 
faire  en  sorte  que  les  équations  (3)  représentent  des  droites  (nomo- 
grammes  à  droites  concourantes).  Le  cas  assez  fréquent  où  l'équa- 
tion (2)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

gt{z\ )-+-  gï (*s)'-4-  gz(&* ).=  o 

donne  Heu  aux  élégants  abaques  hexagonaux  de  M.  Lallemand. 
Enfin,  dans  certains  cas,  on  peut  représenter  des  équations  entre 
plus  de  trois  variables,  mais  seulement  si,  grâce  à  l'introduction 
de  variables  auxiliaires  convenablement  choisies,  on  peut  substi- 
tuer à  une  telle  équation  une  suite  d'équations  ne  contenant  cha- 
cune pas  plus  de  trois  variables.  L'étude  de  ces  cas  fait  l'objet  du 
Chapitre  III. 

Au  Chapitre  I\  ,  on  aborde  les  nomogrammes  à  points  alignés. 
qui  constituent,  je  l'ai  dit,  l'invention  essentielle  de  M.  d'Ocagne. 
On  peut  les  obtenir  en  transformant  par  dualité  les  nomogrammes 
à  droites  concourantes.  Mais  il  est  bien  plus  avantageux  d'employer 
les  coordonnées  parallèles  (les  coordonnées  parallèles  d'une  droite 
sont  les  longueurs  qu'elle  intercepte  sur  deux  parallèles  fixes,  à 
partir  de  deux  origines).  Un  nomogramme  à  points  alignés  con- 
siste simplement,  dans  le  cas  de  trois  variables,  en  trois  courbes  ou 
échelles  cotées  en  zv  z2  et  -3.  Les  cotes  de  trois  points  en  ligne  droite 
satisfont  à  (2).  Il  convient  de  distinguer  les  nomogrammes  de 
genre  0.1,2  ou  3,  suivant  que  les  échelles  rectilignes  sont  en  nombre  3, 
2,  1  ou  o.  Les  nomogrammes  de  genre  zéro  sont  naturellement  les 
plus  faciles  à  construire. 

Toutes  les  relations  (2)  ne  sont  pas  représentables  de  cette  ma- 
nière, mais  beaucoup  le  sont.  Cela  tient  à  ce  que  la  relation  la  plus 
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générale  qui  puisse  être  traduite  par  un  nomogramme  à  aligne- 
ment est  de  la  forme 


/l(*l)       /*(*l)       /3(-Z3') 

/?,'   -i   I        ki\   Zg)       ^3(  23  ) 


=  o, 


où  n'interviennent  pas  moins  de  neuf  fonctions  arbitraires. 

La  méthode  s'étend  au  cas  de  plus  de  trois  variables,  par  l'em- 
ploi des  alignements  multiples  et  des  points  à  deux  cotes  (Chap.  V). 
C'est  d'ailleurs  l'introduction  des  points  à  deux  cotes  qui  a  permis, 
pour  la  première  fois,  de  représenter  directement  (sans  les  ramener  à 
des  suites  d'équations  à  trois  variables)  certaines  équations  à  plus  de 
trois  variables,  d'un  type  fréquent.  Comme  applications  intéres- 
santes, citons  la  résolution  des  équations  du  troisième  et  du  quatrième 
degré,  le  calcul  des  profils  de  remblai  et  de  déblai,  la  résolution  des 
triangles  sphériques,  la  préparation  du  tir  de  l'artillerie.  Signalons 
aussi,  à  titre  d'exemple  propre  à  mettre  en  valeur  la  puissance  de 
la  méthode,  la  formule  compliquée  qui  donne  Y  épaisseur  d'une 
pale  d'hélice  d'avion  vers  le  moyeu,  en  fonction  de  données  qui  sont 
la  densité  de  la  matière,  la  vitesse  périphérique,  etc.  (p.  3 12).  Cette 
formule  est 


*V£("3?)V* 


C'est  une  relation  entre  six  variables.  Elle  est  figurée  par  un 
nomogramme  à  triple  alignement,  avec  deux  échelles  rectilignes 
et  un  système  de  points  à  deux  cotes.  Il  va  sans  dire  que  le  prin- 
cipe des  abaques  cartésiens  ne  laisse  même  pas  entrevoir  la  possi- 
bilité de  représenter  une  telle  formule. 

Ces  applications  sont  traitées,  je  le  répète,  avec  le  souci  du  détail. 
Elles  doivent  être  étudiées  avec  soin,  parce  que  c'est  justement  le 
détail  qui  embarrasse  le  plus  souvent  le  débutant.  Il  importe  en 
particulier  qu'il  se  familiarise  avec  la  notion  de  module  (le  module 
correspondant  à  une  grandeur  est  la  longueur  du  segment  qui  repré- 
sente l'unité  de  cette  grandeur),  et  qu'il  apprenne  à  choisir  judi- 
cieusement ses  modules. 

On  étend  encore  le  champ  de  la  Nomographie  en  introduisant 
les  index  mobiles  (Chap.  VI)  dont  l'emploi  généralise  le  principe 
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de  l'alignement.  Soient  par  exemple  Clt  C2,  C3,  C.,  quatre  courbes 
(dires  en  zl5  z.>.  -3-  ",•  Pour  que  quatre  points  pris  sur  ces  courbes 
soient  sur  une  comité  l\  égale  à  une  courbe  donnée,  il  faul  que 
leurs  («îles  satisfassent  à  une  certaine  relation.  Pratiquement,  la 
courbe  V  sera  dessinée  sur  un  transparent  qu'on  déplacera  sur  le 
plan  où  sont  tracées  Cl5  C2,  C3  et  C4.  On  voit  la  généralité  de  ce 
principe.  T  peut  en  particulier  être  constituée  par  deux  droites 
parallèles,  par  deux  droites  perpendiculaires,  etc.  On  peut  aller 
encore  plus  loin  en  introduisant  des  systèmes  cotés  mobiles.  S'éle- 
vant  enfin  au  plus  haut  degré  de  généralité,  l'auteur  expose  la 
théorie  morphologique  qui  embrasse  tous  les  nomogrammes  pos- 
sibles et  permet  de  les  classer.  Sans  doute,  beaucoup  de  disposi- 
tions théoriques  ne  sont  pas  réalisables  ou  du  moins  n'ont  pas. 
encore  été  réalisées.  Mais  là  comme  ailleurs,  il  est  difficile  de  tracer 
la  limite  infranchissable  pour  le  praticien,  et  nul  ne  reprochera  à 
M.  d'Ocagne  d'avoir,  poussé  son  exploration  aussi  loin  que  pos- 
sible. 

Dans  cette  esquisse  du  beau  Livre  de  M.  d'Ocagne,  j'ai  dû  natu- 
rellement laisser  de  côté  bien  des  points,  par  exemple  l'applica- 
tion de  la  nomographie  à  la  représentation  des  fonctions  d'origine 
empirique,  les  méthodes  appliquées  àla  disjonction  des  variables,  etc. 
Signalons  seulement,  pour  terminer,  le  curieux  calendrier  perpétuel 
de  M.  A.  Crépin,  consistant  en  un  nomogramme  à  triple  aligne- 
ment. Il  montre  la  possibilité  d'appliquer  la  Nomographie  à  des 
questions  d'ordre  arithmétique,  puisque  la  recherche  du  jour  de  la 
semaine  correspondant  à  une  date  donnée  se  ramène  manifeste- 
ment à  la  recherche  d'un  reste  suivant  le  module  7. 

Raoul  Bricard. 
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MELANGES 


VUE  D'ENSEMBLE  SUR  LES  MACHINES  A  CALCULER  : 
Par  M.  Maurice  d'OCAGNE. 


Bibliographie. 

C.S.  —  Le  Calcul  simplifié  par  les  procédés  mécaniques  et  graphiques,  par 
M.  d'Ocagne  (Gauthier- Villars,  1893;  2e  édition,  1905). 

E.S.M.  —  Article  Calculs  numériques  de  Y  Encyclopédie  des  Sciences  mathé- 
matiques (Edition  française,  t.  I,  v.  IV,  p.  196).  Exposé  d'après  l'article 
allemand    de    R.    Mehmke,    par   M.    d'Ocagne  (Gauthier-Villars.  1969). 

CM.  —  Calcul  mécanique,  par  le  colonel  Jacob  (Ouvrage  faisant  partie  de  la 
Bibliothèque  de  Mathématiques  appliquées  de  V Encyclopédie  scientifique; 
Doin,  1900). 

B.S.E.  —  Xuméro  commémoralif  du  Centenaire  de  l'invention,  par  Thomas  de 
Calmar,  de  la  première  machine  à  calculer  industrielle  (Bulletin  de  la  Société 
d'Encouragement  pour  V Industrie  nationale,  t.  CXXXII,  n°  o,  septembre- 
octobre  1920). 

1.  Origine  du  calcul  mécanique.  —  Toute  application  des  mathé- 
matiques à  un  objet  pratique  aboutit,  en  dernière  analyse,  à  la 
détermination  de  certains  nombres  inconnus  au  moyen  d'autres 
nombres  donnés.  Cette  détermination  peut  toujours  s'effectuer 
par  les  procédés  ordinaires  du  calcul  numérique  qui  consistent 
uniquement,  on  voudra  bien  le  remarquer,  à  ramener  toute  déter- 
mination de  cet  ordre  à  une  suite  d'extraits  effectués  dans  des 
tables  préexistantes,  soit  qu'on  les  ait  apprises  par  cœur,  tomme 
les  classiques  tables  d'addition  et  de  multiplication,  limitées  aux 
neuf  premiers  nombres,  soit  qu'on  les  ait  sous  les  yeux,  comme  les 
tables  de  logarithmes  ou  de  telles  autres  fonctions  usuelles  que 
l'on  voudra.   Encore  convient-il  de  remarquer  que  ces  dernières 
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tables  n'ont,  somme  toute,  été  obtenues  que  par  une  succession 
d'emprunts  fails  aux  premières,  ce  qui  montre  bien  que  toute 
opération  de  calcul,  si  compliquée  qu'elle  puisse  apparaître,  se 
ramène,  île  proche  en  proelie.  au  seul  comptage  unité  par  unité, 
fondement  unique  de  tout  l'art  du  calcul.  Cette  simple  observation 
fait  apparaître,  dès  l'origine,  la  possibilité  de  ramener  l'exécution 
d'un  calcul  quelconque  à  un  procédé  purement  mécanique  dès 
que  l'on  saura  constituer  mécaniquement  un  simple  compteur. 
La  forme  embryonnaire,  en  quelque  sorte,  de  ces  compteurs  se 
reconnaît  dans  les  nombreuses  variétés  de  bouliers  employés  non 
seulement  par  les  peuples  de  l'antiquité,  mais  encore,  de  nos  jours, 
par  ceux  de  l'Extrême-Orient  où  se  rencontrent  des  individus 
capables  de  les  manœuvrer  avec  une  surprenante  dextérité 
(Stchoty  des  Russes,  Souan-pan  des  Chinois,  Soro-ban  des  Japo- 
nais). De  tels  instruments,  après  substitution  aux  boules  enfilées 
sur  des  axes  rigides,  de  certaines  glissières  chiffrées,  ont  pris,  dans 
les  temps  modernes,  la  forme  perfectionnée  de  divers  arithmo- 
graphes  tels  que  ceux  de  Troncet  et  de  Bollée.  Ces  instruments, 
qui  ne  sont  pas  des  machines,  au  sens  propre  du  mot.  parce 
qu'en  réalité  dépourvus  de  mécanisme,  de  même  que  les  ingé- 
nieuses réglettes  calculatrices  de  Genaille  et  Lucas,  restent  en 
dehors  du  sujet  que  nous  avons  à  traiter  ici,  limité  aux  véri- 
tables machines  à  calculer  (x). 

i1)  On  trouvera  quelques  indications  au  sujet  de  ces  instruments  dans 
notre  Ouvrage  C.S.  auquel,  d'une  manière  générale,  nous  renvoyons  le  lec- 
teur pour  les  détails  omis  dans  cet  article. 

Cet  Ouvrage  est  le  premier  dans  lequel  ait  été  tentée  une  étude  d  ensemble 
des  machines  à  calculer  groupées  en  une  classification  rationnelle.  Le  mode 
de  classification  qui  y  avait  été  adopté  a  été  maintenu,  à  quelques  variantes 
de  détail  près,  dans  Les  exposés  similaires  publiés  depuis  lors  (E.  S .  M.  ;  C  .M.). 

Nous  ajouterons  que  cette  publication  a  provoqué  de  la  part  de  nombre 
de  spécialistes  de  cette  branche  de  la  Mécanique  appliquée,  inventeurs  et 
constructeurs,  des  initiatives  qui.  pour  n'avoir  pas  été  concertées,  ne  s  en  sont 
pas  moins  trouvées  remarquablement  concordantes  pour  réunir  entre  nos 
mains,  sur  le  sujet,  une  documentation  d'une  très  grande  richesse.  Le  dépouil- 
lement méthodique  de  cette  belle  collection  de  documents  a  été  effectué,  à 
notre  incitation,  par  un  de  nos  élèves  de  l'École  Polytechnique.  M.  Jean 
Vèzes;  il  en  a  condensé  les  résultats  dans  un  travail  de  fond  que  nous  souhaitons 
de  voir  prochainement  mettre  au  jour  et  qui  constituera  la  source  la  plus  pré- 
cieuse de  renseignements  détaillés  sur  la  question.  • 
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2.  Machines  arithmétiques  et  machines  algébriques.  —  Mais  avant 
d'aborder  ce  sujet  nous  jetterons  un  regard  rapide  sur  les  grandes 
divisions  que  l'on  peut  établir  dans  l'ensemble  des  modes  usuels 
de  simplification  du  calcul. 

Tout  d'abord,  on  les  range  en  deux  grandes  familles' selon  qu'ils 
procèdent  de  la  méthode  graphique  ou  qu'ils  font  appel  au  secours 
d'organes  mécaniques. 

La  méthode  graphique  intervient  dans  la  science  du  calcul  sous 
deux  formes  essentiellement  distinctes  et  qu'il  convient  de  ne  pas 
confondre. 

D'une  part,  en  substituant  aux  nombres  soumis  au  calcul  des 
segments  de  droite  dont  ces  nombres  représentent  les  longueurs, 
avec  un  certain  choix  d'unité  de  longueur,  ou  module,  on  remplace 
l'opération  à  effectuer  sur  ces  nombres  par  une  construction  géo- 
métrique équivalente  exécutée  sur  ces  segments;  telle  est  l'essence 
du  calcul  graphique  proprement  dit,  ou  calcul  par  le  trait,  dont  la 
statique  graphique  peut  apparaître  comme  un  cas  particulier. 

D'autre  part,  en  faisant  correspondre  aux  nombres  qui  entrent 
dans  le  calcul  les  cotes  d'éléments  appartenant  à  certains  systèmes 
simplement  infinis,  cotés  sur  un  plan  au  moyen  des  valeurs  du 
paramètre  dont  ils  dépendent,  on  peut  représenter  le  lien  ana- 
lytique établi  entre  ces  nombres  par  une  certaine  relation  de  posi- 
tion simple  à  constater  entre  ces  éléments  cotés;  telle  est  l'essence 
du  calcul  nomographique,  pratiqué  au  moyen  de  ce  qu'on  appelle 
des  nomo grammes. 

Une  distinction  analogue  est  à  observer  dans  la  façon  de  réduire 
le  calcul  à  des  procédés  purement  mécaniques. 

Dans  une  première  catégorie  de  machines,  dites  arithmétiques, 
comprenant  la  généralité  de  celles  qui  sont  d'un  usage  courant  dans 
la  pratique,  les  nombres  soumis  au  calcul  sont  inscrits  chiffre  par 
chiffre  sur  certaines  parties  de  la  machine,  au  moyen  de  dispositifs 
spéciaux,  liés  mécaniquement  de  façon  à  faire  apparaître  égale- 
ment chiffre  par  chiffre,  sur  une  autre  partie  de  la  machine,  le 
résultat  de  l'opération  que  l'on  a  en  vue. 

Mais  clans  d'autres  machines,  dites  algébriques,  dont  la  première 
idée  (tout  au  moins  si  on  l'envisage  d'une  façon  systématique) 
appartient  au  savant  ingénieur  espagnol  Torres-Quevedo,  on  fait 
correspondre  aux  nombres  soumis  au  calcul  les  points  que  marquent 
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des  index  sur  certaines  échelles  graduées,  liées  mécaniquement 
entre  elles  de  façon  que  les  cotes  lues  ainsi  simultanémenl  sur  les 
■diverses   échelles  satisfassent  à   une   relation   analytique   voulue. 

11  saute  aux  yeux  que  les  machines  rentrant  dans  cette  seconde 
catégorie  jouent,  dans  l'ordre  du  calcul  mécanique,  un  rôle  tout  à 
fait  analogue  à  celui  des  nômogrammes  dans  l'ordre  du  calcul 
graphique;  C'est,  au  surplus,  M.  Torres-Quevedo  qui  a  lui-même 
fait  le  premier  cette  remarque  (x). 

Nous  allons  donner  successivement  un  coup  d'œil  aux  machines 
appartenant  à  l'une  et  à  l'autre  de  ces  catégories,  mais  sans  entrer, 
bien  entendu,  dans  aucun  des  détails  techniques  qui  ne  sont  de 
nature  à  intéresser  que  les  seuls  spécialistes. 

I.  —  Machines  arithmétiques. 

3.  Schéma  général  des  machines  arithmétiques.  —  Pour  rendre 
plus  claires  les  explications  qui  vont  suivre,  nous  commencerons 
par  tracer  une  sorte  de  schéma  général  des  machines  arithmé- 
tiques. 

L'organe  essentiel  de  toute  machine  de  ce  genre  est  ce  que  nous 
proposerons  d'appeler  le  chifjreur;  il  consiste  en  un  cylindre  circu- 
laire droit  mobile  autour  de  son  axe  et  portant  une  chifïraison 
de  o  à  9  disposée  régulièrement  le  long  d'un  cercle  tracé  soit  sur 
une  de  ses  bases,  soit  sur  sa  surface  latérale,  et  dont  un  seul  chiffre 
apparaît  à  la  fois  à  une  lucarne  pratiquée  à  cet  effet  dans  une  pla- 
tine fixe  sous  laquelle  tourne  le  cylindre. 

Il  arrive,  au  reste,  parfois  que  cette  chifïraison  de  o  à  9  se  répète 
plusieurs  fois  sur  le  pourtour  du  chiffreur. 

Si  le  chiffre  ri  se  trouve  tout  d'abord  dans  la  lucarne  et  que  l'on 
fasse  tourner  le  cylindre  d'une,  de  deux,  de  trois,  etc.  des  fractions 
de  tour  qui  correspondent  à  chaque  chiffre  (nous  dirons  plus  sim- 
plement d'une,  de  deux,  de  trois,  .  .  .  unités)  dans  le  sens  contraire  à 
celui  de  la  chifïraison,  le  chiffre  qui  apparaîtra  à  la  lucarne  sera 
le  chiffre  des  unités  de  n  +  1,  n  +  1,  n  +  3,  .... 

Supposons  de  tels  chilïreius  placés  les  uns  à  côté  des  autres  de 
façon  que  les  chiffres  lus  à  leurs  lucarnes  respectives  forment  par 


(M  Bull,  de  la  Soc.  math,  de  France,  t.  XXIX,  1901,  p.  161. 
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leur  ensemble  un  certain  nombre  écrit  dans  le  système  décimal. 
Ce  système  de  chiffreurs  constituera  alors  un  totalisateur. 

Si  les  chiffres  lus  respectivement  aux  lucarnes  des  unités,  des 
dizaines,  des  centaines,  etc.  sont  a„,  a*,  a2,  .  .  .,  ap,  on  se  trouve 
avoir  ainsi  inscrit,  en  numération  décimale,  le  nombre  figuré  par 


Si  l'on  fait  tourner  ensuite  les  chiffreurs  correspondants  respec- 
tivement de  b0,  bu  62,  .  .  ,,bp  unités,  les  nouveaux  chiffres  qui  se 
lisent  aux  lucarnes  sont  ceux  de  la  somme  des  nombres  ap  .  .  .  a2a1al} 
et  bp.  .  .b2b1  b0,  abstraction  faite  des  retenues.  Pour  tenir  compte 
de  celles-ci,  il  faut,  lorsque  sur  un  chiffreur,  on  a,  au  cours  de  cette 
opération,  franchi  l'intervalle  du  chiffre  9  au  chiffre  o  (ou,  si  l'on 
veut,  Yorigine  de  la  chiff raison),  faire  avancer  d'une  unité  le  chif- 
freur suivant  dans  l'ordre  décimal  ascendant. 

Deux  variantes  principales  sont  d'ailleurs  à  envisager  dans  la 
disposition  relative  des  chiffreurs  :  dans  l'une  d'elles,  ces  chiffreurs 
tournent  autour  d'axes  parallèles,  situés  dans  un  même  plan  ou 
sur  un  même  cylindre  de  révolution,  dans  l'autre,  ils  tournent 
individuellement  autour  du  même  axe. 

Dans  le  premier  cas.  où  le  totalisateur  peut  être  dit  mxdtiaxial, 
droit  ou  circulaire,  la  chiffraison  de  chaque  chiffreur  est  faite  soit 
sur  une  des  bases,  soit  sur  la  surface  latérale  du  cylindre  qui  le 
constitue,  maïs  avec  les  chiffres  inscrits  dans  le  sens  des  génératrices. 

Dans  le  second  cas,  où  le  totalisateur  peut  être  dit  uniaxiàl,  les 
chiffres,  inscrits  nécessairement  sur  la  surface  latérale  de  chaque 
cylindre,    sont    dirigés    perpendiculairement    aux    génératrices. 

Pour  que  l'appareil  soit,  à  proprement  parler,  une  machine,  il 
faut  que  le  report  des  retenues  s'effectue  automatiquement  sans 
que  l'opérateur  ait  à  y  porter  son  attention;  le  mécanisme  appro- 
prié, qui  doit  se  répéter  dans  chaque  intervalle  de  deux  chiffreurs 
consécutifs,  est  le  reporteur. 

L 11  totalisateur  n'est  mécaniquement  constitué  que  lorsqu'il 
comporte  de  tels  reporteurs. 

Pour  faire  tourner  rigoureusement  chaque  chiffreur  du  nombre 
d'unités  voulu,  on  a  recours  à  un  dispositif  spécial  adapté  à  chacun 
de  ces  chiffreurs  et  qui  peut  être  dit  son  actionneur.  Chacun  de 
ces  actionneurs  peut  être  mû  individuellement,  et,  de  fait,  il  en 
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est  ainsi  dans  nombre  de  machines,  celles  qui  sont  plus  particu- 
lièrement destinées  à  faire  les  additions;  mais  on  conçoil  égale- 
ment qu'une  fois  les  divers  actionneurs  disposés  en  vue  de  com- 
mander chacun  la  rotation  du  nombre  voulu  d'unités,  on  puisse 
les  faire  mouvoir  simultanément,  au  moyen  d'un  mécanisme 
unique  qui  est  dit  alors  l'entraîneur. 

Enfin,  si  l'on  veut,  à  la  fin  de  chaque  opération,  ramener  auto- 
matiquement tous  les  chifîreurs  à  o,  il  faut  munir  la  machine  d'un 
mécanisme  spécial  dit  effaceur. 

\.  Appropriation  aux  diverses  opérations  arithmétiques.  —  Nous 
n'avons  parlé  jusqu'ici  que  du  moyen  d'effectuer  les  additions. 
S'il  s'agit  de  faire  une  soustraction,  tout  ce  qui  vient  d'être  dit 
peut  subsister  à  la  seule  différence  près  que  la  rotation  de  chaque 
chiffreur  soit  de  même  sens  que  sa  chiffraison,  au  lieu  de  lui  être 
de  sens  contraire  comme  dans  le  cas  précédent. 

Pour  réaliser  cette  condition  en  conservant  la  machine  telle 
qu'elle  vient  d'être  décrite,  il  faut  changer  le  sens  de  la  chiffraison 
des  chifîreurs  tout  en  maintenant  celui  de  leur  rotation,  ou  vice  verso. 
Dans  la  première  hypothèse,  il  suffit,  à  la  première  chiffraison,  d'en 
accoler  une  seconde,  de  sens  contraire,  se  mouvant  sous  une  seconde 
lucarne  de  telle  sorte  que,  seules,  les  lucarnes  correspondant, 
pour  les  divers  chifîreurs,  soit  à  l'addition,  soit  à  la  soustraction. 
soient  simultanément  ouvertes  ou  fermées.  Dans  la  seconde  hypo- 
thèse, le  mécanisme  doit  être  combiné  de  telle  sorte  que  l'on 
puisse  renverser  le  sens  de  la  rotation  des  chiffreurs  sans  que  les 
reporteurs  cessent  de  fonctionner. 

Suivant  l'une  ou  l'autre  de  ces  hypothèses,  nous  dirons  que  les 
chiffreurs  ne  sont  pas  ou  sont  réversibles. 

11  y  a  d'ailleurs  un  moyen  bien  simple  de  ramener,  si  l'on  veut. 
toute  soustraction  à  une  addition,  grâce  à  l'emploi  du  nombre 
complémentaire  du  nombre  à  retrancher,  relativement  à  la  puis- 
sance 10"  qui  lui  est  immédiatement  supérieure,  grâce  à  la  formule 

a  —  b  =  (  a  —  1  o"  1  H-  (  1  o"  —  b  )  : 

les  nombres  a —  10"  et   10" —  b  se  forment,  en    effet,    mentale- 
ment sans  effort,  au  cours  même  de  leur  inscription  sur  fa  machine. 
La  multiplication  peut  être  effectuée  par  additions  répétées,  de 
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même  que  la  division  par  soustractions  répétées  jusqu'à  ce  que  le 
reste  devienne  inférieur  au  diviseur. 

Il  va  sans  dire,  d'ailleurs,  que  ces  répétitions  ne  se  font  pas 
toutes  à  partir  des  unités,  du  multiplicande  ou  du  dividende,  mais 
successivement  à  partir  de  ses  unités,  dizaines,  centaines,  etc.,  les 
nombres  de  fois  indiqués  par  les  chiffres  correspondants  du  mul- 
tiplicateur ou  du  diviseur. 

On  conçoit,  a  priori,  cpie,  pour  ces  diverses  répétitions,  l'emploi 
d'un  entraîneur  simplifie  grandement  l'opération  puisque,  dans 
chaque  position  relative  des  chifïreurs,  il  fait  fonctionner  à  la  fois 
tous  les  actionneurs  de  la  quantité  voulue.  On  verra  toutefois  plus 
loin,  que.  moyennant  certaines  conditions  parfois  remplies,  cette 
plus  grande  simplicité  de  manœuvre  ne  s'accompagne  pas  toujours 
d'une  plus  grande  rapidité. 

Grâce  aux  définitions  qui  viennent  d'être  données,  il  va  nous  être 
possible  de  donner,  en  quelques  mots,  une  idée  suffisamment  pré- 
cise des  diverses  variétés  de  machines  arithmétiques,  en  nous 
bornant,  au  reste,  pour  chacune  d'elles,  à  quelques  types  bien  carac- 
téristiques. 

A.  —  Machines  sans  entraîneur. 

5.  Totalisateur  multiaxial  à  actionneurs  simples.  —  C'est  à  ce 
type  qu'appartient  la  première  en  date  de  toutes  les  machines  à 
calculer  (abstraction  faite  des  instruments,  sans  mécanisme  pro- 


prement  dit,  rappelés   plus   haut),    celle   de  Biaise   Pascal,   dont 
l'invention  remonte  à  1642. 

Les  figures  1  et  1   bis  donnent  son  aspect  extérieur  et  une  vue 
horizontale  de  ses  organes  mécaniques.   L'actionneur  de  chaque 
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chill'reur  est  constitué  par  les  rais  mobiles  d'une  roue  à  jante  fixe 
portant  une  chiffraison  de  o  à  g,  el  munie  d'un  buttoii  sur  La  ligne 

de  séparation  des  cases  o  et  9  (fî°.  2). 


Fi?.   1  bis. 


Un  style  introduit  dans  la  case  correspondant  à  un  chiffre 
cpielconcpie  inscrit  sur  la  jante,  avec  lequel  on  pousse  le  rais  voisin, 
dans  le  sens  décroissant  de  la  chiffraison,  jusqu'au  buttoir,  fait 


tourner  le  système  des  rais  et.  par  suite,  le  cylindre  chiffreur  auquel 

il  est  invariablement  lié,  du  nombre  d'unités  marqué  par  ce  chiffre. 

Le  point  capital  de  l'invention   résidait   dans  le  dispositif  du 


uo  PREMIÈRE   PAKTIE. 

reporteur  dont  l'introduction  conférait  à  l'appareil  la  qualité  d'une 
véritable  machine. 

N'écrivant  pas  ici  pour  des  spécialistes  de  la  Mécanique  appliquée, 
nous  nous  contenterons  d'indiquer  en  gros  comment  était  cons- 
titué ce  reporteur  :  un  peu  avant  le  passage  au  buttoir  de  l'origine 
du  chifïreur  (point  de  séparation  du  9  et  du  o  sur  ce  chiffre ur),  le 
mouvement  du  cylindre  provoquait  la  montée,  autour  d'un  axe 
horizontal,  d'un  poids  qui,  déclenché  au  moment  précis  de  ce 
passage,  déterminait,  par  l'intermédiaire  d'un  cliquet  convena- 
blement placé,  une  avancée  d'une  unité  pour  le  chifïreur  immé- 
diatement voisin  à  gauche. 

Un  tel  reporteur  ne  pouvant  fonctionner  que  dans  un  seul  sens 
de  rotation  des  chiffreurs,  la  machine  de  Pascal  n'est  pas  réver- 
sible et  comporte  nécessairement,  par  suite,  deux  séries  de  lucarnes 
relatives  l'une  à  l'addition,  l'autre  à  la  soustraction,  dont  une  seule 
à  la  fois  peut  être  rendue  visible  au  moyen  d'un  écran  glissant  que 
l'on  distingue  sur  la  figure  1  où  il  laisse  à  découvert  les  lucarnes 
de  l'addition. 

Les  dispositions  auxquelles  s'était  arrêté  Pascal  ont  été  modifiées 
par  divers  chercheurs  :  Lépine  (1725),  Hillerin  de  Boistissandeau 
(17.30).  D'autres  dispositions  s'écartant  davantage  de  celles-ci, 
quoique  reposant  sur  la  même  idée  de  principe,  ont  été  imaginées 
par  Morland  (i663),  Poleni  (1709),  Gersten  (1735).  Ce  n'est  qu'en 
1841  que,  dans  l'additionneur  du  Dr  Roth,  la  conception  pre- 
mière de  Pascal  a  pris,  au  point  de  vue  pratique,  une  forme  vrai- 
ment satisfaisante;  les  chiffreurs,  constitués  par  de  simples  disques 
portant  leur  chiffraison  le  long  de  leur  bord,  permettaient  de 
réduire  sensiblement  les  dimensions  de  l'appareil;  mais  le  perfec- 
tionnement le  plus  sensible  au  point  de  vue  mécanique,  se  rencon- 
trait dans  le  reporteur  puisant  son  énergie  dans  la  tension  d'un 
ressort  armé  par  la  rotation  de  o  à  9  du  chifïreur  correspondant 
et  se  détendant  au  moment  du  passage  de  9  à  o;  de  plus,  grâce 
à  un  léger  décalage  de  chaque  chiffreur  par  rapport  au  précédent, 
les  divers  reporteurs  ne  fonctionnaient  plus  que  successivement, 
bien  qu'à  court  intervalle,  au  lieu  de  le  faire  simultanément, 
comme  dans  les  précédentes  machines  (  «  en  feu  de  file  »,  et  non 
«  en  feu  de  peloton  »  suivant  l'expression  de  l'inventeur  lui-même), 
ce  qui  avait  l'avantage  de  supprimer,  dans  le  jeu  de  la  machine, 
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certains  efforts  exagérés,  de  nature  à  le  rendre  assez  pénible,  sinon 
même  à  le  paralyser  totalement,  ce  qui  pouvait  arriver  notamment 
SÎ,  alors  que  îles  ehilïres  ij  étaient  inscrits  à  toutes  les  lucarnes,  on 
voulait  ajouter  une  seule  unité  au  nombre  ainsi  formé.  Tout  au 
contraire,  la  facilité  du  fonctionnement  de  l'additionneur  de  Roth 
a  permis  à  l'inventeur  de  fonder  précisément  sur  cette  opération 
un  moyen  de  remettre  rapidement  la  machine  à  zéro,  grâce  à  un 
bouton  placé  sur  le  côté  de  la  boite  qui.  lorsqu'on  le  tire,  et  quels 
que  soient  les  chiffres  d'abord  inscrits  dans  les  lucarnes,  fait  appa- 
raître dans  chacune  d'elles  le  chiffre  9. 

6.  Totalisateur  uniaxial  à  actiùnneurs  simples.  —  En  vue  de 
réduire  l'encombrement  de  la  machine,  il  est  clair  qu'on  devait 
avoir  avantage  à  recourir  à  un  totalisateur  uniaxial  dont  un  pre- 


3. 
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mier  exemple  a  été  fourni,  dès  i75o,  par  la  machine  de  J.-I.  Pereire. 
Dans  cette  machine,  les  chiffreurs  étaient  constitués  par  des  roues 
chiffrées  sur  la  périphérie  de  leur  jante  et  montées  sur  un  même 
axe:  à  côté  de  ces  chiffres,  chaque  roue  portait  autant  de  trous 
apparaissant  dans  une  rainure  correspondante  du  coffret  ren- 
fermant le  mécanisme,  dont  le  bord  était  également  chiffré;  une 
aiguille  introduite  dans  ces  trous  permettait  de  faire  tourner 
chaque  ehiffreur  du  nombre  d'unités  voulu. 

Mais,  comme  type  vraiment  perfectionné  de  totalisateur  uni- 
axial on  peut  citer  celui  de  Tchebichef  {fig.  3  et  3  bis),  dont  les 
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chiiïreurs  sont  des  tambours  montés  sur  un  même  axe  et  portant 
sur  leur  périphérie  la  chifîraison  de  o  à  9  trois  fois  répétée  ;  chacun 
d'eux  est  actionné  par  une  roue  motrice,  montée  sur  le  même  axe, 
qu'on  peut  faire  tourner  au  moyen  de  doigts  implantés  sur  sa 
tranche  correspondant  aux  chiffres  1,2,  .  .  . ,  9,  marqués  sur  l'enve- 
loppe cylindrique  de  l'appareil. 

La  principale  caractéristique  de  l'additionneur  de  Tehebichef 
réside  dans  le  fait  que  le  report  des  dizaines  s'y  effectue  de  façon 
continue,  chaque  reporteur  étant  constitué  par  un  train  épicy- 
cloïdal  de  raison  10   (visible   dans   certains   des  intervalles   entre 
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les  chifîreurs  successifs  sur  la  figure  3  bis  qui  représente  le  totali- 
sateur retiré  de  son  enveloppe). 

Un  tel  dispositif  pouvant  fonctionner  quel  que  soit  le  sens  de  la 
rotation,  on  voit  qu'à  l'encontre  de  tous  ceux  dont  il  a  été  question 
jusqu'ici  le  totalisateur  de  Tehebichef  est  réversible.  Toutefois, 
les  retenues  n'influant  que  graduellement  sur  la  position  des  chif- 
freurs  successifs,  cette  position  diffère  de  celle  qui  se  produirait 
dans  une  machine  à  report  discontinu;  mais,  l'écart  angulaire 
entre  ces  deux  positions  restant  plus  petit  qu'un  intervalle  uni- 
taire, il  suffit,  pour  permettre  la  lecture  voulue,  de  pratiquer,  dans 
l'enveloppe  du  totalisateur,  des  lucarnes  assez  grandes*  pour  qu'y 
paraissent  à  la  fois  deux  chiffres  consécutifs  de  chaque  ehiffreur; 
la  lecture  est  guidée,  entre  les  chiffres  qu'il  convient  de  retenir 
comme  figurant  au  résultat,  par  des  bandes  marquées  en  blanc 
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sur  la  périphérie  de  chaque  chiffreur  (fig.  3  bis),  qui  tiennent 
compte  des  écarts  angulaires  à  observer  dans  la  position  du 
chiffreur    suivant. 

Dans  le  calculateur  Burroughs,  le  report  des  retenues  par  train 
épieycloïdal  a  été  complété  par  un  ingénieux  dispositif,  fondé  sur 
l'intervention  d'une  came,  pour  que  l'avancée  d'une  unité  d'un 
chiffreur,  due  au  report  d'une  retenue,  n'ait  lieu  que  lors  du  pas- 
sage de  9  à  o  du  chiffreur  contigu  de  droite  et,  par  suite,  que  tous 
les  chiffres  du  résultat  se  montrent  exactement  alignés  comme  dans 
les  machines  précédentes.  Par  contre,  cette  transformation  prive 
le  totalisateur  de  l'avantage  d'être  réversible. 

7.  Actionneurs  à  touches.  —  Dans  tous  les  totalisateurs  jusqu'ici 
envisagés,  les  actionneurs  étaient  simples;  autrement  dit,  l'opéra- 
teur imprimait,  à  la  main,  la  rotation  voulue  à  chaque  chiffreur, 
l'amplitude  de  son  geste,  déterminée  au  moyen  d'une  chiffraison 
ad  hoc,  étant  simplement  limitée  par  le  heurt  contre  un  buttoir. 
Mais  on  conçoit  que  la  rotation  voulue  puisse  être  communiquée 
au  chiffreur  par  l'intermédiaire  d'un  mécanisme  commandé  par 
des  touches  correspondant  aux  différents  chiffres  à  faire  entrer 
dans  le  total.  On  pourrait  être  tenté  de  ne  voir  d'abord  là  qu'une 
sorte  de  complication  superflue  ;  mais  on  aperçoit  très  vite  le  grand 
bénéfice  à  retirer,  au  point  de  vue  du  fonctionnement  de  la  ma- 
chine, de  cette  plus  grande  complication  introduite  dans  sa  cons- 
truction. Alors  que  l'intervention  de  la  main  tout  entière  est  requise 
pour  la  mise  en  mouvement  de  chaque  chiffreur,  dans  le  cas  des 
actionneurs  simples,  il  suffit,  dans  le  second  cas,  pour  le  même 
objet,  d'un  seul  doigt  appuyé  sur  une  touche,  en  sorte  que,  pour 
l'introduction,  dans  le  total,  d'un  nombre  de  moins  de  dix  chiffres 
(et  il  est  rare  qu'en  pratique  on  atteigne  même  cette  limite),  tous 
les  chiffreurs  peuvent  être  mus  simultanément  par  une  pression  des 
doigts,  comme  le  sont,  sur  le  clavier  d'un  piano,  les  touches  répon- 
dant aux  notes  d'un  accord  donné.  Et  même,  par  extension  d'une 
forme  de  langage  courante  lorsqu'il  s'agit  du  jeu  d'un  piano,  on 
pourrait  dire  que  chaque  nombre  à  introduire  dans  la  somme  se 
trouve  ainsi  plaqué  d'un  seul  coup  sur  le  totalisateur. 

S'il  s'agit  d'effectuer  la  somme  d'une  longue  suite  de  nombres, 
le  gain  de  temps  ainsi  réalisé  saute  aux  yeux.  On  voit,  en  outre, 
Bull   des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  XLVI.  (Mars  1922.)  8 
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combien  se  trouve  facilitée  par  ce  moyen  l'exécution  des  multi- 
plications :  il  suffit  de  plaquer,  comme  il  vient  d'être  dit,  le  mul- 
tiplicande, à  partir  des  unités,  des  dizaines,  etc.,  respectivement 
les  nombres  de  fois  voulus  par  le  chiffre  des  unités,  le  chiffre  des 
dizaines,  etc.,  du  multiplicateur.  Ici  intervient  évidemment  l'habi- 
leté manuelle  de  l'opérateur  qui  doit  s'entraîner  à  jouer  de  son 
clavier  comme  un  pianiste  (plutôt  que  comme  un  dactylographe 
qui  n'agit  que  sur  une  touche  à  la  fois). 

Mais  une  fois  que,  grâce  à  un  entraînement  suffisant,  l'opérateur 
est  devenu  bien  maître  de  son  jeu,  il  peut  —  l'expérience  l'a  prouvé 
—  gagner  en  vitesse,  pour  l'exécution  des  multiplications,  les  ma- 
chines à  entraîneur  dont  nous  allons  parler  par  la  suite.  Celles-ci 
toutefois  conservent  l'avantage  de  n'exiger  qu'un  apprentissage 
réduit  au  minimum  de  la  part  de  celui  qui  veut  s'en  servir  et  d'être 
à  l'abri  des  «  fausses  notes  »  qui,  dans  le  cas  des  machines  à  touches, 
peuvent  échapper  à  un  exécutant  trop  fougueux. 

Quant  à  la  réalisation  du  mécanisme  d'un  tel  actionneur,  on 
peut  la  réduire  schéma tiquement  à  ce  qui  suit  :  les  touches  étagées 
en  colonne,  au  droit  de  chaque  chiffreur,  permettent  d'exercer  des 
pressions  en  divers  points  d'un  levier  portant  à  son  extrémité 
un  secteur  denté  engrenant  avec  une  roue  solidaire  du  chiffreur; 
suivant  le  point  où  ce  levier  est  pressé  par  l'abaissement  d'une 
touche,  la  course  du  secteur  denté  est  d'une,  deux,  .  .  .,  ou  neuf 
dents,  faisant  tourner  le  chiffreur  d'autant  d'unités.  Tel  est 
notamment,  du  moins  en.  gros,  le  dispositif  qui  se  rencontre  dans 
le  Comptometer  Felt  et  Tarrant  (fig.  /\). 

Les  machines  à  touches  sont  toujours  pourvues  d'un  effaceur 
qui,  d'un  seul  coup  de  levier,  opère  la  remise  à  zéro.  En  revanche, 
elles  n'offrent  souvent  pas  de  dispositif  spécial  pour  les  soustrac- 
tions; mais  elles  permettent  de  les  effectuer  par  l'addition  du 
complémentaire  du  nombre  à  retrancher,  ainsi  qu'on  l'a  vu  au  n°  4. 

R.  —  Machines  avec  entraîneur. 

8.  Pignon  à  dents  d'inégale  longueur.  —  On  a  déjà  fait  voir, 
au  n°  4,  l'intérêt  qu'il  y  a  à  munir  la  machine  d'un  entraîneur 
propre  à  imprimer  simultanément  aux  divers  chiffreurs  les  rota- 
tions voulues,  en  vue  de  faciliter  l'exécution  des  multiplications 
et  divisions. 
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Le  moyen  le  plus  anciennement  proposé  à  cet  efïet  est  celui  que 
Leibniz  avait  imaginé  des  16715  il  consiste  à  déterminer  la  rota- 
lion  de  chaque  çhiffreur  en  faisant  engrener  une  roue  solidaire  de 


son  axe  avec  un  pignon  muni  de  neuf  dents  dont  les  longueurs 
inégales    croissent    en    progression    arithmétique;    suivant    que, 
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grâce  à  un  dispositif  approprié,  la  mise  en  prise  de  la  roue  et  du 
pignon  se  fait  dans  la  partie  où  celui-ci  offre  une,  deux,  .  .  . ,  ou 
neuf  dents,  le  çhiffreur  avance  d'une,  deux,  .  .  .,  ou  neuf  unités. 
D'ailleurs,  un  arbre  de  couche  commandé  par  une  manivelle  com- 
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mimique  son  mouvement  de  rotation  à  tous  les  pignons,  chacun 
de  ceux-ci  faisant,  en  même  temps  que  lui,  un  tour  entier. 

Il  n'est  que  juste,  nous  le  répétons,  de  faire  honneur  de  la  pre- 
mière conception  de  cet  artifice  à  Leibniz;  mais,  aucun  des  deux 
modèles  dans  lesquels  l'illustre  géomètre  chercha  à  l'appliquer, 
en  1694  et  1706,  ne  put  se  prêter  à  un  fonctionnement  pratique. 
La  figure  5  montre  la  partie  essentielle  du  mécanisme  de  la  pre- 
mière machine  de  Leibniz,  encore  existante  à  la  Bibliothèque  de 
Hanovre;  la  seconde  a  disparu. 

L'idée  d'utiliser  le  pignon  à  neuf  dents  se  retrouve  dans  d'autres 

Fig.  6. 


essais  plus  ou  moins  perfectionnés  dus  au  curé  wurtembergeois 
M.  Hahn  (1774),  à  Lord  Mahon,  comte  de  Stanhope  (1775),  à 
l'officier  du  génie  hessois  J.-H.  Muller  (1784),  à  l'horloger  polo- 
nais A.  Stern  (i8i4)- 

Mais  ce  n'est  qu'en  1820  que  la  même  idée  s' offrant  à  l'esprit  du 
financier  Thomas,  de  Colmar  (qui,  très  vraisemblablement,  n'avait 
aucune  connaissance  des  essais  antérieurs),  donna  naissance  à 
Yarithmomètre,  aujourd'hui  classique,  qui  a  constitué  le  premier 
type  vraiment  industriel  de  machine  à  calculer  (-1)  (fig,  6).  Sans 

(x)  Le  centenaire  de  l'invention  de  l'arithmomètre  Thomas  a  été  digne- 
ment célébré  à  Paris,  en  juin  1920,  par  les  soins  de  la  Société  d'encouragement 
pour  l'Industrie  nationale  qui  a  organisé,  à  cette  occasion,  une  exposition 
rétrospective  et  actuelle  de  machines  à  calculer  et  une  série  de  conférences 
s'y  rapportant.  Le  texte  de  ces  conférences  a  été  réuni,  avec  toute  une  série 
de  documents  du  plus  haut  intérêt  relatifs  aux  machines  à  calculer  dans 
B.S.E.,  que  l'on  peut  regarder  comme  une  mine  d'utiles  renseignements, 
touchant  le  sujet.  On  y  trouve  notamment  les  rapports  rédigés,  à  diverses 
époques,  sur  l'arithmomètre  par  Francœur,  Hayem,  Benoît  et  le  général 
Sebert  (p.  660,  662,  687,  694). 
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entrer  dans  de  grands  détails  au  sujet  de  cette  machine,  nous  ne 
croyons  pourtant  pas  pouvoir  nous  dispenser  de  signaler  ici  ses 
principales  caractéristiques  qui  ont  inspiré  nombre  de  disposi- 
tions analogues,  plus  ou  moins  perfectionnées,  dans  les  machines 
construites  ultérieurement. 

Pour  établir  la  mise  en  prise  de  la  roue  dentée,  solidaire  du 
chifîreur,  et  du  pignon  à  dents  d'inégale  longueur,  au  point  voulu, 
cette  roue  dentée  peut  être  déplacée  le  long  d'un  arbre  à  section 
carrée  qui  transmet  sa  rotation  au  chifîreur.  Un  bouton  solidaire  de 
cette  roue  glisse  dans  une  rainure  portant  une  chifïraison  de  o 
à  9  telle  qu'à  la  hauteur  du  chiffre  n  la  mise  en  prise  ait  lieu  avec 
n  dents  du  pignon.  Il  suffit  donc,  en  déplaçant  les  boutons  dans 
leurs  rainures  (visibles  sur  la  figure  6),  de  leur  faire  marquer  les 
chiffres  successifs  d'un  nombre  pour  qu'un  tour  de  la  manivelle 
(placée  à  la  droite  des  rainures)  fasse  entrer  (moyennent  le  jeu  des 
reporteurs)  ce  nombre  dans  le  total.  Par  suite,  en  donnant  m  tours 
de  manivelle,  on  fait  apparaître  dans  les  lucarnes  du  résultat  le 
produit  du  nombre  inscrit  par  m. 

Il  convient  d'ajouter  que  les  neuf  dents  de  chaque  pignon 
n'occupent  qu'une  partie  (la  moitié  environ)  de  sa  périphérie.  Cela 
permet,  en  faisant  agir  le  reporteur  pendant  la  période  correspon- 
dant au  passage  de  la  partie  non  dentée,  et  donnant  à  celle-ci  un 
léger  décalage  d'un  pignon  au  suivant,  de  réaliser  le  report  en  feu 
de  file  des  retenues,  comme  dans  l'additionneur  de  Roth. 

Pour  que  l'on  puisse  effectuer  une  multiplication  par  un  nombre 
de  plusieurs  chiffres  sans  avoir  à  donner  autant  de  tours  de  mani- 
velle qu'il  y  a  d'unités  dans  ce  nombre,  le  totalisateur  à  disques, 
multiaxial,  est  fixé  à  une  platine  qui  peut  recevoir,  par  rapport 
à  la  partie  fixe  de  la  machine,  des  déplacements  successifs  égaux  à 
l'intervalle  des  chiffreurs.  Cela  permet,  à  partir  de  chaque  ordre 
décimal,  de  faire  entrer  le  multiplicande  dans  le  totalisateur  autant 
de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  chiffre  correspondant  du  multipli- 
cateur, et,  partant,  de  ne  donner  en  tout  qu'un  nombre  de  tours  de 
manivelle  égal  à  la  somme  des  chiffres  du  multiplicateur.  Pour  mul- 
tiplier, par  exemple,  le  nombre  inscrit- sur  la  platine  fixe  par  365, 
on  aura  à  donner  i4  tours  de  manivelle  en  tout  au  lieu  des  365  qui 
eussent  été  nécessaires  si  le  totalisateur  avait  été  lui-même  fixe  par 
rapport  à  cette  platine. 
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La  platine  mobile  est  d'ailleurs  percée  d'un  second  rang  de 
lucarnes,  plus  petites  que  celles  où  se  lit  le  résultat,  où,  pour  chaque 
ordre  décimal,  un  compteur  spécial  enregistre  le  nombre  de  tours  de 
la  manivelle,  et,  par  suite,  dans  lesquelles,  à  titre  de  contrôle,  doit 
se  lire  le  multiplicateur  à  la  fin  de  l'opération. 

Pour  que  le  jeu  d'abord  additif  de  la  machine  devienne  sous- 
tractif,  il  sullit  de  renverser  le  sens  de  la  rotation  des  chiffreurs; 
à  cet  effet,  un  manchon  glissant  sur  chaque  axe  carré  porte  deux 
pignons  d'angle  de  sens  contraire  et  la  simple  manœuvre  d'un 
levier  visible  à  la  gauche  des  rainures  chiffrées  de  la  platine  fixe 
(fig.  6)  met  tantôt  l'un  et  tantôt  l'autre  en  prise  avec  le  pignon  qui 
entraîne  la  rotation  du  chilfreur  correspondant.  Il  va  sans  dire 
qu'en  ce  cas  le  compteur  des  nombres  de  tours  de  la  manivelle  fait 
apparaître  le  quotient  et  que  le  résidu  final  dans  les  lucarnes  du 
totalisateur,  où  avait  été  d'abord  inscrit  le  dividende,  après  que 
pour  chaque  ordre  décimal  on  a  retranché  le  diviseur  autant  de 
fois  qu'il  a  été  possible,  est  précisément  le  reste. 

Quant  à  l'effaceur,  il  est  très  simplement  constitué  par  une  cré- 
maillère qui  se  met  en  prise  avec  des  pignons,  concentriques  aux 
disques  chiffreurs,  lorsque  la  platine  mobile  est  légèrement  sou- 
levée; chacun  de  ces  pignons  a  neuf  dents  pleines  correspondant 
aux  chiffres  de  i  à  9  et  une  dent  manquant  au  droit  du  o.  Dès  lors, 
la  crémaillère  tirée  dans  le  sens  de  sa  longueur  fait  tourner  chaque 
disque  chiffreur  jusqu'au  moment  où  son  o  se  trouve  dans  la  lucarne 
correspondante. 

Enfin  un  dispositif  spécial,  dit  croix  de  Malte,  analogue  à  celui 
qui  est  employé  en  horlogerie  sous  le  même  nom,  empêche  les 
organes  en  rotation  d'être  entraînés  par  leur  inertie  au  delà  de  la 
position  où  ils  doivent  s'arrêter,  en  les  immobilisant  dans  cette 
position,  au  moment  précis  où  elle  est  atteinte,  par  la  pression 
d'une  pièce  rigide  convenablement  disposée. 

L'arithmomètre  Thomas  a  été  le  prototype  de  toute  une  série 
de  machines  réalisant  diverses  améliorations,  dans  le  détail 
desquelles  nous  ne  saurions  entrer  ici.  Nous  nous  contenterons  de 
mentionner  rapidement  quelques-unes  d'entre  elles  se  distinguant 
plus  spécialement  par  quelque  intéressante  particularité. 

En  premier  lieu,  nous  citerons  l'arithmomètre  de  Maurel,  dit 
arithmaurel  (fig.  7)  remontant  à  l'année  1849,  perfectionné  depuis 
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lors  par  Jàyet,  dans  lequel  le  totalisateur,  multiaxial,  esl  circu- 
laire, ce  qui  permel  de  commander  ions  les  chiffreurs  à  l'aide  d'un 
seul  pignon  central  à  neuf  dents  d'inégale  longueur.  Cette  machine 
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est  pourvue  d'un  mécanisme  délicat,  tel  que  ceux  de  l'horlogerie, 
grâce  auquel  la  manœuvra  est  réduite  à  une  extrême  simplicité. 
Les  divers  chiffres  du  multiplicande  étant  inscrits  au  moyen  des 
âges  graduées  visibles  à  la  partie  supérieure  de  la  machine,  il 
suffit  de  marquer,  à  l'aide  des  aiguilles  mobiles  sur  les  cadrans  que 
l'on  voit  au-dessous,  les  chiffres  du  multiplicateur  pour  que  ceux 
du  produit  apparaissent  aux  lucarnes  disposées  à  cet  effet.  On  peut 
dire,  en  somme,  que  la  seule  inscription  du  multiplicande  et  du 
multiplicateur  suffit  pour  former  le  produit.  Mais  la  délicatesse 
même  du  mécanisme  le  rend  assez  fragile  et  peu  propre  à  se  prêter 
à  un  usage  industriel. 

L'utilisation  d'un  seul  pignon  central  à  neuf  dents  se  retrouve 
encore,  sous  une  forme  des  plus  ingénieuses,  dans  la  machine  de 
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Tchebichef  qui  date  de  1882.  On  a  vu  plus  haut  (n°  6)  comment 
est  constitué  le  totalisateur  de  cette  machine,  qui  peut,  au  reste, 
être  employé  séparément,  ainsi  qu'on  l'a  indiqué.  Pour  le  rendre 
propre  à  l'exécution  rapide  des  multiplications  et  divisions, 
l'illustre  inventeur  l'a  complété  par  un  entraîneur  amovible,  qui 
s'y  adapte  très  aisément  au  moment  où  besoin  est  {fi g.  8).  Grâce 
à  un  mécanisme  dont  le  détail  ne  serait  pas  ici  à  sa  place  (1),  il 
suffit,  une  fois  le  multiplicateur  inscrit  au  moyen  des  boutons 
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mobiles  dans  les  rainures  chiffrées  circulaires  du  cylindre  avant, 
et  le  multiplicande  au  moyen  des  boutons  mobiles  dans  les  rai- 
nures chiffrées  rectilignes  du  cylindre  arrière,  de  tourner  la  mani- 
velle M  jusqu'à  ce  que  ces  derniers  boutons  soient  tous  revenus  à  o  ; 
à  ce  moment,  le  produit  se  lit  dans  les  lucarnes  du  totalisateur. 
En  donnant  à  l'arithmomètre  une  forme  pleinement  circulaire, 


(x)  Ce  mécanisme  est  complètement  décrit  dans  la  note  annexe  I,  de 
C.  S.  (2e  édition),  dont  nous  avons  recueilli  les  éléments  de  la  bouche 
même  de  Tchebichef  peu  de  mois  avant  sa  mort.  Le  grand  géomètre  russe, 
venu  pour  la  dernière  fois  à  Paris,  avait  bien  voulu  faire  démonter  entièrement 
et  remonter  sous  nos  yeux  l'unique  exemplaire  existant  de  sa  machine,  dont 
il  a  fait  don  à  notre  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers.  C'est  cette  circons- 
tance qui  nous  a  permis  d'analyser  en  détail  ce  qu'on  peut  appeler  Y  «  ana- 
tomie  »  de  la  machine. 
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l'inventeur  anglais  J.  Edmonclson  a  permis  de  prolonger  indéfini- 
ment, si  on  le  veut,  une  division  qui  ne  se  fait  pas  exactement. 

Parmi  les  plus  récentes  machines  dérivées  de  l'arithmomètre 
Thomas,  nous  mentionnerons  :  la  machine  Unitas  dans  laquelle 
un  second  totalisateur  permet  d'obtenir  la  somme  générale  de  tous 
les  produits  formés  successivement  sur  le  premier  totalisateur; 
la  Calculatrice  Fournier  munie    d'une    manivelle    multiplicatricc 
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dont  chaque  neuvième  de  tour  fait  effectuer  un  tour  complet  aux 
pignons  de  l'entraîneur,  en  sorte  qu'une  rotation  unique,  de  plus 
ou  moins  d'amplitude,  de  cette  manivelle  suffît  pour  chaque  ordre 
décimal  du  multiplicateur  (par  exemple,  5  neuvièmes  de  tour,  puis 
6  neuvièmes,  puis  3  neuvièmes  pour  une  multiplication  par  365); 
enfin  la  machine  Madas  comportant  nombre  de  perfectionnements 
de  détail  et  notamment  un  dispositif  limitant  automatiquement 
les  opérations  soustractives  à  ce  qu'autorisent  les  possibilités 
arithmétiques,  de  façon  à  rendre  le  jeu  de  la  machine  absolument 
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indépendant,  pour  l'exécution   des   divisions,   de  l'attention  qu'y 
peut  porter  l'opérateur. 

9.  Pignon  à   nombre  variable  de  dents.  —  Pour  imprimer  aux 
ehiffreurs  les  rotations  partielles  voulues,  il  faut,  comme  on  vient 
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de  le  voir,  limiter  le  nombre  des  dents  des  pignons  de  l'entraîneur 
venant  en  prise  avec  les  roues  dentées  commandant  la  rotation  des 
axes  des  chiiïreurs.  Dans  la  solution  précédenlje  ce  nombre  de  dents 
variait  d'une  tranche  à  l'autre  du  cylindre  constituant  le  corps  du 
pignon.  Pour  pouvoir  réduire  ce  cylindre  à  une  seule  tranche  assez 


mince,  il  faut  avoir  le  moyen  de  faire  saillir  sur  la  périphérie  de 
celle-ci  un  nombre  variable  de  dents. 

L'idée  d'une  telle  solution,  qui  s'était  offerte  dès  1709  à  Poleni, 
semble  avoir  été  effectivement  appliquée  pour  la  première  fois, 
en  1841,  par  le  Dr  Roth  dans  sa  machine  circulaire  (fig.  9)  où  il 
l'a  ingénieusement  réalisée  de  la  manière  suivante  :  chaque  pignon 
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de  l'entraîneur  est  muni  de  dents  mobiles  dans  des  entailles  rayon- 
nantes (fig.  10)  ci  portant  chacune  un  ardillon  faisant  saillie  sur 
une  face  latérale  du  pignon  e1  qu'un  ressort  h-ml  à  repousser  cons- 
tamment vers   le  centre.    IH   excentrique,  en  appuyanl    sur   ces 

ardillons  de  façon  à  vaincre  la  pression  des  ressorts,  les  éloigne 
du  centre  d'une  quantité  suffisante  pour  faire  saillir  les  dénis  qui 
en  sont  solidaires. 

Vers  l'année  187.J.  l'inventeur  russe  Odhner  a  imaginé  un  type  de 
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pignon  à  nombre  variable  de  dents  bien  plus  robuste:  pour  cela  il  a 
déterminé  le  déplacement  des  dents  dans  les  entailles  rayonnantes, 
non  plus  en  soumettant  les  ardillons,  fixés  à  ces  dents  et  retenus 
par  des  ressorts,  à  la  pression  d'une  came,  mais  en  les  engageant 
dans  une  rainure  circulaire  composée  de  deux  parties  d'inégal 
rayon  (fig.  n).  Une  rotation  de  la  partie  extérieure  du  pignon, 
comprenant  cette  rainure,  par  rapport  à  la  partie  centrale,  déter- 
minée au  moyen  'd'un  doigt  fixé  sur  la  tranche  de  cette  partie 
extérieure,  suffit  dès  lors  pour  faire  saillir  le  nombre  voulu  de 
dents.  Grâce  au  bien  moindre  encombrement  des  pignons  ainsi 
constitués,  Odhner  a  pu  adapter  un  entraîneur  à  un  totalisateur 
uniaxial  et  a  fixé  ainsi  un  type  de  machine  dont  divers  construc- 
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teurs  ont  imaginé  de  nouvelles  variantes  en  y  introduisant  certains 
perfectionnements  de  détail;  au  nombre  de  ces  variantes,  nous 
citerons  la  Dactyle,  de  la  maison  Château  (fig.  12),  qui  est  la  plus 
répandue  en  Franoe. 

Une  machine  se  rattachant  au  genre  Odhner  a  été  pourvue  d'un 
mécanisme  qui  la  rend  imprimante;  c'est  YArithmotyp  Erinks 
dans  lequel  des  secteurs  à  caractères  d'imprimerie,  commandés 
par  certains  secteurs  dentés,  amènent,  sur  une  ligne  horizontale 
déterminée,  en  face  d'un  rouleau  de  papier,  les  chiffres  mêmes  du 
produit  inscrit  sur  la  machine.  Le  rouleau  s'appuie  au  moment 
voulu  sur  ces  chiffres,  avec  interposition  d'un  ruban  encreur. 

10.  Autres  types  d'entraîneur.  —  Aux  deux  types  d'entraîneur 
auxquels  sont  consacrés  les  nos  8  et  9,  et  qui  sont,  peut-on  dire,  les 

9 
Fig.  .3. 


plus  classiques,  sont  venus  s'en  ajouter,  dans  la  période  moderne, 
quelques  autres  aujourd'hui  assez  répandus,  et,  plus  particulière- 
ment, ceux  qui,  fondés  sur  l'emploi  soit  d'un  secteur  denté,  soit 
d'une  crémaillère,  ont  été  introduits  dans  les  machines  à  touches. 
Sans  entrer  dans  aucun  détail  à  ce  sujet  - — ■  ce  qui  nous  entraî- 
nerait à  des  développements  trop  considérables  ■ — ■  on  peut,  en 
gros,  expliquer  le  fonctionnement  de  ces  entraîneurs  comme  suit  : 
un  bras,  entraînant  le  secteur  denté,  est  terminé  par  une  butée  qui, 
en  venant  s'appliquer  contre  une  butée  fixe,  arrête  son  mouvement 
après  qu'il  a  fait  tourner  le  secteur,  et,  par  suite,  le  chifîreur,  du 
nombre  de  dents  voulu.  Il  y  a  pour  cela  neuf  butées  fixes,  corres- 
pondant aux  rotations  de  une  à  neuf  dents;  la  pression  exercée 
sur  une  touche  fait  saillir  chaque  butée  fixe  et  détermine  ainsi  la 
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limitation  du  déplacement  du  bras,  correspondant  à  une  rotation 
du  chiiïreur  d'autant  d'unités  qu'il  en  est  indiqué  par  le  chiffre 
inscrit  sur  la  touche. 

Le  cas  de  la  crémaillère  n'est,  théoriquement  au  moins,  que  la 
limite  de  celui  du  secteur,  lorsque  le  rayon  de  celui-ci  devient  infini. 

Les  machines  à  touches  à  entraîneur,  telles  que  celles  de  Felt, 
Burroughs  (fig.  i3),  Ellis.  etc.,  sont,  en  outre,  généralement  pour- 
vues d'un  dispositif  les  rendant  imprimantes. 

La  combinaison  d'additionneurs  imprimants  à  touches,  avec 
des  enclenchements  se  prêtant  à  certains  contrôles,  a  donné  nais- 
sance, entre  les  mains  des  frères  Patterson,  à  des  machines,  dites 
caisses  enregistreuses,  capables  d'assurer  tous  les  besoins  de  la 
comptabilité  des  maisons  de  commerce. 

11.  Machines  multipliantes.  —  Dans  les  machines  précédentes, 
les  multiplications  ou  divisions  se  font  par  additions  ou  soustrac- 
tions répétées,  chaque  répétition  exigeant  un  tour  de  la  manivelle 
de  l'entraîneur  (sauf,  comme  on  l'a  vu,  pour  la  calculatrice  Four- 
nier,  dans  laquelle  chaque  mouvement  complet  de  l'entraîneur 
est  déterminé  non  par  un  tour  complet,  mais  par  un  neuvième 
de  tour  de  la  manivelle).  Pour  éviter  ces  répétitions,  il  faut  faire 
usage  de  la  table  de  Pythagore.  La  question  se  posait  donc  de 
combiner  une  machine  qui  appliquât  les  données  de  cette  table 
comme  nous  le  faisons  nous-mêmes  lorsque  nous  opérons  la  plume 
à  la  main.  Chose  curieuse,  une  telle  machine  a  été  construite  pour 
la  première  fois,  et  avec  les  dispositions  les  plus  ingénieuses,  par 
un  jeune  inventeur  de  18  ans.  l'âge  qu'avait  Pascal  lorsqu'il  ima- 
gina son  additionneur  (1).  Ce  jeune  inventeur  était  Léon  Bollée 

(l)  Une  obligeante  communication  du  célèbre  inventeur  américain  D.-E. 
Felt  nous  a  appris  qu'un  de  ses  compatriotes,  E.-D.  Barbour,  a  fait  breveter, 
dès  1872,  un  projet  de  machine  procédant  directement  à  la  multiplication  en 
appliquant  la  table  de  Pythagore.  Mais,  cette  machine,  qui  ne  semble,  au 
reste,  avoir  jamais  été  construite  (d'après  l'enquête  à  laquelle  M.  Felt  lui- 
même  a  bien  voulu  se  livrer  à  notre  demande),  présentait  des  dispositions 
toutes  différentes  de  celles  qui  se  rencontrent  dans  la  machine  de  Bollée.  Elle 
était,  d'ailleurs,  restée  profondément  ignorée,  l'exhumation  de  son  brevet 
par  M.  Felt  ayant  produit  sur  tous  les  spécialistes  qui  en  ont  eu  connaissance 
l'effet  d'une  sorte  de  découverte.  Il  est  bien  inutile  d'ajouter  que  le  tout  jeune 
homme  qu'était  Léon  Bollée,  lors  de  son  invention,  n'avait  pu  en  avoir  aucune 
espèce  d'idée. 
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qui  a,  depuis  lors,  pris  une  part  si  importante  à  la  création  et  au 
développement  de  l'automobile.  Sa  machine  (fig.  j4)  a  été  pro- 
duite, pour  la  première  fois,  devant  le  public  à  l'Exposition  uni- 
verselle de  1889.  - 

Dans  cette  machine  (x)  les  chifïreurs  reçoivent  leur  mouvement 
de  crémaillères  dont  les  déplacements  sont  commandés  par  des 
tiges  implantées  sur  des  plaques  où  elles  constituent,  en  quelque 
sorte,  une  représentation  matérielle  de  la  table  de  Pythagore,  et 
qui,    amenées    dans    le    prolongement    de    ces    crémaillères,    leur 
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impriment  les  déplacements  requis  pour  que  les  chifïreurs  tournent 
du  nombre  d'unités  voulu.  Tout  comme  la  table  de  Pythagore 
classique,  chacune  de  ces  plaques  (fig.  i5)  comprend  neuf  lignes  et 
neuf  colonnes  ;  à  l'intersection  de  chaque  ligne  et  de  chaque  colonne, 
le  produit  qui  serait  inscrit  numériquement  sur  la  table  de  Pytha- 
gore est  représenté  par  deux  tiges,  implantées  normalement  à  la 
plaque,  dont  les  longueurs  sont  respectivement  égales  à  autant 
de  fois  le  pas  des  crémaillères  que  le  marquent  le  chiffre  des  dizaines 
et  le  chiffre  des  unités  de  ce  produit.  Si  donc,  la  plaque  placée 
horizontalement  est  soulevée  verticalement  d'une  quantité  égale 
à  neuf  pas  des  crémaillères,  chacune  de  celles-ci  avance  d'autant 
de  pas  qu'en  contient  la  tige  qui  se  trouve  dans  son  prolongement. 
Par  exemple,  à  l'intersection  de  la  ligne  7  et  de  la  colonne  8  se 


(*)  Pour  plus  de  détails,  voir  le  Rapport  du  général  Sebert,  dans  B.S.E., 
p.  732. 
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trouvent  deux  tiges  île  longueurs  5  el  6;  dès  lors,  les  crémaillères 
sous  lesquelles  seront  placées  ces  tiges  seront  soulevées  l'une  de 
cinq,  l'autre  de  six  pas,  el  si  ces  crémaillères  commandent  deux 
chiifreurs  consécutifs  elles  feront  tourner  ceux-ci  respecth  emenl 
de  cinq  et  de  six  unités. 

Or,  un  chariot  mobile  (fig.  i4)  entraîne  un  certain  nombre  de  ces 
plaques  calculatrices  disposées  de  telle  sorte  que,  dans  chacune 
tles  positions  d'arrêt  de  ce  chariot,  chaque  plaque  occupe  l'inter- 
valle de  deux  chiffreurs  consécutifs.  On  amène  individuellement 
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la  ligne  voulue  de  chaque  plaque  dans  le  plan  des  crémaillères, 
au  moyen  des  boutons  mobiles  dans  les  rainures  chiffrées  de 
l'entraîneur,  absolument  comme  dans  le  cas  de  1  arithmomètre. 
Puis,  pour  amener  la  colonne  voulue  de  chaque  plaque  sous  les 
crémaillères,  on  se  sert  d'une  manette  avec  laquelle  il  suffit  de 
marquer  sur  le  cadran  auquel  elle  est  adaptée  le  chiffre  corres- 
pondant du  multiplicateur.  Les  plaques  calculatrices  étant  ainsi 
mises  en  placé,  un  seul  tour  de  la  manivelle  placée  sur  le  côté 
de  la  machine  fait  passer  sur  le  totalisateur  le  produit  partiel  du 
multiplicande  par  le  chiffre  correspondant  du  multiplicateur, 
formé,  comme  on  voit,  au  moyen  de  la  table  de  Pythagore. 

Reprenons  l'exemple  déjà  envisagé  plusieurs  fois  de  la  multipli- 
cation par  365.  La  machine  étant  à  zéro  et  le  chariot  dans  sa 
position  initiale,  on  amène,  de  la  main  droite,  la  manette  sur  le 
chiffre  3,  et  l'on  fait  faire  de  la  main  gauche  un  tour  à  la  mani- 
velle, puis  ayant  fait  achever  à  la  manette  son  premier  tour,  on 
l'amène  sur  le  chiffre  6,  et  l'on  donne  encore  un  tour  de  manivelle: 
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enfin,  le  second  tour  étant  achevé,  on  arrête  la  manette  sur  le 
chiffre  5  et  l'on  donne  un  dernier  tour  de  manivelle.  En  tout,  par 
conséquent,  un  nombre  de  tours  de  manivelle  égal  à  celui  des 
chiffres  du  multiplicateur,  au  lieu  de  l'être  à  la  somme 
de  ces  chiffres  comme  avec  les  précédentes  machines.  Dans 
l'exemple  choisi,  trois  tours  de  manivelle  en  tout,  au  lieu 
de  3  +  6  +  5  =  i4  tours. 

On  voit  que  si  la  manette  est  fixée  sur  le  chiffre  i  du  cadran,  la 
machine  fonctionne  comme  un  additionneur. 

Le  changement  de  sens  de  la  marche  de  la  machine  (pour  passer 
des  opérations  additives  aux  soustractives)  qui  s'obtient  au  moyen 

Fig.  16. 


d'un  levier,  la  remise  à  zéro  commandée  par  les  poignées  que  l'on 
voit  paraître  au-dessus  de  la  machine,  ingénieusement  combinées, 
rentrent  dans  la  catégorie  des  détails  mécaniques  sur  lesquels 
nous  n'insistons  pas  ici. 

Ajoutons  toutefois  qu'en  1893,  Léon  Bollée  a  construit  un  nou- 
veau modèle  de  sa  machine,  pourvu  de  perfectionnements  du  plus 
haut  intérêt,  et  notamment  d'un  système  général  d'enclenche- 
ments disposé  de  telle  sorte,  dit  le  général  Sebert  «  que  la  machine 
refuse  absolument  de  faire  un  calcul  impossible  ou  faux,  même  si 
l'opérateur  le  cherche.  Il  est  également  impossible  de  faire  une  fausse 
manœuvre,  l'appareil  d'enrayage  ne  permettant  de  procéder  que 
méthodiquement,  tout  en  laissant  entière  latitude  pour  effectuer 
tous  les  calculs  qui  ne  sont  pas  contraires  à  la  théorie  ».  Ces 
enclenchements  permettent  de  rendre  tout  à  fait  automatique 
l'exécution  des  divisions  et  des  racines  carrées. 

Un  inventeur  d'un  sérieux  mérite,  quoique  simple  amateur, 
M.  Malassis,  a  très  ingénieusement  utilisé  les  tiges  calculatrices  de 
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Bollée  en  les  implantant  normalement  à  un  noyau  cylindrique 
pouvant  être  déplacé  à  la  fois  autour  de  son  axe  (suivant  le  chiffre 
du  multiplicande)  et  dans  le  sens  de  cet  axe  (suivant  l'ordre  décimal 
de  ce  chiffre).  Les  tiges,  en  appuyant  sur  des  crémaillères  portées 
par  un  chariot  mobile,  font  tourner  les  chiffreurs  du  nombre 
d'unités  voulu.  Pour  le  report  des  retenues,  l'inventeur  a  imaginé 
un  dispositif  nouveau  et  fort  ingénieux.  Il  n'existe  malheureuse- 
ment jusqu'ici  de  cette  machine,  pourtant  très  digne  d'attention, 
qu'un  modèle  en  bois  construit  des  mains  de  l'inventeur. 

L'idée  primitive  de  Bollée  a  été  reprise  et  mise  en  œuvre  d'une 
façon  nouvelle  et  ingénieuse,  en  1892,  par  0.  Steiger  dans  une  ma- 
chine, dite  Millionnaire,  où  les  plaques  précédentes  sont  remplacées 
par  des  disques  accouplés,  entaillés,  dans  dix  secteurs  successifs, 
à  des  profondeurs  représentant,  en  dixièmes  du  rayon,  les  chiffres 
des  unités  et  des  dizaines  des  divers  produits  d'un  même  nombre 
inférieur  à  10  par  tous  les  facteurs  pris  de  o  à  9.  Par  exemple, 
l'ensemble  des  deux  disques  accolés,  qui  ont  été  disjoints  sur  la 
figure  16,  représente  ainsi  les  multiples  de  3.  La  substitution  de 
ces  disques  aux  plaques  calculatrices  a  permis  de  simplifier  le 
mécanisme  et  de  réduire  l'encombrement  de  la  machine. 

En  ayant  recours  à  l'intervention  de  l'électricité,  E.  Selling 
a  pu,  en  1894,  construire  une  machine,  multipliante  comme  les 
précédentes,  d'un  type  nouveau,  où  des  électro-aimants  sont  dis- 
posés de  telle  sorte  que  les  interrupteurs  correspondant  aux 
chiffres  du  multiplicande  et  du  multiplicateur  ferment  des  circuits 
qui  déterminent  la  formation  des  chiffres  des  produits  partiels  (*). 


(*)  Au  cours  de  la  rédaction  de  cet  article,  M.  Augustin  Seguin  (descendant 
direct  du  célèbre  inventeur  des  chaudières  tubulaires,  lui-même  auteur  d'un 
indicateur  mécanique  de  vitesse  aujourd'hui  utilisé  largement  dans  la  pra- 
tique) est  venu  nous  présenter  un  modèle  d'essai  d'une  machine  multipliante 
conçue  d'après  un  principe  qui  nous  a  paru  absolument  nouveau  et  qui  revient 
à  une  traduction  mécanique,  d'ailleurs  fort  ingénieuse,  du  procédé  de  calcul 
connu  sous  le  nom  de  multiplication  ordonnée.  Ce  procédé  consiste  à  suivre 
la  règle  donnée  en  algèbre  pour  la  multiplication  des  polynômes  lorsque  l'on 
considère  les  chiffres  de  chacun  des  facteurs  comme  les  coefficients  d'un  déve- 
loppement procédant  suivant  les  puissances  de  10.  Les  organes  mécaniques, 
imaginés  par  M.  Seguin  pour  la  réalisation  de  sa  machine,  nous  ont  semblé 
sans  analogues  dans  les  machines  connues  jusqu'ici.  Il  nous  paraîtrait  tout 
à  fait  intéressant  que  cet  essai  aboutit  à  la  construction  d'un  modèle  défi- 
nitif. 

Bull,  des  Sciences  mathern.,  1'  série,  t.  XLVI.  (Mars  1922.)  9 
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C.  —  Machines  complexes. 


12.  Machines  à  différences.  —  Nous  disons  qu'une  machine 
arithmétique  est  complexe  lorsqu'elle  permet  de  faire  autre  chose 
qu'une  simple  opération  arithmétique  prise  isolément.  Au  premier 
rang  de  ces  machines  complexes,  nous  citerons  les  machines  à 
différences,  c'est-à-dire  les  machines  permettant  de  déterminer 
les  valeurs  successives  d'un  polynôme  pour  des  valeurs  de  la 
variable  croissant  en  progression  arithmétique,  eu  égard  au  fait, 
si  le  polynôme  est  de  degré  n,  que  ses  différences  d'ordre  n  sont 
constantes.  Comme  il  ne  s'agit  d'effectuer  mécaniquement  que  des 
additions  se  combinant  suivant  un  certain  ordre,  on  conçoit  a 
priori  la  possibilité  de  réaliser  de  telles  machines. 

C'est  J.-H.  Muller  qui  semble  avoir,  pour  la  première  fois,  en 
1786,  conçu  l'idée  d'une  machine  de  ce  genre,  mais  sans  l'avoir 
construite.  La  même  idée  se  présenta,  de  façon  tout  à  fait  indépen- 
dante, en  181 2,  à  l'esprit  du  mathématicien  anglais  Ch.  Babbage 
qui,  à  la  suite  d'essais  poursuivis  de  1823  à  i833,  parvint  à  lui 
faire  prendre  corps  dans  une  machine  opérant  sur  les  différences 
secondes. 

Sans  connaître  le  mécanisme  imaginé  par  Babbage,  le  suédois 
Georges  Scheutz  dressa,  à  son  tour,  le  projet  d'une  machine  opérant 
cette  fois  sur  les  différences  quatrièmes,  qu'il  soumit,  en  septembre 
i838,  à  l'Académie  des  Sciences  "de  Paris  (1),  mais  qu'il  ne  lui  fut 
donné  de  réaliser  qu'en  i853,  avec  l'aide  de  son  fils  Edouard. 

La  machine  (fig.  17)  comprend  cinq  étages  de  chiffreurs  corres- 
pondant, de  haut  en  bas,  aux  valeurs  du  polynôme,  à  leurs  diffé- 
rences premières,  secondes,  troisièmes,  quatrièmes.  La  position 
de  chaque  chiffreur  commande  le  nombre  d'unités  dont  l'entraî- 
neur fait  tourner  le  chiffreur  situé  immédiatement  au-dessus  de 
lui.  Cet  entraîneur  agissant  alternativement  sur  les  étages  de  rang 
pair  ou  impair,  en  imprimant  aux  chiffreurs  d'un  même  rang  des 

(1)  C.  R.  Acad.  Se,  2e  semestre  i838,  p.  io56.  C'est  d'ailleurs  à  l'occasion 
de  cette  machine  que  Babbage,  dans  une  Note  des  plus  curieuses,  présentée  à 
la  même  Académie  [C.  R.  Acad.  Se,  2e  semestre  i855,  p.  557),  nt  con" 
naître  un  système  rationnel  de  notations  mécaniques  permettant  de  réduire, 
à  un  tableau  graphique,  la  description  schématique  d'un  mécanisme  quel- 
conque. 
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rotations  indiquées  par  les  inscriptions  des  chiffreurs  du  rang  placé 
immédiatement  en  dessous,  on  commence  par  inscrire  aux  divers 
étages  les  valeurs  de  u2,  A  nv  A-  uv  A3  u0  et  A1  u0  (cette  dernière 
différence  étant  constante).  Un  premier  coup  de  l'entraîneur, 
laissant  les  étages  de  rang  impair  invariables,  fait  apparaître  A3  u, 
et  Au2  à  la  place  de  A3*/,,  et  Aux;  le  second  coup,  agissant,  au  con- 
traire, sur  les  étages  de  rang  impair,  remplace  A2  ux  et  u2par  A2u2 
et  u3;  et  ainsi  de  suite. 

Fi?    17 


Les  huit  premiers  chiffres  de  l'étage  supérieur,  à  partir  de  la 
gauche,  s'impriment  d'ailleurs  en  creux  dans  une  lame  de  plomb, 
en  vue  de  la  stéréotypie. 

Pour  le  calcul  des  tables  de  la  plupart  des  fonctions  usuelles, 
on  peut,  dans  des  intervalles  convenablement  limités,  remplacer 
ces  fonctions  par  des  polynômes  du  quatrième  degré  au  plus.  C'est 
dire  que  la  machine  peut  être  utilisée  à  la  fois  pour  calculer  et 
stéréotyper  de  telles  tables. 

De  fait,  l'exemplaire  de  la  machine  qui  a  figuré  à  l'Exposition 
universelle  de  i855  et  qui  est  devenu  ensuite  la  propriété  de 
l'Observatoire  d' Albany,  aux  États-Unis,  a  été  ainsi  utilisé  pour  le 
calcul  et  l'impression  de  tables  de  logarithmes,  de  sinus  et  de 
logarithmes-sinus. 
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D'autres  machines  effectuant  les  mêmes  calculs  que  la  machine 
Scheutz,  mais  au  moyen  de  dispositifs  tout  différents,  entraînant 
un  bien  moindre  encombrement,  ont  été  construites  par  le  suédois 
Wiberg  (x)  et  l'américain  G.-B.  Grant. 

13.  Machines  arithmétiques  générales.  — ■  Etait-il  possible  de 
concevoir  une  machine  capable  d'exécuter  non  pas  seulement  une 
opération  arithmétique  isolée,  mais  toute  une  suite  de  telles  opé- 
rations, sans  aucune  intervention  d'un  opérateur  humain  en  cours 
d'exécution  ?  Telle  est  la  question  à  laquelle  Babbage  n'a  pas 
craint  de  s'attaquer  dès  ,i834,  et  qu'il  est  parvenu  à  résoudre  en 
combinant  son  analatycal  engine  où  les  nombres,  puisés,  en  quelque 
sorte,  dans  une  première  partie  de  la  machine,  dite  le  magasin, 
où  on  les  inscrit  sur  des  chiffreurs  empilés  par  colonnes,  sont  soumis, 
dans  une  seconde  partie,  dite  le  moulin,  à  la  suite  d'opérations 
voulues,  exécutées  mécaniquement  grâce  à  la  commande  réalisée 
par  le  moyen  d'un  certain  ordonnateur,  variable,  bien  entendu, 
avec  cette  suite  d'opérations,  et  qui,  constitué  à  l'aide  de  feuilles 
de  carton  ajourées,  n'est  pas  sans  analogie  avec  l'organe  ordonna- 
teur des  métiers  de  Jacquart.  Babbage  ayant  fait  fabriquer  toutes 
les  pièces  qui  devaient  entrer  dans  la  composition  de  sa  machine, 
est  malheureusement  mort  avant  d'avoir  pu  en  effectuer  le  mon- 
tage. Ces  pièces  sont  restées  éparses  dans  une  vitrine  du  South- 
Kensington  Muséum  de  Londres,  où  on  les  voit  encore.  Le  fils  de 
l'inventeur  a  réuni  dans  un  volume  spécial  intitulé  Calculating 
Engines  et  publié  en  1889  à  Londres  (chez  Spon)  tous  les  docu- 
ments laissés  par  Babbage  relativement  à  sa  machine  (2). 

Une  autre  solution  du  même  problème  a  été  obtenue  par  le 
grand  mécanicien  espagnol  Torres  Quevedo  au  moyen  de  l'électro- 


(x)  Celle-ci  présentée  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  (C.  R.  Acad.  Se. , 
Ier  semestre  i863,  p.  33o). 

(2)  Babbage  n'avait  rien  publié  lui-même  touchant  son  invention.  Le  seul 
document  imprimé  s'y  rapportant  qui,  de  son  vivant,  ait  vu  le  jour,  est 
l'article  du  capitaine  du  Génie  sarde  (depuis  lors  général)  Menabrea,  publié 
en  18^2,  en  français,  dans  la  Bibliothèque  universelle  de  Genève.  Une  traduc- 
tion en  anglais  de  cet  article,  augmentée  de  Notes  mathématiques  d'un  réel 
intérêt,  a  été  donnée,  en  i843,  dans  les  Scientific  Memoirs,  par  Lady  Ada 
Lovelace,  la  fdle  unique  de  Lord  Byron  (élève,  pour  les  mathématiques,  de 
Mary  Sommerville),  qui  n'avait  d'ailleurs  signé  ce  travail  que  de  ses  initiales. 
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mécanique.  On  sait  à  quel  point  de  perfection  M.  Torres  a  porté 
la  science  de  l'automatique,  notamment  dans  cet  extraordinaire 
automate  joueur  d'échecs  qui,  dans  une  fin  de  partie  supposée) 
disposant  de  la  tour  et  du  roi  blancs,  fait  échec  et  mat  à  son  par- 
tenaire n'ayant  plus  en  main  que  le  roi  noir,  mais  le  faisant  mou- 
voir, au  reste,  suivant  le  mode  permis  par  la  règle  du  jeu,  avec  une 
entière  liberté  (1). 

Les  profondes  études  du  savant  ingénieur  espagnol  sur  ce  diffi- 
cile sujet  l'ont  amené  à  formuler  ce  principe  entièrement  général 
qu'i7  est  toujours  possible  de  construire  un  automate  dont  tous  les 
actes  dépendront  de  certaines  circonstances  plus  ou  moins  nombreuses 
et  qui  obéisse  à  des  règles  quon  peut  lui  imposer  arbitrairement  au 
moment  de  sa  construction. 

M.  Torres  s'est  dès  lors  proposé  de  construire  un  calculateur 
purement  automatique  susceptible  d'effectuer  telle  succession  que 
l'on  veut  d'opérations  arithmétiques  portant  sur  tels  nombres 
que  l'on  se  donne,  sans  aucune  intervention  humaine  à  partir  du 
moment  où  l'indication  de  l'opération  à  effectuer  aura  été  inscrite 
sur  une  simple  machine  à  écrire  munie  des  signes  représentatifs 
des  quatre  opérations  fondamentales  ainsi  que  de  celui  de  l'égalité 
à  la  suite  duquel  la  machine,  ayant  fonctionné  automatiquement, 
viendra,  en  se  servant  à  son  tour  de  la  machine  à  écrire,  imprimer 
le  résultat.  Les  termes  d'un  tel  problème  sont  faits  pour  confondre 
l'imagination.  M.  Torres  en  a  pourtant  donné  une  solution  com- 
plète, non  exempte,  il  est  vrai,  d'une  certaine  complication,  en 
raison  de  la  multiplicité  des  connexions  électriques  qu'elle  sup- 
pose, et  devant,  par  conséquent,  de  l'aveu  même  de  l'auteur, 
être  regardée  plutôt  comme  une  curiosité  scientifique  que  comme 
une  acquisition  de  caractère  industriel,  en  tout  cas,  d'un  puissant 
intérêt    théorique. 

M.  Torres  n'a  jusqu'ici  construit,  sous  le  nom  d' arithmomètre 
électromécanique,  qu'un  modèle  (fig.  18)  destiné  à  l'exécution  d'une 
seule  opération  arithmétique,  d'ailleurs  quelconque,  sur  la  com- 
mande cfe  la  machine  à  écrire  (2).  A  la  fin  de  chaque  opération,  la 

(*)  On  trouvera  une  description  de  cet  automate  dans  le  numéro  de  La 
Nature  du  i3  juin  1914»  P-  56. 

(2)  On  trouvera  une  description  détaillée  de  l'arithmomètre  électroméca- 
nique, due  à  M.  Torres  lui-même,  dans  B.S.E.,  p.  588. 
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machine  est  prête  à  en  faire  une  autre,  commandée  également  par 
la  machine  à  écrire;  elle  pourrait  être  munie  d'un  dispositif  propre 
à  effectuer  automatiquement  les  commandes  successives,  relatives 
à  un  certain  enchaînement  d'opérations,  moyennant  une  certaine 
inscription  initiale.  Cela  entraînerait  seulement  une  plus  grande 
complication  dans  la  construction  de  la  machine,  mais  ne  néces- 
siterait aucune  invention  nouvelle. 

On  peut  donc  dire  que  le  problème  de  Babbage  se  trouve,  grâce 

Fig.  18. 


à  M.  Torres,  pleinement  résolu  par  l'électromécanique.  Mais,  il  y 
a  plus  :  le  grand  inventeur  espagnol  a  dressé  le  projet  d'une  ma- 
chine atteignant  le  même  but  par  un  pur  agencement  mécanique, 
entièrement  différent  de  celui  de  Babbage.  Souhaitons  de  voir  un 
jour  effectivement  fonctionner  ce  merveilleux  mécanisme;  mais, 
étant  donnée  la  confiance  que  nous  pouvons  faire  à  son  auteur, 
tenons-le  dès  maintenant  pour  une  solution  définitivement  acquise 
du  problème  de  la  machine  arithmétique  générale. 

14.  Machines  arithmologiques.  —  Certaines  questions  d'arith- 
mologie,  comme  la  résolution  en  nombres  entiers  des  équations 
indéterminées  à  deux  variables,  ramenée  par  M.  André  Gérardin 
à  celle  de  certaines  congruences,  la  vérification  du  fait  qu'un  très 
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grand  nombre  est  on  non  premier,  etc.,  exigent  de  laborieux  essais 
numériques,  faits  pour  rebuter  les  calculateurs  les  plus  intrépides. 
Opérer  mécaniquement  de  tels  essais,  à  la  fois  avec  une  extrême 
rapidité  et  une  parfaite  sûreté  tel  est  le  but  des  machines  arithmo- 
logiques  dont  différents  types  ont  été  proposés  par  M.  Gérardin 
lui-même,  qui  semble  avoir  été  le  premier  initiateur  en  ce  genre 
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de  recherches,  M.   Kraïtchik,  M.  P.  Carissan  et  le  commandant 
E.  Carissan,  frère  du  précédent. 

La  machine  à  congruences  du  commandant  Carissan  (fig.  19), 
produite  pour  la  première  fois  par  son  auteur  à  l'Exposition  du 
centenaire  de  l'arithmomètre  Thomas  (1),  se  compose  de  couronnes 
métalliques  concentriques  munies  de  broches  d'acier  équidistantes 
dont  les  nombres  respectifs  sont  égaux  aux  membres  premiers 
successifs  jusqu'à  une  certaine  limite  (09  sur  le  modèle  construit). 
Un  pignon  entraîneur  fait  tourner  ces  couronnes  toutes  à  la  fois 
de  telle  sorte  que  l'alignement  radial  des  broches  se  renouvelle 


(1)  Et  décrite  par  lui  dans  B.S.E.,  p.  600. 
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au  moment  où  elles  passent  sur  un  certain  rayon  fixe  dit  ligne 
d'investigation.  Les  possibilités  relatives  à  un  certain  module  étant 
représentées  par  de  petites  coiffes  de  fibre,  enfilées  sur  les  broches 
voulues,  lorsqu'un  alignement  sur  la  ligne  d'investigation  ne  com- 
porte que  des  coiffes,  il  y  a  solution.  Or  un  tel  alignement  est  décelé 
par  la  machine  grâce  à  l'ingénieux  dispositif  que  voici  :  les  coiffes 
entraînées  par  les  couronnes  soulèvent,  à  leur  pressage  sur  la  ligne 
d'investigation,  de  petits  marteaux  de  cuivre,  annulant  une  cou- 
pure de  circuit  électrique.  L'alignement  des  coiffes  sur  cette  ligne, 
en  annulant  toutes  les  coupures  correspondantes,  laisse  passer  le 
courant  qui,  dans  un  récepteur  téléphonique  placé  à  l'oreille  de 
l'opérateur,  produit  un  toc  caractéristique  (1). 

Pour  donner  une  idée  de  la  rapidité  avec  laquelle  on  peut  opérer 
avec  cette  machine,  nous  citerons  certains  exemples  de  son  utili- 
sation pour  lesquels  le  temps  a  été  soigneusement  noté  : 

i°  Résolution  en  nombres  entiers  (pour  x<  ioooo)  de 
x2 —  1 3  y2  =  i .  Réponse  :  x  =  649,  y  ~  I  &°>  en  5  minutes  ; 

2°  Mettre  7©8  158977  sous  la  forme  de  deux  carrés.  Réponse  : 
19  2242+  i8  4oi2,  en  10  minutes; 

3°  Reconnaître  si  le  nombre  231- — 1  ou  2147  483  647  est  pre- 
mier. Réponse  affirmative,  en  i5  minutes. 

Aux  yeux  de  mathématiciens,  ce  n'est  certes  pas  là  une  des 
moindres  curiosités  du  calcul  mécanique. 

II.  —  Machines  algébriques. 

15.  Théorie  générale.  Arithmophores  logarithmiques,  —  Pour 
terminer  cette  rapide  revue  des  machines  destinées  au  calcul,  nous 
dirons  quelques  mots  des  machines  algébriques  définies  au  n°  2, 
qui  constituent  la  création  propre  de  M.  Torres  Quevedo,  et  dont 
il  a  donné  une  théorie  entièrement  générale  dans  le  grand  Mémoire 
par  lui  présenté  en  1901,  à  notre  Académie  des  Sciences  (dont  il 
est  maintenant  correspondant  dans  la  Section  de  Mécanique)  et 

(1)  M.  Carpentier  a  suggéré,  à  cet  égard,  une  modification  rendant  inutile 
toute  intervention  attentive  de  l'opérateur;  elle  consisterait  à  commander 
le  mouvement  de  la  machine  par  un  petit  moteur  électrique  qui  s'arrêterait 
automatiquement  au  passage  d'une  solution  sur  la  ligne  d'investigation. 
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inséré  dans  le  Recueil  de  cette  Académie,  dit  des  Savants  étrangers. 

Dans  ce  Mémoire,  vraiment  fondamental  en  la  matière,  se  trouve 
démontrée  rigoureusement  la  possibilité  de  traduire  mécanique- 
ment, par  une  mise  en  œuvre  rationnelle  de  moyens  exactement 
définis,  une  relation  analytique,  ou  même  un  système  de  relations 
analytiques   simultanées,   quelconque. 

Indépendamment  des  véritables  trésors  d'ingéniosité  que 
M.  Torres  a  dépensés  dans  la  conception  de  ses  mécanismes,  il  con- 
vient de  signaler  à  part  l'idée  très  originale  qui  lui  a  permis  de 
donner  aux  graduations  correspondant  aux  diverses  variables 
un  champ  pratiquement  indéfini.  Cette  idée  consiste  à  représenter 

Fis.  20. 


les  valeurs  de  chaque  variable  par  la  rotation,  autour  de  son  axe, 
d'un  disque  gradué  logarithmiquement  de  10  à  100,  tournant,  par 
conséquent,  d'angles  proportionnels  aux  logarithmes  des  nombres 
inscrits  sur  le  disque.  En  raison  de  la  périodicité  de  la  partie  déci- 
male du  logarithme  vulgaire,  dans  chaque  intervalle  compris,  entre 
deux  puissances  successives  de  10,  il  suffit,  pour  définir  l'ordre  de 
grandeur  du  nombre  correspondant,  d'adjoindre  à  ce  premier 
disque  un  second  qui  soit  pour  lui  un  compteur  de  tours,  jouant, 
par  suite,  ici  le  rôle  de  la  caractéristique  du  logarithme.  L'ensemble 
de  ces  deux  disques,  disjoints  sur  la  figure  20,  mais?  en  réalité, 
accolés,  et  dont  les  graduations  se  lisent  respectivement  en  face 
des  index  I  et  I',  a  reçu  de  son  inventeur  le  nom  d' arithmophore 
logarithmique.  La  graduation  du  disque  compteur  s'étendant 
de  —  16  à  16,  un  tel  arithmophore  permet  de  marquer  tous  les 
nombres  de  10  ",0  à  io,B,  ce  qui  peut  être  regardé  pratiquement 
comme  un  champ  de  variation  indéfini.  Sur  la  figure  20,  les  index 
se  trouvant  respectivement  en  face  des  cotes  78,5    et    +  2,    le 
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nombre  marqué  est  78,5.  Si  l'index  I'  se  trouvait  en  face  de  — 2, 
il  faudrait  lire  0,785  ;  en  face  de  4,  ce  serait  7860,  etc. 

Il  est  facile  de  lier  mécaniquement  deux  arithmophores  loga- 
rithmiques à  un  troisième  de  façon  à  faire  elfectuer  par  ces  organes 
une  multiplication,  c'est-à-dire  à  faire  marquer  par  le  dernier  le 
produit  des  nombres  marqués  par  les  deux  premiers.  M.  Torres 
a  eu  pour  cela  recours  au  train  spécial  d'engrenages  connu  sous 
le  nom  de  différentiel  depuis  son  utilisation  dans  l'automobile. 
Deux  roues  identiques  IV  et  R",  dont  les  axes  se  prolongent  sui- 
vant une  droite  X,  engrènent  à  la  fois  avec  une  roue  d'angle  R 
dont  l'axe  A  est  fixé  à  un  manchon  tournant  autour  du  même  axe 
géométrique  X  que  R'  et  R".  Dans  ces  conditions,  si  les  roues  R', 
R*  et  l'axe  A  tournent  simultanément  des  angles  to',  g/  et  00 
autour  de  X,  on  a  io'  +  to"  =  210.  Si  donc  R',  R"  et  A  sont  liés 
à  des  arithmophores,  les  deux  premiers  identiques,  le  troisième 
gradué  avec  une  unité  angulaire  moitié  de  celle  des  deux  premiers 
(c'est-à-dire  gradué  de  10  à  1000,  alors  que  les  premiers  le  sont 
de  10  à  100),  on  a  entre  les  nombres  N',  N"  et  N  lus  sur  les  trois 
arithmophores  la  relation 

logN  =  logN' -1- logN"         ou         N  =  N'N". 

L'addition  est  .naturellement  beaucoup  moins  aisée  à  réaliser 
au  moyen  des  arithmophores,  leur  graduation  étant  logarithmique. 
Voici  la  solution  remarquablement  ingénieuse  que  M.  Torres  a 
donnée  de  ce  problème,  solution  fondée  sur  une  véritable  interpré- 
tation mécanique  du  principe  des  logarithmes  d'addition  de  Gauss  : 

Partant  de  la  relation 

(1)  log(w  -+-  v)  =  loge  h-  le 

on  voit  que  le  problème  sera  ramené  au  précédent  si  l'on  peut 
former  mécaniquement  log  (  -  -1-  1  )  au  moyen  de  log  —  ;  ce  der- 
nier se  déduisant  aisément  de  log  u  et  log  t>,  grâce  à  l'emploi  du 
différentiel  dont  il  vient  d'être  parlé.  Or,  si  nous  posons 


log  -  =X, 

nous  avons 

(2)  Y  =  log(io*-i). 


og(^,)=Y, 
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Tout  revient  dès  lors  à  lier  mécaniquement  deux  arithmophores 
sur  lesquels  se  lisent  X  et  Y  liés  par  (2).  Si  l'on  effectue  la  repré- 
sentation de  cette  équation  ert  prenant  X  pour  abscisse  et  Y  pour 
ordonnée,  on  obtient  une  courbe  dont  l'allure  générale  rappelle 
celle  d'une  hyperbole  ayant  pour  asymptotes  la  partie  négative 
de  OX  et  la  bissectrice  de  l'angle  XOY.  Pratiquement,  cette 
courbe  se  rapproche  assez  vite  de  ses  asymptotes  pour  qu'à  partir 
d'abscisses  —  a  et  a,  qui  peuvent  se  déterminer  sur  le  graphique, 
on  puisse  la  confondre  avec  elles,  au  degré  d'approximation  que 
l'on  désire  atteindre.  On  n'a,  dès  lors,  à  établir  entre  les  déplace- 
ments angulaires  X  et  Y  un  rapport  variable  qu'entre  les  li- 
mites —  a  et  a  de  X.  Pour  aboutir  à  une  solution  pratique,  cette 
remarque  doit  encore  être  complétée  par  la  suivante,  d'impor- 
tance capitale,  qui  met  en  lumière  un  genre  de  difficulté  dont  le 
pur  mathématicien  n'a  pas  à  se  soucier  et  qui,  pour  le  constructeur, 
pourrait  faire  absolument  obstacle  à  la  réalisation  mécanique 
recherchée  : 

Le   rapport   des   vitesses   angulaires   des   arithmophores   de   X 

et  Y,  donné  par 

d\_  iox 

dX  ~  u>x-w' 

et  qui  tend  vers  o,  lorsque  X  décroît  indéfiniment,  doit,  pratique- 
ment, prendre  et  conserver  cette  valeur  o  à  partir  de  X  =  —  a. 
On  ne  conçoit  pas  la  possibilité  d'un  mécanisme  réalisant  cette 
condition.  Mais,  il  suffit,  pour  sortir  de  cette  impasse,  d'écrire  la 
relation  (2)  sous  la  forme 

Y  =  log(iox  +  i)  +  fflX  —  rnX, 

dans  laquelle  on  dispose  de  la  constante  m,  et  de  poser 

(3)  Y'=log(iox+i)  +  /«X. 

(4)  X'  =  -mX, 

parce  qu'alors  le  rapport  des  vitesses  angulaires  correspondant  à 
la  relation  (3),  donné  par 

(5)  -nr  =  — v 1-  mi 

v    ;  d\         iox-f-i 

reste  fini  et  égal  à  m  lorsque  X  décroît  indéfiniment,  donc,  prati- 
quement, doit  conserver  la  valeur  m  à  partir  de  X  =  — -a. 
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Dans  ces  conditions,  la  liaison  mécanique  voulue  est  réalisée 
par  M.  Torres  au  moyen  d'organes  par  lui  appelés  fusées  sans  fin, 
F  et  F'  (fig.  21),  dont  le  profil  dépend  de  la  relation  (3),  et  qui 
partent  des  dents  d'engrenage  disposées  le  long  d'une  sorte  d'hélice, 
et  terminées  par  des  roues  dentées  ordinaires,  E  et  I,  d'une  part, 
E'  et  I',  de  l'autre;  ces  roues  dentées  sont  mises  en  connexion  par 
l'intermédiaire  d'un  pignon  p,  de  telle  sorte  que  le  rapport  de  leurs 
vitesses  angulaires  passe  de  la  valeur  m,  lorsque  p  est  en  prise 
avec  E  et  E',  à  la  valeur  m  +  i,  lorsque  p  est  en  prise  avec  I  et  I', 
en  variant,  dans  l'intervalle,  suivant  la  relation  (5). 

Quant  à  la  transformation  de  X  en  X',  suivant  (4),  elle  n'offre 
aucune  difficulté.  A  l'aide  d'un  différentiel,  on  forme  ensuite  Y  au 

Fig    2i. 


moyen  de  X'  et  Y',  puisque  l'on  a  simplement  Y  =  X'  +  Y'. 
Nous  allons,  pour  terminer,  faire  voir  comment  M.  Torres  a  su 
combiner  de  tels  organes  en  vue  d'une  solution  entièrement  géné- 
rale du  problème  consistant  à  obtenir  mécaniquement  les  racines 
d'une  équation  algébrique  quelconque. 


16.  Machines  à  résoudre  les  équations.  —  Toute  équation  algé- 
brique à  coefficients  réels  peut,  par  un  groupement  convenable 
de  ses  termes,  s'écrire  sous  la  forme 

(l)        A\X'"t-+-  A2  #'">-+-  A3x'">-\-. .  .=  B,^"i-f-  B2xn>-h  B3x'h-\-. .  .. 
dans  laquelle  chaque  membre  ne  comprend  que  des  termes  positifs. 
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Si  nous  posons,  d'une  manière  générale, 
(i)  x"u=Xl-,        a?".=  Y/, 

et  si,  à  chacune  des  variables  x,  X1?  X2,  .  .  . ,  Y1}  Y2,  .  .  . ,  nous 
faisons  correspondre  un  arithmophore  logarithmique,  nous  pouvons 
lier  individuellement  chaque  arithmophore  de  X,  ou  de  Y;  à  celui 
de  x,  de  façon  à  réaliser  les  relations  (2)  puisqu'il  ne  s'agit  là  que 
d'établir  des  rapports  constants  mi  ou  ni  de  vitesses  angulaires 
entre  ces  arithmophores.  Cela  fait,  on  formera,  sur  d'autres  arith- 
mophores,  comme  il  a  été  dit  plus  haut,  les  produits  A;  X;  et  B;  Y,; 
puis,  au  moyen  de  fusées  sans  fin,  telles  que  celles  qui  ont  été  ci- 
dessus  décrites,  on  pourra,  de  proche  en  proche,  effectuer  les  som- 
mations A1X1  +  A2X2+  •••  et  B1Y1  +  B2Y2+  ...  sur  deux 
autres  arithmophores  A  et  B.  Dans  ces  conditions,  si  l'on  fait 
tourner  l'arithmophore  de  x,  on  lit,  à  chaque  instant,  sur  les  arith- 
mophores A  et  B,  les  valeurs  de  SA,Xj  et  de  S  BjY;,  et,  lorsque 
ces  lectures  deviennent  égales,  la  valeur  de  x  correspondante  est  une 
racine  de  l'équation  donnée. 

Tel  est  le  principe  de  la  machine  à  résoudre  les  équations  algé- 
briques de  Torres,  dans  le  cas  où  il  ne  s'agit  d'obtenir  que  les 
racines  réelles  d'équations  à  coefficients  réels  (1).  Le  premier 
modèle,  d'une  machine  de  ce  type,  construit  par  l'inventeur, 
s'appliquait  aux  équations  de  l'une  des  deux  formes 

x>-+-  \x»=B         et         a?9-+-  Axi=  B. 

Il  ne  s'agissait  là  que  d'un  simple  modèle  de  démonstration, 
présenté  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  le  29  juillet  1895. 
Depuis  lors,  M.  Torres  a  sensiblement  modifié  et  amélioré  les 
dispositions  de  sa  machine. 

Il  a  donné  de  même  le  moyen  de  résoudre  mécaniquement  les 
équations  à  coefficients  imaginaires  telles  que 

(3)  ï.\mx>"=o, 

OÙ 

A,„=  a,„(cosa„j-t-  isinx,n), 

x  =      p(cosw    -t-  isinw), 

(*)  On  n'obtient  évidemment  ainsi  que  les  racines  positives.  Il  suffit  de 
traiter  de  même  la  transformée  en  —  x  pour  obtenir  les  valeurs  absolues  des 
racines    négatives. 
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qui,  par  application  de  la  formule  de  Moivre,  se  scinde  en 

S  a  m  p'"  si  n  i  %m  -1-  m  w  )  =  o, 


(4) 

(   1  a,„  a "l  cos (  i,„  -T-  m  to )  =  o 

Les  modules  p  et  am  peuvent  être  représentés  par  des  arithmo- 
phores  logarithmiques,  les  arguments  w  et  <xm  par  des  disques 
pourvus  d'une  graduation  angulaire  ordinaire  et  qui  peuvent  être 
dits  des  arithmophores  angulaires. 

L'opération  consistant  à  former,  au  moyen  de  tels  arithmo- 
phores, les  sommes  aw,  +  mto  =  Ôw  n'offre  aucune  difficulté. 
La  construction,  par  des  arithmophores,  de  log  a,„a'"  sin  bm  et 
de  log  a„,pm  cos  9m  se  heurte  à  la  difficulté  que  sin  H,„  et  cos  9,M 
sont  susceptibles  de  passer  par  des  valeurs  négatives;  mais  on  lève 
cette  difficulté  par  un  artifice  analogue  à  celui  mis  ci-dessus  en 
œuvre,  en  remplaçant  ces  deux  fonctions  par 

c-i-sinO/,, —  c     et     e-4-cos0/fl —  c, 

c  étant  une  constante  quelconque  supérieure  à  i.  Les  équations  (4) 
prennent  alors  la  forme 

•  ISa«p»»(c-+-sinÔ//l)==cSa«,p/». 

fiOlî  { 

(   I  amo'"(c  -h  cosO,,,)  =  cZa„l?>». 

M.  Torres  a  donné  le  moyen  de  construire  mécaniquement  (par 
une  ingénieuse  combinaison  de  came  et  d'excentrique) 

\ogamp"l(c  -h  sinO„,  )     et     \ogri,,,  p"<  (c -{- cosH,,,). 

L'emploi  de  fusées  sans  fin  permettra  d'en  déduire  les  loga- 
rithmes des  sommes  figurant  aux  premiers  membres  des  équa- 
tions (4  bis),  à  chacun  desquels  correspondra  un  arithmophore 
spécial.  On  formera  facilement  sur  un  troisième  arithmophore  la 
valeur  du  second  membre  commun  à  ces  équations.  Il  suffira  de 
lier  ensemble  ces  trois  arithmophores  de  façon  à  rendre  leurs 
déplacements  angulaires  constamment  égaux  pour  qu'à  chaque 
instant  les  arithmophores  des  variables  p  et  «  donnent,  l'un,  le 
module,  l'autre,  l'argument  d'une  des  racines  de  l'équation  dont 
les  coefficients  ont  pour  modules  et  arguments  les  valeurs  marquées 
par  les  arithmophores  correspondants. 

Le  cas  des  équations  à  coefficients  réels  se  ramène  immédiate- 
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ment  au  précédent  lorsqu'on  y  suppose  les  arguments  de  ces  coeffi- 
cients tous  égaux  à  o  (pour  les  coefficients  positifs)  ou  -  (pour  les 
négatifs). 

Dans  le  cas  du  second  degré,  le  dispositif  de  la  machine  peut  être 
sensiblement  simplifié.  Le  modèle  effectivement  construit  pour  ce 
cas  par  M.  Torres  offre  le  grand  intérêt  de  concréter,  en  quelque 
sorte,  le  processus  suivant  lequel  se  permutent  les  valeurs  d'une 
fonction  à  détermination  multiple  autour  de  ses  points  critiques. 
C'est  là  une  application  particulière  de  l'idée  très  curieuse  de 
M.  Torres,  qu'il  a  développée  dans  une  Note  présentée  à  la  Société 
mathématique  de  France  (x),  consistant  à  illustrer  certains  faits 
du  domaine  de  l'analyse,  pour  lesquels  une  figuration  géométrique 
ne  suffirait  pas,  au  moyen  de  modèles  cinématiques. 

La  recherche  des  racines  imaginaires  d'une  équation  algébrique 
à  coefficients  imaginaires  revenant,  comme  on  vient  de  le  voir,  à 
la  résolution  d'un  système  de  deux  équations  à  deux  inconnues 
(o  et  w),  on  conçoit  qu'une  extension  naturelle  des  principes  qui 
viennent  d'être  esquissés  conduise  au  moyen  de  résoudre  méca- 
niquement des  systèmes  d'équations  à  un  nombre  quelconque 
d'inconnues.  On  conçoit  aussi  que  l'emploi  de  fusées  analogues  à 
celles  qui  ont  permis  à  M.  Torres  de  représenter  mécaniquement 
les  logarithmes  d'addition  rende  possible,  moyennant  l'adoption 
d'autres  profils  donnés  à  ces  fusées,  la  représentation  mécanique 
de  toute  autre  espèce  de  fonction,  et,  par  suite,  la  résolution 
d'équations  non  plus  seulement  algébriques,  mais  transcendantes, 
comme,  par  exemple,  l'équation  de  Kepler.  Nous  nous  bornerons 
à  ces  quelques  indications  pour  faire  entrevoir  toute  la  fécondité 
des  principes  dus,  en  ce  domaine,  à  la  prodigieuse  imagination  de 
M.    Torres.  M.    d'Ocagne. 
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BRAGG  (W.-H.)  et  BRAGG  (W.-L.).  —  Rayons  X  et  structure  cristal- 
line, traduit  sur  la  troisième  édition  anglaise  par  Mme  M.-J.  Rivière. 
In-i6°,  209  pages.  Gauthier-Villars.  1921. 

L'étude  de  la  diffraction  des  rayons  X  par  les  réseaux  cristallins, 
née  il  y  a  dix  ans  à  peine  sous  l'impulsion  de  Laue,  constitue  déjà 
un  très  important  Chapitre  de  la  Physique.  Elle  a  eu  des  consé- 
quences d'intérêt  primordial  pour  les  physiciens,  en  levant  défi- 
nitivement les  doutes  relatifs  à  la  nature  périodique  des  rayons  X 
et  en  fournissant  une  méthode  précieuse  pour  leur  analyse  et  leur 
fractionnement;  mais  elle  n'est  pas  moins  riche  d'enseignements 
pour  le  cristallographie  et  le  chimiste,  et  même  pour  le  mathéma- 
ticien, grâce  à  la  façon  très  objective  dont  elle  fait  apparaître  les 
symétries  des  réseaux. 

M.  W.-H.  Bragg,  le  physicien  bien  connu,  professeur  à  l'Univer- 
sité de  Londres,  a  écrit  en  collaboration  avec  son  fils  W.-L.  Bragg, 
un  petit  Livre  qui  constitue  une  introduction  très  vivante  à  l'étude 
de  ces  questions  déjà  si  étendues  et  si  complexes.  Publié  en  191b, 
cet  Ouvrage  a  eu,  en  langue  anglaise,  le  succès  qu'il  mérite;  c'est 
sur  la  troisième  édition  qu'a  été  faite  par  Mme  Rivière,  la  traduc- 
tion que  présente  la  librairie  Gauthier-Villars. 

Les  deux  premiers  Chapitres  rappellent  quelques  préliminaires 
indispensables,  et  en  particulier  la  notion  de  «  réflexion  »  des 
rayons  X  sur  une  famille  de  plans  réticulaires,  qui  permet  de 
prévoir  très  simplement  les  résultats  beaucoup  plus  difficilement 
atteints  dans  la  théorie  générale  de  la  diffraction  par  les  réseaux 
à  trois  dimensions.  Après  avoir  décrit  le  dispositif  expérimental 
utilisé  par  eux  comme  spectromètre  à  rayons  X,  les  auteurs  rap- 
pellent ensuite,  dans  les  Chapitres  IV  et  V  les  notions  fondamen- 
tales, relatives  aux  propriétés  des  rayons  X  et  à  la  structure  cris- 
talline, et  indiquent  dans  le  Chapitre  VI  les  caractères  essentiels 
des  spectres  de  rayons  X. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2e  série,  t.  XLVI  (Avril  1922).  10 
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Les  trois  Chapitres  suivants  sont  consacrés  à  l'étude  d'un  cer- 
tain nombre  de  cristaux,  dont  la  structure  peut  être  complètement 
analysée  par  l'étude  des  spectres  de  rayons  X.  La  discussion  pré- 
cise des  résultats  observés  avec  les  chlorures  de  K  et  de  Na,  le 
sulfure  de  zinc,  le  diamant  et  le  spath  fluor,  les  classe  dans  les 
divers  sous-groupes  de  symétries  qu'admet  le  système  cubique, 
compte  tenu  des  positions  relatives  de  deux  réseaux  cubiques 
simples,  imbriqués,  contenant  des  atomes  de  l'une  ou  de  l'autre 
espèce.  La  conclusion  du  Chapitre  VII,  c'est  qu'on  peut,  une  fois 
déterminée  la  longueur  d'onde  d'une  certaine  raie  de  rayons  X, 
déterminer  les  dimensions  de  la  maille  fondamentale  d'un  réseau 
cristallin  quelconque,  et  du  même  coup  sa  masse,  d'où  le  nombre 
de  molécules  dont  elle  est  constituée;  l'étude  des  spectres  relatifs 
aux  différentes  faces  permet  ensuite  de  déterminer  l'arrangement 
de  ces  molécules  dans  l'élément  fondamental.  Des  cas  un  peu  plus 
compliqués  sont  ensuite  envisagés,  en  particulier  celui  d'une  série 
de  plans  réticulaires  parallèles  entre  eux,  mais  à  espacements 
inégaux  alternés,  sur  lesquels  on  peut  obtenir  des  indications  assez 
nettes  par  la  comparaison  des  intensités  des  spectres  des  divers 
ordres.  L'examen  des  relations  entre  la  symétrie  cristalline  et 
l'arrangement  des  atomes  fait  l'objet  du  Chapitre  IX.  Toute  cette 
partie  présente,  même  au  seul  point  de  vue  géométrique,  un  très 
grand  intérêt. 

La  plupart  des  cristaux  étudiés  ont  une  structure  trop  com- 
plexe pour  qu'on  ait  pu,  au  moins  jusqu'ici,  la  préciser  complète- 
ment par  l'étude  spectrographique.  Le  Chapitre  X  donne  des 
résultats  intéressants  relatifs  à  de  tels  cristaux. 

Le  Chapitre  XI  esquisse  la  discussion  très  complexe  des  divers 
facteurs  qui  influent  sur  l'intensité  des  faisceaux  de  rayons  X 
réfléchis  par  un  cristal;  enfin  le  Chapitre  XII  termine  l'Ouvrage 
par  une  étude  des  radiogrammes  de  Laue  dus  à  la  réfraction,  par 
un  cristal,  non  plus  d'une  radiation  quasi  monochromatique  comme 
celles  qui  constituent  les  raies  caractéristiques  d'anticathodes  de 
métaux  lourds,  mais  de  la  radiation  générale  à  longueurs  d'onde 
continues  qui  constitue  la  plus  grande  partie  du  rayonnement 
émis   par   une    anticathode   de   platine. 

Jean  Villey. 
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THIHY  (RENÉ),  Maître  de  Conférences  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Stras- 
bourg. -  Sur  i,es  solutions  uultiples  dks  problèmes  d'iiydkodï'na- 
MIQUE  RELATIFS  aux  MOUVEMENTS  GLISSANTS  Thèse  présentée  devant 
la  Faculté  des  Sciences  de  Strasbourg  pour  obtenir  le  grade  de  Docteur 
es  Sciences  mathématiques,  l'aris,  Gauthier-Villars,  éditeur;  un  vol., 
1  1  1   pages. 

Le  travail  présenté  par  M.  René  Thiry  devant  la  Faculté  des 
Sciences  de  Strasbourg  inaugure  d'une  façon  brillante  la  série  des 
Mémoires  mathématiques  qu'elle  a  suscités  et  dont  la  jeune  et  nou- 
velle Université  aura  le  droit  d'être  fîère. 

Le  sujet  de  ce  travail  est  l'étude  approfondie,  dans  des  cas  précis, 
de  certaines  indéterminations  qui  se  présentent  dans  plusieurs  pro- 
blèmes d'Hydrodynamique  fondamentaux.  Les  questions,  à  l'ordre 
du  jour,  qui  intéressent  la  résistance  qu'un  solide  en  mouvement, 
immergé  dans  un  fluide,  éprouve  à  son  avancement  du  fait  de  ce 
fluide  même,  sont  de  celles  dont  la  solution  théorique  importe  le 
plus.  En  supposant  le  fluide  parfait  incompressible,  on  sait  déjà 
(c/.  par  exemple,  H.  Villat,  Aperçus  théoriques  sur  la  résis- 
tance des  fluides,  1  vol.,  collection  Scientia,  Gauthier-Villars, 
Paris,  1921  ),  que  l'existence  de  surfaces  de  discontinuité  constitue 
une  nécessité,  en  accord  du  reste  avec  les  expériences  les  plus 
courantes.  C'est  donc  en  creusant  toutes  les  conséquences  de  cette 
hypothèse  des  mouvements  glissants,  qu'il  faut  chercher  à  appro- 
fondirnotre  connaissance  théorique  des  fluides.  De  nombreux  tra- 
vaux récents,  à  la  suite  des  recherches  de  MM.  T.  Levi-Civita, 
M.  Brillouin,  U.  Gisotti,  H.  Villat,  ont  permis  d'étudier  un  grand 
nombre  de  cas,  et  d'élucider  beaucoup  de  difficultés  concernant  ces 
problèmes.  Le  travail  de  M.  R.  Thiry  se  rattache  à  de  récents 
Mémoires  de  M.  H.  \  illat. 

Parmi  les  difficultés  les  plus  imprévues  qui  aient  été  rencontrées, 
la  dernière  en  date  et  la  plus  troublante  fut  signalée  par  M.  H. 
Villat  [Sur  la  détermination  des  problèmes  d' Hydrodynamique 
relatifs  à  la  résistance  des  jluides  (Annales  de  V Ecole  JSormale 
supérieure,  19 1 4,  p-  455 ] .  M.  H.  Villat  prouve,  par  un  exemple 
tangible  où  les  calculs  sont  poussés  jusqu'au  bout,  que  pour  un 
solide  déterminé  dans  un  fluide  donné,  on  peut  trouver  au  moins 
deux  solutions  absolument  distinctes,  satisfaisant  à  toutes  les 
équations  hydrodynamiques,  et  toutes  deux  également  acceptables 
du  point  de  vue  physique. 
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Dans  son  travail,  M.  R.  Thirv  confirme  le  fait,  que  les  deux. 
cas  traités  par  M.  H.  Villat  comprennent  entre  eux  une  chaîne 
continue  de  solutions  également  valables  pour  le  même  corps 
solide,  dans  les  mêmes  conditions  données  pour  les  vitesses  et 
les  pressions  aux  grande*  distances. 

Des  vues  ingénieuses  permettent  d'expliquer  en  quelque  sorte 
physiquement  cette  série  de  solutions,  par  l'introduction  de  petits 
obstacles  fictifs,  segments  de  plans  ajoutés  en  quelque  endroit  du 
solide  donné,  lesquels  segments  de  plans  sont  supposés  ensuite 
tendre  vers  zéro  :  les  perturbations  apportées  au  mouvement  pri- 
mitif par  la  présence  de  ces  obstacles  supplémentaires  ne  tendent 
pas  toujours  à  disparaître  en  même  temps  que  les  susdites  parois 
supplémentaires.  D'où  une  première  cause  d'indétermination. 

Partant  de  là.  diverses  considérations  amènent  M.  R.  Thirv  à 
étudier  d'une  façon  complète  le  mouvement  d'un  fluide  parfait 
contenant  deux  solides  plans,  tous  deux  normaux  à  la  direction 
générale  du  courant  à  l'infini;  ceci  afin  d'approfondir  plus  spécia- 
lement le  cas  où  l'un  des  deux  plans  a  des  dimensions  très  petites 
par  rapport  à  l'autre.  Trois  cas  se  trouvent  possibles,  en  excluant 
le  cas  dénué  d'intérêt  où  l'un  des  deux  plans  se  trouve  noyé  dans 
le  sillage  de  l'autre  : 

a.  Les  sillages  sont  illimités  à  l'arrière  de  chaque  plan; 

b.  Les  lignes  de  jet  de  l'un  des  deux  plans  viennent  se  raccorder 
de  chaque  côté  avec  le  second  plan  ; 

c.  Le  sillage  de  l'un  des  deux  plans  se  ferme  et  l'autre  est  illi- 
mite. 

(  Un  quatrième  cas,  où  seul  un  des  bords  du  sillage  du  premier 
plan  viendrait  se  raccorder  avec  le  second  plan,  doit  être  écarté 
a  priori,  en  vertu  d'un  théorème  antérieur  de  M.  M.  Brillouin.  ) 

Contrairement  à  ce  qu'on  aurait  pu  prévoir,  les  configurations 
(<z.)  et  (b)  sont  exceptionnelles,  elles  ne  peuvent  se  présenter  que 
pour  des  valeurs  particulières  des  données.  Le  cas  (c)  se  révèle  au 
contraire  comme  le  cas  le  plus  général  :  la  nécessité  du  sillage 
fermé  est  une  circonstance  inattendue,  et  qu'il  est  tout  à  fait 
important  d'avoir  mise  en  évidence. 

La  mise  en  œuvre  des  cas  (en  et  (b)  se  fait  par  l'application 
opportune  des  principes  déjà  connus  de  la  théorie.  M.    R.    Thirv 
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s'y  montre  fort  adroit  dans  le  développement  des  calculs  qui  s  \ 
rapportent. 

Le  cas  (c)  comportait  des  difficultés  toutes  spéciales  et  donl 
l'auteur  s'est  tiré  d'une  façon  extrêmement  originale.  Il  commence 
par  obtenir,  pour  un  domaine  doublement  connexe  limite  par  des 
polygones,  des  formules  susceptibles  de  représenter  conformément 
un  tel  domaine  sur  une  bande  horizontale  formée  d'une  infinité  de 
rectangles  identiques  mis  bout  à  bout  et  considérés  comme  non 
distincts.  Des  considérations  (Y  Analisys  Sittts  permettent  ensuite 
de  préciser  le  nombre  des  points  d'inflexion  qui  peuvent  se 
présenter  dans  les  sillages,  et  de  connaître  également  le  nombre 
des  points  de  ramification  de  la  surface  de  Riemann  qui  sert  à 
déterminer  le  problème  dans  le  plan  du  logarithme  de  la  vitesse. 

Il  faut  signaler  l'introduction  de  cette  surface  de  Riemann  et 
Femploi  très  habile  qu'en  fait  M.  R.  Thiry.  Partant  de  là.  le 
problème  hydrodynamique  peut  être  développé  :  on  constate  que 
sa  résolution  dépend  de  celle  d'un  système  de  i5  équations  à 
io  inconnues.  Primitivement  une  seizième  équation  semblait 
devoir  intervenir,  mais  des  considérations  à  la  fois  très  opportunes 
et  très  justes  permettent  d'en  faire  abstraction  :  cela  provient  de  ce 
que  la  constante  cyclique  autour  du  sillage  fermé  n'est  pas  nécessai- 
rement nulle;  or,  si  cette  constante  est  différente  de  zéro,  il  se 
trouve,  comme  le  fait  voir  l'auteur,  que  cela  ne  change  rien  à  la  mise 
en  équations  du  problème,  à  part  la  suppression  de  l'équation  en  sur- 
nombre. Il  reste  à  faire  voir  que  les  it5  équations  restantes  sont  en 
effet  résolubles,  les  inconnues  satisfaisant  à  toutes  les  conditions 
de  réalité  et  de  limitation  voulues.  Ce  sujet  difficile  trouvera  place 
dans  une  prochaine  publication^  l'auteur:  il  exige  de  trops  longs 
développements  (tour  avoir  pu  figurer  dans  ce  Mémoire. 

Spécialement  des  cas  (a)  et  (c)  étudiés  ci-dessus,  on  peut 
déduire  aisément  de  nouvelles  solutions  multiples  de  problèmes 
types  de  l'espèce  qui  se  présente  couramment  en  Hydrodyna- 
mique. 

Tout  ceci  nous  apporté  de  nouvelles  lumières  et  très  précises, 
sur  les  indéterminations  dont  l'existence  avait  été  signalée  récem- 
ment. Et  la  façon  élégante  dont  M.  R.  Thiry  a  pu  surmonter  cer- 
taines difficultés  dont  certaines  étaient  fort  malaisées  à  vaincre, 
ou  même  peu  commodes  à  poser  correctement,  permet  d'affirmer 
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que  l'auteur  fera  honneur  aux  Mathématiques  françaises.  En  outre, 
ce  qui  ne  gâte  rien,  le  travail  est  rédigé  de  la  façon  la  plus  concise 
et  la  plus  claire.  La  Rédaction. 


CHARBONNIER  (P.),  ingénieur  général.  - —  Traité  de  Balistique  exté- 
rieure. Un  vol  in-8°  de  ix-637  pages.  Doin  et  Gauthier- Villars,  Paris,  1921. 

«...Sire,  c'est  dans  le  temps  de  la  paix,  à  bien  parler,  que  l'on 
doit  étudier  le  métier  de  la  guerre  et  il  ne  faut  pas  attendre  à  en 
acquérir  la  connaissance  qu'on  soit  obligé  de  la  mettre  en  pra- 
tique. »  C'est  par  ces  lignes,  empruntées  à  la  dédicace  du  traité 
de  Balistique,  publié  en  1669  par  Blondel,  maître  de  camp  aux 
armées  du  Roi,  que  s'ouvre  le  traité  de  Balistique  extérieure  de 
M.  l'ingénieur  général  Charbonnier.  Tous  ceux  qui  s'intéressent  à 
l'artillerie  et  qui,  par  conséquent,  connaissent  les  travaux  que 
l'auteur  lui  a  consacrés  depuis  de  longues  années  et  qui  l'ont 
classé  parmi  les  maîtres  de  la  Balistique  moderne,  se  réjouiront 
de  l'apparition  de  ce  Tome  I  d'un  Ouvrage  considérable  qui  com- 
prendra six  volumes.  Cet  Ouvrage  embrasse  tout  le  développe- 
ment théorique  et  pratique  de  la  Balistique  extérieure.  Le  manuscrit 
en  a  été  déposé,  dès  janvier  1918,  à  l'Institut,  et  l'Académie  des 
Sciences  a  décerné  en  191 9  le  prix  Poncelet  à  son  auteur. 

C'est  l'expérience  d'une  vie  consacrée  tout  entière  à  la  science 
du  tir,  le  fruit  de  réflexions  toujours  orientées  vers  le  perfectionne- 
ment théorique  ou  pratique  de  cette  science  qui  sont  ainsi  mis  au 
jour.  Déjà,  M.  Charbonnier  a  publié  en  1904,  chez  Béranger,  un 
Volume  sur  la  Balistique  extérieure  et,  en  1907,  chez  Doin,  un 
Traité  de  Balistique  extérieure  en  deux  Volumes.  Il  s'agit  mainte- 
nant, moins  d'un  Livre  destiné  à  des  spécialistes,  que  d'une  œuvre 
considérable,  vaste  synthèse  où  l'auteur  ne  négligera  aucun  pro- 
blème, si  simple  ou  si  réduit  soit-il,  et  où  il  conduira  le  lecteur 
jusqu'au  terme  de  l'évolution  profonde  que  la  Balistique  a  subie, 
durant  la  dernière  guerre,  sous  l'empire  de  la  nécessité,  grâce  à  la 
collaboration  de  praticiens  et  de  savants  qui  s'ignoraient  d'abord 
et  qui  ont  travaillé,  chacun  avec  les  tendances  propres  de  son 
esprit,  à  l'amélioration  de  la  théorie  et  des  applications. 

Rien  de  ce  qui  se  lance  ne  saurait  être  étranger  à  M.  Charbon- 
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nier;  qu'il  s'agisse  d'une  bille,  d'un  boomerang  ou  d'un  obus,  il 
veut  en  suivre  le  mouvement  et  connaître  ses  lois.  La  Balistique 
extérieure  est  pour  lui,  comme  il  le  dit,  la  branche  terrestre  de 
l'astronomie.  C'est  l'astronomie  d'un  ciel  qui  tomberait  sur  nos 
trtes  et  je  crois  bien  aussi  que  l'auteur  doit  tenir  la  théorie  ciné- 
tique des  gaz  pour  une  artillerie  lilliputienne. 

Examinons  le  plan  général  de  l'Ouvrage  :  on  sait  que  la  Balis- 
tique extérieure  étudie  le  projectile  à  partir  de  sa  sortie  de  l'arme; 
elle  établit  les  propriétés  de  la  trajectoire  et  les  méthodes  de  calcul 
qui  permettent  de  la  déterminer.  Admettons  que  les  actions  dues 
à  la  résistance  de  l'air  soient  équivalentes  à  une  force  unique 
appliquée  au  centre  de  gravité  du  projectile,  tangente  à  la  trajec- 
toire de  ce  peint,  de  sens  opposé  à  celui  de  la  vitesse  et  d'inten- 
sité cF(f),  c  désignant  le  coefficient  balistique,  coefficient  qui 
dépend  de  la  forme  du  projectile  et  du  poids  spécifique  de  l'air  dans 
lequel  il  se  meut,  tandis  que  la  fonction  F  ne  dépend  que  de  la 
grandeur  de  la  vitesse  et  demeure  la  même  pour  toutes  les  formes 
de  projectiles.  L'étude  de  la  trajectoire  de  ce  centre  de  gravité 
constitue  ce  qu'on  appelle  le  problème  balistique  principal.  Si  l'on 
tient  compte  des  variations  atmosphériques  et  par  suite  de  c,  de 
l'action  du  vent,  de  la  variation  de  l'intensité  de  la  pesanteur,  du 
mouvement  de  rotation  de  la  terre,  de  la  forme  et  du  mouvement 
de  rotation  du  projectile,  on  est  conduit  à  introduire  un  ensemble 
de  termes  correctifs  dont  l'étude  correspond  aux  problèmes  balis- 
tiques secondaires. 

Ce  sont  ces  problèmes,  principal  et  secondaires,  qui  forment  la 
matière  des  trois  premiers  Tomes  que  l'auteur  réunit  sous  le  titre 
général  de  Balistique  extérieure  rationnelle.  La  balistique  ration- 
nelle est  en  somme  l'étude  des  solutions  d'un  système  d'équations 
différentielles  faite  directement  à  partir  des  équations  elles-mêmes, 
au  moins  dans  le  cas  général.  Elle  se  rattache  ainsi  à  la  théorie 
moderne  des  équations  différentielles. 

Dans  le  Tome  I  sont  établis  les  théorèmes  généraux  de  la  Balis- 
tique; le  Tome  II  étudie  les  théories  balistiques;  le  Tome  III 
s'occupe  des  problèmes  balistiques  secondaires.  Un  Tome  IV, 
intitulé  Balistique  extérieure  expérimentale,  fera  connaître  au  lec- 
teur tout  l'outillage  nécessaire  pour  fonder  ou  appliquer  la  Balis- 
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tique  rationnelle  :  appareils  servant  à  la  détermination  expéri- 
mentale de  la  fonction  F  (V)  qui  n'est  connue  que  par  la  Table  de 
ses  valeurs  numériques;  détermination  des  données  et  des  carac- 
téristiques nécessaires  à  l'établissement  des  Tables  de  tir;  méthodes 
pratiques  de  calcul  utilisées  dans  les  polygones  d'artillerie.  Une 
histoire  de  la  Balistique  extérieure  formera  le  volume  V  dans 
lequel  le  lecteur  pourra  suivre  le  développement  parallèle,  d'une 
part,  des  méthodes  de  l'analyse,  des  sciences  expérimentales  et  des 
appareils  de  mesure,  et  de  l'autre,  de  l'utilisation  que  le  balisticien 
en  a  faite.  Ce  Tome  se  terminera  par  une  bibliographie  complète 
et  enfin,  le  Tome  VI  formera  un  Recueil  de  Tables  numériques, 
instrument  de  travail  indispensable  au  balisticien. 

Le  Tome  I,  paru  en  1921,  se  divise  en  deux  Parties.  La  première 
est  consacrée  aux  «  cas  limites  du  problème  balistique  »  obtenus 
soit  en  laissant  de  côté  la  résistance  de  l'air  :  c'est  le  mouvement 
dans  le  vide;  soit  en  supprimant  la  courbure  de  la  trajectoire  : 
c'est  le  tir  rectiligne  horizontal  ou  vertical.  La  seconde  Partie 
traite  des  propriétés  générales  des  trajectoires  atmosphériques, 
telles  qu'on  peut  les  déduire  des  équations  différentielles  du  mou- 
vement avec  des  hypothèses  très  larges  sur  la  forme  de  la  fonc- 
tion F  (<•>),  et  du  problème  d'analyse  posé  par  l'intégration  de  ces 
équations.  Une  introduction  établit  les  bases  de  la  balistique  exté- 
rieure rationnelle  en  exposant  les  lois  de  la  résistance  de  l'air. 

L'étude  des  trajectoires  du  vide  est  très  développée  :  elle  permet 
de  familiariser  le  lecteur  avec  des  notations,  des  expressions,  des 
formules  que  l'on  retrouvera  dans  tout  le  cours  de  l'Ouvrage;  de 
commencer  l'étude  des  problèmes  de  tir  dans  un  cas  où  les  solu- 
tions sont  particulièrement  simples  :  tir  en  brèche,  tir  défilé,  tir  de 
côte,  tir  fusant,  tir  à  ricochet,  tir  sur  un  but  mobile,  tir  pendulaire, 
tir  en  aéroplane,  où  l'on  entend  bien  qu'il  ne  faut  pas  trop  prendre 
à  la  lettre  l'expression  de  trajectoire  du  vide  et  qu'il  s'agit  d'une 
première  approximation  de  la  réalité. 

La  notion  de  familles  de  trajectoires  commence  à  apparaître  : 
on  sait  que  la  trajectoire,  ou  courbe  balistique,  issue  d'un  point 
donné  dépend  de  trois  constantes  arbitraires  :  V0,  la  vitesse  ini- 
tiale ;  7.,  l'angle  de  tir;  c,  le  coefficient  balistique.  C'est  l'étude  de 
ce    complexe   de   trajectoires    qui   est   en   somme   représenté   par 
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l'ensemble  des  tables  de  tir.  Dans  le  cas  du  vide,  c  ne  figurant 
pas.  il  reste  une  congruence  de  trajectoires  dans  laquelle  on  étudie 
les  familles  V0  =  const.  et  les  familles  a  =  const.  Enfin,  pour 
chaque  trajectoire,  déterminée  par  des  valeurs  données  à  V0  et 
à  y.,  il  y  a  lieu  d'étudier  la  gerbe,  c'est-à-dire  la  congruence  par- 
tielle extraite  de  l'ensemble  des  trajectoires  qui  correspond  à  de 
petites  variations  <)X  u  et  da  des  conditions  initiales  et  d'examiner 
la  répartition  des  points  de  chute  correspondants. 

Ce  Livre  premier  se  termine  par  une  étude  approfondie  du  tir 
d'altitude  et  une  analyse  très  précise  des  conditions  d'application 
de  la  règle  suivante,  si  commode  dans  la  pratique,  connue  sous  le 
nom  d'hypothèse  de  la  rigidité  de  la  trajectoire  ;  l'angle  de  tir  y.  ayant 
permis  d'atteindre  une  portée  X  sur  le  plan  horizontal,  nous  admet- 
trons qu'une  rotation  de  la  trajectoire  dans  son  plan  vertical  d'un 
angle  t  autour  de  son  point  de  départ,  comme  si  c'était  un  corps 
rigide,  nous  permettra  d'atteindre  la  même  portée  X  sur  le  plan 
incliné  d'un  angle  7,  dit  «  angle  de  site  »,  qui  passerait  par  ce  point 
de   départ. 

Le  Livre  II  s'occupe  de  la  Balistique  rectiligne.  Le  premier  cas, 
celui  du  mouvement  rectiligne  horizontal,  correspond  à  la  suppres- 
sion de  la  pesanteur;   nous  voyons  apparaître  les  intégrales  S(p) 

et  D(*>)  de  = —    et  de  = qui  portent  le  nom  de  fonctions  balis- 

F(*>)  F(*>) 

tiques  de  Siacci  et  joueront  dans  la  suite  un  rôle  important,  ainsi 
que  les  développements  en  série  qui  sont  à  la  base  des  méthodes 
de  la  Balistique  rationnelle;  le  mouvement  vertical  met  en  jeu 
simultanément  la  pesanteur  et  la  résistance  de  l'air;  il  introduit 
les  nouvelles  fonctions  balistiques  ï  (c,  v)  et  A  (c,  v)  qui  se  déduisent 
des  précédentes  en  remplaçant  F  (v)  par  c  F  {y)  -f-  g.  Ce  mouve- 
ment est  étudié  complètement,  avec  de  nombreux  exemples 
relatifs  à  des  formes  particulières  de  F  (v),  parmi  lesquelles  se 
trouve  le  cas  des  résistances  monômes  Bc'".  L'auteur  fait  une 
intéressante  application  des  Chapitres  qui  précèdent  à  l'étude 
qualitative  du  mouvement  des  projectiles  cylindriques  ou  discoïdes. 
Avec  la  deuxième  Partie,  qui  expose  les  théorèmes  généraux  de 
la  Balistique,  nous  abordons  le  problème  complet.  L'auteur  établit 
d'abord  les  équations  différentielles  du  mouvement,  liant  les 
variables  x,  y,  c.  t.  ~;  x  et  y  sont  les  coordonnées  du  mobile,  v  sa 
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vitesse,  t  le  temps,  t  l'angle  de  la  tangente  avec  l'horizontale* 
Comme  on  le  sait,  l'intégration  de  ces  équations  différentielles  se 
ramène  à  l'intégration  de  la  seule  équation  différentielle  de  l'hodo- 
graphe, suivie  de  quadratures. 

Mais,  sans  effectuer  cette  intégration,  on  peut  étudier  sur  les 
équations  différentielles  les  propriétés  générales  du  mouvement, 
en  supposant  simplement  que  la  résistance  F  (v)  est  une  fonction 
croissante  de  son  argument  v.  L'auteur  établit  ainsi  des  proposi- 
tions relatives  aux  variations  de  la  vitesse,  aux  formes  de  l'hodo- 
graphe,  à  l'étude  des  familles  d'hodographes  correspondant  aux 
différentes  valeurs  des  éléments  caractéristiques  V0,  a,  c.  Cette 
étude,  qui  comprend  en  particulier  des  procédés  de  construction 
graphique  de  l'hodographe,  est  très  complète  et  très  détaillée. 
Puis  vient  un  examen  général  des  formes  de  la  trajectoire,  de  ses 
points  remarquables,  de  ses  asymptotes  et  enfin,  l'étude  des  varia- 
tions que  subissent  les  éléments  du  mouvement  lorsque  les  élé- 
ments caractéristiques  sont  affectés  des  variations  ^V0,  àa.,  de,  dg,. 
étude  déduite,  naturellement,  des  équations  aux  variations. 

Abandonnant  un  instant  le  domaine  pratique  pour  pénétrer 
dans  celui  de  l'Analyse  pure,  l'auteur  consacre  un  Chapitre  presque 
tout  entier  au  problème  de  l'intégration  par  quadratures  des 
équations  de  la  Balistique.  Il  suffit  d'intégrer  au  moyen  de  quadra- 
tures l'équation  différentielle  de  l'hodographe;  quelles  sont  donc 
les  formes  analytiques  de  la  fonction  F  {y)  qui  permettront  cette 
intégration  par  quadratures?  On  connaissait,  depuis  Bernoulli, 
le  cas  des  résistances  monômes  Bc'",  avec  d'Alembert  sont  inter- 
venues des  résistances  fonctions  rationnelles  de  la  vitesse;  des 
expressions  particulières  plus  compliquées  ont  été  découvertes 
par  Siacci  et  tout  récemment  encore,  par  M.  Ouivet.  Mais  c'est 
à  M.  Drach  que  revient  l'honneur  d'avoir  résolu  complètement 
le  problème  posé  par  Siacci  :  déterminer  toutes  les  formes  de  F  (c) 
permettant  de  ramener  aux  quadratures  l'étude  du  mouvement 
des  projectiles.  Les  méthodes  générales  d'intégration  de  M.  Drach 
lui  ont  permis  de  trouver  toutes  les  formes  demandées  ;  un  résumé 
des  recherches  de  M.  Drach  est  remarquablement  exposé  ici  par 
M.  Denjoy  et  suivi  de  la  contribution  personnelle  que  ce  dernier 
savant  a  apportée  à  ces  questions.  Ce  Chapitre  sera  consulté  avec 
intérêt  et  avec  fruit  par  tous  les  analystes. 
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Nous  retournons  maintenant  à  la  pratique,  avec  l'explication 
des  intégromètres  balistiques  et  des  machines  à  calculer  les  tra- 
jectoires, étude  qui  termine  le  Chapitre  premier. 

Le  Chapitre  II  est  consacré  aux  problèmes  balistiques  inverses. 
Si  l'on  connaît  une  intégrale  du  système  des  équations  différen- 
tielles, liant  deux  éléments  du  mouvement,  x  et  y  par  exemple,  le 
problème  inverse  a  pour  but  de  calculer  les  autres  éléments  v,  t,  t. 
Ce  calcul  ne  fait  pas  intervenir  la  fonction  F  (v)  ;  il  permet  de  la 
déterminer.  Par  exemple,  la  trajectoire  y  =  f  (x)  a  pu  être  définie 
expérimentalement  par  le  relevé  des  points  d'impact  du  projec- 
tile sur  une  série  d'écrans;  des  difïérentiations,  des  quadratures  et 
des  calculs  algébriques  permettront  d'avoir  les  autres  éléments 
du  tir  et  la  forme  correspondante  de  la  loi  de  résistance  de  l'air.  On 
conçoit  l'importance  pratique  de  ce  problème  inverse  qui  est  traité 
ici  dans  toute  son  ampleur,  avec  de  nombreuses  applications,  en 
particulier  à  la  trajectoire  de  Piton-Bressant. 

Enfin  le  troisième  et  dernier  Chapitre  est  consacré  aux  dévelop- 
pements en  séries  de  Mac-Laurin  pour  le  calcul  des  petits  arcs.  On 
exprime  ainsi  quatre  des  cinq  quantités  x,  y,  v,  t,  ~  en  fonction  de 
l'une  d'elles;  en  limitant  les  séries  aux  premiers  termes,  on  obtient 
des  polynômes  par  rapport  à  la  variable  choisie.  On  dira  que  le 
tir  est  horizontal  si  ces  polynômes  peuvent  représenter  avec  une 
approximation  suffisante  l'arc  de  trajectoire  qui  va  de  l'origine 
au  point  de  chute  et  l'on  établit  ainsi  les  formules  du  tir  horizontal 
relatives  aux  éléments  du  point  de  chute. 

Le  résumé  qui  précède  donne  une  idée  de  la  richesse  et  de  la 
variété  des  questions  que  M.  Charbonnier  expose  dans  ce  premier 
Volume  avec  beaucoup  de  clarté  et  de  simplicité.  Peut-être  le 
lecteur  sera-t-il  d'abord  surpris  du  nombre  considérable  de  noms 
donnés  à  des  formules,  des  méthodes,  des  théorèmes  dont  beaucoup 
correspondent  à  des  transformations  de  calcul  usuelles  ou  à  de 
simples  remarques,  bien  que  l'on  ne  souligne,  généralement,  en 
analyse  pure,  que  les  conclusions  générales  d'une  série  de  telles 
transformations  ou  de  telles  remarques.  Cela  tient,  je  crois,  à  ce 
qu'une  transformation  de  formules,  sans  intérêt  pour  l'analyste, 
peut  grandement  faciliter  le  calcul  pratique  et  qu'il  est  plus  com- 
mode, pour  rappeler  le  procédé,  de  l'associer  à  un  nom  propre. 
Malgré  l'abondance  des  méthodes  particulières,  les  grandes  lignes 
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de   chaque   théorie   se   détachent    avec   vigueur   et   s'imposent    à 
l'esprit  du  lecteur. 

Ce  premier  Volume  est  le  digne  début  d'une  œuvre  magistrale  : 
souhaitons  qu'elle  nous  apparaisse  bientôt  dans  toute  son  ampleur. 

Paul  Montel. 


MÉLANGES. 


SUR  LES  FONCTIONS  QUI  ADMETTENT  UN  THÉORÈME 
D'ADDITION  ALGÉBRIQUE  ; 


Par  M.  H.   MINEUR. 


Nous  nous  proposons  de  chercher  à  quelles  conditions  il  existe 
une  fonction  uniforme  admettant  un  théorème  d'addition  algé- 
brique donné. 

Dans  la  première  Partie,  nous  étudions  des  fonctions  que  nous 
appelons  «  fonctions  paramétriques  ».  Soit  ^(x^y)  l'une  d'elles, 
que  nous  supposons  fonction  holomorphe  de  x  et  y.  Nous  mon- 
trons que  l'équation  fonctionnelle 

/(«  +  v\  =  *t  [/(«),  /(f)J 

admet  une  infinité  de  solutions  /(m)  holomorphes  dans  le  voisi- 
nage de  u  =  o. 

Dans  la  seconde  Partie,  nous  supposons  que  'l(x,y)  est  une 
fonction  algébrique  de  x  et  de  y  et  nous  formons  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les  fonctions  f{u)  précédem- 
ment définies  soient  uniformes  dans  tout  le  plan. 

Pour  terminer,  nous  examinons  le  cas  où  'l(x,  y)  étant  toujours 
une  fonction  algébrique  de  x  et  de  )  .  /<  u)  n'est  pas  uniforme  el 
nous  montrons  comment,  par  des  calculs  rationnels,  on  peut 
ramener  ce  cas  au  précédent. 

Nous  obtenons  ainsi  une  définition  des  fonctions  elliptiques 
analogue  à  la  définition   élémentaire  de  l'exponentielle.   Si   l'on 
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remplacé  dans  cette  Note  La  fonction  paramétrique  •!>(./,))  par 
la  fonction  paramétrique  particulière  ,/r.  on  obtient  successi- 
vement la  notation  exponentielle,  la  définition  de  la  loin  lion 
puissance  et  celle  de  l'exponentielle, 

1. 

1.  —  Fonctions  paramétriques. 

Définition.  --  Une  fonction  paramétrique  est  une  fonction 
'l(x.  y)  de  deux  variables  vérifiant  les  conditions  suivantes  : 

i"  *[*,Kr.*)J  =  +[(*»>),*]. 

quels  que  soient  :r.  r,  z; 

2°  Il  existe  un  nombre  a  unique  tel  que 

ty(x,  a)  =  x,         <\>(y.,x)  =  x: 

3°   Si  l'on  se  donne  deux  des  trois  nombres  x,y,  s,  la  relation 

z  =  <J/  (a?,  y  ) 

définit  le  troisième  sans  ambiguïté. 

Nous  n'imposons  pour  le  moment  à  'l(x,  y)  aucune  autre  con- 
dition; le  mot  fonction  doit  donc  être  pris  ici  dans  son  sens  le 
plus  général;  on  peut  supposer,  par  exemple,  que  x  représente  un 
système  de  n  variables  ainsi  que  y  et  ;  ;  5  =  &(&,  y)  représentera 
dans  ce  cas  un  système  de  n  fonctions  de  in  variables. 

Définition.  —  Nous  poserons 

<b0( x  \  =  <x,         i^i(ar)  =  a^         l\z{&)  =  ty{x-> &) 

•!/„i  x)  =  <l  [x,  '!/„_!!  x)]. 

La  formule  récurrente  précédente  permet  de  définir  ^w(^)j  quel 
que  soit  l'entier  positif  /i  ;  il  est  facile  de  constater  qu'on  a  égale- 
ment 

i!/rti  x  i  =  <l  [■!/„-,  (.D.r\. 

Théorème.  —  Quels  que  soient  les  entiers  n  et  p, 
tyn+p(x)  =  ty[tyni  ■*),  <!v  x)l- 
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Si  n  =  i,  le  théorème  résulte  de  la  définition  de  àn+i  (x)  ',  sup- 
posons-le vrai  pour  n  =  n'  —  i  et  démontrons-le  pour  n  =  n'  : 

=  •l  ;. r.'L  [-!/„._,  (a?),  typ(x)]\  =  <!'[#,  'V-i-p-i^'J^'V-*-/'1^)- 
Théorème.  —  Quels  que  soient  les  entiers  positifs  n  et  p, 

%["'!/,,<>)]  =  d„,,i  .ri. 

Ce  théorème  se  démontre  par  récurrence  comme  le  précédent. 
Définition .  —  Nous  désignerons  par  6,  la  fonction  inverse  de  'ln 

n 

et  nous  supposerons  qu'à  une  valeur  de  y  la  relation  y  =  én(x) 
fait  correspondre  une  seule  valeur  de  ,r  : 

n 

Théorème.  —  Quels  que  soient  les  entiers  n  et  p, 

n   L    /"  J  "/' 

Posons 

P  « 

OÙ 

j-  =  <l„(z),         x=<\,,(y). 
On  a 

donc 

n  L    p  I  »/' 

Définition.  —  p  et  q  étant  deux  entiers  positifs,  posons. 

7  L   '7        -I 

si  l'on  multiplie  p  et  q  par  un  'même  nombre,  le  second  membre 
ne  change  pas. 

Théorème.    —   Si   n    et   n    sont    deux    nombres   rationnels 
positifs, 

Soient 

P  i       P  i 

n  ==  —  •  n  =  —  j  y  =  <b  ,   (  #•  )  : 


MÉLANGES.  [5g 

on  a 

+  I  '^/.  (*)i  V  (  ■'■  'ï  =  'I  I  <W  ( J  >•  4V<7  (  J'  »  I  =  W+  <7/''  (^  )' 
I      7  </'  I 

L  v         ■/'      J         '/v'  i +  '/ 

C.  Q.  F.  I). 

Ou  démontre  de  la  même  façon  que 

Définition.  —  Soit  ///    un  nombre  rationnel  positif,  nous  défi- 
nirons ty_m(x)  par  la  relation 

•l\'b-,„(T),  'bm{x)\  =  a; 

elle  est  équivalente  à 

Supposons  en  effet  la  première  de  ces  deux  relations  vérifiée,  on  a 

'l  J  ty[ty_m(ar),  •lwiX)\.  '!>_„,(.r)  j  =  'l[i,   ty-m(x)]  =  ^-m{x) 

en  vertu  de  la  condition  ï"  : 

=  <^  J  4'->«(a7)j  444* '«(*)'>  ^-/«I  ^)]  î  =^-/»  (•?•', 

et  en  vertu  de  la  condition  2°  : 

4*  [4^  (-*")>  "î'-/»*  x)]  =  a- 

En  particulier,  ']>_  ,  (a?)  est  défini  par 

<b  [x,  <b-i  i  a?  )  ]  =  a. 
Théorème  : 

Il  suffit  de  transformer  comme  précédemment  l'expression 

•b  )  <l  [6_,<  x),  ^_,(  y  )],  <b(x.  y  l  ;  ; 
on  trouve  qu'elle  est  égale  à  a;  le  théorème  énoncé  en  résulte. 
Théorème.  —  Si  p  est  un  entier  positif , 

•}_,  ['i>/;(^)J   =  '1//,  ['!>-!  (r,J. 

Ce  théorème  se  démontre  facilement  par  récurrence. 
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Théorème.  —  Quels  que  soient  les  nombres  rationnels  n  et  p, 

<l>  [■!/„(  x),  •h,,{x)}  =  tyn+p(x)< 

Ce  théorème  a  été  démontré  lorsque  a  et  p  sont  positifs.  Si  n  et  p 
sont  des  entiers  positifs  ou  négatifs,  il  se  démontre  en  utilisant  le 
théorème  précédent;  supposons  par  exemple  n  =  —  n\  p  =  —  p  , 
n   et  p    étant  deux  entiers  positifs  : 

ty[én\  x  ),  typ{  x  |]  =  ip  j  i}v  [(}/_i  i  :r  i],  J/;,-  [6_,i  .r  )]  ; 

Si  n  etjo  sont  des  nombres  rationnels  quelconques 

n=  —,,         p  —  — , 

q  s 

on  est  ramené  au  cas  précédent  en  posant 

X  —    Ç,,','   I    V   l 

Théorème.  —  Si  n  et  p  sont  deux  nombres  rationnels  quel- 
conques, 

■ln  [typi  x)\  =  tynp(x). 

Ce  tln-orèmc  se  démontre  comme  le  précédent,  on  revient  au  cas 
où  n  el  p  sont  positifs  en  utilisant  la  formule 

■l-n<  X)  =  ^[^ij-i]. 

En  se  limitant  aux  valeurs  réelles  et  positives  des  variables,  on  voit 
que  >l(x:  y)  =  X)'  est  une  fonction  paramétrique,  •l„(x)  est  égal 
à  x"  et  les  théorèmes 

ne  sont  autres  que  la  généralisation  des  formules  élémentaires 

I  X"   \P  —  X"l',  X"   rP  —  a7«+P; 

La  fonction  xy  est  symétrique.  Toutes  les  lois  qu'une  fonction 
paramétrique  sera  symétrique,  nous  dirons  qu'elle  est  indéfini- 
ment symétrique. 

Si  'b(x.y)  est  une  fonction  paramétrique,  f\  x  )  est  une  fonction 
quelconque  et  g(  x  >  son  inverse.  f\  <h  [g{  x  i.  g(y  )]  \  est  aussi  une 
fonction  paramétrique. 
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Si  es  el  <l  sont  deux  fonctions  paramétriques,  il  n'existe  pas  tou- 
jours de  fonction  / 1  x  i  telle  que 

Dans  Le  cas  particulier  où  a  ci  '!>  sont  indéfiniment  symétriques 
et  où  x  est  une  variable  réelle,  il  existe  une  infinité  de  (onc- 
tions J'{x)  vérifiant  l'équation  précédente,  ces  fonctions  pouvant 
êl  re  discontinues. 


i.  —  Fonctions  paramétriques  analytiques  de  deux  variables. 

Considérons  maintenant  une  fonction  paramétrique  analytique 
de  deux  variables  cp  (  x.  y),  supposons  a  =  o  (  '  )  et  cp  (x.  r)  holo- 
morplie  dans  le  domaine  (x  =  o,  y  =  o).  Soit 

s  i  x.  y  s  =  a0  -+-  ax  x  -+-  bx  y  -+- . .  . . 
Les  conditions  ©|  a,  a?)  =  #,  ©(y,  a)  =JK  montrent  que 

donc 

<p(a?.  _>')  =  x  -r-  y  ->r  a ■>,, x-  -h  anxy  -+-  «02  T2-*--  •  •• 

Soit  /?  un  entier  positif,  ©«(#)  est  une  fonction  holomorphe  de^c 
dans  le  domaine  de  x  =  o  et  le  premier  terme  de  son  développe- 
ment est  nx  ;  on  peut  donc  effectuer  l'inversion  de  y  =  cpw|  x)  si  y 
reste  voisin  de  zéro  (-•).  D'une  façon  plus  générale,  on( x),  où 
/*  est  rationnel,  est  holomorphe  clans  ce  même  domaine  ;  son  rayon 
de  convergence  dépend  de  n,  mais  il  est  fini  pour  chaque  valeur 
de  n.  Soit 

yn(x)  =  nx  -f-  a{"'x- -t-  a';,'0^3 4- . .  .-t-  ail')n xi>  ■+-...; 

les  coefficients   a."     sont  des  fonctions  du   nombre    rationnel  n; 
cherchons  la  forme  de  ces  fonctions  :  égalons  pour  cela  les  déve- 

(')  Si  *  c'était  pas  nul.  il  s uf lirait  de  considérer  la  fonction 

ty(x  —  a,  y  —  a)  +  a, 

qui  est  une  fonction  paramétrique. 

(2)  L'hypothèse  introduite  au  paragraphe  1  que  y  =■  tyn(x)   peut  être  inversée 
rsi   donc  bien  satisfaite  dans  ce  cas. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2e  série,  t.  XLVI  (Avril  1922).  11 
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loppements  de  on  [op]  et  de  <sp  [cp„]  : 

n  a  f  '  -\-  p-  a ./'  =  />  a .,"  '  -H-  n-  a ./'  . 


na,j'  -+-  a1,"5  fa''X2-r--  .  .-+-  a"  pi  —  a\\nl-\-.  .  .-h-pa','r 

Donnons  dans  ces  identités  à  /;  une  valeur  fixe  el   résolvons-les 

successivement  par  rapport  à  a"  .  a{"\  ...,  al"\  ...;  on  trouve 

sans  difficulté  que  a  t"   esl    un  polynôme  P,;!//)  de  degré  </  sans 

terme  constant  ;  lorsqu'on  y  donne  à  n   une  valeur  rationnelle, 

la  série 

nx  -+-  P2 (n)a;2  4- . . .  -+-  P? (n)x<t -t- . . . 

représente  le  développement  de  £„(#). 

Soit 

Pyi  n  i  =  /,,'/«  +  &<?  n2-t-.  ..-+-/> ,'/  ni. 

Nous  allons  montrer  qu'il   existe  deux  nombres   p   et   p'  tels  que  la 
série 

+  =         q 
7  =  1    p=l 

esl  absolument  convergente  lorsque 

\-r\<?     et     |6|<p'. 

Soient  /?,  un  njônibre  rationnel  inférieur  à  i  et  p,  un  nombre  tels 
que.  pour  |  x  |  <[  pt, 

|  P2(/ii')a?2  +  ...+  Py(rt1)a??  +  ...  |  <s. 

/?  ,  -|-  i  =  A  étant  inférieur  à  î .  On  aura  pour  [  x  j  <^  pi 

|  cp;!,i  a;)|     ;  A  |  x  |  <  p,, 

et,  si  N  est  un  entier  positif.  iLrt«(a?),  qui  s'obtient  à  partir  de  3„lV#) 
par  itération,  sera  holomorphe  pour  \x\  <^  pi  et  vérifiera  dans  ce 

domaine 

I  œ   N  (  x  )  I  <  A*  I  x  I  <  A  |  x  I. 
Il 

M 

Soit  -i — r  une  majorante  de  o„  (.r>  (o  <C  o.  ):  comme 

|  x\  J  '    '  v    '  Xl         ' 

I  ©„,(  x)  I  <  A  I  X  |. 
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M 


sera  aussi  une  majorante  pour  <p,,i«(#)  ;  donc 

M 

l*M«)l         77/ 
i  n  =  /(  i ,   n  —  n  j .   n  =  nj /i  =  n) ,   .  .  .  i. 

Désignons  par  A,.  A2,  ....  Aq  les  valeurs  que  prend  Pq(n) 
pour  n  =~- n  { .  n  =  n\ n  —  nqt)  la  formule  de  Lagrange  appli- 
quée à  P9  donne 

V^  4    i  «  • —  ii  )  {n  —  n  ?  )...('  n  —  ni-1)  ( n  —  n 'r  '  > .  .  .  (  n  —  n'() 

P„<  rt  i  =    >    A, : : : : : : : '-  . 

**  (n\  —  ri!).  ..(n\-  n'f1  n  n\  —  n'f1).  .  j  n\  —  n'{) 

Mais  / 


I4/|<£.      \"\-n{\>n<{^ 


si  iy^j  et  si  i  et  y  sont  intérieurs  à  çr;  donc 

M? 

(n, 

Par  conséquent. 


IV /ni   <i  „    , ;      pour     \n\l 


I  P7<  "  »  I   <   —,,        P0UI"       l"l  =  £- 

S<>it  C  le  cercle  de  centre  O  de  rayon  t  : 

'        iizi  J        n  i' 
donc 


M" 


WKttsJ 


la  série 

esl  donc  convergente  dans  le  domaine 

m<p"<  i.*i  cp"- 

Théorème.  —  Il  existe  une  fonction  analytique  f{  t.  X)  holo- 
morphe  dans  le  domaine  (o,  o)  qui  se  réduit  à  -ç,<  x  I  lorsque  t 
est  rationnel. 

Le>  fonctions 

/(  /  —  /'.  x\  —  ç  [/(/.  x)1  /(  ?'.  .r  >J     et    /i  M',.r  i  —/[/,/',  f',  ./•  ,J 
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sont  nulles  lorsque  |  x  ]  <<  p'  et  lorsque  t  et  t'  prennent  des  valeurs 
rationnelles;   l'ensemble   des   nombres  rationnels  admet  l'origine 
comme  point  limite  et  les  fonctions  précédentes  sont  holomorphes 
dans  son  voisinage;  elles  sont  donc  identiquement  nulles. 
t  étant  un  nombre  quelconque,  posons 

<?/(")  =f{t,x); 
on  aura  encore 

Théorème.  —  z  <  x.  y  i  est  symétrique. 

Soit  x0  tel  que  |  .r0         o  :  ^i  X  et  r  sont  voisins  de  zéro, 

0,1  ./•„.  =  ./■.  o,t(x0)  =v 

définissent  t  et  t'  sans  ambiguïté  (')  et 

çix.  y)  =  ?[cp,(.r0),  ?f(*.o)]  =??»+<»(*•)  =  ?  [?«'(*<>)>  ?;Oo)]  =  ?(/,*)• 

£//ie?  fonction  paramétrique  analytique  est  indéfiniment 
symétrique. 

Par  la  suite,  nous  dirons  qu'une  fonction  cpi.r.  r)  est  indéfini- 
ment symétrique  par  rapport  à  oc,  lorsque  cette  fonction  sera  symé- 
trique, holomorphe  dans  le  domaine  (a,  a),  et  telle  que 
<?[x,  fs(y.z)]  soit  symétrique  par  rapport  à  x.  y.  z.  et  que 
si  p,  a)  =  x. 

■  \.  —  Application  m  x  équations  fonctionnelles. 
Considérons  l'équation  fonctionnelle 

(i)  /[?(*,^)1  =  +[/(*), /00-L 

où  f(x)  est  l'inconnue  et  où  cp  et  £  sont  deux  fonctions  indéfini- 
ment symétriques  par  rapport  aux  valeurs  a  et  rt>. 

Dans  l'équation  (  i  ),  faisons  x  =  a;  il  en  résulte  /(a)  =  [ïi;  sup- 
posons f(x)  holomorphe  dans  le  voisinage  de  x  =  a.  De  l'équa- 


(')    —  -^/(j^d)  n'est  pas  nul,  car.  pour  t  =  o,  cette  dérivée  est  égale  à  xtl. 
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lion  i  1 1  on  déduit,  en  faisant  y  =  .r, 

/[?*(*>]  =  «h  la*)]. 

/r?i(*/l  =*i  [/(*)]  ^         /('fi  (*.)!  =+i  LA*)]. 


r?i(*;"|  =+1  [/(*)]     ^     /rf_i_^->| 


rc  étant  un  entier  positif.  La  fonction 

/[?,(*/] -M/(*)L 

où  a;  est  supposé  constant,  étant  régulière  pour  t=o  et  s' annu- 
lant pour  t=  —i  estidentiquement  nulle.  Soient  a  une  valeur  de  x 

suffisamment  voisine  de  a  et  A  un  nombre  voisin  de  jj.  Il  existe 
une  seule  solution  de  l'équation  (i)  telle  que  f(a)  —A,  elle  est 
définie  par 

l'équation  x.==-  ot{a)  définit  t  comme  fonction  holomorphe  de 
x,  u  (x)  dans  le  domaine  de  a,  la  fonction  f{x)  =  'i>„(.r)(A)  est  donc 
holomorphe  dans  ce  domaine  et  vérifie  l'équation  (i)  :  soient  x,  y 
deux  valeurs  voisines  de  aetx  =  »f(rt),  y  =  '3,J a  ). 

f[?(x,y)]=f[?i+t>(<*)] 

=  ^r^r(A)  -  *[fcj  A),  -lt  (A)]  =  <l/[/(*)>  /O')]- 

En  laissant  a  fixe  et  en  donnant  à  À  toutes  les  valeurs  d'un  cer- 
tain domaine  entourant  le  point  ,3,  on  définit  une  infinité  de  solu- 
tions holomorphes  de  l'équation  (i). 

En  particulier,  les  solutions  de  l'équation 

f(*+ y)  =  ?[/{*),  f(y)] 

sont  les  fonctions 

f(X)=Çx(\). 

k.  —  Application  aux  groupes  a  un  paramètre. 

Considérons  un  groupe  continu  à  un  paramètre  contenant  la 
transformation  identique,  désignons  par  Ta  les  transformations 
du  groupe  et  par  Ta  la  transformation  identique.  Le  produit  de 
deux  transformations  du  groupe  TaTô  est  une  transformation  Tc 
du  groupe,  c,  est  une  fonction  de  a  et  b  :  c  =  •-!>(«•  b). 

■l(  <i.  h  i  est  une  fonction  paramétrique. 
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Formons  en  effet  le  produit  T^T^Tcde  deux  manières  diffé- 
rentes : 

Trf=  T„TéT,.=  T„(T6Te)  =  (T„Té)Tc, 
nous  aurons 

d=  à[a,-l(b,c)]  =  <|*[«|»(«,  b),c\. 

Comme  Ta  désigne  la  transformation  identique, 

T„  Ta=TaTa=a         ou         <\>(  a,  x)  =  '\>(&.,  a)  =  a; 

si  l'on  suppose  de  plus  qu'à  une  transformation Ta  correspond  une 
seule  valeur  du  paramètre  a,  la  troisième  condition  du  para- 
graphe 1  est  vérifiée. 

Bornons-nous  aux  groupes  pour  lesquels  <b(a,b)  est  une  fonc- 
tion analytique  de  a  et  b.  D'après  les  résultats  du  paragraphe  2, 
<]>(«,  b)  est  symétrique  par  rapport  à  a  et  b;  donc  tout  groupe 
continu  à  un  paramètre  est  permutable. 

Faisons   le    changement    de    paramètre    défini     par    a=f\t) 
f(t)  étant  une  solution  de 

/(*+/-)  =  +  [/(0,/(O] 
et  posons  Ta=  U^,  nous  aurons 

U,lV=  Util': 

le  paramètre  t  est  donc  un  paramètre  canonique. 

On  voit  donc  que  la  théorie  précédemment  développée  n'est 
autre  que  la  théorie  des  groupes  continus;  on  peut  déduire  les 
résultats  des  paragraphes  1,  2.  3  de  la  théorie  des  groupes;  la 
méthode  que  nous  avons  employée  a  le  seul  avantage  d'être  pure- 
ment fonctionnelle  et  de  ne  pas  utiliser  d'équations  différentielles. 
On  peut  démontrer  de  même,  au  moyen  des  équations  fonction- 
nelles, que  tout  groupe  continu  à  un  paramètre  est  semblable  au 
groupe  des  translations  à  un  paramètre. 

La  démonstration  du  paragraphe  2  s'étend  sans  modification  au 

cas  où  x  représente  un  système   de  n  variables   (x,.  x-2 xn) 

ainsi  que  y  et  z.  la  relation  s  =  ty(x.  y)  représentant  un  système 
de  n  fonctions  analytiques  de  in  variables 

**=  '}/[>!,  ^2-,  .  ..,#»,  yu  y2.  ...,yn]         O  =  i,  "2,  ••-,  «)• 

On  montre  que  tyt(%i xn)  est  une  fonction  holomorphe  de  t. 
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<  >n  |)ciii  ainsi  étudier  la  théorie  des  groupes  à  ri  paramètres  el 
démontrer,  par  exemple,  qu'un  groupe  à  //  paramètres  se  ('«impose 
de  x"  '  sous-groupes  à  un  paramètre;  on  peu!  former  les  condi- 
tions de  simili i mie  de  «Jeux  groupes.  Nous  ne  îimis  occuperons  j >;i > 
de  ces  questions,  nous  ferons  seulement  l'étude  des  fonctions 
indéfiniment  symétriques  algébrique 

II. 
o.  —  Fonctions  indéfiniment  symétriques  algébriques. 

Nous  avons  étudié  jusqu'ici  les  fonctions  indélinuneni  symé- 
triques en  nous  bornant  au  cas  <»ù  les  variables  restent  dans  le  voi- 
sinage  de  la  valeur  a.  Nous  allons  supposer  maintenant  que  la 
fonction  indéfiniment  symétrique  précédemment  considérée, 

s  =  o(x:  y). 
est  une  branche  «le  (onction  algébrique  de  i  et  de  y  définie  par 

'1'    r,  y;  z  )  =  o. 
La  fonction 

f\  u)  =  ©„(a) 
vérifie  l'équation 

I  i  f{u  +  v)=  ?[/(«),  f(v)), 

g  est-à-dire 

0  *'[/(«)./<  l'  iï/(»  +  f)]  —  o. 

En  d'autres  termes, /(ft)  admet  un  théorème  d'addition  algé- 
brique. Weierstrass  a  démontré  ('  i  qu'une  telle  fonction  f'(u) 
est  définie  dans  tout  le  plan  et  rentre  dans  un  des  trois  types  sui- 
vants :  fonction  algébrique,  fonction  algébrique  de  ek".  fonction 
algébrique  d'une  fonction  elliptique.  Pour  donner  une  définition 
précise  des  fonctions  indéfiniment  symétriques  algébriques,  nous 
étudierons  donc  le  théorème  d'addition  des  fonction-  précédem- 
ment énumérées  ;  nous  commencerons  par  considérer  le  cas  où  ces 
fonctions  sont  uniformes  et  nous  admettrons  que  I  >  u  i  est  une 
fonction  elliptique,  les  résultats  seront  encore  valables  lorsqu'une 
ou  deux  périodes  s'annuleront.  De  cette  étude,  nous  déduirons  les 

(')  Cf.  Phragmkn,  Acta  mathematica,  t.  VII.  i885. 
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conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'il  existe  une  fonction 
elliptique  admettant  un  théorème  d'addition  donné. 


6.  —  Le  théorème  d'addition  des  fonctions  elliptiques. 

Soit /(m)  une  fonction  elliptique  de  périodes  w,  o/.  d'ordre  /' ; 
soit 

(0  *[/(«),  /<«•);/<■«  +  ••)]  =  o 

sou  théorème  d'addition,  <ï>(.r,  r:  s)  étant  un  polynôme  entier 
indécomposable. 

Soient  x.   )'.  z  trois  nombres  liés  par  la  relation 

(2  1  *(a:,  y;  s)  =  o. 

Il  existe  dans  un  parallélogramme  de  périodes  deux  points  a  et  v 
tels  que 

(3)  x=f(u),        y=f(s>),         z=/(iï-hp). 

Soient  en  effet  a4,  v,  deux  points  tels  que  x  =ft  «1  ).  y  =f(vi)j 
zi=f(ut-\-vl)  est  racine  de  (2);  faisons  décrire  à  x  et  à  v 
simultanément  deux  contours  fermés  partant  de  x  et  de  r,  de  sorte 
que  la  racine  s'  de  l'équation 

(2')  <t>(x',  y' :  z' )  =  o, 

définie  par  continuité  et  égale  initialement  à  z,  soit  égale  à  z 
lorsque  x'  et  r'  sont  revenus  en  x  il  r;  par  continuité,  on  définira 
U  et  v  par  x'=f(u'),  y'=f(ç'),  et  l'on  aura  constamment 
'z'  —  f(u'-+-  f'),  puisque  ceci  a  lieu  dans  le  domaine  de  «,.  c,  : 
lorsque  .r  et  y  seronl  arrivés  en  x  et  v.  a'  et  c'  auront  pris  des 
valeur»  u  et  P  et  Ton  aura  bien  les  relations  (3).  11  en  résulte  que  $ 
est  symétrique  par  rapport  à  x  et  y. 

Si  u.  r.  o-  sont  trois  valeurs  quelconques,  la  relation  entre 

X  =/(«),  r=/(e).  5  =/(«0,  Z  =/(«-r-c  -    u) 

s'obtiendra  en  éliminant  £  entre 

$(#,  ^;*)  =  o,         *(.z,  *;Z)  =  o. 
Soit 

*(*•,  J,  2;  Z)  =  o 

la  relation  obtenue;  on  voit  comme  précédemment  qu'elle  est 
symétrique  par  rapport  à  x.  y.  z. 
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"Cherchons  les  nombres  a  tels  que  I '«m  ail  identiquement 

<i>(x,  2  ;  x)  =  o. 

D'après  le  théorème  précédent,  il  existe  deux  points  u,  v  tels 
que 

a  =/(«'),         #=/(«)=/(  m -4- v), 

v  csl  donc  une  période  el 

a.  =  J'(nito  -+-  m' <o' )  =f(o), 
a  e.sV  unique. 

Etudions  les  racines  de  I  2  |  lorsque  .r  el  y  sont  voisins  de  a. 
Nous  supposerons  que  a  =  o  est  une  racine  simple  de  /(u)  =  <*■', 
si  cela  n'était  pas,  on  raisonnerait  sur  f\u  —  s).  Soient 

u\  =  o,     «§,      . .  . ,      uf. 

les  /■  aombres  situés  dans  un  parallélogramme  de  périodes  tels 
•que  y(a'-)  =  a;  désignons  par  a/  et  e/  deux  valeurs  voisines 
de  u"  ;  les  racines  de  (2)  sont  représentées  par  les  équations 

x  =  /(  uî),        v=  /(  vj),        z  =  /(  Ml-t-  vj )  ; 

seules  les  racines  pour  lesquelles  un  des  deux  indices  est  égal  à  1 
tendent  vers  a  en  même  temps  que  x  et  y.  car  si  i  et  y  sont  tous 
deux  différents  de  1,  ^  tend  vers  f(i(J~\-  e°),  cjui  est  en  général 
différent  de  x. 

Lue  telle  racine  z  ==  <fc  [a?,  y]  vérifie  donc  une  des  deux  rela- 
tions 

ty(x,  a)  =  x,         <l(y..y)=y, 

considérons  par  exemple 

lorsque  uf  est  nul,  on  a  bien 

x  =  a,         ^  =  r. 

Parmi  ces  racines,  une  seule  vérifie  les  deux  relations 
<f(x,  a)  =  ar,         <p(>,  a)=^, 

c  est  celle  qui  correspond  à  i  =  1 ,  j '  —  1 . 

En  résumé.  <ï>(x.y;  ^)=o  vérifie  les  conditions  suivantes,  que 
nous  appellerons  les  conditions  I  : 
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1"  L'élimination  de  t  entre  les  équations 

*(a?,  y,  t),  =  o,         <i>(s, /;Z)  =  o 

conduit  à  la  relation  <ï>(  r.  y.  z\  Z)  =  o  symétrique  en  x.  y,  z; 
2°  Il  existe  un  nombre  a  et  un  seul  tel  que  <!>(  x.  a,  x)  =  o: 
3°  Toute  racine  z  =  à(x,  y)  de  <P[x.  y:   c  )  =  o  (2),  égale  à  a. 

lorsque  x  =  y  =  *.  est  nolomorphe  an  voisinage  de  x  —  a.  )'  ==  a 

et  vérifie  l' une  des  deux  relations 

f(a?,  à.)  =  .r,         ^(7.,))  =  ^; 

une  seule  d'entre  elles.  ;  ==  ©(#,  )').  vérifie  les  deux  relations 
<p(a?,  a)  =  a?,         cp(x.  y-)  =_>•. 

Nous  appellerons  «  fonction  indéfiniment  symétrique  algé- 
brique »  une  fonction  z  (x.  y)  délinie  par  <!>(  x,  y;  -3  i  =  o.  <ï>  véri- 
fiant les  conditions  I. 

Le  polynôme  <1>  étant  donné,  il  est  facile  de  constater,  par  des 
calculs  rationnels,  >'d  vérifie  ou  non  les  conditions  I.  Les  condi- 
tions i°  et  20  exigent  un  calcul  d'élimination  et  un  calcul  d'identi- 
fication [il  ne  faut  pas  oublier  que  a  peul  être  infini,  exemple 
p(u  )]. 

Pour  la  condition  3.  il  suffira  de  vérifier  que  le  dévelop- 
pement d'une  racine  ;  =  6  (x,  y  )  de  (  2  |,  telle  que  •l  (a,  a)  =  a  au 
voisinage  de  x  =  a,  y  =  a,  a  lune  des  deux  formes 

z  —  a  =  ( x  —  <x)  -h  a( y  —  x )  -t-   . . , 
z  —  a  =(j—  a)  H- a(  a?  — «)-+-..., 

et  qu'une  racine  seulement  a  un  développement  commençant    par 

les  termes 

z  —a  =  (a?  —  a)-\-(y  —  a) -+- 

7.  —    DÉFINITION    D'UNE    FONCTION    ELLIPTIQUE    PAR    SON    THÉORÈME   d' ADDITION-. 

Soit  <I>(\r,  y;  z)  un  polynôme  vérifiant  les  conditions  !:•  nous 
allons  montrer  qu'il  existe  une  infinité  de  fonctions  uniformes  f{ii) 
telles  que 

*[/(«),  /(p);/<  «  +  *')]  =  0. 

Soit  G  =  '^(.r.  r  )  la  racine  de  (2)  <ï>(x,y;  z)  =  o  définie  au 
paragraphe  3  des  conditions  1.  montrons  que  œ(#,  y)  est  indéfini- 
ment symétrique  par  rapport  à  la  valeur  x. 
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z  =  iù(x,  y)  el  3|==o(  Kj  #)  vérifient  tontes  deux  l'équation  (2) 
et  les  conditions  ©(#,a)  =  .r,  tp(a,y)==V;  comme  une  seule 
racine  dé  I  2  )  y  satisfait,  nu  conclul  que  ;  =  c,  ri  que  œ  (.r.  y)  est 
symétrique. 

De  même  <I>  1  /  .  r.  s;  Z)  ==  o  admet  une  seule  racine  Z  qui, 
pour  a:  =  a.  se  réduit  à  ip(y,.s);  pour^^a,  à  ©(#,  r);  pour 
z  =  cf..  à  tp(a?,  r  1  ;  comme 

Z  =  =[.,-,  oij-.  3)],  Z,  =  ï[!f^',/!,  s\. 

vérifient  ces  «conditions,  on  a 

»|>,  <p<  j-.  s)]  =  =  [«(a?,  7).  sj: 

<p  est  donc  indéfiniment  symétrique. 

Soit  'ït(x)  l'itérée  de  <p(>.  vi.  c'est  une  fonction  holomorphe 
de  t  et  de  #  dans  le  domaine  |  f 1  <  p,  |  .r  —  a  j  <  p';  soit  C  une 
constante  vérifiant  |  c  —  a  |  -'    p'  :  posons 

.    /(«)  =  ?»(C), 

/(m)    est    holomorphe    dans    le    cercle    T  de  centre    11  =  0  et  de 
rayon  p;  elle  vérifie  dans  ee  cercle  l'équation 

/(« +  «>)  =  <?[/<>),  A")L 
on  a  donc 

(O  *[/(»),/(O;/<>---«0]  =  «>- 

Si  M  reste  dans  r,/(a)  est  uniforme;  nous  allons  montrer  qu'il 
en  est  de  même  dans  le  cercle  T    de  centre  a  =  o  de  rayon  2p. 

Soit  S  un  contour  fermé  issu  de  O  et  intérieur  à  I"  ;  l'équa- 
tion (1)  montre  que  le  prolongement  analytique  def(u  )  peut  être 
suivi  le  long  de  S;  supposons  un  instant  que  ce  prolongement 
nous  conduise  à  une  fonction  J\(u)  distincte  de  f{u)\  / (u)  se 
comporte  dans  Y  comme  une  fonction  algébrique;  elle  a  donc  en 
tout  point  une  valeur  bien  définie  : 

i°  On  peut  disposer  de  a  et  v  de  façon  que  a  et  u-\-v  se  dépla- 
çant à  l'intérieur  de  I\  v  décrive  S.  La  relation  (1)  deviendra 
alors 

*[/(«),/<  (••>;.  t\u  —  v)]  =  0; 

faisons  v  =  o,  nous  aurons 

*[/(«),  /•1(o,;/(u)]  =  o; 
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il  résulte  des  conditions  1  que 

A(o)  =  a. 

2°  Déplaçons  u  et  v  à  l'intérieur  de  Y  de  façon  que  u-\-v 
décrive  S,  on  aura 

Lorsque  «  et  r  tendent  vers  zéro,  /,  (  u-\-v)  tend  vers  a;  soit 

/•l(u  +  r)  =  d,  [/(„), /(<')]; 

comme  ■!/  (  a,  a)  =  a,  on  a  par  exemple 

^(.r.  a)  =  x. 
d'où,  en  faisant  <-'  ==  o, 

/,  (  u  )  =  /(  u  ). 

Après  avoir  décrit  £.  f[  u)  revient  au  voisinage  de  u  =  o  avec 
la  même  détermination. 

On  peut  répéter  ce  raisonnement  en  substituant  l'a  T,  et  ainsi 
de  *uitv.)  f(u)  est  uniforme  dans  tout  le  plan  et  vérifie  (2). 

f(u')  dépend  de  la  constante  C,  qui  doit  rester  voisine  de  a;  la 
relation 

permet  de  définir  cpf<  x),  x  étant  une  valeur  telle  que  x  =  cp,,(G). 
Il    est  aisé    d'obtenir  toutes    les    fonctions   g(u)    qui    vérifient 
l'équation  (1) 

*[£\"),  gi»\  g(u  ■+■«')]  =  °; 

si  l'on  fait  t>  =  o   dans'  cette  équation  ('),  on  obtient  g'(o)  =  a; 
donc 

comme  au  paragraphe  3,  on  en  déduit 

g(tu)  =  of[ff(ii)], 

soit  m0  la  valeur  de  u  telle  que 

£-(ko)  =  C,        g{t)  =  yt  (G)  =  /(  — 


(')  Une  fonction  qui  admet  un  théorème  d'addition   algébrique   est   algébroïde 
dans  tout  domaine  borné. 
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Toutes  les  solutions  de  I  i  >  sont  de  la  forme  f(/\ii),  où  /.  est  une 
constante. 

Pour  terminer,  nous  allons  montrer  comment  il  est  possible  de 
reconnaître  rapidement  la  nature  de  la  foncùon  J  (u). 

Supposons  un  instant  que  /(«)  soit  une  fonction  elliptique  de 
périodes  to,  to"  et  d'ordre  r.  L'a  relation  (  2  ) 

4» (a?,  y\  z)  =  o 
peut  être  remplacée  par 

x  =  /(«),        y-=f(v);         z  =  /'O -+-  v). 

ainsi  que  nous  l'avons  montré  au  paragraphe  2;  a  est  racine  simple 
de  l'équation  /(  u)  =  o;  on  en  déduit  facilement  que  l'équation  (3) 
est  de  degré  D  =  /■-  par  rapport  à  l'une  quelconque  des  varia- 
bles x,  y,  z.  Soient  p  un  entier  et 

la  relation  entre /(m)  elf(pu)  déduite  de  (i)  par  itération  ;  <bp  est 
de  degré  Dp  =  p2r  par  rapport  Àf(u). 

Si  /'(?/  )  est  une  fonction  rationnelle  d'une  exponentielle  R(eA:") 
et  si  r  est  le  degré  de  R(.r)  par  rapport  à  x,  on  a 

D  =  r\         Dp  =  pr. 
Si  f(u)  est  une  fonction  rationnelle  de  ù  de  degré  /*, 

11  suffira  donc  de  comparer  les  degrés  des  relations 

'Pt  x,  y;  z)  —  o,         <P( x,  x:  z  )  =  $%(x,  z)  =  o 

pour  reconnaître  dans  lequel  des  trois  cas  on  se  trouve. 

ni. 

LES    FONCTIONS  MULTIFORMES   QUI    ADMETTENT    UN   THÉORÈME 
d'addition  ALGÉBRIQUE. 

M.  Phragmen  a  démontré  que  si  une  branche  de  fonction  ana- 
lytique admet  un  théorème  d'addition  algébrique,  on  peut  pour- 
suivre son  prolongement  analytique  dans  tout  le  plan  et  que  cette 
fonction  est  soit  une  fonction  algébrique,  soit  une  fonction  algé- 
brique de  ekz,  soit  une  fonction  algébrique  d'une  fonction  ellip- 
tique.  Nous  procéderons  comme   dans  le  cas  des  fonctions  uni- 
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formes,  nous  étudierons  d'abord  le  théorème  d'addition  de  ces 
fonctions  et  nous  démontrerons  ensuite  la  réciproque. 

Soient  x  =f( u)  une  fonction  elliptique,  X  une  fonction  algé- 
brique de  x  définie  par  F(.r,  X)  =  o  ;  soient  n  le  nombre  des  déter- 
minations de  X  considéré  comme  fonction  de  x  et  ri  le  nombre 
analogue  lorsque  X  est  considéré  comme  fonction  de  u.  En 
général  ri yé  n.  Soient  X,  («).,  X2|  v  ) X„,(w)  ces  /*'  détermi- 
nations, x  une  valeur  quelconque  et  w(,  w2,  •  •  ■■>  u>-  tels  que 
/i  //,)  =x.  Xy(w/)  est  racine  de  l'équation  Y(x,  X)  ==  o;  récipro- 
quement, toute  racine  de  cette  équation  a  cette  forme.  En  général, 
si  u  et  v  sont  tels  que/^  u)  =  /(('),  les  ri  déterminations  de  X(w  ) 
sont  distinctes  de  celles  de  X(p). 

Pour  obtenir  la  formule  d'addition  de  X(«),  on  formera  celle 
def(u)  et  l'on  éliminera  /'<  u)  entre  celte  formule  et 

F[/(«),X(«).]=o. 

La  relation  ainsi  formée  est  en  général  décomposable;  ceci  tient  à 
ce  que  X(w)  n'est  défini  que  si  l'on  ajoute  à  F  [/('&),  X(«)]  =  o 
une  condition  initiale  de  la  forme  \{u0)  =  X0. 

Soit  $(X,  \  ;  Z)  le  facteur  de  décomposition  qui  fournit  le 
théorème  d'addition  de  la  fonction  X(w)  que  l'on  considère  : 

*[X(a),  X(t>);  X(«  -hv)]  =  o. 

En  supposant  que  u  =  o  n'est  un  point  critique  pour  aucune 
des  branches  de  X(?/j,  on  constatera,  comme  au  paragraphe  6, 
que  *l>  vérilie  les  conditions  suivantes,  que  nous  appellerons  les 
conditions  11  : 

i°  L'élimination  de  t  entre  <&(x,  y;  t)  =  o,  $(z,t;Z)  =  o 
conduit  à  la  relation  <Pi  x.  y.  z\  Z)  =  o  symétrique  en  x,  y,  z. 

2°   11  existe  ;?'  nombres  a,,  a2,  . .  .,  a«  tels  que  4>[x,  a/;  x]  =  o. 

3"  Toute  racine  5  =  <L(.r, y)  de  <&(x,  y;  & )  =  o  ( 2 )  vérifiant 
<i/(a/,  a/)  =  a;  est  holomorphe  au  voisinage  de  x  =  ct-i,  y  =  o>i  et 
vérilie  l'une  des  deux  relations 

<};(a?,a)  =  a;,         <Ka,.r)  =  7; 

une  seule  d'entre  elles,  ;  =  ?{ll(x.  y),  les  vérifie  toutes  les  deux. 
Soit  <ï>  un  polynôme  vérifiant  ces  conditions;  nous  allons  mon- 
trer qu'il  existe  une  infinité  de  fonctions  à  n'  déterminations  telles 
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que 

ii)  <t»[X(a),  X(c))  X(«-t-  p)J  =  o. 

Posons 

«PÏJ  (c)=  Xi(k); 

\  |  i  h  i  csl  holomorphe  dans  un  cercle  T  de  centre  u  =  o  de 
rayon  p.  Si  m  se  déplace  dans  le  cercle  T'  de  rayon  20,  X.t{u)  peut 
revenir  en  m  ==  o  avec  une  autre  détermination  X{-(m),  on  voit, 
comme  au  paragraphe  7,  que  X/(o)  est  égal  à  un  des  nombres  a  et 
que  V,(«)  ne  peut  prendre  au  voisinage  de  a  ==  0  que  11  déter- 
minations X,(m),  X2  (a).  ...,  X„,(  a),  chacune  d'elles  étant  déter- 
minée par  une  condition  telle  que  X,-,(o)  ==«/,  en  remplaçant  p 
par  23.  puis  par  {p,  ...  ;  on  démontre  que  \(  u)  n'a  que  n  déter- 
minations dans  tout  le  plan  et  vérifie  (1);  toute  autre  solution  est 
de  la  forme  X  (Lu  ). 

\\u)  est  une  fonction  algébrique  d'une  fonction  elliptique; 
nous  allons  montrer  comment,  4>  étant  donné,  on  peut  former  une 
relation  algébrique 

(3)  F(a?,X)  =  o 

telle  que  X  soit  défini  par  une  équation  de  la  forme 

F [/(«),  X(«)]=o. 

où  f(u)  est  une  fonction  uniforme. 

Soient  A  un  nombre  quelconque  et  w,,  tx^.  ...,  wp  les  points 
situés  dans  un  parallélogramme  de  périodes  tels  qu'une  détermi- 
nation au  moins  de  \(«r,')  soit  égale  à  À.  Soit 

Yj(m)  =  \,\  u  —  wt  1  : 
on  a,  quel  que  soit  i, 

<P\Y/(u  >,  Y,-(V),  A;  Y,-(a  -+-  v)\  =  o. 
Soit 

Vu  Yt(u),  Yi(v);  Y,(a  +  0]  =  0 

le  théorème  d'addition  de  \  1(11  )]  les  polvnomes  W;  sont  tous  dis- 
tincts, car  on  ne  peut  avoir,  quel  que  soit  A,  une  relation  de  la 
forme  Y,(a)  =  \yi  ku)  entre  deux  fonctions  Y.  ïl  en  résulte  que 

*i.r,  y,  A;  Zi  =  Wi(x,  y,  Z  .T.i.r,  jk;  Z).  .  .»I',,i  ./■,  j;  Z) 
à  un  facteur  constant  près,  ^(.r,  r.    V;  Z)  est  décomposable. 


i76  PREMIÈRE    PARTIE. 

Si  $(#,  y,  A;  Z)  et  <ï>( [x,  y,  B;  Z)  ont  un  facteur  commun,  il' 
existe  au  moins  un  nombre  w  tel  que  A  et  B  soient  deux  détermi- 
nations de  X(ip). 

Par  des  calculs  rationnels,  on  peut  former  les  conditions  néces- 
saires et  suffisantes  que  doivent  vérifier  n'  nombres  A1 ,  A2,  ...,A„, 
pour  que  les  n'  relations 

<ï> (se,  y,  A/ ;  Z )  =  o         (1  =  1,9,  ...,//) 

admettent  un  facteur  de  décomposition  commun.  Soit  S  le  système 
de  relations  obtenu  après  que  l'on  a  supprimé  les  solutions  dans- 
lesquelles  deux  A  sont  égaux;  si  A,,  .  . .,  A„,  sont  n  déterminations 
de  X(«),  ils  vérifient  S.  et  réciproquement;  si  l'on  se  donne  A,, 
par  exemple,  le  système  S  définira  un  nombre  fini  de  systèmes 
A|,  A2,  .  •  -,  A„,;  l'élimination  de  A2,  A3,  . . . ,  A„,  entre  les  équa- 
tions de  S  et  l'équation 

x  =  Aj  -i-  Ajj  -+- . . .-+-  A„/ 

conduira  donc  à  une  relation  algébrique  entre  A|  et  x  : 

F(  37,  Ai)  =  o. 

Si  l'on  remplace  dans  cette  relation  A,  par  une  détermination 
de  X(«),  X  sera  une  fonction  /(u)  uniforme  de  u  dans  tout  le 
plan;  X(a)  sera  donc  bien  défini  par  une  équation  de  la  forme 

F  [/(a),  X  (101=0, 

et  l'on  pourra  former  F(#,  X)  par  des  calculs  rationnels;  par  éli- 
mination, on  formera  le  théorème  d'addition  def(u). 

Dans  les  paragraphes  G  et  7,  nous  nous  sommes  bornés  au  cas 
où  u  =  o  est  une  racine  simple  de  /(u)  =  o;  il  pourrait  arriver 
que  <&(x,  y;  z)  =  o  étant  donné,  il  existe  des  fonctions  uniformes 
j\u)    telles   que    u  =  o    soit   une    racine    multiple   de    /(//)  =  o 

et  que 

*[/(  u  1./1  v);  f(u  ■+-?)]  =  o, 

on  étudierait  dans  ce  cas  la  fonction  f(u  —  e)  ;  pour  cela,  il  suffi- 
rail  (!<•  former  un  facteur  de  décomposition  W(x,  y;  z)  de 
^>(x,  y,  A;  Z)  et  de  chercher  les  fonctions  g(u)  qui  vérifient 

^[g{u),  g(V)\  ff(U-+-  è)]  =  o. 
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GEFFROY  (J.),  Ingénieur  des  Arts  et  Manufactures,  professeur  à  l'École 
centrale.  ■ —  Traité  pratique  de  Géométrie  descriptive.  I11-80,  192I, 
11-191  pages.  Paris,  Armand  Colin. 

Quelles  sont  les  études  propres  à  former  les  jeunes  esprits  ?  La 
question,  qui  n'a  guère  cessé  de  défrayer  les  polémiques  depuis  un 
demi-siècle,  est,  une  fois  de  plus,  à  l'ordre  du  jour.  On  en  discute, 
—  et  l'on  en  décrète  — ,  sans  prendre  toujours  la  peine  de  la  bien 
définir  et  de  la  bien  poser.  Les  mots  d'«  utilitaire  »  et  d'«  éducatif  », 
prodigués  comme  le  «  tarte  à  la  crème  »  classique,  servent  souvent 
d'unique  argument,  et  leur  opposition  apparaît  comme  un  dogme 
qui  n'a  besoin  ni  d'être  établi,  ni  même  expliqué.  N'avons-nous 
pas  vu  insinuer  qu'une  connaissance  ne  peut  contribuer  à  la  for- 
mation de  l'esprit  du  moment  qu'elle  sert  à  quelque  chose  ? 

C'est  le  contraire  qui  est  vrai;  et  c'est  ce  qu'il  n'est  pas  néces- 
saire de  développer  longuement  pour  les  lecteurs  du  Bulletin.  Qui 
dit  application  pratique  ne  dit  pas  de  toute  nécessité  sain  exercice 
de  la  pensée;  il  y  a  cependant  toujours  forte  présomption  que  l'un 
est  solidaire  de  l'autre  et  que  l'effort  intellectuel  qui  sert  est  un 
effort  de  bon  aloi. 

Il  faut  bien  dire,  au  reste,  que  toute  étude  —  et  particulièrement 
toute  étude  utile  —  sera,  en  principe,  profitable  à  l'esprit  si  elle 
est  bien  traitée,  si  ses  aspects  supérieurs,  philosophiques,  dirai-je, 
sont  bien  mis  en  lumière.  La  façon  d'enseigner  fait  souvent  plus 
que  l'objet  même  de  l'enseignement. 

D'autre  part,  à  la  question  «  comment  ?  »,  il  importe,  de  joindre 
la  question  «  quand  ?  »  Le  même  enseignement  sera  éducatif  ou 
ne  le  sera  point  suivant  l'âge,  le  degré  de  développement  de  ceux 
auxquels  il  s'adressera. 

Toutes  ces  réflexions,  qui  ne  cessent  d'ailleurs  guère  de  s'imposer 
en  ce  moment,  me  reviennent  particulièrement  à  l'esprit  à  propos 
du  rôle  de  la  Géométrie  descriptive.  J'ai  entendu  d'excellents 
Bull,  des  Sciences  tnalhém.,  v  série,  t.  XLV1.  (Mai  1922.)  12 
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esprits,  avec  lesquels  j'ai  d'ailleurs  le  plaisir  d'être  en  accord  sur 
beaucoup  de  choses,  soutenir  qu'elle  est  inutile  et  proposer  de  la 
rayer  de  l'enseignement.  Je  ne  saurais,  quant  à  moi,  partager 
entièrement  cette  opinion.  Certes,  la  place  qui  lui  convient  est  mo- 
deste. Ce  n'est  qu'un  langage.  Mais  précisément,  on  a  le  droit  de 
dire  de  toute  science  mathématique  ce  qu'on  a  dit  un  peu  impru- 
demment de  toute  science  en  général,  à  savoir  qu'elle  n'est  qu'une 
langue  bien  faite.  L'édifice  logique  des  Mathématiques  n'est,  en 
un  certain  sens,  pas  complet  s'il  ne  comprend  un  langage  graphique 
propre  à  représenter  correctement  les  figures  de  l'espace.  Par  là, 
la  découverte  de  Monge  en  fait  partie  essentielle  et  intervient  d'une 
manière  naturelle  et  nécessaire  lorsqu'on  en  veut  faire  comprendre 
l'esprit. 

Mais  à  quel  moment  cette  intervention  doit-elle  se  produire  en 
ce  qui  regarde  la  Géométrie  descriptive  elle-même;  et  à  quel  mo- 
ment aussi  les  applications  pratiques  de  cette  méthode  sont-elles 
à  leur  place  dans  l'enseignement  ? 

Pour  la  première,  on  convient  que  cette  idée  simple  et  sa  mise  en 
œuvre  générale  qui  ne  l'est  pas  moins  conviennent  à  l'enseigne- 
ment secondaire.  Pour  les  secondes,  il  n'en  est  pas  de  même,  et 
c'est  là  que  réside  l'intéressante  innovation  apportée  aujourd'hui 
par  M.  Gelfroy.  Jusqu'à  une  date  relativement  récente,  les  pro- 
grammes  de  nos  grandes  Ecoles  d'ingénieurs  réservaient  une  place 
relativement  grande  à  la  Stéréotomie.  On  s'accorde  aujourd'hui 
à  reconnaître  que  cette  place  était  exagérée.  Si  utile  que  cette  dis- 
cipline puisse  être  en  pratique,  elle  ne  constitue,  scientifiquement 
parlant,  qu'une  application  immédiate  des  problèmes,  en  général 
les  plus  élémentaires,  de  la  Géométrie  descriptive.  Pour  qui  est 
familier  avec  le  maniement  de  celle-ci,  le  détail  de  celle-là  tombe 
aisément  dans  la  puérilité.  En  fait,  il  est,  je  le  crois  bien,  beaucoup 
de  polytechniciens,  qui  ont  conservé  de  cette  partie  de  leur  ensei- 
gnement un  assez  mauvais  souvenir. 

M.  Gefîroy  a  su  voir  que  cette  application,  dépourvue  de  valeur 
éducative  pour  1  élève-ingénieur,  en  a  au  contraire  une  considérable 
pour  le  lycéen.  Le  premier  est,  ou  doit  être,  en  possession  de  la 
méthode;  le  second  en  est  encore  à  en  pénétrer  l'esprit.  A  ce  stade, 
et  contrairement  à  l'opinion  que  nous  rappelions  en  commençant, 
c'est  l'application  qui  éclaire  la  théorie,  et  cela  d'autant  plus  qu'elle 
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en  est  plus  proche  et  s'en  déduit  plus  immédiat  ement .  Comme  le 
remarquait  un  jour  M.  Belot  dans  une  séance  de  la  Société  de 
Philosophie,  point  de  meilleur  commentaire  des  e;is  d'égalité  des 
triangles  que  le  levé  des  plans  d'une  part,  la  construction  des  sys- 
tèmes articulés  métalliques  de  l'autre.  Au  reste,  cette  identifica- 
tion d'une  figure,  cette  connaissance  des  caractères  et  des  mesures 
propres  à  la  déterminer  entièrement,  n'est-ce  pas  l'objet  propre  ou 
tout  au  moins  le  premier  des  objets  propres  de  la  Géométrie  elle- 
même  ?  N'est-ce  pas  le  premier  qu'il  importe  de  signaler  à  l'éco- 
lier? Or  la  Stéréotomie  représente,  elle  aussi,  un  autre  aspect  du 
même  problème.  Elle  constitue  ainsi  un  des  exemples  les  plus  aptes 
à  faire  comprendre  la  nature  de  la  Géométrie. 

C'est  donc  une  résolution  des  plus  heureuses,  à  notre  sens,  que 
M.  Gefîroy  accomplit  en  l'incorporant  à  un  Traité  de  Géométrie 
descriptive  élémentaire,  et  il  faut  vivement  souhaiter  que  l'impul- 
sion qu'il  donne  soit  suivie. 

Cette  nouvelle  conception  du  plan  général  de  l'Ouvrage  a  sa 
répercussion  sur  la  partie  purement  théorique  elle-même.  L'idée 
scientifique  s'adapte,  dans  une  certaine  mesure,  à  l'application  qui 
s'en  réclame.  Xe  doutons  point  qu'elle  n'y  gagne. 

Dans  le  cas  actuel,  cette  adaptation  se  traduit  par  une  plus 
grande  importance  donnée  à  la  méthode  des  changements  de  plans, 
que  l'auteur  introduit  jusque  sous  sa  forme  la  plus  générale,  c'est- 
à-dire  avec  remplacement  des  deux  plans  de  projection  primitifs 
par  deux  nouveaux  plans  rectangulaires  quelconques. 

La  notion  du  changement  de  plan  sera  introduite  aussitôt  que 
possible,  dès  les  premières  lignes  de  l'Ouvrage.  A  cet  effet,  la  repré- 
sentation cotée,  qui  ne  préjuge  rien  sur  le  choix  éventuel  d'un  plan 
vertical,  est  donnée  la  première;  la  représentation  par  deux  plans 
de  projection  arrive  d'ailleurs  immédiatement  après,  mais  elle 
arrive  après  et  comme  se  déduisant  de  la  précédente.  Dès  lors,  la 
construction  relative  au  changement  de  plan  vertical  peut 
s'indiquer  dès  la  cinquième  page  de  l'Ouvrage,  du  moins  en  ce  qui 
regarde  le  point.  Au  lieu,  en  effet,  de  réunir  en  une  seule  fois,  connue 
on  le  fait  d'habitude,  les  règles  du  changement  de  plans  pour  les 
différentes  figures  élémentaires,  en  les  faisant  précéder  de  l'exposé 
des  constructions  fondamentales  relatives  à»  toutes  ces  figures,  on 
formulera  la  règle  du  changement  de  plan  vertical  pour  un  point 
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dans  la  théorie  du  point,  celle  qui  concerne  la  droite  dans  la  théorie 
de  la  droite,  celle  qui  concerne  le  plan  dans  la  théorie  du  plan. 

Pour  nouveau  que  soit  cet  agencement,  il  n'a  rien  que  de  très 
naturel.  Les  besoins  de  l'application  sont,  comme  en  beaucoup 
d'autres  circonstances,  tout  à  fait  en  accord  avec  ceux  de  la  vraie 
logique.  Pourquoi  l'exposé  de  la  Géométrie  descriptive  ne  suivrait-il 
pas  celui  de  la  Géométrie  analytique,  cet  autre  langage  destiné  à 
exprimer  le  même  ensemble  de  faits  ?  Or,  en  Géométrie  analytique, 
le  changement  de  coordonnées  se  présente  comme  l'opération  fon- 
damentale :  il  se  présente  dès  le  début,  c'est-à-dire  avant  la  théorie 
même  de  la  droite  et  du  plan,  et  sous  sa  forme  la  plus  générale, 
j'entends  dans  le  cas  du  passage  d'un  système  d'axes  rectangu- 
laires quelconques  à  un  système  d'axes  rectangulaires  quelconques. 

Donc  le  premier  Chapitre  traite  successivement- du  point,  de  la 
droite  et  du  plan,  en  y  comprenant  chaque  fois  la  théorie  du  chan- 
gement de  plan  vertical  pour  chacun  de  ces  éléments.  Y  est  com- 
prise également  l'étude  de  l'intersection  des  droites  et  des  plans 
ainsi  que  celle  des  droites  et  plans  perpendiculaires.  Ce  premier 
exposé  se  montre  déjà  comme  d'un  bon  logicien,  d'un  esprit  mathé- 
matique solide,  par  la  rigueur  avec  laquelle  sont  discutés  les  cas 
d'exception  dans  lesquels  telle  méthode  générale  se  trouve  en 
défaut,  de  manière  que  la  discussion  ne  puisse  en  laisser  échapper 
aucun. 

Cette  excellente  tenue  logique  se  manifeste  à  nouveau  dès  le 
début  du  Chapitre  suivant.  C'est  en  somme  le  langage  même  de  la 
Géométrie  descriptive,  ce  sont  son  vocabulaire  et  sa  grammaire 
qui  ont  fait  l'objet  du  Chapitre  I.  Dans  les  premières  lignes  du  Cha- 
pitre II,  l'auteur  pose  avant  tout  en  principe  la  distinction  essen- 
tielle qui  doit  être  établie,  dans  tout  problème,  entre  la  solution 
géométrique  à  proprement  parler  et  sa  traduction  dans  le  nouveau 
langage  auquel  le  lecteur  vient  d'être  initié.  Encore  convient-il 
et  est-il  souvent  nécessaire  que  ce  qu'il  y  a  d'arbitraire  dans  ce 
langage  soit  choisi  de  manière  à  simplifier  le  plus  possible  les  opé- 
rations, et  c'est  là  que  le  rôle  de  la  méthode  des  changements  de 
plans  apparaît  pleinement.  Il  ne  s'agit  plus  d'exposer  le  principe 
du  changement  de  plan,  lequel  est  déjà  acquis,  mais  de  l'étendre 
au  changement  de  plan  horizontal  et  au  changement  de  plans  le 
plus  général,  et  surtout  de  montrer  comment  on  pourra  disposer  des 
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nouveaux  plans  de  projection  de  manière  à  introduire  entre  eux  et 
la  figure  donnée  des  relations  convenables.  Les  rabattements,  puis 
les  rotations  viennent  après  les  changements  de  plans  pour  répondre 
aux  mêmes  besoins. 

Les  problèmes  de  distances  et  d'angles  (Chapitre  III)  sont 
l'application  naturelle  et  nécessaire  de  ce  qui  précède. 

Un  court  Chapitre  IV  est  consacré  aux  distinctions  relatives  à 
la  visibilité.  Tout  y  est  encore  très  logiquement  ramené  à  deux 
règles  simples  concernant  la  position  mutuelle  d'un  point  et  d'un 
plan  et,  d'autre  part,  celle  de  deux  droites.  Observons  toutefois 
que  si  M.  Gefïroy  juge  indispensable,  comme  cela  l'est  en  effet, 
de  donner  pour  tous  les  cas  possibles  des  règles  générales  et  en 
quelque  sorte  mécaniques,  il  ne  partage  point  pour  la  «  vision 
dans  l'espace  »  le  mépris  un  peu  puéril  que  professent  envers  elle 
certains  spécialistes.  Ce  mépris  était  général  parmi  ceux  qui  ont 
enseigné  la  Géométrie  descriptive  à  la  génération  dont  je  fais 
partie  :  ils  n'avaient  pas  tout  à  fait  tort,  en  ce  sens  que  les  règles 
mécaniques  sont  très  commodes,  pour  venir  en  aide  à  la  vision 
dans  l'espace  plutôt  que  pour  la  supprimer;  dans  l'ensemble  ils  ne 
nous  ont  jamais  très  bien  convaincus,  et  je  ne  le  regrette  point. 
Ils  auraient  encore  grossi  le  nombre,  trop  considérable  déjà,  des 
élèves  auxquels  l'emploi  des  Mathématiques  enseigne  le  dogma- 
tisme et  la  méconnaissance  du  mécanisme  réel  des  choses.  J'ima- 
gine au  surplus  que  parmi  ceux  qui  s'exprimaient  ainsi,  bien  peu 
avaient  touché  à  la  réalité  et  manié  des  assemblages,  des  construc- 
tions, des  machines.  M.  Gefïroy  est  d'une  autre  formation  et  tient 
à  montrer  à  toute  occasion  comment,  tout  en  représentant  sur  le 
papier,  il  faut  savoir  aussi  «  restituer  »  dans  l'espace. 

Les  représentations  des  polyèdres,  les  problèmes  classiques 
d'intersections  et  d'ombres  qui  les  concernent  occupent  le  Cha- 
'  pitre  V.  Après  cela,  le  lecteur  possède  tous  les  éléments  voulus 
pour  passer  aux  applications  pratiques. 

Celles-ci  occupent  35  pages  sur  les  190  dont  se  compose  l'Ouvrage. 
Après  quelques  principes  généraux  et  deux  exemples  qui  les 
illustrent,  elles  concernent  un  peu  la  coupe  des  pierres  et  beaucoup 
plus  la  charpente.  C'est  ce  Chapitre  qui  peut-être  effarouchera,  par 
sa  nouveauté,  les  lecteurs  de  tempérament  timide.  Ils  ne  man- 
queront sans  doute  pas  de  lui  reprocher  la  série  de  termes  nouveaux 


i«2  PREMIÈRE    PARTIE. 

e1  un  peu  barbares  au  premier  abord  que  comporte  cette  technique. 
On  peut  regretter  en  effet  leur  multiplicité  et  l'impossibilité  où 
l'on  est  d'y  rien  changer,  consacrés  qu'ils  sont  par  un  usage  sécu- 
laire; mais  un  maître  intelligent  peut  trouver  à  ce  petit  inconvé- 
nient quelques  compensations  en  montrant,  par  exemple,  comment 
tous  ces  mots  font  image.  Si  même  la  collaboration  si  désirable  en 
toute  circonstance  entre  les  différents  enseignements  pouvait  être 
poussée  assez  loin,  —  ce  qui  serait  assez  difficile,  je  dois  le  recon- 
naître, étant  donné  l'âge  auquel  ces  notions  doivent  être  abordées, 
—  le  professeur  de  français  trouverait  matière  à  quelques  utiles 
remarques  dans  la  forme  de  ces  mots,  leur  date,  les  renseignements 
qu'ils  nous  donnent  sur  l'origine  et  le  développement  de  l'art  de  la 
construction  en  France. 

Ce  qui  est  incontestable,  en  tout  cas,  c'est  le  fond  des  choses  : 
D'est  la  valeur  éducative  de  l'exposé,  relativement  complet  dans 
sa  brièveté,  que  l'on  trouvera  des  principes  de  la  charpente  dans 
l'Ouvrage  actuel  et  où  l'écolier  lira  comment,  dans  l'établissement 
d'une  couverture  de  bâtiment,  il  y  a  une  application  constante  des 
principes  de  la  Géométrie  descriptive  et  de  la  Géométrie  tout  court, 
et  il  n'y  a  en  somme  que  cela. 

Le  dernier  Chapitre  est  aussi  résolument  scientifique  que  le 
précédent  était  pratique.  Il  a  pour  but  d'initier  sommairement  à 
quelques-unes  des  notions  de  la  Géométrie  projective  moderne. 

Quelques  sujets  d'exercices  terminent  l'Ouvrage,  et  cela  ne  gâte 
rien  :  l'une  de  ces  épures  est  une  question  de  charpente. 

Si  nous  avons  su  donner  une  juste  idée  de  ce  petit  Livre,  on  se 
rendra  compte  qu'il  dénote,  tant  par  son  idée  première  que  par  les 
détails  de  sa  composition,  un  esprit  hautement  averti  à  la  fois  des 
théories  géométriques  modernes  et  des  exigences  de  la  vie  indus- 
trielle. On  sait  combien  cette  connaissance  simultanée  de  la  théorie 
et  de  la  pratique  est  difficile  à  rencontrer;  mais  nos  jeunes  ingé- 
nieurs n'ignorent  pas  quel  rare  exemple  M.  Geffroy  a  donné  à  cet 
égard. 

Sur  l'excellence  de  la  directive  qu'il  donne,  et  l'utilité,  pour  notre 
enseignement  secondaire,  de  s'engager  résolument  dans  cette  voie, 
nous  n'avons  personnellement  aucun  doute.  Nous  irons  même  plus 
loin  :  nous  voudrions  qu'aux  épures  tracées  sur  le  papier  corres- 
ponde la  taille  d'objets  réels,  à  l'atelier  de  menuiserie.  Chercher 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  i83 

parmi  les  scies  et  les  rabots  un  élément  de  culture  générale  et  de 
formation  du  jugement,  voilà  qui  peul  sembler  bien  extraordi- 
naire à  ceux  qui  conçoivent  l'enseignement  à  l'ancienne  mode.  On 
peut  affirmer  que  les  universitaires  au  courant  des  conditions  de 
l'esprit  scientifique  et  de  la  manière  de  le  développer  seront  d'un 
autre   avis.  J.   Hadamard. 


DU  PASQUIER  ( Louis- GtiSTAVE),  Professeur  de  Mathématiques  supé- 
rieures à  l'Université  île  Neufchàtel.  —  Le  développement  de  la  notion 
de  nombre,  i  vol.  Paris-Neufchâtel,  Attinger  frères,  éditeurs,  1921. 
i  Mémoires  de  V Université  de  Neufchàtel,  t.  III.) 

Ce  Volume  nous  présente  un  ensemble  de  recherches  tout  à  fait 
attachantes,  sur  les  origines  et  le  développement  de  la  numération 
chez  les  peuples.  Disons  tout  de  suite  que  tout  en  atteignant  à  la 
plus  grande  précision  scientifique  dans  son  exposition,  et  sans 
abandonner  jamais  le  point  de  vue  élevé  qui  est  le  sien,  l'auteur  a 
réussi  à  faire,  sur  un  sujet  qui  risquait  d'être  aride,  un  volume 
qui  se  lit  avec  un  plaisir  constant.  Cela  fait  le  plus  grand  honneur 
à  la  méthode  del'éminent  Professeur  de  l'Université  de  Neufchàtel. 
On  sait  du  reste  que  M.  du  Pasquier  est  l'un  des  mathématiciens 
les  plus  autorisés  pour  parler  de  la  théorie  des  nombres  :  l'Arith- 
métique supérieure  lui  doit  de  savantes  recherches  notamment  sur 
les  unités  hypercomplexes  et  les  questions  qui  s'y  rattachent 
(cf.  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  1918;  Bulletin  de 
la  Société  mathématique.  1920,  et  surtout  Comptes  rendus  du 
Congrès  international  des  Mathématiciens,  Strasbourg,  1920). 

Dans  l'enfance  des  individus,  comme  dans  celle  des  peuples,  la 
notion  de  nombre  cardinal  n'existe  pas  originellement,  son  acqui- 
sition correspond  à  la  nécessité,  qui  se  présente  d'ailleurs  d'elle- 
rîrême,  de  caractériser  certaines  collections  concrètes  d'objets 
semblables.  Le  problème  de  «  compter  des  objets  »  ne  peut  être 
considéré  comme  avant  reçu  une  solution,  que  lorsqu'on  a  réalisé 
une  représentation  abstraite  permettant  la  précision.  Trois  stades 
se  sont  présentés  chez  tous  les  peuples,  du  moins  chez  ceux  par- 
venus à  une  civilisation  assez  avancée  :  ils  correspondent  succes- 
sivement à  la  numération  digitale  (d'où  provient  l'importance  des 
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nombres  5  et  10  dans  toutes  les  numérations),  puis  à  la  numération 
parlée,  enfin  à  la  numération  écrite,  cette  dernière  avant  permis 
les  spéculations  abstraites  les  plus  élevées. 

\près  avoir  consacré  un  Chapitre  à  l'analyse  logique  et  psycho- 
logique de  la  notion  du  nombre,  M.  du  Pasquier  donne  de  mul- 
tiples et  intéressants  exemples  de  numération  digitale  :  cette 
arithmétique  palpable,  restée  ru  dim  en  taire  le  plus  souvent,  a  été 
poussée  jusqu'à  un  haut  degré  de  perfection  chez  les  Grecs  et  les 
Chinois  :  ces  derniers  parviennent  très  aisément  à  exprimer,  à  l'aide 
des  dix  doigts,  tous  les  nombres  entiers  de  i  à  ioooo. 

La  numération  parlée  a  consisté  tout  d'abord  à  faire  correspondre 
des  noms  déterminés  aux  premiers  nombres  entiers  :  ces  noms  ont 
été  au  début  ceux  d'objets  concrets  éveillant  naturellement  l'idée 
de  ces  nombres  :  ainsi  le  mot  qui  signifie  main  signifie  aussi  5 
dans  les  idiomes  primitifs  et  dans  presque  toutes  les  langues 
océaniennes.  Une  autre  méthode,  nécessitant  un  stade  plus  avancé, 
e>l  la  méthode  symbolique,  employée  par  les  Hindous  et  les 
Javanais.  Quel  que  soit  le  point  de  départ,  le  sens  primitif  des 
vocables  utilisés  a  fini  par  se  perdre,  et  l'on  a  aperçu  de  plus  en 
plus  le  caractère  abstrait.  C'est  à  ce  degré  de  développement  que 
se  rattache  la  méthode  du  mathématicien  hindou  Aryabatta  (vers 
470'  de  notre  ère)  qui,  au  moyen  des  lettres  de  l'alphabet,  parvient  à 
désigner  tous  les  nombres  jusqu'à  io'8.  La  méthode  dite  katapaya 
se  fonde  sur  un  principe  analogue  :  chacune  des  34  consonnes  de 
l'alphabet  sanscrit  correspond  aux  nombres  o,  1,2,  ...,  9,  qui  ont 
donc  chacun  plusieurs  figurations,  les  voyelles  sont  considérées 
comme  n'ayant  aucune  valeur  numérique  :  pour  former  un  nombre 
par  celle  méthode,  on  écrit  les  consonnes  à  la  place  des  chiffres, 
en  intercalant  des  voyelles  ad  libitum  de  manière  à  former  des 
mots  et  des  phrases,  ou  même  des  vers,  faciles  à  retenir  :  ce  pro- 
cédé est  intéressant  à  signaler,  c'est  celui  qu'emploient  aujourd'hui 
les  calculateurs  prodiges  que  l'on  voit  capables  de  répéter  de 
mémoire  des  suites  de  nombres  incohérents  qui  ont  été  énoncés 
ou  mis  un  instant  sous  leurs  yeux. 

Une  fois  nommés  les  premiers  nombres,  considérés  comme 
éléments  constitutifs,  on  a  obtenu  des  «  systèmes  additifs  »  en 
composant  de  nouveaux  noms  à  l'aide  des  précédents,  à  l'aide  de 
l'addition  exclusivement;  ce  principe  se  retrouve  dans  tous  les 
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langages  connus,  il  est  imparfait  en  ce  qu'il  ne  permet  pas  pour 
chaque  nombre  une  représentation  unique;  les  règles  fournissant 
une  solution  satisfaisante  doivent  être  les  suivantes  : 

i"  Tout  nombre  entier  doit  être  repfésen table; 

2°  La  désignation  des  nombres  doit  être  univoque; 

3°  Une  même  règle  constante  permettra  d'énoncer  tous  les 
nombres; 

4°  Cette  dénomination,  pour  les  nombres  <N,  se  fera  au 
moyen  de  certains  mots  invariables,   éléments  constitutifs  fixes; 

5°  Les  éléments  constitutifs  ne  doivent  pas  être  nombreux  ni 
compliqués  ; 

6°  La  représentation  des  nombres  doit  être  aussi  brève  et  simple 
que  possible. 

On  aperçoit  que  la  numération  digitale  fournit  un  moyen 
d'aborder  une  solution  imparfaite  du  problème  :  prenant  en  général 
une  base  6,  on  obtient  le  schéma  suivant  : 

i,-2,...,  b;     b-hi, b-h  2,  ...  ;     6  +  è,  6  +  6  +  c,  ...;     b-^b^-h 

C'est  le  système  additif,  vite  impraticable,  qu'on  peut  améliorer 
au  moyen  des  systèmes  additifs  à  progression  arithmétique  (dans 
lesquels  on  donne  des  noms  nouveaux  aux  nombres  b-\-b, 
b-hb  +  b,  etc.)  et  des  systèmes  additifs  à  progression  géo- 
métrique. Mais  on  peut  encore  perfectionner  le  procédé,  en 
adoptant  le  principe  de  multiplication,  et  en  disant  :  2  fois  />, 
3  fois  b,  ...  au  lieu  de  b-\-b,  ....  De  cette  façon  on  peut  nommer 
les  nombres  de  i  à  //-  en  n'utilisant  que  les  b  premiers  nombres. 
Il  faut  ajouter  une  règle  grammaticale,  variable  selon  les  peuples, 
pour  permettre  de  distinguer  l'agrégation  multiplicative  d'avec. la 
composition  additive. 

En  utilisant  seulement  les  principes  précédents,  on  peut  con- 
tinuer l'application  du  principe  de  multiplication,  combiné  avec 
l'addition,  pour  arriver  à  nommer  n'importe  quel  nombre  sans 
former  de  mots  nouveaux  :  cela  se  rencontre  par  exemple  chez  les 
Aïnous,  au  nord  du  Japon.  On  peut  aussi,  et  c'est  le  procédé  des 
savants  hindous,  donner  un  nom  nouveau  à  chaque  puissance 
de  la  base  b2,  63,  ....  En  pratique,  le  résultat  n'est  pas  toujours 
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simple,   puisque  par  exemple  2365  se  dit,  en  s'inscrit  (la  base  b 
est  égale  à  10), 

pantcha  chachty-uttara-tri  çatâdhika-dvi  sahasram. 

Le  système  multiplicatif  à  progression  arithmétique  auquel 
nous  sommes  habitués  choisit  comme  surunités  les  nombres  io2, 
io3,  io",  io9,  io1-,  io15,  ...  (règle  latine);  tandis  que  chez 
d'autres  peuples  les  surunités  spécialement  dénommées  sont  io2, 
io3,  io6,  io12,  io24,  .... 

Tous  les  peuples  ont  possédé  une  numération  parlée  plus  ou 
moins  avancée;  la  numération  écrite  a  demandé  beaucoup  plus 
d'efforts,  elle  demandait  une  faculté  d'abstraction  bien  plus  consi- 
dérable, et  une  conscience  très  nette  du  but  à  atteindre.  M.  du 
Pasquier  énumère,  classe  et  étudie  toutes  les  méthodes  connues, 
depuis  les  hiéroglyphes  égyptiens  et  les  signes  chaldéens,  jusqu'à 
notre  numération  courante  actuelle;  dans  un  Chapitre  fort 
complet,  il  met  nettement  en  évidence  les  principes  qui  ont  servi 
de  bases  aux  différents  systèmes,  dont  beaucoup  sont  parfaitement 
adaptés  aux  besoins  usuels  :  on  se  souvient  de  la  surprise  que 
Paul  Tannery  disait  avoir  éprouvée  en  constatant  avec  quelle 
facilité  il  parvenait  à  s'assimiler  les  procédés  de  calcul  écrit  des 
peuples  grecs. 

Le  point  initial  de  toute  numération  est  évidemment  le  choix 
de  la  base  :  la  base  10,  pour  des  raisons  anthropomorphiques, 
a  prévalu  partout  (ou  presque  partout).  Pascal  semble  avoir  été 
le  premier  mathématicien  à  observer  que  cette  base  était  en 
somme  assez  malheureuse.  «  Si  les  savants,  écrit  M.  du  Pasquier, 
dans  leur  cabinet  de  travail  ou  dans  leurs  laboratoires  de  psycho- 
logie avaient  eu  à  résoudre  le  problème  :  quel  nombre  con- 
viendrait le  mieux  comme  base  du  système  de  numération?  ils 
n'auraient  certainement  pas  donné  la  préférence  au  nombre  10. 
Malheureusement  cette  importante  question  fut  décidée  aux 
époques  préhistoriques,  par  des  hommes  qui,  vu  leur  état  d'infé- 
riorité intellectuelle,  ne  pouvaient  même  pas  se  poser  le  problème, 
et  se  sont  laissés  guider  par  la  structure  extérieure  du  corps 
humain.  » 

Des  381  idiomes  que  M.  du  Pasquier  s'est  astreint  à  s'assimiler 
(au  moins  en  ce  qui  concerne  la  numération  _),    18i  possèdent  la 
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base  to,  lOo  la  base  ">,  la  plus  ancienne  vraisemblablement,  60  la 
base  20.  On  trouvera  dans  le  Volume  de  savants  développements 

et  des  considérations  historiques  à  ce  propos;  nous  ne  pouvons  ici 
que  les  signaler. 

Contrairement  à  la  règle  quasi  universelle,  de  n'adopter  comme 
base  que  des  nombres  dérivés  de  5,  les  Néo-Zélandais  possédaient 
une  numération  à  base  11,  du  moins  c'est  ce  qui  semble  résulter 
de  témoignages  dignes  de  foi;  l'auteur  essaie  d'expliquer  comment 
un  pareil  système  hendécadique  aurait  pu  prendre  naissance;  le 
système  duodécimal  (que  Buffon  voulait  introduire  jadis)  était 
utilisé  vers  1880  par  une  tribu  nègre  du  nord  du  lleuve  Binué 
(aftluent  du  Niger).  Les  Tarahumares  de  l'Amérique  centrale  ont 
un  système  sénaire,  les  Bengalais  possèdentun  système  quaternaire. 

Du  fait  que  l'immense  majorité  des  peuples  utilise  le  système 
décimal,  il  ne  résulte  pas  (comme  il  a  été  dit  plus  haut)  que  la 
base  10  soit  la  meilleure.  Un  Chapitre  très  judicieux  examine 
cette  question  spéciale,  et  M.  C.  du  Pasquier  prouve  que  les  bases 
l  ou  6  seraient  de  beaucoup  préférables.  Toutes  choses  égales 
d  ailleurs,  il  faudrait  a43  fois  moins  de  temps  et  de  travail  pour 
apprendre  à  calculer  dans  le  système  quaternaire  que  dans  le  sys- 
tème décimal,  il  en  faudrait  18  fois  moins  dans  le  système  sénaire 
que  dans  le  système  décimal.  Quelle  perte  de  temps  serait  évitée, 
que  d'efforts  on  pourrait  diriger  vers  d'autres  activités,  si  la  base 
de  notre  système  de  numération  avait  été  choisie  plus  judicieu- 
sement ! 

J'ai  donné  dans  les  lignes  précédentes  un  résumé,  fort  incomplet, 
des  matières  traitées  dans  le  Volume,  mais  ce  que  je  n'ai  pu  trans- 
crire, c'est  la  somme  d'ingéniosité  d'abord,  et  de  patientes 
recherches,  que  représente  ce  Livre.  M.  du  Pasquier  a  su  rendre 
attrayant  l'exposé  très  documenté  de  ses  théories;  il  convient  de 
l'en  louer  sans  réserves.  Tous  les  mathématiciens,  et  spécialement 
ceux  qui  enseignent  les  mathématiques,  auront  le  plus  grand 
profit  à  lire  cet  Ouvrage,  où  ils  apprendront  mille  choses  utiles, 
et  par  surcroît  plusieurs  autres  «  plaisantes  et  délectables  »,  ce 
qui  ne  saurait  rien  gâter.  Hemîi   Villat. 
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MELANGES 


SUR  L  ITÉRATION  DE  CERTAINES   FONCTIONS  ALGÉBRIQUES: 
Par    M.  P.  FATOU. 


Nous  avons  étudié  dans  différents  Mémoires  les  propriétés 
limites  auxquelles  conduit  l'itération  des  fractions  rationnelles, 
et  cette  étude,  quoique  assez  compliquée,  nous  a  fourni  cependant 
des  résultats  assez  généraux  et  précis  (').  Lorsque  la  fonction 
dont  on  fait  l'itération  n'est  plus  rationnelle,  mais  présente  des 
points  de  ramification  ou  d'indétermination,  la  question  devient 
encore  plus  difficile.  Nous  n'examinerons  ici  que  des  exemples 
d'itération  de  fonctions  algébriques  ou  rationnelles,  exemples 
relativement  simples  et  pouvant  être  traités  complètement,  mais 
sur  lesquels  on  voit  apparaître  déjà  certaines  propriétés,  assez 
différentes  de  celles  auxquelles  donnent  lieu  les  cas  d'itération 
déjà  étudiés. 

Lorsque  la  fonction  algébrique  considérée  est  la  fonction  inverse 
d'une  fonction  rationnelle,  l'étude  des  positions  limites  des  consé- 
quents d'un  point  du  plan  complexe  est  évidemment  identique 
au  problème  analogue  concernant  les  antécédents  d'un  point 
pour  une  substitution  rationnelle,  et  ce  problème  peut  être  consi- 
déré comme  à  peu  près  résolu  dans  les  Mémoires  cités.  Signalons, 
d'autre  part,  la  question  de  l'itération  d'une  relation  biquadra- 
tique  symétrique  entre  deux  variables,  qui  revient,  comme  on 
sait,  à  l'étude  des  polygones  d'un  nombre  fini  ou  infini  de  côtés 
inscrits  dans  une  conique  et  circonscrits  à  une  autre  conique, 
c'est-à-dire  à  un  problème  classique  de  la  théorie  des  fonctions 

I    Voir,  par  exemple  :  P.  Fatou,  Sur  tes  équations  fonctionnelles  (3  Mémoires) 
{Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France.   1919-1920). 
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elliptiques.  Pour  obtenir  des  exemples  nouveaux  qui  soient 
encore  assez  simples,  nous  nous  rappellerons  que  les  eas  d'itéra- 
tion les  plus  simples  concernant  les  substitutions  rationnelles  sonl 
ceux,  dans  lesquels  ces  dernières  possèdent  un  cercle  fonda- 
mental, et  qu'il  es!  facile,  d'autre  part,  de  définir  des  substitu- 
tions algébriques  à  cercle  fondamental,  ne  rentrant  pas  dans  les 
catégories  déjà  énumérées.   Si  l'on  pose,  par  exemple,  les  deux 

relations 

z   =R  (*), 

a,  =  R,(M, 

laissant  invariants  chacune  l'axe  réel  et  le  demi-plan  au-dessus  de 
l'axe  réel,  R  et  R,  étant  d'ailleurs  des  fonctions  rationnelles  de 
degré  supérieur  au  premier,  l'élimination  de  t  entre  ces  deux 
relations  conduit  à  une  équation  en  z  et  ;,,  laquelle  définit  une 
substitution  algébrique  ayant,  en  général,  les  propriétés  voulues. 
Nous  allons  particulariser  encore  davantage  cet  exemple,  en 
posant 

|  a,  =kR(t)  +  k't 
avec  les  conditions 

(2)  #>i,        A'>o. 

Soient,  d'autre  part, 

t    =  U   -h  iv, 

z    =  x  -+-  iy, 

*\  =  a?i  +  iyi- 

Si  y  >  o,  on  a  aussi  v  >  o,  et 

Ji  =  ky-±k'v>ky. 

Si  l'on  fait  l'itération  de  la  substitution  résultante 

a,  =  <ï>(a), 
on  obtient 

y>i  >  k*y 

et  par  conséquent 


et  cela  quelle  (pie   soit  la   détermination   choisie   pour    la   valeur 
de  zn  =  xn-{-  iy„. 
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Si  l'on  fait  l'itération  en  sens  contraire,  on  obtient 

les  points  z  „  tendent,  par  conséquent,  vers  l'axe  réel. 

Pour  les  points  de  l'axe  réel  eux-mêmes,  différentes  circons- 
tances peuvent  se  présenter  suivant  le  choix  de  la  fonction  R(0- 
Nous  poserons  dorénavant 

z  =  R(t)=(-1-. 

Les  deux  déterminations  de  la  fonction  t  (z)  sont  uniformes  autour 
du  point  à  l'infini  et  respectivement  de  la  forme  : 


O 

z 


f  =  o 

d'où 

i  zt  =  (k  +  k')z  +  o(±  ), 
(3) 

|  •,«■*.+<>(: 

Nous  avons  donc  deux  substitutions  ayant  chacune,  d'après  la 
terminologie    en    usage,    un  point   double   attractif   à   l'infini, 

les  mulliplicatenrs  étant r.  el  T-   Il  s'ensuit  qu'à  l'extérieur 

1  k  -+-  k  k  l 

d'un  cercle  de  rayon  L  suffisamment  grand,  les  fonctions  itérées 

Zn=  <b'n(z) 

convergent  uniformément  vers  l'infini,  el  cela  quelles  que  soient 
les  déterminations  choisies. 

Mais  pour  préciser  davantage  ce  qui  se  passe  pour  les  points 
de  l'axe  réel,  nous  allons  maintenant  construire  l'hyperbole  repré- 
sentant la  relation  entre  ;  et  zt  : 

(4)  (zl  —  kz)[zl^(k  +  k;)z]  =  k'*. 

Nous  supposerons  d'ailleurs,  pour  éviter   une  discussion   peu 
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Intéressante, 

,,         k(7.—k) 

en  plus  des  inégalités  <  2).  En  coupant  l'hyperbole  (  î  >  par  la  pre- 
mière liisscctricc  (zt=  z),  <>n  obtient 

/'2 


el 

d'après  (2)  et  (5).  Nous  construisons  le  carré  de  côté  2^  qui 
admet  les  axes  pour  médianes,  et  qui,  d'après  (6),  renferme  à  son 
intérieur  les  points  d'intersection  de  l'hyperbole  avec  l'axe 
des  zt{st  =zh  k'\  Nous  avons  couvert  de  hachures  la  région 
comprise  entre  les  deux  branches  de  l'hyperbole  et  à  l'intérieur 
du  carré.  On  démontre  immédiatement  en  s'aidant  de  la  figure 
que  si 

la  suite 


est  croissante  et  a  l'infini  pour  limite,  et  cela  quelles  que  soient  les 
déterminations  choisies;  on  trouve  un  résultat  analogue  pour 

eu  égard  à  la  symétrie  par  rapport  à  l'origine. 

Supposons,  au  contraire,  ;  compris  entre  rh  Ç;  on  voit  de  suite, 
en  coupant  la  région  couverte  de  hachures  par  des  parallèles  à 
l'axe  des  z{,  qu'il  y  a  toujours  une  valeur  de  z{  comprise  entre  dz  Ç 
quand  z  est  compris  entre  ces  mêmes  limites  ;  il  existe  donc  au 
moins  une  suite  de  points  conséquents  qui  sont  tous  compris  dans 
l'intervalle  (  -f-  Ç,  — Ç).  C'est  ce  qu'on  peut  exprimer  aussi  de  la 
manière  suivante  :  désignons  par  S  et  S  les  deux  substitutions 
correspondant  aux  fonctions  qui  expriment  les  deux  valeurs  de  zt 
pour  ;  donné  (ces  deux  fonctions,  représentées  par  les  deux 
branches  de  l'hyperbole,  sont  croissantes  et  non  ramifiées  pour 
z  réel);  on  peut  choisir  les  entiers  a,  b,  c,  ...  de  manière  que  la 
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chaîne  infinie  de  substitutions  : 

c  fois.  b  fois.  a  fois. 

...S'     S...SS     S'...S'S'     S...SS 

appliquée  au  point  s,  donne  des  points  tous  intérieurs  au  segment 

bug- 

Mais  on  pourra  trouver  également  des  chaînes  de  substitutions 
telles  que  les  conséquents  de  ;  tendent  vers  l'infini.  En  effet, 
d'après  l'équation  (4),  on  a 

zi-h  z\  =  (  ik  -H  k'  )z. 

Par  conséquent,  en  appelant  c,  celui  des  deux  nombres  zt,  z\  qui 
est  le  plus  grand  en  valeur  absolue  : 

\zx\>h\z\  (*>»), 

et  après  n  opérations,  en  choisissant  toujours  le  conséquent  immé- 
diat le  plus  éloigné  de  l'origine, 

|j„|>A«lsï, 
d'où 

\\TS\ZH  =  S.. 

(Ceci  est  encore  vrai  pour  z  =  o,  puisque  le  premier  conséquent 
ne  sera  pas  nul.) 

Considérons  maintenant  non  plus  un  point  isolé,  mais  un 
segment  <x  ;  les  conséquents  successifs  de  t  seront  toujours  des 
segments  simplement  couverts,  les  deux  fonctions  ~-\{z)  étant 
monotones;  tout  d'abord,  si  le  segment  <j  n'a  aucun  point  com- 
mun avec  le  segment  S,  d'extrémités  ±w,  les  segments  consé- 
quents a-,,  a-2,  ...  tendent  vers  l'infini  quelles  que  soient  les  déter- 
minations choisies. 

Si  au  contraire  cr  a  au  moins  un  point  commun  avec  S,  on 
pourra  toujours  choisir  la  chaîne  des  substitutions  itérées  de 
manière  que  les  conséquents  oy,  a.,,  ...  aient  toujours  une  extré- 
mité comprise  au  sens  large  dans  le  segment  S,  et  par  conséquent 
ne  tendent  pas  vers  l'infini.  On  peut  également  choisir  la  chaîne 
des  substitutions  de  manière  que  fff,  <r2,  .  .  .,  <r„,  .  .  .   tendent  vers 
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l'infini,  mais  à  l;i  condition  que  n  renfeirme  au  plus  une  des  cxtré- 
mités  de  ï.  En  effet,  prenons  pour  t  le  segment  ( — Ç  +  Sjs); 
£  étanl  positif  el  très  petit  et  effectuons  l'itération  au  moyen  de  la 
branche  de  gauche  de  l'hyperbole;  les  points  b{,  b-2l  .  .  .,  b,n  .  .  . 
extrémités  de  droite  des  segments  conséquents  tendent  évidem- 
ment vers  l'infini  ;  il  en  est  de  même  des  extrémités  de  gauche 
«,,  a2,  .  .  . ,  a,n  ...  ;  en  effet,  ay ,  a-,,  .  .  . ,  a„,  .  .  .  croissent  cons- 
tamment en  valeur  algébrique  el  s'ils  tendaient  vers  une  limite 
finie  A,  on  aurait  évidemment 

X  =  4>(X), 

<ï>  étant  la  fonction  représentée  par  la  branche  de  gauche  de 
l'hyperbole,  el  cela  est  impossible  puisque  celte  branche  ne 
rencontre  la  première  bissectrice  qu'au  point  ( — ■  Ç,  — Ç)  el 
que  X>  —  Ç. 

Donnons-nous  maintenant  a  priori  la  chaîne  de  substitutions  : 

c  fois.  0  fuis.  a  fois. 

...     SS...SS     S'S'...S'S'     SS...SS 

et  désignons  par  E  l'ensemble  des  points  dont  les  conséquents 
obtenus  au  moyen  de  cette  chaîne  ne  tendent  pas  vers  L'infini. 
E  est  contenu  dans  le  segment  S( —  Ç,  +£)•  Je  dis  de  plus  que  E 
est  un  ensemble  fermé,  non  dense  el  renfermant  au  moins  un 
point.  D'abord  E  est  fermé,  car  si  tj.  était  un  point  de  l'ensemble 
dérivé  de  E  n'appartenant  pas  à  E,  le  p[eme  conséquent  pp  de  fj. 
serait  extérieur  à  S;  rj.  étant  limite  de  points  a,  [il,  y,  ...  de  E, 
|ip  serait  limite  des  points  a.pi  [ip,  yp,  ...  ;  donc  l'un  de  ces  der- 
niers points,  yp  par  exemple,  serait  extérieur  à  S,  et  les  consé- 
quents de  y  tendraient  vers  l'infini,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypo- 
thèse. E  est  non  dense;  en  effet,  les  relations 


donnent 


(puisque  t  est  réel  en  même  temps  que   s).  Donc  les  longueurs 
Bull,  des  Sciences  matkém.,  2*  série,  t ,-XLVI.  (Mai   1922.)  i3 
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des  segments  conséquents  d'un  segment  donné  t  croissent  plus 
vite  que  les  ternies  d'une  progression  géométrique  de  raison  plus 
grande  que  i  ;  donc  <jp,  pour  une  valeur  suffisamment  grande  de  /?, 
contient  un  segmenl  extérieur  à  S  et  appartenant,  par  suite,  au 
domaine  du  point  à  l'infini;  donc  a-,  lequel  est  arbitrairement 
petit,  contient  lui-même  un  segment  dont  aucun  point  n'est  de  E; 
c'est-à-dire  que  E  n'est  dense  dans  aucun  intervalle.  Enfin  E  ren- 
ferme au  moins  un  point,  car  le  conséquent  immédiat  E,  du 
segment  S,  obtenu  au  moyen  de  l'une  ou  l'autre  branche  de 
l'hyperbole,  contient  2  ;  par  suite,  tous  les  segments  consé- 
quents Sy,  renferment  S  et  ne  sauraient  tendre  vers  l'infini.  11 
résulte  d'ailleurs,  de  ce  qu'on  a  vu  plus  haut,  que  E  peut  se 
réduire  à  un  seul  point,  à  savoir  l'une  des  extrémités  de  S.  Mais 
on  a  vu  aussi  que  l'on  peut  toujours  choisir  la  chaîne  des  substi- 
tutions itérées  de  manière  (pie  E  renferme  un  point  donné  à 
l'avance  contenu  dans  2  ;  par  conséquent,  la  somme  de  tous 
les  ensembles  E,  en  infinité  non  dénombrable,  n'est  autre  que  le 
segment  £. 

Si  maintenant  on  considère  les  antécédents  successifs  d'un 
segment  borné  quelconque  de  l'axe  réel,  on  prouve  immédiate- 
ment, par  ce  qui  précède,  que  ces  segments  antécédents  tendent 
vers  des  points  de  2,  leurs  longueurs  tendant  vers  zéro. 

Revenons  maintenant  à  l'étude  des  domaines  conséquents  et 
antécédents  d'un  domaine  quelconque  D  du  plan  complexe;  nous 
supposerons  que  D  est  un  domaine  fermé;  si  D  est  extérieur  à  un 
cercle  de  rayon  L,  nous  avons  vu  que  tous  ses  conséquents  tendent 
uniformément  vers  l'infini;  il  en  est  de  même  lorsque  tous  les 
points  de  D  sont  à  une  distance  ^>  e  >>  o,  de  l'axe  réel.  Supposons 
que  D  soit  un  domaine  fermé  quelconque  n'ayant  aucun  point 
commun  avec  le  segment  S.  Nous  pouvons  enfermer  les  parties 
de  D  voisines  de  l'axe  réel  et  intérieures  au  cercle  de  rayon  2L 
qui  a  son  centre  à  l'origine,  dans  des  rectangles  de  hauteur  2  A 
très  petite,  symétriques  par  ."apport  à  l'axe  réel;  la  section  d'un 
de  ces  rectangles  par  l'axe  réel  sera  un  segment  a-  extérieur  à  S; 
si  p  est  un  entier  suffisamment  grand,  les  divers  segments  ?/,, 
conséquents  de  rang  p  de  a-,  seront  tous  extérieurs  au  cercle  de 
centre  O  et  de  rayon  2L;  donc,  par  raison  de  continuité  évidente, 
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si  l'on  prend  h  suffisamment  petit  les  domaines  conséquents  de 
rang  p  du  rectangle  construit  sur  n  seronl  tous  extérieurs  au  cercle 
de  centre  O  et  de  rayon  L. 

Donc  la  suite  infinie  des  domaines  conséquents  des  rectangles 
considérés  tend  uniformément  vers  l'infini;  comme  il  en  est  de 
même  pour  les  parties  restantes  de  D,  on  voit   bien  que  toutes 


les  suites  de  domaines  conséquents  de  D  tendent  uniformément 
vers  l'infini. 

Considérons  maintenant  un  point  m  du  segment  ï;  donnons- 
nous,  d'autre  pari,  une  chaîne  de  substitutions  conséquentes,  ces 
substitution?  n'étant  pas  ramifiées  sur  l'axe  réel,  comme  nous  le 
savons  ;  si  m  n'appartient  pas  à  l'ensemble  E  correspondant  à  la 
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chaîne  donnée,  m  est  le  centre  d'un  cercle  dont  les  conséquents, 
obtenus  par  cette  chaîne,  tendent  vers  l'infini  ;  en  effet,  m  appar- 
tient à  un  segment  de  l'axe  réel  dont  les  conséquents,  obtenus  par 
la  chaîne  donnée,  tendent  vers  l'infini  :  construisant  ensuite  un 
rectangle  de  hauteur  suffisamment  petite  sur  le  segment  considéré, 
on  achève  le  raisonnement  comme  plus  haut. 

On  voit  que  l'ensemble  E  joue  le  même  rôle  que  l'ensemble 
.désigné  par  F  dans  nos  études  sur  l'itération  des  fonctions  ration- 
nelles; mais  tandis  que  F  est  toujours  un  ensemble  parfait,  E  est 
un  ensemble  fermé  pouvant  ne  contenir  qu'un  seul  point;  toute- 
fois, il  y  a  ici,  en  raison  du  caractère  non  univoque  des  substi- 
tutions itérées,  une  infinité  non  dénombrable  d'ensembles  ana- 
logues à  E,  dont  la  somme  est  encore  un  ensemble  parfait 
I  segment). 

Etudions  maintenant  la  suite  des  antécédents  d'un  domaine 
borné  et  fermé  du  plan  complexe,  et  qui  se  déduisent  du  domaine 
initial  D,  en  effectuant  de  proche  en  proche  l'une  ou  l'autre  des 
transformations 

i  =  W(zi  i, 

obtenues  en  résolvant  l'équation  (4)  par  rapport  à  z.  Soit  D_„  un 
domaine  antécédent  de  rang  n  de  D;  on  passe  de  D  à  D_„,  en 
effectuant  sur  D  une  transformation  qui  s'exprime  au  moyen 
d'une  relation  que  nous  pouvons  écrire 

Les  points  critiques  de  la  fonction  <!>_,,  sont,  comme  on  le  voit 
aisément,  les  conséquents  jusqu'au  rang  n  —  i  des  points  criliques 
de  la  fonction  $_,  (z);  on  a  d'ailleurs 


T      ,  iik-h  k')z±  k'  Jzi->r  kk(k-^k) 

'l>-i(z  )  =  '- j— ^ rr-î 

v  ikik-+-k) 

et  les  points  critiques  de  cette  fonction  sont  les  deux  points  pure- 
ment imaginaires 


z  =  ±-2is/k(k  -h  k'), 
dont  les  conséquents  tendent  vers  l'infini,  et  de  manière  que  les 
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ordonnées  tendenl  également  vers  l'infini.  Le  domaine  D  étant 
borné,  il  résulte  de  l'inégalité 

que  les  domaines  D_„  tendent  vers  l'axe  réel;  à  partir  d'un  certain 
rang,  ces  domaines  ne  contiennent  donc  plus  de  points  critiques 
des  fonctions  <ï>_„(r.):  par  suite,  dans  les  domaines  D-,,,  p  étant 
un  entier  convenable,  les  fonctions  Q>_n(z)  ont  toutes  leurs 
branches  uniformes,  et  ces  branches  de  fonctions  forment,  au 
sens  de  M.  Montei,  une  famille  normale,  puisque  leurs  parties 
imaginaires  sont  bornées  et  tendent  même  vers  zéro;  les  fonctions 
limites  de  ces  fonctions  ne  peuvent  donc  être  que  des  constantes 
réelles;  de  plus,  ces  constantes  sont  représentées  par  des  points 
du  segment  S,  comme  il  résulte  immédiatement  du  fait  déjà 
démontré  que  les  conséquents  d'un  domaine  fermé  ne  contenant 
aucun  point  de  -  tendent  uniformément  vers  l'infini.  En  défini- 
tive, les  domaines  D^„,  pour  n  infiniment  grand,  ont  des  dimen- 
sions évanouissantes,  et  tendent  à  se  confondre  avec  des  points  du 
segment  ï. 

Réciproquement,  tout  point  u  de  S  est  limite  d'antécédents 
d'un  point  quelconque  m  du  plan.  Prouvons-le  d'abord  pour  un 
point  ;//  de  l'axe  .réel  extérieur  à  S;  or  le  p"me  conséquent  d'un 
segment  n  contenant  u,  et  contenu  dans  2  finit  par  devenir  aussi 
grand  qu'on  le  veut;  d'autre  part,  on  peut  choisir  la  chaîne  des 
substitutions  S  et  S'  de  manière  que  certains  points  des  segments  in 
restent  toujours  intérieurs  à  S;  dans  ces  conditions,  le  segment  in 
finit  toujours  par  contenir,  pour  n  >/?,  le  point  m  ou  son  symé- 
trique m'  par  rapport  à  l'origine.  Donc  il  y  a  des  antécédents 
de  m  ou  de  m'  aussi  près  que  l'on  veut  de  u;  comme,  d'autre  part. 
on  peut  renfermer  m  et  ni  et  un  point  quelconque  q  du  plan  dans 
un  domaine  fermé  et  borné  D,  et  que  les  dimensions  des  domaines 
antécédents  de  D  tendent  vers  zéro,  u,  est  aussi  limite  d'antécé- 
dents de  q.  Ceci  est  tout  à  fait  analogue  à  ce  qui  se  passe  pour  les 
fonctions  rationnelles.  , 

On  peut  remarquer  que  les  points  critiques  des  fonctions 
<ï>„(s)  (/i>o)  tendent  vers  le  segment  S;  on  ne  peut  donc  pas 
appliquer  sans  précaution,  à  ces  fonctions,  la  théorie  des  familles 
normales  dans  un  domaine  contenant  des  points  de  S. 


198  PREMIÈRE    PARTIE. 

Enfin  je  me  contente  d'énoncer  sans  démonstration  la  proposi- 
tion suivante  :  les  racines  des  équations 

<ï>„(z)  =z 

sont  toutes  réelles  et  ont  pour  points  limites  tous  les  points  de  S. 
On  pourra  traiter  d'une  manière  analogue  divers  exemples 
d'itération  de  fonctions  algébriques  ;  mais  une  théorie  générale 
de  ce  problème,  même  en  se  bornant  aux  substitutions  à  cercle 
fondamental,  ne  paraît  pas  facile.  Nous  pensons  pouvoir  y  revenir 
ultérieurement. 


SUR  UN  INVARIANT  CINÉMATIQUE 
ET  LE  THÉORÈME  DE  LA  COMPOSITION  DES  VITESSES; 


Par    M.  G.  KOENIGS. 


i°  On  démontre  par  des  constructions  élémentaires  les  proposi- 
tions suivantes  : 

La  projection  de  la  vitesse  d'un  point  M  sur  le  rayon  vecteur 

— *■  .  .  dr 

OM  qui  joint  un  point  fixe  à  ce  point  est  égale  à  -r--,  où   /-  dé- 
signe la  longueur  du  vecteur  OM. 

Si  un  vecteur  OR  est  la  somme  géométrique  de  deux  autres 
OP,  OQ,  la  vitesse  VR  du  point  R  est  la  somme  géométrique  des 

vitesses  VP  et  VQ  des  points  P  et  Q. 

Cela  résulte  de    la    considération    de   la  dérivée    géométrique 
d'une  somme. 

2°  Du  rapprochement  de  ces  deux  théorèmes  on  déduit  le  suivant 
aussi  connu  que  les  deux  premiers  : 

«   La  différence  des   projections   sur    un  vecteur  variable   des 

vitesses  de  ses  extrémités  est  égale  à  -r->  où  r  désigne  la  longueur 
du  vecteur.  » 
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Dans  le  cas  où  le  vecteur  a  une  Longueur  invariable,  les  projec- 
tions sur  lui  des  vitesses  de  ses  extrémités  sont  égales.  Ce  théo- 
rème, comme  on  sait,  est  plein  de  conséquences  et  Mannheim  en 
a  tiré  grand  parti  dans  ses  recherches  de  géométrie  et  de  cinéma- 
tique. 

Mais  il  y  a  une  remarque  qui  semble  avoir  échappé,  c'est  que 
puisque  la  différence  des  projections  des  vitesses  des  extrémités  du 

vecteur  a  pour   mesure  —  ,  cette  différence   est  un  invariant  à 
1  dt 

l'égard  du  choix  du  système  de  référence.   En  exprimant  que  cet 

invariant  a  des  valeurs  égales  pour  deux  systèmes   de  référence 

différents,  on  obtiendra  un  théorème. 

3°  Par  exemple,  on  peut  ainsi  déduire  de  la  cinématique  du 
point  le  théorème  de  la  composition  des  vitesses  de  la  façon 
la  plus  directe. 

Soient  S  et  S'  deuxsystèmes  de  référence  différents,  M  un  mobile 
et  P  son  point  de  coïncidence  dans  S;  j'appelle  aussi  A  un  point 
quelconque  de  S. 

Appliquons  la  remarque  précédente  aux  points  A  et  M  en  prenant 
successivement  S'  et  S  pour  systèmes  de  référence.  Les  vitesses 
par  rapport  à  S'  seront  marquées  de  l'accent;  nous  aurons 

proj.  am  de  VM  —  proj.  Am  de  VA  —  proj.  am  '1''  VM  —  proj.  AM  de  VA  : 

or  \  A  est  nul  car  A  appartient  au  système  S,   de  plus  les  points  A 

et  P  ont  sur  AM  mêmes  projections  de  vitesse  puisque  AP  est  un 
vecteur  de  longueur  invariable,  on  a  donc 

proj.  am  de  W'u  =  proj.  A)|  de  VM  -+-  proj.  AM  de  ^\  ,.. 

et  comme  AM  est  une  droite  quelconque,  il  en  résulte  que  ^  M  est 

la  somme  géométrique  des  vitesses  ^M  et  V'P,  ce  qui  est  le  théo- 
rème fondamental  de  la  Cinématique. 

On  ne  manquera  pas  d'être  surpris  qu'une  démonstration  aussi 
simple  et  aussi  directe  de  ce  théorème  ait  pu  passer  si  longtemps 
inaperçue. 


PREMIERE  PARTIE. 

SUR  UN  THÉORÈME  DE  M.  FATOU 
Pau  M.  G.  VALIRON. 


Dans  une  Note  récente  ('),  j'ai  démontré,  pour  les  fonctions 
d'ordre  fini,  cette  proposition  de  M.  Fatou  : 

I.  Si  f(z)  est  une  font  ion  entière,  u  =  M(/')  le  maximum  du 
module  de  f(z)  pour  \z\==r,  r  =  ®(u)  la  fonction  inverse 
de  M(r),  et  a  un  nombre  positif  arbitrairement  petit,  V équa- 
tion 

(0  /(*)  =  Z 

admet  au  moins  une  racine  dans  la  couronne 

(2)  ?(|Z|)  ;.:|5|^9(|Z|)'+« 

pourvu  que  le  module  de  Z  soit  assez-  grand,  |  Z  |  ^>  A  (a). 

Je  vais  donner  ci-dessous  une  démonstration  plus  générale, 
n'utilisant  plus  le  théorème  de  YY  eierstrass  sur  la  composition  en 
facteurs  et  dont  il  résulte  que  le  théorème  est  encore  vrai  lorsque 
l'ordre  est  infini  pourvu  que  la  croissance  de  M(  /•)  soit  suffisam- 
ment régulière. 

1.   Je  poserai 

logM(r)  =V<V); 

M.  Hadamard  a  montré  que  la  fonction  V(ex)  est  une  fonction 
convexe  de  X  ('-),  et  il  est  bien  connu  que  le  quotient  de  celte 
fonction  par  \  n'est  pas  borné,  il  en  résulte  que,  h  étant  un 
nombre  fini  donné,  le  rapport 

i[V(e*+A)-V(e*)l 

finit  par  dépasser  tout  nombre  donné.  Par  suite,  une  relation  de 

(')  Comptes  rendus,  novembre  io.2r. 

(2)   Voir  les  Leçons  sur  tes  fonctions  entières  de  M.  Borel,  2e  édition,  Note  IV. 
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la  forme 

(3)  V(r)  =  V(R)4-2 

entraîne  que  le  rapport  de  /■  à  R  tend  vers  1  lorsque  R  croît  indé- 
finiment. 

2.  Supposons y*(o)  =  o,  ce  qui  ne  diminue  pas  la  généralité  et 
simplifie  l'écriture,  désignons  par  R  la  valeur  de  o(|  Z|)  et  par  R' 
un  nombre  inférieur  au  module  de  la  première  racine  (racine  de 
plus  petit  module)  de  l'équation  (1).  Pour 

on  peut  écrire 

(4)  l-f^l=e^; 

la  fonction  ty(z)  étant  nulle  à  l'origine  et    holomorphe  dans  le 
cercle  |5|^R'.  La  partie  réelle  de  cette  fonction  '\{z)  est  au  plus 

égale  à 

,    M(ry 


|Z| 
quantité  moindre  que 

Iog2M(r)  =  \(r)  -h  loga, 

pourvu  que  M(/)  et  |  Z  |  soient  supérieurs  à  1. 

Posons 

f\  z)  =  axz  -H.  .  . -h  anzn-+-. .  . , 

ty(z)=  byz  ■+■. . .-(-  bnz"->c  ...  ; 

les  bn  sont  fonctions  de  Z.  Les  inégalités  bien  connues  de  M.  Ha- 
damard  (')  montrent  que  l'on  a,  quel  que  soit  l'entier  n  et  quel 
que  soit  |  Z  |  >»  1 , 

pourvu  que  /•  soit  supérieur  à  un  nombre  fixe  r0.  Cette  inégalité  a 
lieu  en  particulier  pour  r  =  K'^>  r0,  on  en  tire  une  limite  supé- 
rieure de  |  b„  |  et  par  un  calcul  immédiat  on  arrive  à  l'inégalité 

(«)  Éi4»I''"<;v<r'>(f)Nïï^7' 


(')   Borkl,  Fonctions  entières,  p.  4- 
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valable   quel   que    soit  N   et  sous  les  seules  conditions  |  Z  |  _>  i , 

r0<r<R'. 

D'autre  part,  en  identifiant  les  deux  membres  de   l'égalité  (4) 
pour  z  voisin  de  zéro,  on  obtient 

et  l'on  peut  ordonner  le  dernier  membre  suivant  les  puissances 
de  z.  Si  l'on  désigne  par  A  le  plus  grand  des  nombres  \a„\,  le 
second  membre  de  cette  égalité  est  majoré  lorsqu'on  y  rem- 
place ^/(~)  par 

+  Ar 

o-oizr 

le  premier  membre  est  donc  majoré  par 

-|o4'"«i-o%|]=3~l0S['~('  +  w)r]  +  l0g(I"r)î 

nous  avons  donc,  quel  que  soit  /*, 

I  A    \n  A 

pourvu  que  |Z|  soit  supérieur  à  A.  On  en  déduit  que,  quel  que 
soit  N,  pourvu  que  |  Z  |  >>  A,  et  r  >  i ,  on  a 

N 

<6)        2J»-i"<it|(ii-/ir=7.<iTr(,r]P!- 

i 
Des  inégalités  (5)  et  (6),  nous  tirons 


(7)  'og 


l      /(*) 


r  \"      R' 


<1^r(2r),  +  5V(R')(^)Nïï7 
(|*|  =  r,         R'>r) 


pourvu  que  r  et  |  Z  |  soient  supérieurs  à  un  nombre  fixe  et  quel 
que  soit  l'entier  N. 

3.  Nous  prendrons  pour  Z  un  nombre  dont  le  module  est  supérieur 
au  nombre  fixe  dont  il  vient  d'être  question  et  nous  supposerons 
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que  /■  est  défini  par  l'inégalité  (3).  Nous  supposerons  que  r  est 
inférieur  au  module  du  premier  zéro  de  l'équation  (i),  l'inéga- 
lité (7)  sera  vérifiée;  or  son  premier  membre  dans  lequel  on  peut 
prendre 


est  alors  supérieur  à  1.  Il  sera  impossible  que  le  second  membre 
soit  moindre  que  1 . 

Supposons  que  la  fonction  V(.Z")  satisfasse  à  la  condition  sui- 
vante :  il  existe  un  nombre  fixe  X  supérieur  à  1  pour  lequel 
on  a 

(  8  )  lim  — frr '  =  °- 

Si  nous  prenons,  dans  le  second  membre  de  (7),  R'  =  r*  et  /•  assez 
grand  [>'>'*(§)],  le  logarithme  du  second  terme  sera  moindre 
que 

pV(r)  —  N(X  —  1  )  logr  ■+■  log6, 

[i  étant  un  nombre  arbitrairement  petit,  ce  second  terme  sera 
moindre  que  -  si  l'on  prend  pour  N  la  partie  entière  augmentée 

d'une  unité  de 

3ftV(>) 
2(X  —  ijlogr 

et  si  l'on  suppose  /*  assez  grand  [r  >■  r  '(?)!■  Or,  N  étant  ainsi 
choisi,  le  logarithme  du  premier  terme  est  moindre  que 

2  P  V  /    ..  \ V  I  R    V    _L   1  ^  r.  r,    A     —.    \r  I   ^\    l  iP_ 


(X— 1) 


V(#-)  —  V(R)-HlogaA  =  V(r)  ((X_n  —  M  +2  +  l"g2A, 


il  est  loisible  de  supposer  que  [i  a  été  pris  assez  petit  pour  que  le 
coefficient  de  V(r)  dans  cette  expression  soit  négatif,  et  alors  le 

premier  terme  est  lui  aussi  inférieur  à  -  pour  r  >  ''"(?)•  ^e  second 

membre  de  l'inégalité  (7)  est  donc  moindre  que  1  si  r  est  assez 
grand  et  si  l'on  suppose  R'=  r1.  Cette  hypothèse  est  donc  inad- 
missible, il  y  a  une  racine  de  l'équation  (1)  dont  le  module  est 
moindre  que  r\   c'est-à-dire  moindre  que  (RA")\  k  étant   aussi 
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voisin  de  i  que  l'on  veuf  pourvu  que  R  soit,  assez  grand.  Il  est 
d'ailleurs  clair  que,  si  l'inégalité  (8)  est.  réalisée  par  une  valeur 
de  À,  elle   a  encore  lieu  pour  les  valeurs  moindres,  et  nous  avons 

ce  résultai  : 

II.  Le  théorème  I  est  rirai  lorsque  M(r)  satisfait  à  la  condi- 
tion de  croissance  (8). 

Celte  condition  de  croissance  (8)  est  vérifiée  pour  toutes  les 
fonctions    d'ordre    fini    puisque,     pour    ces    fonctions,    le    rap- 

port  — f est  bornée,  tandis  que  ; croit  indéfiniment  avec  a? 

1  lt>gx  l        loga? 

comme  on  l'a  vu  au  n°  1.  On  retrouve  ainsi  la  proposition  de  ma 
Note  citée  sans  faire  appel  au  théorème  relatif  à  la  décomposition 
en  facteurs  des  fonctions  d'ordre  fini. 

Mais  la  condition  (8)  peut  aussi  être  vérifiée  pour  des  fonctions 
d'ordre  infini.  Il  importe  cependant  de  remarquer  qu'elle  limite 
visiblement  la  croissance  de  \  (oc),  ce  n'est  pas  seulement  une  con- 
dition de  régularité.  Les  fonctions  (J'ordre  infini  qui  vérifient  la 
condition  (8)  ont  beaucoup  de  propriétés  communes  avec  les 
fonctions  d'ordre  fini,  le  logarithme  de  M(r)  est  asjmptotique- 
ment  égal  au  logarithme  du  terme  maximum  de  la  série  de  Taylôr 
délinissanty*(^),  etc.  En  outre,  cette  condition  est  aisée  à  vérifier, 
par  exemple  elle  est  réalisée,  quel  que  soit  A,  s'il  existe  un  nombre 
entier  p  supérieur  ou  égal  à  i  et  un  nombre  fini  R  tels  que  l'on 
ait 

(9)  un   — ^— — -  <  K,  Ion       p/    ' '-  >  K. 

J  =  »         l0gfl7  ^  j^;  \0£X  < 

Ces  conditions  (y)  sont  vérifiées  pour  l'ordre  fini  (p  =  i)  et  aussi 
pour  toutes  les  fonctions  d'ordre  infini  rencontrées  jusqu'ici  d'une 
façon  naturelle. 

•4.  Il  est  aisé  de  voir  que  le  théorème  I  est  encore  vrai 
lorsque  V(:r)  satisfait  à  des  conditions  de  croissance  normale. 
M.  Borel  a  montré  (')  qu'on  peut  écrire  des  inégalités  auxquelles 
toute  fonction  croissante  satisfait,  sauf  peut-être  dans  une  suite  d'in- 

(l)  Acta  mathematica,  t.  XX. 
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tervalles  d'étendue  totale  négligeable.  (  >n  peutdîrequèla  croissance 
est  normale  lorsque  1rs  inégalités  en  question  ont  lieo  s;uis  restric- 
tion. On  peut  donner  une  forme  différente  pux  inégalités  suivanl 
la  nature  des  applications.  Dans  le  cas  actuel  on  voit  qu'i/  suffit 
que  Von  ait 

(loi  log  V(a?')  <  V(  x)l 

si 

iin'i  loga"'  =  [i-+-  V(a?)-S]  logar, 

y  et  o  étant  des  nombres  positifs  tels  que  y  +  o  soit  moindre 
que  i  pour  que  le  théorème  1  soit  vrai. 

En  ellet,  r  étant  lié  à  R  par  la  relation  (3),  on  prendra  pour  R' 
le  nombre  x  défini  par  l'inégalité  (io)  lorsqu'on  y  fait  x  =  r,  on 
aura 

r 

III)  I  —    -rp    >  I  /"'',       V  =   VI  /•  l~rj. 

Si    eloi;/'   est   supérieur   à    -•■    l'expression    (i  i)    est    supérieure 

1  11  -11  i       .    v  log  /• 

a  i —  >  et  dans  le  cas  contraire  elle  est  au  moins  e^ale  a — • 

de  6  a 

Dans  les  deux  cas  on  aura,  à  partir  d'une  valeur  de  /•, 

R 


I! 


<V(r)o 


et  le  second  terme  du  second  membre  de  (^)  aura  un  logarithme 
moindre  que 

.     Vi >)ï—  Nlôgr,y<r)-8-+-  ô  tôgyi  r), 

ce  qui  montre  encore  qu'en  prenant  pour  i\  un  nombre  tel  que 
Nlogr  =  V(r)Y+8+e         (y  +  8'+E<i,  £>  oj; 

ce  second  terme  sera  moindre  que  -•  Il  en  est  de  même  du  premier 

d'après  cette  expression  de  N.  Le  théorème  de  M.  Fatou  est  donc 
encore  vrai  si  la  condition  (i<>)  est  réalisée  à  partir  dune  valeur 
de  r.  Cette  condition  (10)  a  l'avantage  de  ne  pas  limiter  la  crois- 
sance de  Y(x),  c'est  une  condition  de  croissance  normale,   une 
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fonction  quelconque  la  vérifie  sauf  peut-être  dans  des  intervalles 
dans  lesquels  loga?  varie  très  peu  (on  le  constate  en  employant  la 
méthode  de  M.  Borel).  Mais  elle  est  plus  difficile  à  vérifier  pour 
une  fonction  donnée  que  la  condition  (8),  à  moins  qu'elle  ne  se 
vérifie  même  en  prenant  log#'  =  Xlog.r,  cas  dans  lequel  on 
retombe  sur  une  condition  de  l'espèce  (8).  On  voit  en  outre  aisé- 
ment qu'une  fonction  vérifiant  la  condition  (8),  et  en  particulier 
une  fonction  logM(a;)  relative  à  une  fonction  entière  d'ordre  fini, 
peut  ne  pas  être  à  croissance  normale  vis-à-vis  delà  condition  (io). 

o.  On  peut  donner  une  proposition  plus  précise  que  l'énoncé  I 
pour  les  fonctions  pour  lesquelles  V(.r)  satisfait  à  la  condition 
suivante  : 

//  existe  un  nombre  a  supérieur  à  i  tel  que 

,  , .      I<>£f;r  Ing  V(  Xar) 

<'2'  '""         V»)         °o; 

en  prenant  R'=Xr,  le  second  terme  du  second  membre  de  (7) 
aura  son  logarithme  inférieur  à 

q  V  ( r  »         vi       ■>         1  5  * 


[j  étant  arbitrairement  petit  (et  r  assez  grand),  et  l'on  déduit  de  là 
une  valeur  de  N  rendant  le  second  membre  de  l'inégalité  (7)  infé- 
rieur à  1 .  Par  suite  : 

III.  Lorsque  la  condition  (12)  est  satisfaite,  V équation  (1)  a 
une  racine  au  moins  dans  la  couronne 

(.i3)  <p(|Z|)<|*|<(I4-e)î(|Z|) 

si  petit  que  soit  e  pourvu  que  \  Z|  soit  assez  grand. 

La  condition  (12)  est  vérifiée  pour  toutes  les  fonctions  d'ordre 
fini  pour  lesquelles  le  quotient  de  V(#)  par  (log#)2  finit  par 
dépasser  tout  nombre  donné,  elle  l'est  encore  pour  toutes  les  fonc- 
tions d'ordre  infini  pour  lesquelles  les  conditions  (9)  du  n°  3  sont 
satisfaites,  elle  l'est  aussi  pour  les  fonctions  d'ordre  nul  que  l'on 
rencontre  naturellement. 


MÉLANGES.  207 

L'inégalité  <  i3)  donne  la  précision  que  l'on  obtient  parla  mé- 
thode  (!•'  M.  Fatou  qui  consiste  à  utiliser  les  propriétés  des  suites 
normales  de  fonctions.  Le  résultat  que  l'on  obtient  ainsi  est  en 
effet  le  suivant  : 

IV.  Le  théorème  III  est  vrai  pour  toute  fonction  admettant 
un  point  singulier  isoh'  essentiel  à  l'infini,  sauf  peut-rire  pour 
des  valeurs  de  Z  qui  peuvent  être  enfermées  dans  une  suite  de 
cercles  Cn  du  plan  des  Z  tels  que  cn  étant  Vafjixe  du  centre 
et  yw  le  rayon  de  C„,  on  ait 

■  •  C  n  ..  "  n 

lim =  o.  Iim  -j j-  =  o. 

Dans  le  cas  des  fonctions  entières,  cette  proposition  s'obtient 
directement  par  l'application  du  théorème  de  Schottky.  Considérons 
les  deux  équations 

f<:->  —  Z  =  o,        fi  z  1  —  Z'  =  o 

et  supposons  que  l'on  ait 

/.'  _  7 

K         (K>2). 


|  Z'  |  ^  |  Z  |,         £ 

Si  l'on  suppose  que  les  deux  équations  précédentes  n'ont  pas  de 
racines  dans  le  cercle 

04)  [3|g(i-+-6)<p(|Z-|)  =  B3 

la  fonction 

;  Z'— Z 

ne  prendra  pas  les  valeurs  o  et  1  dans  ce  cercle,  |  F'(o)  |  est  compris 
entre  —  et  K  et  |  F(  o)  —  1 1  est  supérieur  à  —  •  D'après  le  théorème 
de  Schottky,  on  aura  dans  le  cercle  (i4) 

toglF(*)I<nK)B_B|g|> 

8(K)  étant  un  nombre  fini  ne  dépendant  que  deK.  En  particulier. 


2o8  PREMIERE. PARTIE, 

pour 

f«i  =  (*..+■  5)  ril?!)-, 

on  devra  avoir 

\F(z)\<%l(K,  e), 

ce  qui  est  en  contradiction  avec  le  théorème  de  M.  Hadamard  du 
n"  1.  L'hypothèse  faite  est  donc  absurde;  si  |  Z  |  étant  suffisamment 
grand,  l'équation  (1)  n'a  pas  de  racine  dans  le  cercle  (i4),  cette 
circonstance  ne  peut  plus  avoir  lieu  dans  le  domaine 


X 


<  K,  |  Z'  |  >  |  Z  |. 


Comme  K  peut  être  pris  arbitrairement  grand,  la  proposition  IV 
est  établie  (  '  ). 

Cette  proposition  est  plus  complète  que  celle  à  laquelle  condui- 
rait la  méthode  élémentaire  dans  le  cas  le  plus  général;  la  méthode 
élémentaire  permet  bien  d'affirmer  que  la  proposition  I  est  vraie 
pour  toute  fonction  entière,  mais  à  la  condition  d'exclure  éven- 
tuellement les  Z  appartenant  à  certaines  couronnes  correspondant 
aux  x  pour  lesquels  la  croissance  de  V(#)  n'est  pas  normale. 
L'épaisseur  de  ces  couronnes  peut  être  très  grande. 


(')  Ci-ttc   démonstration   ne   diffère  que  dans  les  détails  de  celle  que  m'a  indi- 
quée M.  Fatou. 
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De  DONDER  (Th.).  —  La  Gravi /ique  einsteïnienne.    i    vol.  gr.  in-4  t\r 
198  pages.  Paris,  Gauthier-Villars  el  <'/'.  1921.  Prix  :  20  fr. 

Ce  magnifique  Ouvrage  est  une  synthèse  de  la  graviiïque  einstei- 
nienne.  11  procède  du  général  au  particulier,  établissant,  dés  les 
premières  pages,  les  équations  générales  d'Einstein  auxquelles 
sont  rattachés  les  divers  phénomènes  électromagnétiques  mas- 
siques et  matériels  que  la  théorie  a,  dès  l'abord,  englobés. 

Le  substratum  fondamental  est  l'espace-temps  caractérisé  par  la 
(orme  différentielle  quadratique 

Ln  tel  espace-temps  admet  l'invariant  de  courbure  C,  et  c'esl 
en  exl reniant  une  intégrale 


/ 


(0+6C  +  A)  du>, 


où  a  et  b  sont  des  constantes,  cependant  que  A  est  une  fonction 
caractéristique  imposée  par  la  nature  du  problème  physique  con- 
sidéré, qu'on  arrive  aux  dix  équations  d'Einstein  auxquelles  les 
dix  fonctions  g-a«  du  2s2  précédent  devront  satisfaire.  Pour  que  le 
problème  soit  bien  posé  (au  sens  de  M.  J.  Hadamard),  on  assu- 
jettira les  £-ajj  et  leurs  dérivées  à  des  conditions  aux  limites,  à  des 
conditions  initiales  et  à  des  conditions  de  continuité. 

La  solution  des  problèmes  de  la  Physique  mathématique  se 
réduit  ainsi  à  la  recherche  de  ce  os2.  C'est  là  l'essentiel  des  théo- 
ries d'Einstein,  et  c'est  lumineusement  simple.  On  peut  regretter 
(pie  cette  simplicité  de  principe  n'aille  pas  sans  développements 
analytiques  parfois  fort  compliqués,  et  cela  entraîne  des  diver- 
gences dans  les  divers  modes  d'exposition. 

On  peut  recourir  à  des   calculs,   tels  que  le  calcul  tensoriel,  qui 
Bull,  des  Sciences  matltém.,  v  série,  t.  XLVI.  (Juin  1922.)  i4 
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sont  d'une  apparence  relativement  brève,  mais  auxquels  il  faut 
s'habituer  et  qui  finalement  exigent,  pour  aller  jusqu'aux  résultats 
numériques,  qu'on  revienne  aux  aspects  mathématiques  ordinaires. 
M.  De  Donder,  en  général,  procède  à  la  manière  habituelle;  il  est 
aussi  peu  symboliste  que  possible.  Les  longs  calculs  sont  rejetés, 
en  notes,  à  la  fin  de  l'Ouvrage  dont  ils  n'interrompent  point  l'or- 
donnance et  j'imagine  que  les  plus  ardents  partisans  du  symbolisme 
ne  seront  point  fâchés  de  voir  que  leurs  procédés  se  trouvent 
vérifiés  par  de  tels  développements;  remarquons  aussi  que  le  sa- 
vant  mathématicien  et  physicien  belge  n'introduit  aucune  restric- 
tion concernant  les  gaB  et  qu'il  conserve  au  discriminant  g  sa 
forme  générale. 

Le  souci  de  la  simplicité  a  d'ailleurs  conduit  l'auteur  à  faire  usage 
de  nom  elles  variables 

rencontrées  par  son  élève  II.  \  anderlinden  au  cours  de  ses  cal- 
cul-.; l'importance  de  ces  variables  avait  déjà  été  remarquée  par 
Lorentz;  les  g'x^  sont  les  mineurs,  divisés  par^-,  du  déterminant  g 
des  £-ap. 

Remarquons  bien  que  si  M.  De  Donder  ne  juge  pas  à  propos 
d'isoler  un  certain  calcul  tensoriel,  il  n'en  attache  pas  moins  une 
importance  de  premier  ordre  à  la  notion  de  tenseur.  Mais  ici,  cette 
notion  se  présente  d'elle-même  en  extrêmant  l'intégrale  fonda- 
mentale rappelée  ci-dessus. 

En  généralisant  un  groupe  de  quatre  identités  déduites  par 
Hilbert,  du  Calcul  des  variations  et  de  la  Théorie  des  invariants, 
M.  De  Donder  obtient  aussi  le  théorème  du  tenseur  asymétrique 
ou  de  la  force  généralisée  ;  c'est  l'extension  complète  du  théo- 
rème des  quantités  de  mouvement  et  de  l'énergie. 

Une  propriété  fondamentale  des  équations  gravifiques  d'Einstein 
est  leur  caractère  invariant  vis-à-vis  de  tout  changement  de  va- 
riables. Cette  invariance  a  de  nombreuses  conséquences;  ainsi 
l'auteur  profite  du  caractère  arbitraire  de  la  transformation  pour 
mettre  en  relation  avec  les  équations  gravifiques  une  certaine  équa- 
tion aux  dérivées  partielles  dont  les  caractéristiques  sont  des 
rayons  gravifiques.  11  s'agit,  de  manière  plus  précise,  de  bicarac- 
téristiques,  de  longueur  nulle,  de  J.  Hadamard. 
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Dans  le  cas  < 1 1 1  champ  massique  proprement  «lit.  les  équations 
prennenl  la  forme 

ib  Ga-  y'     i  =  [>■  {  "y.  up  —  -  gtf  ) ,         Ka=s  2^  "P^pa, 

où  les  Gap  sonl  des  composantes  relatives  à*  la  courbure  de  l'espace- 
temps  et  les  «Ê'des  vitesses  généralisées.  La  physionomie,  d'abord 
indéterminée  de  A  est  ainsi  précisée  d'une  manière  particulièrement 
tangible.  Les  extrémales  de  l'espace-temps  se  précisent  également 
sous  des  formes  analogues  à  celles  de  la  Mécanique  hamiltonienne. 
D.e  tels  résultats  se  séparent  aisément  dans  l'espace  et  le  temps 
ordinaires,  grâce  à  une  covariance  spéciale  au  champ  massique. 
La  relation  einsteinienne  qui  unit  la  masse  à  l'énergie  esl  ensuite 
étendue  à  son  tour. 

Si  le  champ  gravifique  est  produit  par  un  champ  électromagné- 
tique, nous  tombons  sur  une  autre particularisation tout  aussi  tan- 
gible de  A,  mais  peut-être  plus  remarquable  encore  quant  à  la 
symétrie.  Ici,  A  dépend  des  ga$  et  de  six  fonctions  Mao.  Il  y  a  là 
une  théorie  qui  a  son  esthétique  propre,  qui  estisolable,  sur  laquelle 
le^  efforts,  très  originaux,  de  M.  De  Donder  ont  donné  des  tra- 
vaux publiés  en  Hollande  pendant  la  guerre  et  non  sans  grande 
peine.  Dans  l'ordre  historique,  les  propriétés  gravifiques  naissent 
par  généralisation  des  propriétés  électromagnétiques  et  les  rayons 
gravifiques  dont  il  était  question  tout  à  l'heure  ont  eu  vraisembla- 
blement le>  rayons  lumineux  pour  modèles.  Dans  les  deux  cas.  nous 
retrouvons  des  s  urfaces  caractéristiques  et  des  «  \  sternes  canoniques 
absolument  analogues. 

L'auteur  étend  ainsi,  au  champ  gravifique,  les  théorèmes  de 
Fermât  et  de  Straubel. 

Signalons  aussi  que  le  principe  d'Hamilton  peut  donner  indiffé- 
remment les  équations  gravifiques  ou  les  équations  électromagné- 
tiques suivant  les   variables  sur  lesquelles  portent  les  variations. 

Quant  aux  covariances  du  champ  électromagnétique,  il  v  aurait 
beaucoup  de  choses  à  en  dire;  leur  histoire  notamment  vaudrait 
d'être  fixée.  Ainsi  une  première  invariance  se  manifeste  dans  ce 
que  M.  De  Donder  appelle  la  «  forme  dé  Baleman  » 

S  Maa3ara8a?R. 

Or  ce  sont   là  des   formes  différentielles  particulièrement  élu- 
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diées  en  France  par  MM.  Goursat  et  Cartan.  Intervenant  dans  des 
intégrales  doubles,  elles  se  rattachent  aux  invariants  intégraux  de 
l'illustre  Henri  Poincaré  et  elles  donnent  des  formules  du  type 
stokien  si  bien  qu'en  partant  de  tels  points  on  pourrait  montrer 
que  le  rôle  des  géomètres  français  dans  l'élaboration  des  théo- 
ries eînsteiniennes  est  loin  d'être  aussi  inexistant  qu'on  le  croit  en 
Allemagne. 

Le  champ  matériel  résulte  de  la  superposition  d'un  champ  mas- 
sique et  d'un  champ  électromagnétique  :  la  fonction  A  provient  de 
la  réunion  de  deux  parties  précédemment  étudiées,  d'où,  au  pre- 
mier abord,  une  plus  grande  complication;  mais  les  choses  rede- 
\iennent  particulièrement  simples  quand  la  matière  et  l'électricité 
sont  animées  des  mêmes  mouvements,  ce  qui  peut  être  une  des  rai- 
sons justifiant  une  théorie  de  la  matière  à  substratum  électrique. 

D'ailleurs  les  formules  classiques  relatives  aux  électrons,  si 
utiles  dans  la  théorie  des  quanta,  sont  ici  généralisées  dans  le 
champ  matériel. 

Les  champs  gravifiques  à  symétrie  sphérique  sont  caractérisés 
par  un  ôY-  où  figurent  des  coordonnées  polaires  spatiales.  Le  fait 
de  s'arranger  à  annuler  les  coefficients  d'un  tel  ov-,  sauf  celui  de 
or-,  ou  sauf  celui  de  o/2,  met  en  évidence  les  variations  d'étalons 
qui  se  produisent  dans  de  tels  champs;  ces  variations  sont  alors 
très  élémentairement  saisissables.  Le  cas  du  champ  extérieur  à  la 
sphère  massique  correspond  à  la  force  centrale  newtonienne  de  la 
Mécanique  classique;  mais  il  y  a  aussi  un  problème  intérieur  pou- 
vant se  compliquer  d'une  électrisation  superficielle.  On  arrive  ainsi 
à  l'électron  de  Poincaré  sans  que  les  os2  soient  essentiellement 
différents;  c'est  l'analogie  entre  un  système  planétaire  et  un  sys- 
tème intra-atomique. 

Quant  aux  phénomènes  gravifiques  d'Einstein,  qui  n'a  entendu 
parler  du  mouvement  du  périhélie  de  Mercure,  de  la  déviation  de 
la  lumière  stellaire  au  voisinage  du  Soleil  et  de  l'influence  du  champ 
gravifique  de  celui-ci  sur  la  position  des  raies  spectrales. 
M.  De  Donder  discute  les  théorèmes  des  forces  vives  et  des  aires 
au  point  de  vue  einsteinien  et  il  effectue  le  passage  à  la  limite  qui 
permet  de  retrouver  la  loi  de  Newton,  chose  souvent  négligée. 
Pour  le  déplacement  des  raies  spectrales,  on  aboutit  aux  vérifica- 
tions effectuées  l'an  dernier  par  MM.  Pérot,  Buisson,  Fabry. 
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Et,  de  k-;t  théorie  générale,  l'auteur  déduit  aisémenl  le  résultat 
d'Einstein  concernant  11  oivers  stellaire  :  espace  et  temps  sont 
finis.  La  constante  a  du  débul  intervient  dans  cotte  grandiose 
question. 

I  ii  Chapitre  des  plus  intéressants  est  écrit  sur  le  théorème  de 
Coriolis  étendu  au  cas  d'un  observateur  einsteinien.  Alors  que  la 
Mécanique  ordinaire  est  généralisée  plutôt  en  la  notion  de  champ 
qu'en  la  notion  de  force,  il  est  cependant  remarquable  qu'il  y  ait 
ici  une  extension  simple  de  la  notion  d'accélération.  Et  il  y  a  bien 
un  théorème  de  Coriolis  dans  l'espace-temps,  lequel  peut  être 
scindé  ensuite  dans  l'espace  et  le  temps  ordinaires. 

L'espace-temps  de  Minkowski,  avec  son 

os2  =  —  o.r2- — Zy- — o;'2 — csoïs, 

nous  ramène  enfin  au  champ  électromagnétique  de  Maxwell- 
Lorentz  et  à  la  relativité  restreinte.  C'est  un  simple  jeu  de  faire 
rentrer  ces  considérations  dans  les  formules  de  la  gravifïque  géné- 
rale, telle  qu'elle  est  conçue  par  M.  De  Donder. 

La  réflexion  sur  un  miroir  mobile  met  en  évidence  la  pression 
d'origine  électromagnétique.  Les  propriétés  de  covariance  ren- 
seignent immédiatement  sur  la  variabilité  de  la  masse. 

Et  l'auteur  nous  donne  encore  une  étude  approfondie  de  l'élec- 
tron de  Poincaré  plongé  dans  un  champ  de  Minkowski. 

Vingt-trois  notes  terminent  l'Ouvrage.  Certaines  n'ont  pour  but 
que  de  désencombrer  le  texte  de  développements  de  pur  calcul,  mais 
d'autres  sont  des  exposés  de. recherches  des  plus  originales.  Citons 
celles  qui  se  rapportent  au  champ  massique  sphérique,  au  pro- 
blème intérieur  ou  extérieur  de  Schwarzschild,  à  l'électron  de 
Poincaré,  aux  dimensions  et  interprétations  des  symboles  emplo\  es 
dans  tout  le  cours  de  l'Ouvrage.  Cette,  dernière  note  nous  rappelle 
sans  cesse  à  la  réalité  physique  et  il  faudra  s'y  reporter  bien  avant 
d'y  arriver  dans  l'ordre  de  la  pagination. 

L'Ouvrage  de  M.  De  Donder  est,  à  la  fois,  Ouvrage  d'initiation, 
de  synthèse,  de  mise  au  point  et  d'érudition.  Ceux  qui  voudront 
apporter  quelques  progrès  à  ces  si  captivantes  théories  électroma- 
gnétiques et  gravifiques  ne  pourront  guère  se  dispenser  de  s'en 
bien  pénétrer.  A.  Buul  (Toulouse). 
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ROY  i  Louis  ».  — Cours  de  Mécanique  rationnelle  à  V usage  des  élèves 
de  l'Institut  électrotechnique  et  de  Mécanique  appliquée  et  des 
candidats  au  Certificat  de  Mathématiques  générales  |  Cour»  de 
l'Institut  électrotechnique  et  < le  Mécanique  appliquée  de  l'Université  de 
Toulouse).  Gi.  in-8".  vi-25o,  pages.  Paris,  Gauthier-Villa  rs,  1921. 

Comme  l'indique  le  titre  de  l'Ouvrage,  le  but  que  s'est  proposé 
M..  Roy  est  de  mettre  ses  lecteurs  à  même  d'aborder  avec  fruit 
l'étude  de  l'Electricité  industrielle  et  de  la  Mécanique  appliquée. 
En  particulier,  ce  Livre  servira  d'introduction  toute  naturelle  au 
Cours  de  Statique  graphique  et  Résistance  des  matériaux  du 
même  Auteur,  paru  récemment  et  analysé  ici  même  ('). 

Ce  Volume  s'adresse  donc  à  des  débutants,  et  plus  spécialement 
à  de  futurs  ingénieurs.  C'est  pourquoi  M.  Roy  s'en  tient  à  l'exposé 
des  éléments  essentiels  de  la  Mécanique,  en  vue  surtout  des  appli- 
cations pratiques.  Mais,  pour  être  élémentaire,  l'Ouvrage  n'en  est 
pas  moins  rigoureusement  scientifique  :  c'est  avec  raison  que 
l'Auteur  a  pensé  qu'il  ne  devait  pas  éluder  certaines  questions 
purement  théoriques  et  touchant  aux  principes  :  on  les  trouvera 
exposées  avec  toute  la  précision  et  la  netteté  désirables.  Du  reste, 
les  principes  et  les  théories  générales  sont  toujours  illustrés  par 
quelques  exemples  simples,  souvent  poussés  jusqu'aux  calculs 
numérique-. 

Après  avoir  consacré  à  la  Théorie  générale  des  vecteurs  un 
Chapitre  préliminaire,  et  traité  le  problème  de  la  réduction  d'un 
système  de  \ecteurs,  tant  au  point  de  vue  analytique  qu'au  point 
de  vue  géométrique,  l'Auteur  aborde  la  Mécanique  proprement 
dite,  qu'il  divise  en  quatre  parties,  d'inégale  importance,  consa- 
crées respectivement  à  la  Ci  né  tua  tique  du  point,  à  la  Cinéma- 
tique du  corps  solide,  à  la  Dynamique  du  point  et  à  la  Dyna- 
mique des  systèmes. 

Cinématique.  —  La  définition  des  vecteurs  vitesse  et  accé- 
lèration  d'un  point,  par  rapport  à  un  svstème  de  référence  et  de 
leurs  composantes,  est  accompagnée  de  quelques  applications 
de  ces  notions  élémentaires  à  l'étude  du  mouvement  d'un  point. 


(')  Voir  Bulletin  de  novembre  192 1. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.         2i5 

La  Cinématique  du  corps  solide  débute  par  La  définition  des 
mouvements  simples  de  translation,  de  rotation;  on  donne  ensuite 
les  théorèmes  généraux  de  composition  des  vitesses  et  des  accélé- 
rations. Le  problème  de  la  composition  des  \itesses,  dues  à  un 
nombre  quelconque  de  rotations  et  de  translations,  se  trouve,  en 
quelque  sorte,  résolu  d'avance,  grâce  à  l'étude  générale  des  sys- 
tèmes de  vecteurs  faite  au  Chapitre  préliminaire  :  c'est  ainsi  qu'on 
arrive  immédiatement  à  la  notion  du  mouvement  hélicoïdal 
instantané. 

Le  mouvement  d'une  ligure  plane  dans  son  plan  est  une  des 
applications  les  plus  instructives  et  les  plus  intéressantes  de  la 
Cinématique;  aussi  un  Chapitre  lui  est-il  consacré  :  les  propriétés 
essentielles  du  centre  instantané  de  rotation  y  trouvent  leur  appli- 
cation à  quelques  exercices. 

Dynamique  du  point.  — -  Le  prélude  de  toute  étude  de  la 
Dynamique  consiste  dans  l'énoncé  des  postulats  de  cette  Science. 
L'Auteur  prend  le  plus  grand  soin  de  les  exprimer  aussi  clairement 
et  simplement  que  possible;  il  définit  d'une  façon  précise  ce  que 
l'on  doit  entendre  par  trièdres  fixes,  et  donne  la  notion  de  masse, 
celle  de  force,  et  la  véritable  signification  de  l'équation  fonda- 
mentale F  =  mv.  Il  en  déduit  les  équations  différentielles  générales 
du  mouvement  d'un  point  et  indique  dans  quelles  conditions  le 
problème  du  mouvement  se  trouve  déterminé  sans  ambiguïté  par 
les  conditions  initiales. 

Puis  il  étudie  1  équilibre,  et  insiste  à  ce  propos,  conformément 
à  son  programme  de  précision,  sur  les  conditions  analytiques  de 
régularité  qui  doivent  être  remplies  par  les  forces  pour  que  la 
réciproque  des  conditions  d'équilibre  soit  vraie. 

Le  mouvement  et  l'équilibre  relatifs  sont  l'objet  d'une  étude 
sommaire,  illustrée  de  quelques  exemples  simples. 

Des  théorèmes  généraux  que  l'on  déduit  des  équations  de  mou- 
vement, celui  des  «  forces  vives  >>  nécessite  l'introduction  préalable 
de  la  notion  de  travail  :  la  définition  et  l'expression  analytique  du 
travail  d'une  force  quelconque  sont  suivies  de  l'étude  du  cas 
important  où  il  y  a  fonction  de  forces.  In  champ  de  forces 
constant,  celui  d'une  force  centrale  fonction  de  la  distance,  celui 
du  champ  magnétique  crée  par  un  courant  rectiligne,  sont  donnés 
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comme  exemples  de  ce  cas,   auquel  le  théorème  des  forces  vives 
fournit  une  intégrale  du  mouvement. 

Après  ces  généralités,  vient  l'étude  effective  du  mouvement 
d'un  point  matériel  libre.  Dans  quelques  cas  simples,  le  pro- 
blème s'intègre  par  quadratures.  Le  mouvement  rectiligne  d'un 
point  soumis  à  une  attraction  centrale  proportionnelle  à  la  dis- 
tance, ou  en  raison  inverse  du  carré  de  la  dislance,  la  chute  recti- 
ligne d'un  point  pesant  dans  un  milieu  résistant,  le  mouvement 
curviligne  d'un  point  pesant  dans  le  vide,  et  celui  d'un  point 
soumis  à  une  attraction  (ou  répulsion)  proportionnelle  à  la  distance 
en  fournissent  des  exemples. 

L'Auteur  passe  ensuite  au  cas  d'un  point  matériel  soumis  à  des 
liaisons,  tel  qu'un  point  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  surface  ou 
sur  une  courbe  :  il  prend  dès  l'abord  le  cas  où  il  y  a  frottement, 
et  donne  les  lois  élémentaires  approchées  du  frottement  de  glisse- 
ment, tant  au  repos  que  dans  le  mouvement.  Il  traite  l'équilibre  et 
le  mouvement  d'un  point  sur  une  surface  avec  ou  sans  frottement  : 
l'étude  complète  du  mouvement  rectiligne  d'un  point  pesant  sur 
un  plan  incliné,  avec  frottement,  donne  lieu  à  une  discussion 
intéressante.  Passant  au  cas  d'un  point  assujetti  à  rester  sur  une 
courbe,  il  étudie,  comme  cas  d'équilibre  relatif,  le  régulateur 
circulaire  et  le  régulateur  parabolique.  Ensuite  le  mouvement  d'un 
point  sur  une  courbe  fixe  est  traité  complètement  lorsque  la  force 
ne  dépend  que  de  la  position  :  c'est  ce  qui  a  lieu  pour  le  cas  d'un 
point  pesant  mobile  sur  une  courbe  fixe,  dont  le  pendule  simple 
circulaire  constitue  l'exemple  classique.  Le  problème  du  pendule 
simple  soumis  à  une  résistance  de  milieu  proportionnelle  à  la 
vitesse  termine  la  Dynamique  du  point. 


Dynamique  des  systèmes.  —  La  Dynamique  des  systèmes 
débute  par  l'exposé  des  trois  «  théorèmes  généraux  »,  savoir  les 
théorèmes  des  quantités  de  mouvement  projetées,  des  moments  des 
quantités  de  mouvement,  et  des  forces  vives.  Les  deux  premiers 
offrent  le  précieux  avantage  d'éliminer  les  forces  intérieures.  Dans 
le  troisième,  au  contraire,  leur  travail  intervient  effectivement, 
mais  dans  le  cas  où  il  y  a  fonction  de  forces,  ce  théorème  fournit 
une  intégrale  du  mouvement. 
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Un  Chapitre  traite  ensuite  des  centres  de  gravité  et  moments 
d'inertie,  et  de  leurs  propriétés  essentielles. 

Puis  on  aborde  la  Statique  du  corps  solide  :  si  un  solide  libre 
est  en  équilibre,  les  forces  qui  lui  sont  appliquées  constituent  un 
système  nul;  mais  la  réciproque  n'est  Vraie,  et  M.  Roy  ne  manque 
pas  d'\  insister,  comme  dans  le  cas  du  point,  que  si  les  forces 
remplissent  certaines  conditions  de  régularité.  Le  cas  d'un  solide 
soumis  à  des  liaisons  est  étudié  d'abord  directement,  au  moyen 
de  la  «  méthode  des  réactions  0  qui  consiste  à  rendre  le  solide 
libre,  en  introduisant  les  forces  de  liaisons  comme  inconnues 
auxiliaires  :  elle  offre  l'avantage,  comme  on  le  voit  sur  plusieurs 
exemples,  de  déterminer  effectivement  ces  forces  de  liaisons,  ce 
qui  est  souvent  fort  utile. 

Mais  la  méthode  des  réactions  n'est  pas  la  seule,  ni  la  plus 
directe  pour  l'étude  de  la  Statique.  Celle  du  travail  virtuel  est 
bien  plus  générale  et  s'applique  à  tous  les  systèmes  à  liaisons  sans 
frottement.  M.  Roy  a  tenu  à  exposer  celte  méthode  dans  ce  qu'elle 
a  d'essentiel,  et  à  en  montrer  les  applications.  11  ne  démontre,  ici. 
le  théorème  du  travail  virtuel  que  pour  le  cas  des  liaisons  bila- 
térales et  indépendantes  du  temps,  qui  est  le  plus  usuel  en  Méca- 
nique élémentaire;  on  sait,  du  reste,  qu'il  a  récemment,  dans  un 
intéressant  article  ('),  mis  au  point  la  démonstration  analytique 
rigoureuse  pour  le  cas  de  liaisons  quelconques,  bilatérales  ou  uni- 
latérales, dépendant  ou  non  du  temps. 

Après  l'étude  de  l'équilibre,  on  arrive  à  celle  du  mouvement 
des  systèmes.  Le  cas  d'un  solide  mobile  autour  d'un  axe  fixe  est 
traité  en  détail  :  il  est  superflu  d'insister  sur  son  importance  pra- 
tique, puisque  c'est  dans  ce  cas  que  rentrent  toutes  les  parties 
tournantes  des  machines;  le  pendule  composé,  le  cadre  d'un  gal- 
vanomètre en  sont  aussi  des  exemples.  A  propos  du  mouvement 
pendulaire,  l'Auteur  étudie  l'effet,  sur  un  oscillateur,  d'un  couple 
perturbateur  périodique,  ce  qui  l'amène  à  dire  quelques  mots  de 
la  résonance. 

Une  question  fort  importante,  trop  souvent  passée  sous  silence 


11)  L.  Roy,  Sur  les  équations  générales  de  In  Mécanique,  le  théorème  de 
à'Alembert  et  celui  du  travail  virtuel  (  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de 
Toulouse,  3e  série,  t.  XII,  irjvio,  p.  g3-io6). 
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dans  les  traités  élémentaires,  est  celle  des  percussions  et  chocs. 
M.  Roy  n  a  pas  voulu  laisser  cette  question  de  côté.  Après  avoir 
indiqué  les  théorèmes  généraux,  il  traite  l'exemple  simple  du  choc 
direct  de  deux  corps,  au  moyen  duquel  il  définit  les  deux  cas 
extrêmes  des  corps  parfaitement  mous  et  des  corps  parfaitement 
élastiques.  Le  galvanomètre  balistique  lui  fournit  un  exemple  de 
percussion  sur  un  solide  mobile  autour  d'un  axe  fixe. 

In  dernier  Chapitre  est  consacré  à  l'équilibre  des  fils.  L'Auteur 
donne  la  construction  de  \  arignon  pour  l'équilibre  du  polygone 
funiculaire  :  cette  construction  est,  comme  on  sait,  la  base  fon- 
damentale de  la  Statique  graphique.  Passant  à  la  limite  il  étudie 
Féquilibre  d'une  courbe  funiculaire,  et  indique  les  équations 
générales  d'équilibre  d'un  fil  :  il  en  donne  les  deux  exemples  élas- 
tiques, lil  pesant  homogène  et  parabole  des  ponts  suspendus.  Il 
termine  par  l'examen  du  fil  tendu  sur  une  surface,  et  en  particulier 
suivant  la  section  droite  d'un  cylindre  (frein  à  corde). 

Telles  sont  les  questions  traitées  dans  ce  Cours.  Je  ne  veux  pas 
terminer  ce  résumé  sans  dire  que  l'Auteur  a  apporté  dans  sa 
rédaction  le  soin  minutieux  de  la  forme  et  la  haute  clarté  d'expo- 
sition qui  lui  sont  habituels.  H.    ^  ergke. 


COLLECTION. DES  MAITRES  DE  LA  PENSÉE  SCIENTIFIQUE,  publiée 
par  M.  Maurice  Solovixe.  Paris.  Gaùtkier-Villars  :  Eléments  de  Géomé- 
trie, pur  Alexis-Claude  Ciaihact:  >  vol.  in-16.  1920:  — Réflexions  sur 
la  .Métaphysique  du  Calcul  infinitésimal,  par  Lazare  Carxot;  2  vol. 
in-163  1921. 

On  ne  saurait  trop  insister  sur  les  services  qu'est  appelée  à 
rendre  la  Collection  dirigée  par  M.  Solovine  en  présentant  au 
public,  sous  une  forme  maniable  et  élégante;  quelques-unes  des 
œuvres  maîtresses  de  la  Science  dupasse,  devenues  introuvables 
dans  les  librairies.  La  publication  d'une  collection  de  ce  genre  ne 
va  pas.  cependant,  sans  une  petite  difficulté.  Tout  naturellement, 
on  éditera,  de  préférence,  les  ouvrages  les  plus  accessibles  au 
grand  public  et  ceux  dont  les  titres  sont  restés  le  plus  connus. 
Seront-ce   toujours  ceux   qui,    comme  l'annoncent   les    éditeurs, 
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«  marquent  les  étapes  successives  de  la  construction  lente  et  Labo- 
rieuse de  l'édifice  scientifique  "'.' 

Cette  question,  précisément,  peut  être  posée  à  propos  de  dni\ 
remarquables  œuvres  du  xvuie  siècle,  récemment  publiées  par 
M.  Solovine. 

Glairaut  fui  un  astonome  distingué  et  l'un  des  grands  géomètres 
du  xv uic  siècle.  C'est  grâce  à  ses  travaux  que  fut  définitivement 
introduite  dans  la  Science  l'étude  générale  des  courbes  gauches. 
Les  grandes  idées  que  Glairaut  a  mises  en  mouvement  n'appa- 
raissent pas,  cependant,  dans  ses  Eléments  de  Géométrie,  bien 
que  cet  Ouvrage  ait  été  jadis  très  populaire.  Les  Eléments  sont 
une  œuvre  pédagogique.  L'auteur  se  propose  d'initier  à  la  Géo- 
métrie les  personnes  rebelles  à  la  logique  en  présentant  les  pro- 
priétés des  figures  sous  une  forme  intuitive  et  concrète  et  en 
illustrant  ses  énoncés  par  des  exemples  empruntés  à  la  ^  ie  pratique. 
Pareille  tentative  n'est  pas  une  nouveauté,  comme  pourrait  le  faire 
croire  la  Notice  de  M.  Solovine.  Beaucoup  d'Ouvrages  du  même 
type  avaient  en  effet  été  publiés  au  xvie  et  au  xvne  siècle,  et  l'on 
retrouve  dans  les  Eléments  bien  des  exemples  empruntés  par 
Glairaut  à  la  tradition  de  ses  devanciers.  Sans  doute  le  Traité  de 
Clairaut  est-il  particulièrement  clair  et  bien  construit.  Encore  ne 
saurait-il  donner  une  idée  nette  de  la  grande  place  qu'occupe  son 
auteur  dans  la  science  mathématique;  et  l'on  remarquera  même 
que  Clairaut  y  énonce,  sur  la  déduction  mathématique  et  le  rôle  de 
la  logique,  certaines  opinions  qui  n'ont  pas  été  suffisamment  mé- 
ditées. 

Les  Réflexions  sur  la  Métaphysique  du  Calcul  infinitésimal 
(1797)  ont  eu,  en  leur  temps,  un  grand  retentissement.  Et,  certes, 
si  l'on  se  remémore  la  masse  des  écrits,  aussi  obscurs  qu'inutiles, 
qu'a  suscités  au  xviii''  siècle  la  question  de  l'infini  (voir  notam- 
ment le  récent  Ouvrage  de  F.  Cajoki  :  A  history  of  tke  concep- 
tions of  limits  and  fluxions  in  Great  Britain  1919),  on  ne 
pourra  manquer  d'admirer  la  pensée  précise,  l'expression  juste  et 
concise,  qui  caractérisent  l'Ouvrage  de  Carnot.  Toutefois,  il  ne 
faudrait  pas  croire  que  cet  Ouvrage  ait  eu  une  influence  très  mar- 
quée sur  la  pensée  scientifique.  Lazare  Carnot  a  fait  d'importants 
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travaux  de  Mécanique,  et  il  a  été,  en  Géométrie,  un  grand  initia- 
teur. Mais,  en  matière  de  Calcul  infinitésimal,  il  n'est  pas  un 
homme  de  progrès.  Nous  constatons  en  effet  qu'il  n'a  saisi  ni  la 
portée  ni  le  sens  profond  des  grands  travaux  de  son  contemporain 
Lagrange.  Garnot  en  est  resté  à  cette  vieille  idée  que  l'Algèbre  et 
son  prolongement,  l'Analyse  infinitésimale,  ne  sont  que  des  instru- 
ments de  calcul  servant  à  former  et  à  étudier  des  équations  (c/. 
t.  I.  p.  i-).  Aussi  la  théorie  des  fonctions  n'est-elle  pour  lui  que 
Vune  des  méthodes  imaginée  pour  suppléer  à  la  méthode  d  exhaus- 
tion  des  anciens  et  aux  procédés  de  calcul  de  Leibniz.  Et,  la  théorie 
des  fonctions  ainsi  comprise,  Carnot  ne  l'apprécie  guère,  parce 
qu'elle  nous  oblige,  dit-il,  à  changer  les  notations  et  locutions  aux- 
quelles nous  sommes  habitués,  ce  qui  est  toujours  un  inconvénient 
(  t.  11.  notamment  p.  58  et  66).  Ce  défaut  de  perspicacité  enlève 
quelque  valeur  à  un  ouvrage  qui,  par  contre,  nous  renseigne  admi- 
rablement sur  l'état  des  méthodes  de  l'Analyse  dans  la  seconde 
moitié  du  xvnie  siècle.  Pierre  Hovtuoux. 


MELANGES 


L'ŒUVRE  MATHÉMATIQUE  DE  GEORGES  HUMBERT, 
QUELQUES  MOTS  SUR  CAMILLE  JORDAN, 

l'An   M.  Henri  LEBESGUE  ('). 


Lorsqu'en  1-912,  Georges  Humbert  fut  nommé  professeur  de 
mathématiques  au  Collège  de  France,  ses  travaux  nombreux, 
variés  et  importants,  qui  lui  avaient  valu  d'être  élu  membre  de 
L'Académie  des  Sciences  en   1901,  avaient  attiré  sur  lui,   depuis 

(')  Extrait  de  la  leçon  inaugurale  de  mathématiques  donnée  au  Collège  de 
France  le  6  janvier  1922. 

Humbert  (Marie-Georges),  né  à  Paris  le  7  janvier  i85g.  est  mort  à  Paris, 
le  22  janvier  1921.  Jordan  (  Marie-Ennemond-Gamille),  né  à  Lyon  le  5  jan- 
vier i838,  est  mort  à  Paris,  le  21  janvier  1922. 
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longtemps,  l attention  des  mathématiciens  du  monde  entier. 
Kprès  K)i^.,  malgré  une  longue  maladie,  son  activité  scientifique 
ne  s'est  pas  ralentie;  dans  les  derniers  mois  de  sa  vie,  il  rédigeait 
encore  un  Mémoire  qui  ne  fut  public'-  qu'après  sa  mort,  dans  le 
premier  fascicule  du  Journal  de  Mathématiques  de  1921. 

Georges  Humbert  a  publié  plus  de  i4o  Notes  et  Mémoires,  sou- 
vent étendus.  Une  courte  séance  comme  celle-ci  ne  saurait  suffire 
pour  commenter  une  œuvre  aussi  vaste.  Je  sais  que  des  analyses 
dignes  de  l'œuvre  d'Humbert  et  des  études  sur  sa  vie  sont  en  pré- 
paration et  seront  publiées  d'ici  peu  au  Journal  des  Savants  et 
comme  préface  au  Recueil  des  travaux  de  Georges  Humbert  ; 
je  veux  rappeler  ici  simplement  quelques-uns  des  traits  les  plus 
caractéristiques  du  talent  de  mon  prédécesseur  en  tant  que  mathé- 
maticien et  en  tant  que  professeur. 

Dans  toute  œuvre  véritable  se  révèle  une  continuité  de  pensée 
qui  permet  de  grouper  tout  naturellement  les  divers  Mémoires 
autour  de  quelques  idées  directrices,  de  quelques  préoccupations 
dominantes.  Dans  cette  esquisse  rapide,  je  me  bornerai  au  grou- 
pement qui  s'impose  tout  d'abord  :  recherches  antérieures  à  i8q8, 
relatives  à  l'étude  des  fonctions  algébriques;  recherches  posté- 
rieures à  1898,  relatives  à  la  théorie  et  à  l'utilisation  des  fonctions 
abéliennes  singulières. 

Excepté  quatre  ou  cinq  recherches  qui  relèvent  de  la  géo- 
métrie pure  et  de  la  géométrie  différentielle,  les  travaux  de  la 
première  époque,  qui  sont  consacrés  à  des  études  sur  les  courbes 
et  les  surfaces  algébriques,  sont  faits  toujours,  et  c'est  ce  qui  les 
caractérise,  à  l'aide  de  ce  qu'on  appelle  maintenant  des  fonctions 
uniformisantes.  Humbert  signale  à  plusieurs  reprises  qu'il  avait 
été  très  frappé  en  constatant  quel  ordre,  quelle  clarté,  quelle 
généralité  avaient  été  obtenus  dans  l'étude  des  courbes  de  genre  1 
à  partir  du  moment  où  l'on  avait  exprimé  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  de  ces  courbes  à  l'aide  des  fonctions  elliptiques, 
et  que  c'est  cette  constatation  qui  l'a  toujours  guidé. 

Par  cette  méthode,  en  effet,  Glebsch  et  ses  continuateurs  avaient 
réussi  à  groupe)'  et  à  étendre  de  nombreuses  propositions  géomé- 
triques, particulières  et  disparates,  semblait-il.  que  l'on  n'avait 
estimé  jusque-là  que  pour  leur  seul  caractère  esthétique.  D'ail- 
leurs,   au    lieu    d'admirer   leur  véritable    beauté,   on  était  plutôt 
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séduit  par  leur  mystère;  maintenant,  nous  admirons  encore  ces 
propositions,  mais  notre  admiration  est  fondée  sur  nos  connais- 
sances et  non  plus  sur  notre  ignorance. 

Hiimbert  s'est  efforcé  de  réaliser  un  progrés  analogue  pour 
d'autres  catégories  de  courbes,  pour  certaines  catégories  de  sur- 
faces: et  il  y  a  pleinement  réussi.  Mais  pourquoi,  diront  certains, 
s'occuper  de  catégories  spéciales  de  courbes,  pourquoi  ne  pas 
étudier  les  courbes  les  plus  générales?  Poincaré  n'a-t-il  pas 
montré  qu'elles  étaient  toutes  uniformisables  à  l'aide  des  fonctions 
fuchsiennes?  Parce  que,  malgré  tout  ce  que  nous  a  appris  Poin- 
caré, nous  ne  connaissons  que  quelques  propriétés  des  fonctions 
fuchsiennes,  d'où  nous  ne  pouvons  espérer  tirer  que  peu  de  pro- 
priétés géométriques.  C'est  pourquoi  Humbert  n'a  guère  utilisé 
les  fonctions  fuchsiennes  qu'on  aurait  pu  penser  tout  d'abord 
devoir  être  son  principal  instrument  de  recherche.  Il  en  a  déduit 
cependant  des  résultats  intéressants  appartenant  à  cette  géométrie 
énuméraiive  étudiée  par  tant  de  mathématiciens  depuis  Abel, 
Jacobi  et  Piiemann  jusqu'à  Halphen.  Dans  ces  questions  déjà  si 
travaillées,  grâce  en  particulier  aux  fonctions  fuchsiennes. 
Georges  Humbert  obtient  des  résultats  nouveaux;  il  lui  arrive 
aussi  de  retrouver  des  résultats  anciens  que  parfois  il  complète. 
parfois  il  rectifie. 

Le  plus  souvent,  Humbert  utilise  des  fondions  uniformisantes 
plus  particulières.  Qu'on  ne  s'y  trompe  pas  d'ailleurs,  à  cause 
de  leur  puissance  et  de  leur  généralité  même,  les  transcendantes 
fuchsiennes  ne  sont  immédiatement  adaptées  qu'à  la  recherche 
des  propriétés  générales  des  courbes.  Or,  le  but  géométrique  que 
l'on  poursuit  n'est  pas  celui-ci.  mais  bien  plutôt  la  recherche  de 
propriétés  particulières  spéciales  à  des  familles  intéressantes  de 
courbes. 

L'outil  véritable  est  constitué  par  les  fonctions  qui  permettent 
l'uniformisation  de  ces  courbes  particulières;  encore  faut-il  que 
ces  fonctions  nous  soient  bien  connues.  Mieux  nous  les  connais- 
sons, mieux  nous  pouvons  étudier  les  courbes  considérées  :  c'est 
ainsi  que  les  unicursales  sont  plus  complètement  étudiées  que  les 
courbes  de  genre  i. 

On  comprend  donc  pourquoi  Georges  Humbert  a  fait  porter 
ses  efforts  sur  les  variétés  qui  se  peuvent  uniformiser  à  l'aide  de 
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diverses  catégories  de  fonctions  assez  bien  connues  :  fondions 
elliptiques,  fonctions  abéliennes,  fonctions  hyperabéliennes  de 
JM.  Picard.  Je  ne  puis  songer  à  entrer  dans  le  détail  des  très  nom- 
breux résultats  obtenus  :  les  uns  appartiennent  à  la  géométrie 
énumérative,  les  autres,  très  élégants  et  qu'il  faudrait  tous  citer, 
sont  des  conséquences  ingénieuses  du  théorème  d'Abel;  d'autres 
enfin  sont  relatifs  à  des  surfaces  particulières,  telles  que  la  sur- 
face de  Ruminer  aux  multiples  spécialisations.  De  tous  ces  beaux 
résultats,  ce  sont  les  derniers  que  j'apprécie  encore  le  plus,  car. 
de  tous,  ils  me  paraissent  les  plus  utiles.  En  dehors  de  surfaces 
aussi  banales  que  les  quadriques,  nous  ne  connaissons,  en  effet, 
presque  aucune  surface;  j'estime  que  des  exemples  précis,  bien 
observés,  complètement  étudiés  comme  ceux  de  Georges  Hum- 
bert,  sont  indispensables  pour  éveiller  notre  intuition,  pour 
aiguiller  1  étude  des  surfaces  qui,  sans  eux,  risquerait  de  s'égarer 
dans  des  généralités  sans  application.  . 

Pour  citer  au  moins  un  résultat,  je  rappelle  que  la  classification 
des  courbes  tracées  sur  une  surface  donnée  est  un  problème  très 
délicat  et  qu'il  avait  fallu  toute  la  maîtrise  d'Halphen  pour  traiter 
le  cas  où  la  surface  est  une  quadrique.  Humbert  a  donné  la  classi- 
fication complète  des  courbes  de  la  surface  de  Ruminer;  voici  le 
théorème  fondamental  à  cet  égard  :  «  L'équation  de  la  courbe 
complète  d'ordre  i\p  commune  à  une  surface  de  Kummer  K  et  à 
une  surface  algébrique  de  degré  p  s'obtient  en  égalant  à  zéro  une 
fonction  8,  normale,  paire,  d'ordre  np,  à  caractéristique  nulle;  et 
réciproquement. 

Les  courbes  tracées  sur  la  surface  K  sont  toutes  de  degré  pair 
et,  le  long  d'une  courbe  d'ordre  ip,  on  peut  circonscrire  à  K  une 
surface  de  degré  p  ne  la  coupant  pas  en  dehors  de  la  courbe.  » 

Les  travaux  dont  j'ai  parlé  jusqu'ici  montraient  surtout,  en 
Georges  Humbert,  le  géomètre.  Géomèti-e,  Poncelet  lui  eût  sans 
doute  dénié  ce  titre,  car  Humbert  a  presque  toujours  eu  recours 
à  l'appareil  analytique,  il  a  peu  fait  de  géométrie  pure;  de  plus, 
ses  énoncés  ont  très  souvent  un  aspect  algébrico-géométrique.  Et 
pourtant,  ce  sont  bien  des  qualités  de  géomètre  qu'il  fallait  pour 
deviner  sous  la  généralité  des  formules  analytiques  et  pour  réussir 
à  extraire  élégamment  de  ces  formules  les  cas  particuliers  pré- 
sentant ce  double  caractère  d'utilité  et  de  beauté  que  nous  exi- 
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geoïis  des  énoncés  de  la  Géométrie,  la  plus  artistique  des  sciences 
mathématiques. 

Dans  ses  premières  recherches.  Humbert  élait  donc  un  géo- 
mètre; mais  un  géomètre  singulièrement  averti  des  choses  de 
l'analyse,  dont  il  connaissait  les  faits  particuliers  tout  aussi  bien 
que  les  théories  générales. 

Ces  théories  sont  indispensables  en  Mathématiques,  c'est  vers 
elles  qu'il  faut  tendre  et  toute  théorie  générale  nouvelle  est  une 
superbe  conquête  ;  pourtant,  réduites  aux  théories  générales,  les 
Mathématiques  ne  seraient  qu'une  belle  forme  vide  de  contenu. 
Elles  mourraient  vite,  comme  sont  mortes,  momentanément,  plu- 
sieurs branches  de  notre  science  juste  au  moment  où  des  vues 
générales  semblaient  devoir  leur  procurer  une  activité  nouvelle  ; 
je  citerai,  par  exemple,  la  théorie  des  formes,  ou  les  fonctions 
elliptiques  si  ignorées  depuis  que  \\  eierstrass  en  a  si  simplement 
exposé  les  théorèmes  généraux.  Les  théories  générales  répondent 
aux  questions  qu'on  s'était  posées;  malheureusement,  elles  y 
repondent  trop  facilement,  sans  exiger  de  nous  presque  aucun 
ell'ort,  et  comme  elles  nous  donnent  la  solution  des  problèmes 
avant  que  nous  les  ajions  étudiés,  elles  émoussent  notre  curiosité 
et  nous  dispensent  de  la  connaissance  intime  qui  aurait  conduit  à 
des  problèmes  nouveaux.  Même,  elles  rendent  volontiers  dédai- 
gneux pour  les  recherches  particulières  d'où  pourraient  surgir  ces 
problèmes  nouveaux,  parce  que  de  telles  études  ne  sauraient  avoir 
la  même  élégance  que  la  théorie  générale. 

Pourtant,  Humbert  a  su  écrire  sur  des  questions  particulières 
avec  une  suprême  élégance;  chez  lui,  ce  n'est  plus  l'extrême  géné- 
ralité qui  séduit,  c'est  la  précision  parfaite.  En  illustrant  les  théo- 
ries générales  d'applications  précises,  comme  celles  d'Humbert, 
mi  peut  leur  redonner  la  vie  et  les  rendre  génératrices  de  progrès 
nouveaux.  C'est  ainsi  que  Poincaré  signalait  l'intérêt,  pour  l'ana- 
lyse pure,  des  études  d'Humbert  sur  les  surfaces  hyperelliptiques, 
desquelles  il  disait  qu'elles  nous  aident  à  nous  représenter  d'une 
manière  plus  concrète  les  propriétés  des  transcendantes  abé- 
liennes. 

Avant  qu'existe  la  théorie  générale  actuelle  des  fonctions  analy- 
tiques, les  étudiants  apprenaient  à  connaître  quelques  fonctions 
particulières,   fonction  F,   fonction  .s/?,  etc.  Maintenant,   cela  est 
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naturel  et  inévitable,  ces  fonctions  ne  sont  plus  considérées 
qu'incidemment,  comme  occasions  d'applications  de  la  théorie 
générale.  Encore  n'obtient-on  que  les  tout  premiers  résultats  qui 
les  concernent;  l'étude  détaillée,  monographique,  de  ces  fonctions 
est  laissée  aux  soins  de  chacun;  tous  ne  la  font  pas.  Aussi,  beaucoup 
d'analystes  auraient  reculé  devant  l'utilisation  de  ces  fonctions 
particulières  qu'Humbert  a  si  bien  su  employer,  chacune  avec  ses 
ressources  propres. 

J'imagine  d'ailleurs  que,  au  début,  Humbert  lui-même  a  été 
quelque  peu  embarrassé.  Mais  on  apprend  à  se  servir  d'un  outil 
en  s'en  servant;  on  découvre  alors  peu  à  peu  toutes  ses  qualités. 
ses  défauts  s'il  n'est  pas  tout  à  fait  au  point;  on  essaie  de  l'amé- 
liorer, et,  si  l'on  en  est  digne,  on  trouve  là  l'occasion  d'ajouter 
à  l'Analyse  un  chapitre  nouveau  et  important;  c'est  ce  qu'a  lait 
Georges  Humbert. 

L'Académie  des  Sciences  avait  proposé,  comme  sujet  pour  le 
prix  Bordin  de  1892,  l'application  de  la  théorie  générale  des 
fondions  abéliennes  à  la  géométrie.  Que  le  prix  ait  été  décerné  à 
Humbert,  nul  n'en  fut  étonné;  même,  je  crois  que  le  sujet  du 
concours  avait  été  choisi  pour  Georges  Humbert,  comme  l'on 
dit.  Mais  ce  à  quoi  personne  ne  s'attendait,  c'est  à  voir  Humbert, 
comme  conséquence  de  ce  concours  de  géométrie,  devenir,  de 
Géomètre,  Analyste. 

Presque  tous  les  énoncés  obtenus  par  Humbert  dans  son 
Mémoire  couronné  comportaient  une  exception  :  il  fallait  toujours 
écarter  le  cas  où  les  trois  nombres  définissant  les  périodes  des 
fonctions  abéliennes  que  l'on  considérait  auraient  été  liés  par  une 
relation  à  coefficients  entiers  d'une  certaine  forme,  par  ce  qu'on 
appelle,  d'après  Humbert,  «  une  relation  singulière  ».  D'où  vient 
cette  difficulté,  qu'ont  de  particulier  ces  fonctions  abéliennes 
singulières?  C'est  la  question  que  s'est  posée  Georges  Humbert  et 
à  laquelle  il  a  répondu  par  cette  théorie  des  fonctions  abéliennes 
singulières,  édifiée  à  partir  de  1898  et  qui  montre  que  beaucoup 
de  questions  relatives  aux  fonctions  abéliennes,  que  l'on  croyait 
entièrement  traitées,  ne  l'étaient  en  réalité  que  très  incomplète- 
ment. 

Voici,  par  exemple,  comment  Hermite  avait  étudié  le  problème 
de    la    transformation    qui    consiste    à     trouver   les    systèmes    de 
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périodes  tels  que  toute  fonction  abélienne  admettant  ces  périodes 
soit  exprimable  rationnellement  à  l'aide  de  fonctions  abéliennes 
de  périodes  données.  La  traduction  analytique  de  cet  énoncé 
conduit  à  quatre  relations  entre  les  deux  systèmes  de  périodes 
d'où,  par  élimination,  une  relation  entre  les  trois  nombres  atta- 
chés aux  périodes  données.  Hermite  admit  que  les  coefficients  de 
cette  relation  doivent  être  nuls;  cela  est,  en  effet,  nécessaire  si  les 
périodes  données  doivent  pouvoir  être  prises  au  hasard,  mais  il 
n'en  est  plus  de  même  si  les  périodes  sont  données  d'une  façon 
particulière.  La  relation  rencontrée  par  Hermite  peut  alors  être 
vérifiée  par  un  système  de  coefficients  non  tous  nuls  et.  comme 
cette  relation  est  de  la  forme  des  relations  singulières  d'Humbert, 
les  fonctions  dont  la  théorie  était  incomplète  sont  les  fonctions 
abéliennes  singulières  d'Humbert. 

Ces  fonctions  singulières  sont  d'ailleurs  de  diverses  espèces. 
car  les  trois  nombres  définissant  les  périodes  peuvent  \érifier  une 
ou  deux  ou  trois  relations  singulières;  il  y  avait  donc  trois  caté- 
gories de  fonctions  abéliennes  qu'on  avait  omis  de  considérer.  Et 
ocs  fonctions,  précisément  parce  qu'elles  ne  sont  pas  les  plus 
générales,  sont  celles  qui  possèdent  les  propriétés  les  plus  curieuses 
et  qui,  dans  les  applications,  sont  les  plus  importantes  à  connaître. 
Je  ne  puis  entreprendre  de  suivre  Georges  Humbert,  dans  ses 
études  sur  la -transformation,  sur  la  multiplication  complexe,  sur 
l'existence  des  fonctions  intermédiaires,  etc.,  problèmes  traités 
incomplètement  ou  même  restés  inabordés  jusque-là;  il  me  suffit 
d'avoir  fait  soupçonner  l'importance  de  la  lacune  qu'Humbèrt  a 
comblée  grâce  à  ses  dons  d'analyste  habile,  attentif  et  persévérant. 

Ses  Mémoires  sur  ce  sujet,  tout  en  étant  très  complets,  sont, 
comme  tous  ceux  qu  il  a  écrits,  faciles  à  lire,  élégants,  clairs  et 
concis.  Peut-être  est-ce  à  cause  de  ce  dernier  caractère  que  des 
hommes  distingués  ont  publié  des  travaux  dans  lesquels  ils  croyaient 
prolonger  les  résultats  d'Humbert,  alors  qu'ils  ne  faisaient  que  les 
commenter.  Piendant  compte  d'un  de  ces  travaux,  dans  une  des 
séances  d'analyses  de  Mémoires  que  M.  Hadamard  a  organisées  au 
Collège  de  France,  l'un  des  plus  brillants  élèves  d'Humbert, 
M.  Lefschetz,  a  pu  conclure  très  justement  à  peu  près  en  ces 
termes  :  «  Ce  travail  fournit  la  traduction  géométrique  des  résul- 
tats d'Humbert  dans  un  mode  de  représentation  qu'Humbèrt  lui- 
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même  avail  indiqué  en  quelques  mois.  Il  n'ajoute  rien  d'essen- 
tiellement nouveau  à  ce  qu'Humbert  nous  a  appris  sur  les  fonc- 
tions abéliennes.   » 

Vu  cours  de  ses  travaux  d'Analyse,  Humbert  n'oublie  pas 
qu  il  est  aussi  géomètre,  et  comme  à  l'existence,  pour  le  cas  de 
<leu\  variables,  de  fonctions  abéliennes  singulières,  doivent  cor- 
respondre pour  les  surfaces  des  propriétés  qui  n'ont  pas  d'ana- 
logues pour  les  courbes,  il  arrive  à  des  énoncés  inattendus  comme 
ceux-ci,  qui  sont  très  importants  :  «  Deux  surfaces  peuvent  se 
correspondre  point  à  point  sans  avoir  les  mêmes  modules.  »  — 
«  l  ne  surface  peut  admettre  un  nombre  infini  de  transformations 
en  elle-même,  sans  admettre  de  transformations  dépendant  d'un 
paramètre.    » 

La  tbéorie  des  fonctions  abéliennes  singulières  soulève  natu- 
rellement bien  des  questions  arithmétiques.  Les.  travaux  des  der- 
nières années  d'Humbert  sont  tous  consacrés  à  la  théorie  des 
nombres;  sur  ce  sujet,  il  a  publié  plus  de  vingt-cinq  Notes  et 
Mémoires.  Dans  ce  domaine  arithmétique,  Humbert  se  meut  à 
1  aise;  là  encore,  il  sait  très  heureusement  marier  l'analyse  avec  la 
géométrie;  témoin  cette  belle  représentation  des  entiers  par  des 
surfaces  et  des  formes  quadratiques  binaires  par  des  courbes;  la 
,  représentation  étant  telle  que  la  surface  contient  la  courbe  lorsque 
la  forme  peut  représenter  le  nombre  entier,  et  seulement  dans 
ce  cas. 

Il  convient  encore  de  rappeler  que,  en  H)i(^;  Humbert  a  réussi  à 
obtenir  aussi  une  représentation  géométrique  pour  les  fraction- 
continues,  ce  qui  avait  été  vainement  tente  par  bien  des  géomètres 
et  non  des  moindres.  Humbert  utilise  cette  division  du  plan  en 
triangles  curvilignes  qui  est  associée  à  la  fonction  modulaire;  les 
réduites  d'une  fraction  sont  des  abscisses  de  sommets  des  triangles 
successivement  traversés  par  une  droite.  Cette  belle  méthode  rend 
intuitives  les  principales  propriétés  des  fractions  continues,  en 
particulier  la  périodicité  des  fractions  représentant  une  irration- 
nelle du  second  degré. 

J'arrête  ici  cet  aperçu  trop  sommaire:  si  insuffisant  qu'il  soit, 
j'espère  qu'il  vous  aura  montré  clairement  que  les  grands  succès 
remportés  dans  ses  recherches  par  Georges  Humbert  sont  dus  à 
sa  connaissance  profonde  et  minutieuse  tout  à  la  fois  du  domaine 
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des  fonctions  algébriques,  à  son  habileté  à  manier  les  formes 
analytiques,  à  son  amour  du  concret  qni  se  manifeste  et  par  ses 
constants  retours  à  la  géométrie  et  par  le  soin  avec  lequel  il  étudie 
des  cas  particuliers  avant  de  s'élever  à  des  faits  plus  généraux. 

Vous  me  pardonneriez  plus  facilement  de  ne  pas  parler  davan- 
tage du  mathématicien  si,  maintenant,  je  vous  entretenais  de 
l'homme  que  nous  regrettons  tous  et  dont  on  aimerait  à  entendre 
rappeler  les  qualités  et  les  vertus  par  quelqu'un  de  ceux  qui  l'ont 
intimement  connu.  Je  n'étais  malheureusement  pas  en  relation 
avec  Georges  Humbert;  j'eus,  juste,  l'occasion  de  lui  faire  une  fois 
visite.  Son  accueil  fut,  non  pas  froid,  mais  réservé;  c'était  celui 
d'un  homme  qui  ne  recherche  pas  la  popularité,  qui  ne  prend  pas 
avec  le  premier  venu  ces  allures  de  familiarité  et  de  cordialité 
sous  lesquelles,  le  plus  souvent,  se  masque  une  indifférence  uni- 
\erselle.  La  courtoisie  de  Georges  Humbert,  qui  n'était  pas  seule- 
ment la  politesse  de  l'homme  très  bien  élevé,  mais  qu'on  sentait 
vite  due  à  une  bienveillance  foncière,  rectifia  vite  la  première 
impression  et  la  conversation  s'anima.  Surtout,  d'ailleurs,  du  fait 
du  brillant  causeur  qu'était  Humbert.  Brillant  causeur  qui  ne 
tenait  guère  à  briller,  car,  la  glace  rompue,  il  sut  faire  parler  son 
visiteur,  se  bornant  à  quelques  phrases  où  l'on  sentait  parfois  une 
pointe  d'humour.  Et  d'une  visite  dont  la  première  minute  m'avait 
un  peu  inquiété,  je  sortis  enchanté  et  comprsnant  tout  ce  qui 
m'avait  été  dit  du  plaisir  qu'on  éprouvait  dans  la  société  de 
Georges  Humbert. 

L'intérêt  qu'il  portait  aux  questions  les  plus  diverses,  littéraires, 
scientifiques,  artistiques  ou  sociales,  l'étendue  et  la  variété  de  ses 
connaissances,  ses  qualités  d'homme  du  monde  ont  beaucoup 
contribué  à  le  faire  plus  rapidement  apprécier  partout  où  il  a  été 
appelé  :  à  l'Inspection  des  Mines  comme  à  l'Académie  des  Sciences, 
à  l'Ecole  Polytechnique  comme  ici,  au  Collège  de  France. 

Ce  n'est,  hélas!  pas  un  éloge  banal  de  déclarer  que  personne 
n'a  jamais  entendu  dire  du  mal  de  lui,  qu'on  ne  lui  connaissait 
aucun  ennemi.  Par  contre,  on  lui  connaissait  des  amis  chauds, 
fidèles  et  sûrs.  Qui  a  pu  assister  aux  obsèques  de  Georges  Hum- 
bert se  rappelle  le  discours  si  profondément  et  douloureusement 
ému  que  M.  Painlevé  a  prononcé  au  nom  de  ces  amis.  Des  amitiés 
aussi  élevées,   qui  n'ont  pas  pour  origine  une  vieille  camaraderie 
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el  qui  cependanl  unissenl  étroitement  des  hommes  que  toutes 
leurs  convictions  semblaient  devoir  séparer,  soni  la  meilleure 
preuve  de  la  haute  valeur  morale  de  Georges  Humbert. 

Celle  valeur  morale,  ses  belles  qualités  inlelleetuelles  lui  per- 
mirent de  remplir  brillamment  toutes  les  missions  qui  lui  furent 
confiées.  11  faut  rappeler  en  particulier  combien  Humbert  fui 
apprécié  comme  Professeur.  Ses  leçons,  toujours  minutieusement 
préparées,  parfaitement  adaptées  au  but  de  renseignement,  exac- 
lement  proportionnées  à  la  force  de  son  auditoire,  étaient  faites 
dans  une  langue  élégante,  sobre  et  claire.  A  l'Ecole  Polytech- 
nique, sa  réputation  comme  professeur  n'est  pas  prés  d'être 
oubliée.  De  tous.  Humbert  y  fut  1res  profondément  regretté 
lorsque,  nouvelle  preuve  de  conscience,  il  crut  devoir  résigner 
ses  fonctions  parce  qu'il  craignait,  à  cause  de  sa  santé,  ne  plus 
pouvoir  les  remplir  aussi  exactement. 

Ici,  dans  cette  chaire  où  j'ai  le  redoutable  honneur  de  lui  suc- 
céder, Humbert  fut  un  professeur  particulièrement  apprécié. 
dont  les  leçons  étaient  impatiemment  attendues  d'un  auditoire 
toujours  fidèle.  A  mon  avis,  rien  ne  montre  mieux  Jes  rares  qua- 
lités d'Humberl  que  ses  succès  au  Collège  de  France,  car  la  tâche 
d'un  professeur  y  est  si  difficile  que,  pour  ma  part,  j'ai  toujours 
été  tenté  de  la  déclarer  impossible.  On  n'a  pas  le  droit  de  n'y  faire 
qu'un  enseignement  classique,  fut-il  excellent;  il  y  faut  un  ensei- 
gnement toujours  en  progrés,  toujours  renouvelé,  toujours  ori- 
ginal; par  le  fond,  si  possible,  tout  au  moins  quant  au  groupement 
des  matières  et  à  la  compréhension  du  sujet. 

Je  sais  ce  que  mon  programme  a  d'un  peu  outré  el  je  comprends 
la  raillerie  d'un  de  mes  Collègues  me  disant  :  «  Supposez  que 
chacun  de  nous  s'asseye  à  sa  table  de  travail  en  déclarant  :  je  vais 
être  original;  cela  ferait  du  joli!  »  Pourtant,  nous  ne  pouvons 
nous  contenter  de  doubler  renseignement  de  la  Sorbonne;  il  nous 
faut,  chaque  année,  faire  des  leçons  sur  un  sujet  élevé,  — car  ren- 
seignement universitaire  des  mathématiques  est  fort  bien  fait  et 
va  loin,  car  nos  auditeurs  ont  terminé  le  cycle  ordinaire  des  études 
et  sont  même  parfois  de  jeunes  savants  déjà  connus,  —  sous  une 
forme  nouvelle,  — ■  car  nos  élèves  sont  capables  de  lire  eux-mêmes 
livres  et  Mémoires.  —  sur  des  sujets  sans  cesse  variés,  — ■  car  l'au- 
ditoire est  peu  nombreux  et  se  renouvelle  lentement.  11  faudrait 
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donc  dominer  constamment  des  sujets  nouveaux,  sans  jamais 
avoir  eu  le  temps  de  les  approfondir. 

Comment  Humberl  a-l-il  réussi  à  se  rapprocher  assez  de  cet 
idéal  pour  contenter  toujours  ses  auditeurs?  La  règle  de  conduite 
qu'il  a  adoptée  est  à  la  fois  habile  et  modeste;  elle  a  été,  de  plus, 
fort  utile  aux  progrès  des  études  mathématiques  en  France.  Au 
lieu  de  compter,  comme  il  en  aurait  eu  le  droit,  sur  l'originalité 
de  son  esprit,  et  la  rapidité  de  sa  compréhension,  il  a  préféré 
s'appuyer  sur  la  solidité  et  la  précision  de  ses  connaissances  pour 
tout  ce  qui  touche  au  domaine  algébrique.  Dans  ce  domaine,  il  a 
su  trouver  des  sujets  de  Cours  précis  et  variés,  et  cela  d'autan I 
plus  facilement  qu'il  a  continué  à  travailler  exclusivement  dans  ce 
domaine  et  qu'il  était  constamment  au  courant  de  tout  ce  qui 
se  publiait  le  concernant.  En  faisant  ce  choix,  Humberl  ne  ris- 
quait guère  de  voir  son  enseignement  faire  double  emploi  avec 
quelque  autre;  les  sujets  étudiés  par  llumbert  sont,  en  effet. 
presque  tous  en  marge  des  questions  soulevées  parles  principaux 
eouranls  de  la  pensée  mathématique  pendant  les  trente  dernières 
.innées. 

A  cet  égard,  comparé  aux  autres  mathématiciens  et  surtout  aux 
autres  mathématiciens  français,  Humberl  faisait  un  peu  figure  de 
disciple  attardé  d'Hermite;  et  c'est  précisément  pourquoi  son 
enseignement  au  Collège  de  France  a  été  si  profitable.  Tandis  que 
des  succès  récents  entraînaient  les  jeunes  mathématiciens  vers 
d'autres  problèmes,  Humberl  était  là  pour  rappeler  certains 
ordres  de  questions  dont,  sans  lui,  personne  n'aurait  plus  parlé 
en  France.  Peu  à  peu  il  a  formé  des  élèves  et  plus  de  dix  Thèses 
soutenues  à  la  Sorbonne  se  réclament  expressément  de  lui.  Bien 
des  savants  étrangers  étaient  venus  l'entendre  au  Collège;  par  son 
enseignement  et  par  ses  publications,  il  a  eu  aussi  une  grande 
influence  sur  le  renouveau  des  études  algébriques  dans  d'autres 
pays.  \  oici  ce  que  l'un  des  chefs  les  plus  incontestés  de  l'école  des 
géomètres  algébristes  italiens,  M.  Castelnuovo,  ajoutait,  au  début 
de  1921,  en  note  d'un  Mémoire  sur  les  fonctions  abéliennes 
singulières  :  «  Je  reçois  notification  de  la  mort  de  Georges  llum- 
bert, j'envoie  un  salut  révèrent  à  la  mémoire  de  ce  savant,  dont 
les  belles  recherches  sur  les  fonctions  abéliennes  ont  inspiré,  dans 
ces  dix  dernières  années,  tant  de  travaux  de  l'Ecole  italienne.   » 
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Lorsque  Humbert  devint,  en  1912,  titulaire  de  la  chaire  de 
mathématiques,  la  preuve  étail  déjà  faite  qu'il  y  rendrait  les  plus 
grands  services,  car,  depuis  1904,  il  était  ;iu  Collège  le  suppléant 
de  son  maître.,  M.  Camille  Jordan. 

Puisque  ma  tâche  consiste,  aujourd'hui,  à  parler  de  la  chaire  de 
Mathématiques  du  Collège  de  France  et  de  ceux  qui  l'ont  occupée 
le  plus  brillamment,  j'ai  la  joie  de  pouvoir  rendre  hommage  à 
l'illustre  doyen  des  mathématiciens  français,  à  M.  Camille  Jordan. 

L'ardeur  de  M.  Jordan  pour  les  Mathématiques  ne  s'est  jamais 
démentie.  En  1920,  encore,  il  a  tenu  à  contribuer  au  Congrès 
international  des  Mathématiques,  qui  s'est  tenu  à  Strasbourg,  non 
seulement  par  sa  présence,  mais  en  y  exposant  un  Mémoire 
original.  Aussi  son  œuvre  est-elle  des  plus  considérables.  Sans 
avoir  la  prétention,  qui  serait  ridicule,  de  l'analyser  ici,  je  vais 
essayer  d'en  montrer  un  caractère  qui  me  permet  peut-être  de  me 
déclarer  le  disciple  de  M.  Jordan. 

Galois  avait  rattaché  la  résolution  algébrique  d'une  équation  à 
l'étude  d'un  groupe  de  substitutions;  il  avait  réussi  à  former  le 
groupe  des  équations  résolubles  de  degré  premier.  M.  Jordan,  qui 
a  tant  contribué  à  faire  enfin  comprendre  les  travaux  de  Galois,  a 
traité  le  même  problème  dans  le  cas  infiniment  plus  difficile  des 
équations  de  degré  quelconque.  Il  nous  a,  par  cela  même,  appris  à 
reconnaître  si  une  équation  est  ou  non  résoluble;  il  a  montré  que 
si  la  résolution  d'une  équation  peut  être  simplifiée  par  la  résolution 
antérieure  d'une  autre  équation,  les  racines  de  celle-ci  sont  des 
fonctions  rationnelles  des  racines  de  la  première.  Et  encore  que 
toutes  les  méthodes  de  résolution  conduisent  aux  mêmes  calculs, 
aboutissent  aux  mêmes  difficultés. 

Voici  toute  une  série  de  problèmes  dont  la  liaison  avec  certains 
de  ceux  étudiés  par  Humbert  n'est  pas  trop  lointaine;  quelle  diffé- 
rence cependant  entre  les  méthodes  de  ces  deux  éminents  mathé- 
maticiens. Humbert  utilise  partout  et  toujours  la  fonction  ana- 
lytique, algébrique  même,  qu'il  réussit  ingénieusement  à  faire 
intervenir  dans  bien  des  questions,  même  dans  des  questions 
arithmétiques;  à  cet  égard,  il  s'apparente  à  Poincaré.  M.  Jordan, 
suivant  la  voie  ouverte  par  Galois,  traite  de  questions,  relatives 
par  leur  énoncé  même  au  calcul  algébrique,   sans  le  secours  de 
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l'appareil  analytique,  à  l'aide  de  raisonnements  presque  synthé- 
tiques. Dans  ces  raisonnements  on  procède  toujours,  si  l'on  veut 
dire,  à  une  analyse:  mais  l'instrument  qu'on  y  emploie  est  sans 
cesse  variable,  on  le  construit,  on  le  modifie  à  chaque  instant,  et 
c'est  en  ce  sens  que  les  raisonnements  sont  synthétiques. 

Ce  caractère  synthétique  n'a,  après  tout,  rien  qui  puisse  sur- 
prendre, car  les  questions  étudiées  sont  étroitement  liées  à  l'Arith- 
métique, dans  laquelle,  comme  en  Géométrie  pure,  les  raisonne- 
ments ont  toujours  été  plus  synthétiques  qu'analytiques.  Mais  ce 
que  je  veux  faire  remarquer,  c'est  que  M.  Jordan  continue  à  uti- 
liser les  raisonnements  synthétiques  hors  de  leurs  domaines  tradi- 
tionnels; par  exemple,  pour  des  problèmes  appartenant  à  ce  que 
nous  appelons  Y  Analyse  :  intégration  et  dérivation,  d'où  des 
études  sur  les  ensembles;  définition  des  aires  des  domaines  plans 
et  des  longueurs  des  arcs  de  courbe,  d'où  la  notion  de  fonction  à 
variation  bornée;  par  exemple  encore  pour  des  études  d'.-tna/ysis 
situs  :  recherches  sur  la  déformation  des  surfaces  de  Riemann,  sur 
les  polyèdres,  sur  les  courbes  planes  fermées  sans  point  multiple. 

M.  Jordan  s'est  plu  à  rappeler  une  phrase  dans  laquelle  Poinsot 
parlait  d'  «  une  algèbre  supérieure  qui  repose  tout  entière  sur  la 
théorie  de  l'ordre  et  des  combinaisons  •>,  dans  laquelle  les  nombres 
et  les  systèmes  de  nombres  n'interviennent  pas  par  leur  grandeur, 
mais  par  leurs  positions  relatives,  de  sorte  que  cette  algèbre  est  un 
peu  de  la  géométrie  de  situation.  M.  Jordan  a  déclaré  avoir  cons- 
tamment consacré  ses  efforts  à  cette  branche  de  la  Science  signalée 
par  Poinsot,  «  si  négligée  et  si  importante  »,  dit-il.  En  fait,  en  ne 
s'astreignant  pas,  comme  on  le  fait  communément  de  façon  plus 
ou  moins  consciente,  à  n'utiliser  que  l'outil  analytique,  il  a  pu 
aborder  ou  étudier  bien  des  questions  restées  jusque-là  presque 
inaperçues?  C'est  dans  l'une  des  voies  ouvertes  par  M.  Jordan 
qu'ont  marché  depuis  trente  ans  ceux  qui  essayent  d'utiliser  la 
notion  de  fonction  non  analvtique. 

Sans  le  précédent  de  M.  Jordan,  de  quels  crimes  ne  les  aurait-on 
pas  accusés?  L'orage  est  maintenant  presque  apaisé,  car  les 
nouvelles  recherches  ont  prouvé  leur  utilité  pour  l'étude  des 
fonctions  analytiques  elles-mêmes;  mais  au  commencement,  comme 
il  se  trouve  toujours  quelqu'un  pour  essayer  de  transformer  un 
beau  résultat  des  anciens  en  un  obstacle  à  jeter  au  travers  de  la 
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route  par  où  des  modernes  prétendent  s'élaneer  vers  de  nouvelles 
conquêtes,  on  nous  a  accusé  de  mépris  pour  les  fonctions  analy- 
tiques, d'amour  morbide  des  singularités  qui,  disait-on,  sont 
anormales  puisque  tout  est  analytique,  et  de  bien  d'autres  choses 
encore.  Mais  nos  travaux  sont  en  continuité  avec  ceux  de  M .  Jordan, 
comment  persévérer  dans  ces  reproches  et  les  adresser  à 
M.  Jordan  lui-même,  alors  qu'il  venait  d'édifier  à  la  gloire  des 
fonctions  analytiques  le  splendide  monument  qu'est  son  cours  de 
l'Ecole  Polytechnique,  ouvrage  dans  lequel  les  mathématiciens  du 
monde  entier  de  ma  génération  ont  appris  l'analyse  et  qui,  malgré 
d'excellents  Traités  plus  récents,  reste  unique  à  bien  des  égards? 

Les  excursions  faites  par  M.  Jordan  hors  des  domaines  de 
recherches  traditionnels  avaient  d'ailleurs  fait  réfléchir  bien  des 
mathématiciens;  ceux-ci  ont  donné  à  la  jeune  école  des  encou- 
ragements précieux  qui  ont  largement  compensé  les  quelques 
reproches  qu'elle  a  dû  subir.  Reproches  bien  injustes  d'ailleurs, 
car,  loin  de  mépriser  le  calcul,  nous  sommes  persuadés  que  nos 
procédés  synthétiques  actuels  céderont  quelque  jour  la  place  à 
des  procédés  meilleurs,  parce  que  plus  analytiques;  nous  ne  pré- 
tendons qu'à  être  les  précurseurs  et  les  annonciateurs  peut-être 
d'un  Viète  ou  d'un  Newton  qui  introduira  un  symbolisme  nouveau 
ou  des  notions  nouvelles,  peut-être  d'un  Descartes  ou  d'un  Cauchy 
qui  utilisera  un  symbolisme  déjà  connu  et  qui  l'élargira  pour  des 
lins  nouvelles,  et  nous  soupirons  après  le  nouvel  algorithme  qui, 
entre  les  mains  d'hommes  habiles  comme  l'était  Humbert,  donnera 
facilement  et  élégamment  plus  que  ce  que  nous  n'obtenons  que 
péniblement  et  lourdement. 


STABILITÉ  DE  L'ÉQUILIBRE  SUR  UNE  LIAISON  FINIE  UNILATERALE 

par  M.  Ét.  DELÀSSUS. 


1.  Considérons  un  système  matériel  holonome  S  défini  par  les 
paramètres  indépendants  q ,  qn  et  en  équilibre  dans  la  position 

(S0)  </,=  ...  =  qn=o, 
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au  contact  dune  liaison  unilatérale  A  d'ordre  p  réalisée  sous  forme 
surabondante  ou  non.  Tl  s'agit  ici  d'équilibre  absolu  de  sorte  que 
toutes  les  liaisons,  aussi  bien  A  que  celles  qui  définissent  S,  sont 
indépendantes  du  temps. 

Ecartons  très  peu  S  de  la  position  S0,  soit  sur  A,  soit  en  dehors, 
mais  de  son  côté  libre,  et  lancons-le  avec  des  vitesses  suffisamment 
petites,  il  va  se  mouvoir  indéfiniment  ;  mais,  en  général,  ce  mouve- 
ment sera  fort  complexe  et  se  décomposera  en  un  nombre  fini  ou 
même  infini  de  mouvements  ordinaires,  le  passage  de  chacun  d'eux 
au  suivant  se  faisant  par  un  échappement  de  certains  contacts 
avec  A  ou  par  un  choc  rétablissant  certains  d'entre  eux. 

Tout  naturellement,  on  dira  que  l'équilibre  sur  A  est  stable,  si 
quelles  que  soient  les  valeurs  initiales,  suffisamment  petites,  des  q 
et  des  q  le  mouvement  complexe  pris  par  le  système  S  est  tel  que 
les  q  restent  indéfiniment  très  petits. 

!2.  En  supposant  que  les  forces  agissant  sur  S  possèdent  une 
fonction  de  forces  U(^),  on  peut  montrer  que  le  théorème  de  sta- 
bilité de  Lagrange  s'étend  à  cet  équilibre  unilatéral. 

La  démonstration  de  Dirichlet  (il  s'agit  alors  des  liaisons  for- 
cées) s'appuie  uniquement  : 

i°  Sur  l'hypothèse  que  la  fonction  U,  nulle  enS0,  est  négative  et 
non  nulle  pour  toutes  les  positions  voisines; 

2°  Sur  le  fait,  résultant  de  l'intégrale  des  forces  vives,  que  pen- 
dant toute  la  durée  d'un  mouvement  quelconque  sur  la  liaison, 
on  a 

1      H, 

II  étant  une  constante  inférieure  ou  égale  à  U0  et  pouvant  être 
rendue  aussi  petite  que  l'on  veut  en  prenant  les  valeurs  initiales 
des  q  et  des  q   suffisamment  petites. 

Il  nous  suffit  donc  de  montrer  que  ces  deux  bases  de  la  démons- 
tration peuvent  s'étendre  au  cas  de  la  liaison  unilatérale. 

Les  valeurs  des  q  qui  correspondent  aux  positions  de  S  dans  le 
voisinage  de  S0  forment  un  continuum  Q  défini  par  des  inégalités 
compatibles  qui  n'empêchent  pas  les  q  de  devenir  aussi  petits  que 
l'on  veut.  Et  l'hypothèse  relative  à  L  s'énoncera  ici  en  disant  que 
la  valeur  zéro  prise  par  U  en  S0  est  la  plus  grande  des  valeurs 
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</ue  peut  prendre  t)  à  ^intérieur  de  8,  celte  valeur  n'étant 
atteinte  d'ailleurs  que  /><>///■  la  seule  position  S0.  La  seule  diffé- 
rence avec  lé  cas  de  la  liaison  forcée  est  qu'on  a  affaire  ici  à  un 
maximum  arithmétique  au  lieu  d'un  maximum  analytique. 

Quant  au  second  fait,  il  persiste  sans  changement.  On  part  avec 
des  valeurs  T0,  U0  de  sorte  que,   pendant  le  premier  momement, 

on  ;i 

T-l  :=—!!,.         H,=  l"0  -To  J, 

Au  passage  du  premier  mouvement  au  second,  U  ne  subit  pas  de 
variation;  il  en  est  de  même  de  T  si  ce  passage  se  fait  par  échap- 
pement ou  par  choc  parfaitement  élastique;  dans  les  autres  cas, 
c'est-à-dire  passage  par  choc  imparfaitement  élastique  ou  complè- 
tement inélastique,  T  diminue.  Il  résulte  de  là  que  le  second  mou- 
vement se  fait  avec  une  intégrale  des  forces  \ives 

T  _U=  — H2j         -H2_      H,, 

et  de  même  le  troisième  avec 

T  — U=  — H3,         —U^—Ui, 

et  ainsi  de  suite,  de  sorte  qu'à  un  instant  quelconque  d'un  quel- 
conque de  nos  mouvements  successifs,  on  aura 

T  —  t    •  — Hi; 
donc 

I      II,. 

La  démonstration  de  Dirichlet  s'applique  donc  et  l'équilibre  est 
bien  stable  au  sens  indiqué  au  début. 

3.  J'ai  montré  (')  qu'un  système  holonome  à  liaisons  dépendant 
du  temps,  n'ayant  pas  de  fonction  de  forces,  mais  possédant  l'in- 
tégrale des  forces  vives  au  sens  le  plus  général  indiqué  par 
M.  Painlevé,  avait  toujours  une  fonction  génératrice  F  dont  les 
portions  T2  et  ro  étaient  indépendantes  du  temps,  qui  permettait 
d'écrire  l'intégrale  des  forces  vives  sous  la  forme 

1%      TQ=h, 


('  j  De^assus,  Leçons  sur  la  dynamique  des  systèmes  matériels. 
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qui  donnait  les  équilibres  paramétriques  par  les  équations 

à£i  _  '£1  = 

àq\  (Kju 

et,  par  extension  du  théorème  de  Lagrange,  montrait  leur  stabilité 
quand  T0  était  réellement  maxima.  Cette  fonction  T,}  fournissait 
ainsi  la  généralisation  des  propriétés  de  U  relativement  à  l'équilibre 
et  à  sa  stabilité  pour  le  cas  des  liaisons  forcées. 

Prenons  ce  système  matériel  et  soumettons-le  à  une  liaison  uni- 
latérale A. 

L'équilibre  unilatéral  exige  d'abord  l'équilibre  sur  la  liaison 
forcée,  ce  qui  nous  conduit  à  l'équation 

oP0  —  o. 

devant   avoir  lieu   pour  tous  les  déplacements  d'égalité.    Pour 

compléter  il  suffit  d'v  joindre  les  conditions  de  non-échappement 

qui.  comme  je   l'ai   montré,  même  pour  des  liaisons  dépendant  du 

temps  (  '  )  se  résument  en 

(7i.     o, 

pour  tous  les  déplacements  virtuels  permis  par  la  liaison  A,  c'est- 
à-dire  pour  tous  les  déplacements  d'inégalité.  Mais  le  principe  de 
Dalembert  nous  donne 

Gi.  =  —  i  Ci  -i-  £i>  ). 

et  le  second  membre,   calculé  au  moyen  de  1'  en  tenant  eompte  de 

r  hypothèse    de   l'équilibre,    se    réduit   à   — •  ùT0.    Nous    arrivons 

ainsi  à 

3r0    o. 

devant  avoir  lieu  pour  tous  les  déplacements  d1  inégalité. 

La  fonction  Tn  généralise  donc  parfaitement  L  au  point  de  vue 
de.^  conditions  d'équilibre  unilatéral. 

Par  contre,  la  généralisation  cesse  d'exister  dans  la  question  de 
stabilité.  Pour  le  voir,  considérons  le  cas  simple  où  la  liaison  A  est 
indépendante  du  temps,  les  seules  liaisons  dépendant  du  temps 
étant  celles  qui  définissent  le  système  S.  Dans  chacune  des  périodes 
du   mouvement  au  voisinage  de  la  position  d'équilibre,   on  aura 

i  ')  Uelassus,  Mémoire  sur   fa  théorie    des    liaisons  finies  unilatérales  (An- 
nales École  Normale,  i<|i7J- 
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l'intégrale  des  forces  vives 

1"2  —  |\,  =  consl . 

Considérons  un  passage  d'un  mouvement  à'un  autre  se  faisant 
par  choc  parfaitement  élastique.  La  quantité!1,  malgré  les  brusques 
variations  subies  par  les  q\  restera  inaltérée,  mais  cela  ne  nous 
apprend  absolument  rien  sur  F2  qui  n'est  autre  que  la  portion  T.. 
de  T.  Au  passade,  nous  ne  savons  pas  si  la  constante  des  forces 
vives  va  croître  ou  décroître,  de  sorte  que  nous  ne  pouvons  pas 
établir  pour  V0  l'inégalité  analogue  à  celle  que  vérifiait  L  et  que  la 
démonstration  de  Dirichlet  ne  peut  plus  se  faire. 

-4.  Revenons  au  cas  de  toutes  les  liaisons  indépendantes  du  temps 
avec  une  fonction  de  forces,  pour  nous  demander  si,  parmi  les  con- 
ditions qui  expriment  l'équilibre  et  sa  stabilité,  il  n'y  aurait  pas 
mo\en  de  faire  une  réduction. 

On  voit  immédiatement  que  l'équilibre  stable  unilatéral  implique 
l'équilibre  stable  sur  la  liaison  forcée. 

Réciproquement,  supposant  que  l'équilibre  existe  au  point  de 
vue  unilatéral  et  que  la  stabilité  existe  sur  la  liaison  forcée,  peut-on 
en  déduire  la  stabilité  unilatérale? 

Il  en  est  certainement  ainsi  s'il  n'existe  aucun  déplacement  d'iné- 
galité donnant 

81    =  o. 

et  si,  relativement  au  maximum  de  L    sur  la  liaison  forcée,   on  se 
trouve  dans  les  conditions  ordinaires  les  plus  simples. 

Par  un  changement  de  paramètres  valable  au  voisinage  de  la 
position  d'équilibre,  la  liaison  unilatérale  A  d'ordre  p  peut  toujours 
se  mettre  sous  la  forme 

T)       O.  ....  T,j       O. 

<ï>i  i  x.  y  \     o.  .... 

les  nouveaux  paramètres  étant  xi,  .  .  . ,  xpi  vt,  )'2,  ...  et  les  fonc- 
tions <I>  satisfaisant  aux  identités 

<r«  (  o.  y  )       o. 

de  sorte  que  le  développement  en  série   de  Maclaurin  d'une  quel- 
conque d'entre  elles  ne  contient  aucun  terme  indépendant  des  a:  el 
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est  de  la  forme 

&(x,  y)  ==  ©  (a?)  -H  ...  : 


o  (x)  étant  linéaire  et  homogène;   les    termes    suivants  étant  au 
oins  du  second  d 
On  aura  ensuite 


moins  du  second  degré. 


I  =  Vi  (&).-+-  U2  (a?,  y)  -+-  .... 

La  fonction  l  (  ne  contient  pas  les  y  comme  conséquence  de 
l'équilibre  sur  A  et  la  fonction  U2(o,j>)  est  maxima  pour  les  y 
tous  nuls  par  suite  de  la  stabilité  de  cet  équilibre. 

En  outre,  l'hypothèse  sur  SU  se  traduit  par  le  fait  que  la  fonc- 
tion U,  (x)  est  négative  et  non  nulle  pour  tout  système  de  valeurs 
des  x  satisfaisant  aux  inégalités 

2"i       o.  ....  X  p       O. 

Çl  l/l       <>.  .... 

et  n'est  nulle  que  si  les  x  sont  simultanément  nuls. 

baisons  un  nouveau  changement  de  paramètres  en  gardant  les  y 
et  posant 

X\  =   C  j  .  ....  X p  =  Zj,. 

Les  inégalités  à  vérifier  se  réduiront  à 

l  [  I  cp  (-s2)  -+-  .  .  .  ùo.  .... 

et  la  fonction  LT  à 

U  =  Ù,  (  z*  )  -+-  U2  (o,  y)  -f-  . .  i 

en  n'écrivant  explicitement  que  les  termes  du  second  degré. 

Si  la  liaison  n'est  pas  surabondante,  la  démonstration  est  ter- 
minée, caries  inégalités  (i)  n'existent  pas.  I  ,  (z2)  et  L2  (o,  y)  sont 
deux  quantités  essentiellement  négatives  ;  l  ,,  par  hypothèse,  n'est 
nulle  que  si  tous  les  x  sont  nuls  et  U2,  que  si  tous  les  y  sont  nuls, 
donc  U,  -+-  LU  est  négative  et  ne  peut  s'annuler  que  pour  la  position 
d'équilibre.  Il  v  a  maximum  analytique  de  L-  (z--,y),  donc  maximum 
arithmétique  de  L  (x,  y)  pour  les  x  positifs  ;  la  stabilité  unilatérale 
est  donc  assurée. 

Supposons  maintenant  la  liaison  surabondante.  Nous  considére- 
rons un  mouvement  quelconque  du  point  ,r,  y  partant  de  la  posi- 
tion d'équilibre  et  s'effectuant  entièrement  à  l'intérieur  du  con- 
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tinaum  défini  |>;ir  les  inégalités  (i).  Si,  dans  tous  ces  mouvements, 
la  (onction  l  (c-,  ))  \a  en  diminuant,  tout  au  moins  au  début,  la 
propriété  sera  démontrée. 

Les  ;  el  y  sont  des  fonctions  de  t  s 'annulant  avec  t  et  les  valeurs 

initiales  de  leurs  dérivées  seront  désignées  par  a  et  [ii  satisfaisant  à 


pour  avoir  sûrement  un  mouvement  affectif. 

Les  fonctions  <î>  (  s2,  y)  el  L  (s2,  y)  commençant  par  des  termes 
de  second  degré,  on  a,  dans  le  mouvement  considéré. 


IL 

-  dt 

Puisqu'on  marche  à  l'intérieur  du  continuum,  les  fonctions  <I>  par- 
tant de  zéro  doivent  croître,  de  sorte  qu'on-a  les  inégalités 

o  ('a2)     o. 

qui  entraînent,  par  hypothèse, 

IVa2  >  <  o. 

à  moins  que  les  a  ne  soient  tous  nuls.  Quant  à  l  2  (o,  (3),  c'est  une 
quantité  essentiellement  négative  et  nulle  seulement  pour  les  [î 
tous  nuls. 

Il  en  résulte  que  (  —t-j  \    est  une  somme  de  deux  termes  négatifs 

qui  ne  sont  pas  nuls  simultanément,  donc  est  une  quantité  néga- 
tive et  non  nulle  pour  tous  les  mouvements  considérés.  La  pro- 
priété est  donc  complètement  démontrée. 

<">.  Pour  terminer,  faisons  la  remarque  que  le  cas 

p  =  n 

n  est  pas  à  considérer  au  point  de  vue  liaison  forcée  parce  que  la 
liaison  immobilise  le  système.  Ce  cas  est  au  contraire  à  considérer 
au  point   de  vue  unilatéral.   Il  n'y  a  pas   alors  de  déplacements 
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d'égalité  el  la  condition  d'équilibre  est 

ÔU^o 

pour  tous  les  déplacements  d'inégalité.  Si  aucun  d'eux  ne  donne 

o  l  "  =  o, 

on  pourra  affirmer  la  stabilité;  dans  le  cas  contraire,  il  faudra 
recourir  à  une  étude  directe  de  U  pour  voir  si  l'équilibre  donne 
un  maximum  arithmétique. 
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BOREL  (Emile).  —  L'espace  et  le  temps.  In-16,  245  pages. 
Félix  Alcan.  Nouvelle  collection  scientifique,  1922. 

La  lecture  de  cet  Ouvrage  est  à  recommander  tout  particuliè- 
rement à  tous  ceux  qui  désirent  se  préparer  à  l'étude  de  la  théorie 
de  la  relativité.  Il  comporte  essentiellement  une  analyse  métho- 
dique des  notions  d'espace  et  de  temps,  pleine  de  remarques 
nombreuses  susceptibles  de  faire  utilement  réfléchir  le  lecteur 
sur  les  bases  de  la  Géométrie  et  de  la  Mécanique. 

Une  Introduction  de  44  pages  donne  d'abord  un  tableau 
d'ensemble  des  problèmes  envisagés.  L'auteur  observe  que  la 
grande  vague  de  curiosité  soulevée  par  les  théories  de  la  relativité 
est  plus  facile  à  canaliser  qu'à  arrêter,  et  qu'il  vaut  mieux  préparer 
le  public  éclairé  à  réfléchir  sur  les  notions  fondamentales  mises 
en  discussion  que  de  l'abandonner  sans  défense  à  l'influence 
malsaine  de  vulgarisations  médiocres  et  hâtives  :  Cette  Introduc- 
tion constitue  un  premier  stade  dans  l'adaptation  progressive, 
et  une  préparation  à  l'étude  des  sept  Chapitres  qui  constituent 
l'Ouvrage   proprement   dit. 

Le  premier  Chapitre  montre,  à  propos  du  problème  fondamental 
de  la  géodésie,  la  complexité  des  mesures  nécessaires  pour  amé- 
liorer les  approximations  réalisées  dans  nos  déterminations  de  la 
figure  de  la  Terre.  Ces  dilïicultés  ainsi  rencontrées  dans  des 
mesures  de  grandeurs  qui  nous  sont  directement  accessibles  pré- 
parent à  bien  comprendre  la  complexité  encore  plus  grande  des 
déterminations  de  position  et  de  durée  dans  les  régions  lointaines 
accessibles  aux  seules  observations  optiques  des  astronomes  : 
elles  sont  étudiées  dans  le  deuxième  Chapitre. 

Le  Chapitre  III  est  consacré  à  la  géométrie  abstraite.  Bien  que 

ce  sujet  soit  étranger  à  celui  qu'étudie  l'Ouvrage,  c'est-à-dire  à 

la   géométrie   physique,  ou  science   expérimentale   des   propriétés 

de  l'espace  occupé  par  les  solides,  les  notions  qu'il  introduit  sont 

Bull,  des  Sciences  mat  hé  m.;  2'  série,  t.  XLVI  (Juillet  iy^-)  16 
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utiles  pour  la  compréhension  de  la  relativité  générale.  On  peut 
ajouter  même  que  réfléchir  sur  ces  notions  est  indispensable  pour 
bien  situer  les  problèmes  de  la  géométrie  physique  :  aux  enchaîne- 
ments déductifs  établis  par  la  géométrie  analytique,  on  peut  faire 
correspondre  des  schémas  géométriques  divers  tels  que  les  géo- 
métries  d'Euclide  et  de  Riemann.  Les  cartes  géographiques  planes 
de  la  surface  sphérique  terrestre  constituent  un  exemple,  particu- 
lièrement  intéressant   pour  la   suite,    de   schémas   géométriques. 
Le  quatrième  Chapitre  montre  quelle  prudence  est  de  rigueur 
avant  de  prétendre  faire  appel  à  l'intuition  pour  étendre  à  l'infini- 
ment  petit  et  à  Finfîniment  grand  les  propriétés  géométriques 
établies  par  l'observation  à  l'échelle  humaine.  La  no.tion  de  conti- 
nuité et  de  divisibilité  à  l'infini  conduit  à  des  conséquences  para- 
doxales lorsqu'on  cherche  à  se  donner  une  représentation  géomé- 
trique de  certains  résultats  arithmétiques  évidents.  D'autre  part, 
l'étude  topologique  de   surfaces  relativement  simples   comme  la 
sphère  ou  le  tore  et  des  périodicités  diverses  que  présentent  les 
lignes  tracées  sur  elles,  donne  à  penser    qu'il  n'est  peut  être  pas 
plus  raisonnable  d'étendre  à  l'infini,  dans  notre  Univers,  les  pro- 
priétés pratiquement  euclidiennes  de  la  portion  d'espace  acces- 
sible à  nos  mesures,  que  de  confondre  l'ensemble  d'une  de  ces  sur- 
faces avec  son  plan  tangent  en  un  point. 

Le  Chapitre  V  étudie  la  propagation  de  la  lumière,  qu'il  est 
impossible  d'éliminer  des  définitions  physiques  de  l'espace  et  du 
temps. 

Enfin  les  Chapitres  VI  et  VII  sont  consacrés  à  des  exposés 
succincts  de  la  Théorie  de  la  relativité  restreinte,  et  de  la  Théorie 
de  la  relativité  générale.  Préparées  par  les  réflexions  que  sug- 
gèrent les  Chapitres  précédents,  et  présentées  sous  une  forme  qui 
fait  méthodiquement  appel  à  la  raison  au  lieu  de  chercher  à  lui 
faire  illusion,  ces  5o  pages  sont  susceptibles  de  donner  des  idées 
beaucoup  plus  nettes  et  plus  vraies  sur  les  théories  de  la  relativité, 
que  maints  ouvrages  de  vulgarisation  dont  l'étendue  l'emporte 
sur  la  profondeur. 

Trois  intéressantes  Notes  ont  été  adjointes  en  Annexe  à 
l'Ouvrage.  L'une  précise  la  cinématique  de  la  relativité  restreinte; 
la  seconde  énonce  la  classification  des  hypothèses  fondamentales 
de  la  physique  et  de  la  géométrie,  sur  laquelle  l'auteur  a  attiré 
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l'attention  dans  les  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences; 
en  lin  la  troisième  reproduit  un  article  publié  en  1909  par  M.  Borel, 
dans  la  Rivista  di  Scienza,  sur  le  continu  mathématique  et  le 
continu  physique.  Jean  Villey. 


MIE  (Gustave).   —  La   théorie  einsteinienne   de   la   gravitation, 
traduction  française.  19e"1  X   12' "•",  118  pages.  Paris.  J.  Hermann,  1922. 

Cette  brochure  reproduit  des  articles  de  vulgarisation  destinés, 
dans  l'intention  de  l'auteur,  à  un  public  étendu.  Elle  n'en  apporte 
cependant  pas  moins,  sur  les  bases  et  sur  la  signification  de  la 
Théorie  de  la  gravitation,  bon  nombre  de  points  de  vue  origi- 
naux et  fort  intéressants  qu'on  saura  gré  aux  traducteurs  d'avoir 
fait  connaître  au  public  français. 

La  notion  du  continuum  espace-temps  est  donnée  sous  une 
forme  objective  assez  frappante. 

L'auteur  part  de  la  notion  physique  de  force.  Si  l'on  cherche  à 
définir  un  repère  fixe,  on  ne  saura  mieux  faire  que  de  le  réaliser 
au  moyen  d'un  point  matériel  soustrait  à  toute  force  extérieure 
(ou  du  moins  sur  lequel  on  équilibrera  les  forces  extérieures,  de 
telle  façon  que  la  résultante  d'ensemble  soit  nulle);  on  obtient 
ainsi  des  points  matériels  animés  les  uns  par  rapport  aux  autres 
de  translations  uniformes  (1),  et  parmi  lesquels  le  choix  est  arbi- 
traire pour  définir  un  lieu  constant. 

La  ligne  décrite  par  un  point  matériel  ainsi  soumis  à  une  force 
nulle  s'appellera  une  droite  de,  temps.  On  observe  que  la  définition 
de  la  simultanéité,  et  par  conséquent  aussi  le  repérage  des  temps, 
dépendent  du  choix  de  celui  des  points  libres  qui  définira  le  lieu 
constant  et  l'axe  des  temps. 

(x)  L'auteur  signale  que  cette  définition  semble  permettre  le  choix,  comme 
repère  de  lieu  constant,  d'un  petit  corps  matériel  en  rotation  sur  lui-même 
(par  rapport  aux  directions  fixes  des  axes  galiléens),  comme  une  toupie  qui, 
soumise  à  une  force  extérieure  nulle,  continue  à  tourner  indéfiniment.  Pour 
éliminer  cette  solution  inadmissible,  il  observe  que  l'équilibre  de  la  toupie 
tournante  exige  l'intervention  de  forces  de  cohésion  indispensables  pour 
retenir,  malgré  l'inertie  centrifuge,  les  points  matériels  dont  elle  est  cons- 
tituée (et  dont  le  groupement  en  un  solide  géométrique  repérable  est  nécessaire 
pour  que  la  notion  de  rotation  ait  un  sens). 


ai4  Pli  KM  IÈKE   l'A  IITl  B. 

Des  vues  très  suggestives  sur  les  notions  d'éther  et  de  matière 
conduisent  ensuite  à  cette  conclusion  que  les  liaisons  entre  elles 
doivent  être  tout  à  fait  intimes,  et  même  que  la  matière  ne  doit 
être  autre  chose  que  les  nœuds  de  perturbations  d'une  réalité 
unique  qui  est  l'éther  :  la  notion  courante  de  vide  est  simplement 
synonyme  d'uniforme  ou  à* homogène,  propriétés  qui  suppriment 
la  possibilité  de  perceptions  physiques. 

Un  des  arguments  les  plus  intéressants  invoqués  dans  ce  sens 
est  le  suivant  :  les  actions  de  gravitation  ne  comportent  pas  deux 
espèces  opposées  de  liaisons  matière-éther  comme  les  liaisons 
électriques.  Le  champ  de  déformation  de  l'éther  entre  deux  masses 
gravifiques  doit  être  analogue  au  champ  électrostatique  entre 
deux  charges  électriques  de  même  signe,  dont  l'énergie  potentielle 
est  croissante  à  mesure  que  diminue  la  distance  entre  celles-ci. 
Or  l'attraction  gravifique  donne  une  augmentation  d'énergie 
cinétique  des  deux  masses,  simultanée  à  cette  augmentation 
d'énergie  potentielle  du  champ  interposé  :  L'énergie  ainsi  apparue 
dans  deux  termes  de  même  signe  ne  pourra  alors  être  empruntée 
qu'aux  masses  elles-mêmes;  d'où  l'idée  que  ces  masses  ne  sont  que 
des  maxima,  non  immuables  en  intensité,  des  perturbations  de 
l'éther. 

Cette  unité  de  l'éther  et  de  la  matière  rend  possible  l'existence 
d'un  principe  universel,  tel  que  le  principe  de  relativité,  qui 
prétend  s'appliquer  à  l'une  et  à  l'autre. 

L'auteur  attire  ensuite  l'attention  sur  le  caractère  essentiel  de 
la  théorie  einsteinienne  de  la  gravitation,  qui  est  de  remplacer  le 
potentiel  scalaire  par  un  potentiel  tensoriel  comportant,  en  un 
lieu  donné,  des  modifications  d'unité  variables  avec  la  direction 
et  des  altérations  des  mesures  de  temps  et  de  longueur  dans  des 
rapports  différents.  Ceci  appliqué  à  la  période  et  à  la  longueur 
d'onde  de  vibrations  lumineuses  entraîne  une  altération  de  leur 
vitesse  de  propagation,  et,  comme  conséquence,  une  réfraction 
des  rayons  lumineux  dans  un  champ  de  gravitation.  C'est  cette 
réfraction  (liée  au  potentiel  tensoriel)  qui  permet  de  retrouver  dans 
le  boulet  de  Jules  Verne,  c'est-à-dire  par  rapport  à  des  axes  de 
directions  fixes  liés  à  un  point  matériel  libre  (dans  le  champ  de 
gravitation),  la  même  loi  de  propagation  rectiligne  de  la  lumière 
que  dans  un  espace  sans  gravitation  par  rapport  à  des  axes  de 
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Galilée,  D'est-à-dire  par  rapport  à  des  axes  de  directions  fixes  liés 
à  un  point  matériel  libre  «huis  l'espace  sans  gravitation).  Le  prin- 
cipe de  relativité  généralisée  n'est  autre  chose  que  le  principe  de 
transformabilité  générale  des  lois  de  la  nature. 

Comme  conclusion,  l'auteur  développe  cette  idée,  sur  laquelle 
il  insiste,  que  la  possibilité  de  décrire  les  phénomènes  indifférem- 
ment avec  n'importe  quel  système  de  référence  d'espace-temps 
(grâce  à  l'invariance  des  lois  de  la  nature)  entraîne  que  tous  ces 
systèmes  sont  utilisables,  mais  non  pas  qu'ils  soient  équivalents 
comme  on  l'énonce  souvent  sous  une  forme  qui  prête  à  une  inter- 
prétation à  son  avis  illégitime.  La  forme  des  lois  de  la  nature  n'est 
pas  le  seul  critérium  qui  permette  à  notre  raison  de  décider  si 
telle  représentation  de  l'Univers  est  acceptable  ou  non  :  il  ne  suffit 
pas  que  les  lois  fondamentales  des  phénomènes  physiques  nous 
apparaissent  avec  une  forme  simple  et  claire,  il  faut  encore  que 
les  choses  elles-mêmes  soient  décrites  en  termes  simples  et  clairs. 
Ce  point  de  vue  est  illustré  par  l'exemple  suivant  :  Si  une  règle 
a  été  construite  très  soigneusement,  quand  on  énonce  que  son 
arête  est  bien  rectiligne  et  sans  défauts,  pour  tout  homme  raison- 
nable cela  a  un  sens  bien  défini  et  répond  à  quelque  chose  de  réel, 
bien  qu'il  soit  possible  d'utiliser  des  systèmes  de  référence  dans 
lesquels  l'arête  serait  sinueuse  et  déformable  sous  l'action  de 
champs  de  gravitation  très  intenses  et  très  hétérogènes  (lesquels 
se  chargeraient  d'ailleurs  de  faire  suivre  à  un  rayon  lumineux 
toutes  ces  sinuosités,  pour  les  dérober  à  notre  perception). 

Les  traducteurs  ont  annexé  à  cette  brochure  une  courte  Note 
sur  un  Mémoire  fort  intéressant  publié  par  Mie  en  1920,  dans  les 
Annalen   der  Physik  : 

Partant  de  la  remarque  générale  qu'un  continuum  quelconque 
à  n  dimensions  peut  être  considéré  comme  une  surface  dans  un 

espace  euclidien  à —  dimensions,  on  peut  assimiler  l' espace- 
temps  le  plus  général  à  une  surface  dans  un  espace  euclidien  à 
10  dimensions  :  c'est  la  surface  d'Hilbert.  A  grande  distance  de 
toute  masse,  l'Univers  devenant  euclidien,  cette  surface  est  asymp- 
tote à  un  plan  à  quatre  dimensions  (de  l'espace  euclidien  à 
10    dimensions). 

Mie  postule   que  la  représentation  rationnelle  que  nous  nous 
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faisons  de  l'Univers  est  la  projection  orthogonale  de  la  surface 
d'Hilbert  sur  son  plan  de  Minkowski  asymptote.  De  là,  il  déduit, 
sans  fonction  arbitraire,  la  formule  célèbre  de  Schwartzschild  qui 
définit  l'Univers  perturbé  autour  d'une  masse  sphérique  unique. 

Jean  Villey. 


MAC  MAHON  (le  Major  P. -A.),   New  mathkmatical  Pastimes.   i  vol.  de 
1 1 4  pages.  Cambridge,  University  Press;  1921. 

Il  ne  saurait  convenir  à  des  mathématiciens  de  profession  de 
dédaigner  ce  qu'on  appelle  les  «  récréations  mathématiques  ». 
Quelque  futile  que  puisse  paraître  l'objet  de  certains  problèmes, 
le  seul  fait  que  leur  solution  fait  appel  à  un  sens  mathématique 
aiguisé  suffit  à  leur  conférer  un  véritable  intérêt  au  point  de  vue 
de  la  science  générale.  Il  serait,  d'ailleurs,  assez  difficile  de  définir 
rigoureusement  le  domaine  où  reste  confinée  la  récréation  mathé- 
matique. Un  problème  est  dit  «  récréatif  »  si  son  objet  pique  par- 
ticulièrement notre  curiosité  et  s'il  nous  apparaît, suivant  l'heureuse 
expression  du  vieux  Mesiriac,  comme  «  plaisant  et  délectable  »,  si 
notamment  sa  solution  s'ollie  à  nous  comme  une  sorte  de  jeu. 

Cette  classe  particulière  de  problèmes  a  tenté  la  plume  de  bien 
des  auteurs.  Dans  la  bibliographie  qui  clôt  son  petit  volume,  le 
Major  Mac  Mahon  donne  une  liste  d'Ouvrages  de  cette  sorte  qui, 
lorsqu'on  y  joint  le  sien  propre,  comprend  quarante  numéros,  à 
partir  de  celui  de  Bachet  de  Mesiriac,  qui  date  de  161 2. 

Les  arrangements  et  combinaisons  sont  particulièrement  féconds 
en  questions  de  cet  ordre;  aussi  est-ce  surtout  du  côté  de  l'analyse 
combinatoire  que  s'est  étendu  le  champ  de  ces  mathématiques 
récréatives.  Le  Major  Mac  Mahon,  qui  est  un  des  grands  maîtres 
de  ce  genre  d'analyse  à  notre  époque,  s'est  donc  trouvé  tout  naturel- 
lement amené  à  faire  à  son  tour  une  incursion  dans  ce  domaine; 
ce  sont  les  résultats  de  cette  incursion  qui  ont  donné  lieu  à  ses 
Pastimes. 

Il  y  a  lieu  d'insister  sur  ce  point  :  alors  que  la  plupart  des 
recueils  de  récréations  mathématiques,  publiés  jusqu'ici,  ont  été 
composés  à  l'aide  de  questions  de  provenance  très  diverse,  glanées 
à  droite  et  à  gauche,  les  passe-temps  du  Major  Mac  Mahon  sont 
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exclusivemenl  <l<'  son  crû;  grand  amateur  de  citations  poétiques, 
comme  on  va  voir,  uotre  auteur  aurait  pu  donner  pour  épigraphe 

à  son  opuscule  le  vers  célèbre  : 

Mon  vt'iiv  n'est  pas  grand,  mais  je  Imis  dans  mon  verre. 

Dans  une  première  partie,  L'auteur  étudie  les  assemblages  qui 
peuvent  être  constitués  au  moyen  de  certaines  pièces  polygonales, 
de  même  forme  et  de  mêmes  dimensions,  dont  la  surface  est  réguliè- 
rement divisée  en  triangles  peints  de  diverses  couleurs  en  nombre 
limité,  de  manière  qu'un  même  groupe  ne  comprenne  pas  deux 
pièces  identiques.  La  constitution  de  ces  assemblages,  remplissant 
des  conditions  données,  conduit  à  une  grande  variété  de  récréa- 
tions; elle  aboutit  à  la  construction  de  figures  curieuses,- telles 
qu'en  fait  naître  le  kaléidoscope,  où  s'accuse  une  sorte  de  rythme 
graphique  qui,  pour  la  vue,  ne  manque  pas  d'attrait. 

La  deuxième  partie  s'applique  à  d'autres  assemblages  formés  de 
pièces  distinguées  les  unes  des  autres  non  plus  par  la  disposition 
de  leurs  parties  colorées,  mais  par  leur  forme,  ces  formes  diverses 
dérivant  toutes  d'une  même  forme  géométrique  simple  —  celle 
d'un  triangle  équilatéral,  par  exemple' —  par  substitution  aux  côtés 
rectilignes  qui  la  limitent  de  certaines  lignes  brisées  obéissant  à  des 
conditions  particulières.  11  ne  laisse  pas  d'être  amusant  de  cons- 
tater comment,  par  assemblage  de  ces  pièces  toutes  différentes 
entre  elles,  peuvent  être  engendrées  certaines  ligures  de  forme 
géométrique  simple.  La  reconstitution  de  l'hexagone  régulier  au 
moyen  de  vingt-quatre  pièces  toutes  différentes  les  unes  des  autres, 
que  fait  connaître  la  ligure  reproduite  sur  la  couverture  du  Volume, 
est  bien  caractéristique  à  cet  égard.  Cette  reconstitution,  lorsque 
les  vingt-quatre  pièces  ont  été  séparées  les  unes  des  autres  et 
mêlées  ensemble,  peut  être  regardée  comme  un  jeu  de  puzzle 
d'une  difficulté  toute  spéciale. 

Mais  c'est  surtout  dans  la  troisième  partie  que  s'affirme  l'intérêt 
géométrique  du  sujet  traité.  L'auteur  v  étudie  le  dessin  des  motifs 
répétés  (repeating-patterns)  en  vue  surtout  des  ouvrages  décora- 
tifs; mathématiquement,  il  s'agit  ici  du  problème  qui  consiste  à  re- 
couvrir une  surface  plane  au  moyen  de  ligures  douées  de  symétrie, 
toutes  identiques  entre  elles,  imbriquées  les  unes  dans  les  autres 
de  façon  à  former  une  sorte  d'enchaînement  offrant  une  double 
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périodicité  graphique.  Les  solutions  de  ce  problème,  imaginées  par 
le  Major  Mac  Mahon,  outre  l'intérêt  géométrique  qu'elles  pré- 
sentent, apportent  de  nouvelles  et  précieuses  ressources  à  l'art  dé- 
coratif et,  particulièrement,  à  celui  de  la  mosaïque. 

On  voit  par  là  que  le  petit  Livre  du  Major  Mac  Mahon  est  fort 
loin  d'être  banal. 

Ajoutons  que  l'auteur  y  a  multiplié  les  citations  littéraires  propres 
à  souligner  les  divers  points  de  vue  de  son  sujet,  avec  une  abon- 
dance et  une  variété  qui  ne  seront  point  faites  pour  rebuter  le 
public  des  mathématiciens,  très  généralement  sensible  au  charme  des 
belles-lettres.  Ces  citations,  empruntées  pour  la  plupart,  cela  va  sans 
dire,  à  des  auteurs  anglais,  sont  parfois  aussi  de  source  française, 
italienne  ou  latine.  Elles  attestent  chez  l'auteur  une  érudition  non 
moins  solide  qu'étendue,  en  même  temps  qu'un  goût  très  sûr. 
Pour  tous  ceux  —  et  ils  sont  légion  parmi  les  fervents  des  mathé- 
matiques —  chez  qui  la  culture  scientifique  n'a  pas  fait  de  tort  à 
la  culture  littéraire,  elles  ajoutent  un  attrait  de  plus  à  cet  élégant 
petit  Volume  si  digne  déjà,  par  lui-même,  d'éveiller  la  curiosité 
des  lecteurs  avertis. 

Maurice  d'Ocagne. 


TWEEDIE  (Charles).  —  James  Stirling.  A  Sketch  of  his  Life  and 
Works  alongs  with  his  Scientific  Correspondence.  Oxford,  At  the 
Clarcndon  Press,  1922,   in-8°,  p.  xn-2i3. 

Le  génie  mathématique  a-t-il  quelque  rapport  avec  les  qualités 
qui  font  un  habile  homme  d'affaires  ?  Et  l'instruction  mathématique 
donne-t-elle  une  préparation  convenable  pour  ceux  qui  ont  l'inten- 
tion de  se  vouer  aux  transactions  industrielles  ou  commerciales? 

Ces  difficiles  questions,  auxquelles  on  n'a  donné  que  des  réponses 
inspirées  soit  par  un  amour  excessif  et  aveugle  pour  les  sciences 
exactes,  soit  par  une  antipathie  non  raisonnable  pour  la  recherche 
mathématique,  ne  peuvent  évidemment  s'aborder  avec  espérance 
de  succès  qu'en  ayant  sous,  les  yeux  un  nombre  considérable  de 
données  historiques  ou  biographiques  tout  à  fait  sûres.  C'est  pour 
cela  (et  aussi  pour  l'excellente  raison  qu'il  s'agit  d'un  ouvrage 
remarquable)  que  je  crois  bon  de  consacrer  quelques  lignes  à 
l'analyse  du  volume  que  vient  de  publier  le  savant  professeur  de 
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mathématiques  pures  de  l'Université  d'Edinburgh,  sous  lé  titre 
que  j'ai  écrit  ci-dessus. 

L'Écossais  dont  il  s'agit  est  un  personnage  dont  le  nom  est 
connu  de  quiconque  s'est  adonné  aux  recherches  de  haute  analyse. 
11  naquit  en  1692  d'une  famille  noble,  dont  les  origines  remontent 
au  moins  au  xne  siècle.  La  grande  renommée  dont  l'Université 
d'Oxford  jouissait  dès  le  temps  de  sa  jeunesse  poussa  sa  famille  à 
l'envoyer  (171 1  )  au  Collège  Balliol  de  cette  ville  et  il  répondit  si 
bien  à  l'attente  de  ses  parents  qu'en  171 5  il  fut  en  mesure  de 
résoudre  le  célèbre  «  problème  des  trajectoires  orthogonales  »  pro- 
posé comme  défi  par  Leibniz  aux  compatriotes  de  Newton. 

Deux  ans  après  il  publia  l'opuscule,  si  favorablement  connu,  dont 
le  titre  complet  est  :  Lineœ  tertii  ordinis  neutonianœ,  sive  illustratio 
tractatus  D.  Xeutoni  de  enumeratio  linearum  tertii  ordinis  ;  et  la  cir- 
constance que  Newton  lui-même  prit  part  à  la  souscription  qui  rendit 
possible  la  publication  de  cet  ouvrage  nous  donne  la  preuve  que  des 
relations  cordiales  s'étaient  déjà  établies  entre  le  jeune  savant  écos- 
sais et  le  glorieux  auteur  des  Principia  et  que  celui-ci  considérait 
avoir  trouvé  en  Stirling  un  interprète  fidèle  de  sa  pensée. 

Cette  publication  assura  à  son  auteur  une  notoriété  telle  que 
Tron,  ambassadeur  de  la  République  de  Venise  à  la  cour  d'Angle- 
terre, le  mena  avec  lui  à  Venise  avec  l'assurance  qu'il  trouverait 
une  chaire  à  l'Université  de  Padoue,  toujours  ouverte  aux  étran- 
gers de  mérite.  Nous  sommes  documentés  sur  le  séjour  de  Stirling  en 
Italie  en  17 19  par  les  lettres  à  sa  famille  (dans  laquelle  il  fut 
appelé  dès  lors  du  petit  nom  de  «le  Vénétien»)  ;  mais  rien  n'explique 
pourquoi  les  espérances  du  jeune  homme  et  de  son  puissant  pro- 
tecteur ont  été  complètement  déçues.  Ce  qui  est  certain  est  que 
nous  trouvons  Stirling  de  nouveau  à  Londres  en  1724,  luttant  en 
brave  avec  des  difficultés  matérielles.  C'est  à  cette  époque  qu'il 
entreprit  des  recherches  de  haute  analyse  qui  lui  assurèrent  la 
gloire  de  voir  attaché  son  nom  à  des  formules  et  des  séries  remar- 
quables (1).  dont  deux   siècles  de  travaux  ne  firent  qu'accroître 

0 

(*)  Je  cite  la  formule  a  !  =  a"  \finTze~  -  "  (o  <  fc»  <  1),  applicable 
lorsque  n  est  un  nombre  très  grand,  et  les  séries  ayant  pour  terme  général 

( —  1)''    ' „         (ou  B„  sont  les   nombres  de  Bernoulli),  qui  appar- 

/t  (  n  —  \ )  xs  '-' 

tiennent  à  la  classe  des  séries  asymptotiques  de  Poincaré. 
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la  valeur  :  on  les  rencontre  dans  l'Ouvrage  Methodus  differentialis. 
sive  tractatus  de  summatione  et  interpolatione  serierum  infinitarum, 
paru  en  1780. 

Malgré  cette  excellente  publication  et  l'estime  dont  il  jouissait 
dans  les  cercles  savants  de  la  capitale  (dès  1726  il  avait  été  élu, 
il  ne  put  trouver  une  place  officielle  qui  lui  assurât  l'existence;  à 
bout  de  ressources,  en  1735,  il  revint  en  Ecosse  comme  direc- 
teur («  manager  »)  des  mines  de  Leadhills,  jusqu'alors  passives. 
Homme  de  talent,  d'énergie,  de  conscience,  il  se  voua  complète- 
ment à  sa  nouvelle  tâche,  mais  bien  qu'ayant  toujours  le  cœur  à  sa 
chère  science,  en  peu  de  temps,  il  réussit  à  assurer  des  revenus 
considérables  à  la  Société  dont  il  était  l'âme  et  le  cerveau,  et  en 
même  temps  à  procurer  une  existence  confortable  aux  ouvriers 
qu'il  dirigeait.  Il  occupa  cette  place  jusqu'à  sa  mort,  qui  survint 
en  1770,  à  Edinburgh,  où  il  était  allé  pour  soigner  sa  santé. 

Relégué  dans  un  petit  village  en  montagne,  isolé  du  mouvement 
scientifique,  Stirling,  dès  1754,  avait  cru  devoir  résigner  sa  place  de 
membre  de  la  /loyal  Society,  persuadé  qu'il  était  de  ne  plus  pou- 
voir contribuer  aux  travaux  de  la  grande  société  anglaise  ;  mais  le 
monde  des  analystes  l'avait  toujours  en  haute  estime;  on  en  a  la 
preuve  dans  la  nomination  de  Stirling  à  l'Académie  de  Berlin, 
due  sans  doute  à  l'influence  d'Euler. 

Tout  cela,  avec  plusieurs  autres  détails,  se  lit  dans  le  volume 
de  M.  Tweedie,  car  il  contient,  en  dehors  de  la  première  biographie 
digne  de  ce  nom  de  Stirling,  une  analyse  complète  de  ses  travaux 
mathématiques  et  bon  nombre  de  lettres  échangées  entre  lui  et 
plusieurs  personnages  éminents  de  son  époque  (par  exemple  Mac 
Laurin,  Cramer,  N.  Bernoulli,  Bradley,  Klingenstierna,  Euler,  etc.). 
Deux  fac-similés  très  réussis,  de  lettres  de  Stirling  et  de  Mac  Lau- 
rin, augmentent  le  prix  de  ce  beau  volume,  que  nous  ne  saurions 

trop  recommander  aux  lecteurs  du  Bulletin. 

Gino  Loria. 
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MELANGES 


SUR  LE  CHOIX  DU  RADIAN  COMME  UNITÉ  D'ANGLE  ; 
l'Ai;  M.   AURIC. 


De  nombreuses  publications  récentes  proposent,  avec  des  motifs 
très  judicieusement  développés,  de  prendre  comme  unité  d'angle 
le  radian  (arc  dont  la  longueur  est  égale  au  rayon,  soit  envi- 
ron 5-"  18'). 

Il  est  incontestable  que  l'adoption  de  cette  unité  aurait  de  réels 
avantages,  car  il  suffirait  d'exprimer  la  valeur  d'un  angle  au  centre 
pour  avoir  immédiatement  et  par  une  simple  multiplication  par  le 
rayon  la  longueur  de  l'arc  correspondant;  il  en  résulterait  une 
simplilication  considérable  dans  tous  les  calculs  de  ce  genre. 

Toutefois  les  promoteurs  de  cette  réforme  oublient  que  si  le 
radian  possède,  au  point  de  vue  théorique  et  pratique,  une  impor- 
tance indéniable,  d  en  est  de  même  pour  la  circonférence  tout 
entière  et  ses  premières  subdivisions  (demi  et  quart)  dont  l'em- 
ploi est  fondamental  dans  les  formules  et  les  tables  Irigonomé- 
triques. 

La  question  revient  donc  à  la  recherche  d'une  commune  mesure 
entre  la  circonférence  et  son  diamètre,  c'est-à-dire  à  l'établisse- 
ment d'une  valeur  rationnelle  se  rapprochant  le  plus  possible  du 
nombre  tc. 

Or,  à  ce   point  de  vue,  il  convient  de  rappeler  que  le  rapport 

355 
bien  connu  d'A.  Metius  '■ — -  possède  une  approximation  véritable- 
ment   remarquable,    puisqu'il    donne    sept    chiffres    significatifs 
exacts   (3,1415929...    au  lieu   de  3 ,1415926.  .  .),    tandis  que  la 

réduite  suivante  „ .?    '.'  >  déjà  calculée  parLagrange,  dont  les  termes 
sont  beaucoup  plus  grands,  ne  donne  que   neuf  chiffres  signifi- 
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catifs  exacts  :  en  général,  le  rapport  de  Métius  sera  suffisamment 
approché  pour  la  plupart  des  applications  numériques. 

Dans  ces  conditions,  si  l'on  partage  le  quadrant  (900  ou  iooBr) 
en  355  parties  égales  et  la  circonférence  en  1420,  le  radian  en 
possédera  très  approximativement  226  ;  la  nouvelle  unité  qu'on 
pourrait  appeler  le  gone  serait  très  voisine  du  quart  du  degré  et 
ses  subdivisions  seraient,  bien  entendu,  obtenues  en  appliquant  les 
règles  du  svstème  décimal. 

Pour  avoir  la  longueur  d'un  arc  de  cercle  exprimé  en  gones,  il 
suffirait  de  multiplier  par  le  rayon  et  de  diviser  par  le  nombre 
fixe  22O  :  L'établissement  de  nouvelles  tables  fondées  sur  cette 
nouvelle  division  de  la  circonférence  ne  présenterait  aucune  diffi- 
culté. 


SUR  LES  FONCTIONS  ENTIÈRES  DE  GENRE  FINI 
Pah  M.   Paul  MONTEL. 


1.  M.  Hadamard  a  démontré,  dans  la  théorie  des  fonctions 
entières  de  genre  fini,  le  théorème  fondamental  suivant  :  si  une 
fonction  entière  f{x)  est  d'ordre  apparent  p,  elle  peut  se  mettre 
sous  la  fornic 

f(x)  =  eU  "G   ./■  . 

G(&)  désignant  un  produit  canonique  d'ordre  p  et  Q(^)  un 
polynôme  de  degré  p  au  plus,  p  étant  le  plus  grand  entier  contenu 
dans  p  (  '  )• 

La  partie  délicate  de  la  démonstration  est  celle  qui  a  pour  but 
d'établir  que  l'exposant  Q(x)  est  un  polynôme  entier  de  degré 
inférieur  ou  égal  à  p.  On  a  essayé  de  tourner  la  difficulté  en  con- 
sidérant la  fonction y\.r)  comme  limite  de  polynômes  :  en  1914» 


(')  J.  Hadamard,  Sur  les  propriétés  des  fonctions  entières  et  en  particulier 
d'une  fonction  considérée  par  Rie  marin  (Journal  de  Mathématiques,  4*  série, 
t.  IX,  1893,  p.   171  et  2i5). 


MÉLANGRS.  a5i 

M.  Lindwart  (')  a  donné  une  démonstration  du  théorème  de 
M.  Hadamard  qui  repose  sur  une  idée  de  Laguerre;  j'ai  donné, 
en  i»)i6,  une  démonstration  s'appujant  sur  les  propriétés  des 
familles  de  polynômes  d'ordre  donné  (2);  enfin,  tout  réeemment, 
M.  Polya  vient  de  publier  une  démonstration  qui  diffère  des  pré- 
cédentes  dans  certaines  parties  (3). 

Je  voudrais  rappeler  ici  ma  démonstration  en  indiquant 
quelques  simplifications  et  quelques  conséquences  nouvelles. 
Désignons  par 

P(x)  =  i  +  yi.r-t-  Y2^2-H-  •  •  -+-  YBa?n 

un  polynôme  entier  dont  les  racines  sont  a,,  a2,  .  .  . ,  a„,  chacune 
d'elles  répétée  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  son  ordre  de 
multiplicité,  et  o ,,  p2,  .  .  . ,  on  les  modules  de  ces  racines,  et  soit 


p  étant  un  nombre  positif  quelconque;  désignons  encore  par 

f(x)  =  I  -\-CiX  -+-  C-tX2-^.  .  .-H  cnx"-\-. .  . 

une  fonction  entière  dont  les  zéros  sont  aiy  a2,  .  ..,  ««,  ...  de 
modules  /•,,  /-2,  ..../'„,...,  et  soit 

i         i  i 

s?~  ^p  "^  ^p  ~+~-  •■■_..  ~rf  ^-••■> 

I  2  II 

en  supposant  convergente  la  série  du  second  membre.  Toute  fonc- 
tion entière  étant  de  la  forme  ^.rhf(x),  il  est  clair  que  l'on  peut 
se  limiter  à  celles  qui  sont  égales  à  i  pour  x  =  o.  Enfin,  appe- 
lons p  le  plus  grand  entier  contenu  dans  p. 

Voici  maintenant  la  marche  de  la  démonstration;  nous  établi- 
rons les  propositions  suivantes  : 


(x)  E.  Lindwart,  Ueber  eine  .Méthode  von  Laguerre  zurBestihimungd.es 
Geschlechts  einer  ganzen  Funktion  {Dissertation,  Gnttingen,  191-4). 

(2)  P.  Montel,  Sur  les  familles  normales  de  fonctions  analytiques  (Annales 
de  l'École  Normale,  3e  série,  t.  XXXIII,  1916  ). 

(3)  G.  Poi.yà,  Neuer  Beweis  fur  die  Produkldurstellung  der  ganzen  tians- 
cèndenten  Funktionen  endlicher  Ordnung  (Sitzungsberichte  der  Bayerischen 
Akademie  der  WJssenschafien,  janvier  1921). 
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i°  Les  polynômes  pour  lesquels  les  p  premiers  coefficients 
yt,  y2,  . ..,  yp  et  les  sommes  <7p+e  sont  bornés  forment  une  famille 
normale.  Nous  dirons  que  c'est  une  famille  de  polynômes  d'ordre 
réel  p  ou,  plus  simplement,  d'ordre  p.  Toute  suite  infinie  de  poly- 
nômes de  cette  famille  est  génératrice  d'une  fonction  limite  qui 
est  une  fonction  entière  de  genre  p. 

2°  Les  polynômes  pour  lesquels 

|Pl>)|<eH'?'£ 

pour  |  x\  ^/',  quel  que  soit  e  pour  ;■  assez  grand,  H  désignant  une 
constante  fixe,  forment  une  famille  normale  d'ordre  apparent  p  : 
c'est  aussi  une  famille  d'ordre  réel  p. 

3°  Toute  fonction  entière  d'ordre  apparent  p  est  limite  d'une 
suite  de  polynômes  d'ordre  réel  p. 

*2.   Considérons  donc  une  famille  de  polynômes 

p(*)  =  ,  +  ïl*  +  Y2**+...-HY»*"=  (i-|)  (i-|;)./;(i-^ 

pour  lesquels  les  sommes  o-p  des  puissances  p  des  inverses  des 
modules  des  racines  sont  inférieures  à  une  limite  fixe  S  et  soit 
p  ^  p  <  p  -f-  i .  Posons 

'  =  "  a-        x*  .ti> 

Ç<^J  =  J  ï  (i  —  —  )e*i  +  i«ï  +     +  />«1  =  eQMP(a?), 
i  =  i 

i  =  n  i  =  n  i  =  n 


*=i 


Je  dis  que  les  fonctions  o{x)  sont  bornées  dans  leur  ensemble 
dans  tout  domaine  fini;  d'une  manière  précise,  que  l'on  a,  dans 
le  cercle  |  x  |^  /•, 

\ç(x)\<e»'\ 

H  désignant  une  constante  fixe. 

On  sait,  en  effet,  que  tout  facteur  primaire  E(w)  vérifie  l'iné- 
galité 

|(i  —  tt)e"  +  T+"'+P/r<.e*l«lp5 
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<er\ 


il ,  par  suite, 


x  \     a,       -a:  ar 

I e-  '  '     i 


\v{x)\  <e*s'?  =  eB'-( 


11  résulte  de  l'inégalité  précédente  que  les  fonctions  'f(x) 
forment  une  famille  normale  dans  tout  le  plan,  c'est-à-dire  que 
toute  suite  infinie  de  ces  fonctions  donne  naissance  à  une  suite 
partielle  qui  converge  uniformément  dans  tout  domaine  fini  vers 
une  fonction  entière.  En  effet,  les  fonctions  ®(x)  étant  bornées 
dans  le  cercle  |  x  |  <  i ,  on  peut  en  extraire  une  suite 

-r^(x),^(x),  ...,?<,">(*),  ••• 

qui  converge  uniformément  dans  ce  cercle  vers  une  fonction 
holomorphe  <$(#);  les  fonctions  de  cette  suite,  étant  bornées 
dans  le  cercle  |a?  |^2,  on  peut  en  extraire  une  suite  partielle 

9l<\x),?¥>(x),  ...,  iï»(x),  ... 

convergeant  uniformément  dans  ce  cercle  vers  la  même  fonction 
<b(x),  etc.  ;  la  suite 

?(i,}(*),  ?(22,(*),  .-.,?ik)(x),  ...,tf\x),  ... 

converge  uniformément  dans  le  cercle  |#|^A"  vers  la  fonction  <f>(x). 
Si  l'on  considère  maintenant  la  suite 

V\»(x),  flics),  ...,  i%\x)\  ... 

qui  est  formée  d'éléments  appartenant  tous  à  chacune  des  suites 
précédentes,  on  voit  qu'elle  converge  uniformément  dans  un  cercle 
quelconque  de  centre  origine  vers  la  fonction  <!>(#)  ;  par  suite, 
cette  fonction  est  une  fonction  entière. 

Examinons  maintenant  les  polynômes  Q(x);  leurs  coefficients 
sont  les  sommes  des  puissances  i ,  2,  ■ .  •-,  p  des  inverses  des  racines 
du  polynôme  P(x),  à  des  facteurs  numériques  près.  Ces  sommes 

sont  des  polynômes  entiers  par  rapport  aux  coefficients  y{ ,  v2, "P 

de  ce  polynôme.  Donc,  si  ces  coefficients  sont  bornés,  il  en 
sera  de  même  des  sommes  et,  par  suite,  des  coefficients  des  poly- 
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nomes  Q(x);  par  conséquent,  on  pourra  extraire  de  la  suite  des 
polynômes  Q^"  (x)  une  suite  nouvelle 

Q,(.r),  Q2(#),  ...,  Q„(a?),  ... 

convergeant  uniformément  dans  tout  domaine  fini  vers  un  poly- 
nôme de  degré  p  que  nous  appellerons  Q(x).  Alors,  la  suite  des 
polvnomes 

P,(a?),  P,(*),  ...,  Pn(ce),  ...,  P„  =  e-Q„?„ 

converge  vers  une  fonction  entière,  puisque  l'on  a 
lim  e-Q"ç„=  g-Q(-r)«i»(j?)  =/(r). 

En  résumé  :  tes  polynômes  P(#)  pour  lesquels  les  sommes  av 
e£  /es  /)  premiers  coefficients  sont  bornés  forment  une  famille 
normale  clans  tout  le  plan. 

11  \  a  un  cas  où  l'on  peut  affirmer  que  les  p  premiers  coeffi- 
cients des  polynômes  sont  bornés  :  c'est  celui  où  l'on  sait  que  les 
polynômes  P(^)  convergent  uniformément  dans  une  petite  région 
contenant  l'origine,  car  ces  coefficients  sont,  à  des  facteurs  numé- 
riques près,  les  valeurs  pour  x  =  o  des  dérivées  successives  des 
polynômes  P(#);  comme  ces  dérivées  ont  pour  limites  les  valeurs 
des  dérivées  correspondantes  de  la  fonction  limite  f(x),  elles 
sont  nécessairement  bornées. 

Remarquons  encore  que  rien  ne  serait  changé  dans  nos  raison- 
nements si  l'on  supposait  que  les  sommes  Tq+£  sont  bornées  quelque 
petit  que  soit  e,  les  sommes  7p  pouvant  être  bornées  ou  non.  Dans 
tous  les  cas,  nous  dirons  que  les  polynômes  forment  une  famille 
d'ordre  réel  p  ou  simplement  d'ordre  p. 

Nous  allons  maintenant  établir  que  la  fonction  limite /(a?)  est 
une  fonction  entière  de  genre  p.  Comme  on  a 

f(x)  =  eQ(j")*(>), 

Q(  x)  étant  un  polynôme  de  degré  p,  il  suffit  évidemment  de 
montrer  que  <£(#)  est  une  fonction  de  genre  p. 

Soient  ai  un  zéro  de  <ï>(.r)  ou  def(x)  et  m  son  ordre  de  multi- 
plicité; traçons  un  cercle  C  de  centre  ai  et  de  rayon  assez  petit 
pour  qu'il  n'y  ait  pas  d'autre  zéro  de  f(x)  à  l'intérieur  ni  sur  la 
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circonférence.  L'intégrale  /        " _ L  "  est  égale  à  m  ;  or,  celle  inté- 

•     [C  ]       * 

grale  rsi   lu  Limite  de  l'intégrale  /   -'         " ,  donc  celte  dernière 

est  égale  à  m  lorsque  n  est  assez  grand;  en  d'autres  ternies,  à 
partir  d'une  certaine  valeur  de  /*,  le  polynôme  l\(a?)  a  exacte- 
ment m  zéros  dans  le  voisinage  de  a/,  quelque  petit  que  soit  le 
rayon  du  cercle  (C);  il  y  a  m  zéros  des  polynômes  de  la  suile  qui 
ont  pour  limite  (t;. 
La  somme 


1-1     *•      't 


dans  laquelle  q  est  un  entier  fixe,  est  la  limite  de  la  somme 


1  1 

5  *....>.; 


Ç-e?  ""•••"'"  pg' 


et,  comme  cette  dernière  est  inférieure  à  S,  la  première  ne  dépasse 
pas  S.  Ce  résultat  étant  vrai  quel  que  soit  q,  on  voit  que 


1  1 

—0  +...4-  —  -+-...<S. 


La  fonction  y  (a:)  est  donc  d'ordre  réel  p. 

11  en  est  de  même  de  la  fonction  <£(#),  qui  a  les  mêmes  zéros; 
nous  allons  montrer  que  cette  dernière  fonction  est  égale  au  pro- 
duit canonique 


.*■/' 


i=  1 

Le  facteur  primaire 

Il  +  —  -+- ...  H 

E  (  u  )  =  (  1  —  u  )  e       2  P 

satisfait  à  l'inégalité  (  '  ) 

|E(a)  — 1|<2|  u\p^         pour         |"|<~' 

d'où 

E(u)=i-^:>J)\u\i'+l  (|0|<i). 


(')    Voir  E.  Borel,  Leçons  sur  les  fonctions  entières,  p.  i3;  Paris,  Gauthier- 
Villars. 

Bull,  des  Sciences  niatkém.,  2e  série,  t.   XLVI  Juillet  1922.)  in 
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Nous  avons 


<£(#):=:  limç,, (a?)  =lim    I 


r_£Uft    "     '<: 


supposons  que  x  soit  à  l'intérieur  du  cercle  |  x  |  <  /  et  traçons  un 
cercle  concentrique  de  rayon  /''  ^>  2/\  A  l'intérieur  de  ce  dernier 
cercle,  il  y  a  un  certain  nombre  n0  de  racines  de  G(x);  pre- 
nons il  assez  grand  pour  que  chaque  fonction  rf/i(x)  ait  un  zéro 
dans  le  voisinage  d'un  zéro  de  G(x).  Chaque  fonction  ©„  (x) 
a  donc  n0  zéros  exactement  dans  le  cercle  de  rayon  r'.  Posons 

avec 

i  =  n0  i  —  n 

>L..  = 


On  a 


riE(|)'     /■»=  II  ^)     c«w 

i=  1 


X«  -  i |<  I  «  -H  -J77T-  1(1  + 
Pn»H 


l/'+l 


(    o'-M      +'     '+  r/'+l     ) 

<e  VP„0+I  p„     /_1<e/-' 


s/'"-' 
i-p 


On  peut  donc  prendre  r'  assez  grand  pour  que  le  dernier  membre 
de  l'inégalité  soit  inférieur  au  nombre  arbitraire  s;  on  aura  alors 

IX»-i|<e, 
et  de  même,  en  posant 

avec 

'  =  1  ;  =  n0  +  l 

on  aura  pour  la  même  raison 

l/.-'l-o- 

/■'  étant  fixé,  le  nombre  fi0  est  déterminé;  la  fonction  >bn  ayant 
pour  limite  -L  lorsque  «  croît  indéfiniment,  on  peut  prendre  n 
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assez  grand,  //  >  N,  pour  que 

Soil  \  une  limite  supérieure  du  module  de-}  d.tns  le  cercle  |  x  |  <C  /'; 
on  aura,  pour  n  ]>  N,  et,  x  contenu  dans  ce  cercle 

|'}„|<A  +  e<Â  +  i 
en  supposant  z  <<  i .  D'autre  part, 

GO)  —  ?„(./■  i  =  <\/_  —  4<«x«  =  W  -  +») '  +  4*C'3C  -  0  -  ^«(x«  -  '  'i 

donc 

|  Ci  (.ri  —  ç„(.r  i  |  <  2é(À  -+-  1) 

e1  r-on{x)  à  bien  pour  limite  G{x)  lorsque  a  croît  indéfiniment. 
Le  nombre  r  étant  arbitraire,  notre  proposition  est  complètement 
établie.  La  fonction /(x)  est  donc  bien  de  genre  p  ('). 

On  peut  donner  une  indication  de  plus  lorsque  p  =p.  l'osons, 

en  effet, 

f.t.r)  =  e*'->''  Gi(x), 


avec 


H...-K 


i  =  1      '  /  =  1 

on  a  alors 

f(x)  =  e-Q-M  G(iB)  =  eS'x/'-yt..-,  g,  (a?)  =  «Qt<*J  Gt(a?> 

Donc,  la  fonction  f(x)  est  alors  le  produit  d'un  produit  canonique 
de  genre  p  —  i  par  une  exponentielle  de  genre  p. 

3.  Considérons  maintenant  une  famille  de  polynômes  P(#)  véri- 
fiant l'inégalité 

|  P(*) l<  e«'?, 

dans  laquelle  H  est  une  constante  indépendante  du  polynôme  de 
la  famille.  Ces  polynômes  forment  une  famille  normale,  puisqu'ils 
sont  bornés  dans  leur  ensemble  dans  tout  domaine  fini;  il  suffit, 
pour  le  voir,  de  reprendre  la  démonstration  qui  a  été  donnée  au 

(')    La    démonstration    que    j'ai    donnée    en    1 91 6   présentait    une   lacune   que 
M.  Valiron  m'a  obligeammént'signalée, 
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début  du  numéro  précédent.  Je  me  propose  d'établir  que  ces 
polynômes  sont  d'ordre  réel  p  et  que,  par  conséquent,  toute 
fonction  limite  de  tels  polynômes  est  une  fonction  de  genre  p. 

Nous  supposerons  pour  cela  que  la  suite  des  nombres  P(o)  n'a 
pas  pour  unique  limite  zéro  ;  alors,  nous  pouvons  choisir  une 
infinité  de  polynômes  V(x)  pour  lesquels  la  suite  des  valeurs  P(o) 
a   une   limite    non   nulle    et   il    suffit  de  raisonner  sur  les   poly- 

nomes       '     pour  être  ramené  au  cas  où  les  polynômes  prennent  à 

l'origine  la  valeur  un.  Soit  alors 


^)  =  (-f)(-|)-  ■•(■ 


x 


un  polynôme  de  la  suite  choisie  que  nous  pouvons  supposer  con- 
vergente pour  toute  valeur  de  x.  Nous  allons  appliquer  le  théorème 
de  M.  Schou.  Soient  a,.  y.2,  .  .  .,  a*  les  racines  de  ce  polynôme 
dont  le  module  est  inférieur  ou  égal  à  7'  et  considérons  la  valeur 
maximum  du  module  du  polynôme  Q(j?)  formé  par  les  h  —  fc  der- 
niers facteurs  dans  le  cercle  |a?|^3/';  cette  valeur  maximum  est 
atteinte  en  un  point  de  la  circonférence  de  rayon  3/'  :  les  k  pre- 
miers facteurs  ont  chacun  un  module  supérieur  ou  égal  à  2,  leur 
produit  a  un  module  supérieur  ou  égal  a  2* ";  le  polynôme  Q(x)  a 
un  module  maximum  supérieur  à  Q(o)  =  1.  En  ce  point,  le  poly- 
nôme P(x')  a  un  module  supérieur  à  2A,  donc 

2*  <  eWr)\ 
d'où 

/f< rp  =  /ir>J. 

loga 

Soient  pls  p2,  .  .  . ,  p,-,  .  .  . ,  an  les  modules  des  racines  de  P(#) 
rangés  par  valeurs  non  décroissantes  :  on  a  évidemment 


r<**     $<$)* 


et,  par  suite, 

0-4-  e 
i  =  n  r 

1  1  1  V^  /'  h  \    P 
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S(e)  désignant  la  somme  de  la  série  convergente ^  (  -r  )        •  Les 

polynômes  Pi'.r)  sont  donc  d'ordre  réel  p  et  leurs  fonctions  limites 
sont,  par  conséquent,  des  fondions  entières  de  genre/?. 

Le  résultat  eût  été  le  même  si  les  polynômes  vérifiaient  l'iné- 
galité 

|P(^)|<e"'-?+', 

quelque  petit  que  soit  t;  il  suffirait,  dans  les  calculs  précédents, 

de  remplacer  p  par  p  -+-  -•  Si  l'on  convient  d'appeler  polynômes 

d'ordre  apparent  p  ceux  qui  vérifient  cette  dernière  inégalité,  on 
voit  que  des  polynômes  d'ordre  apparent  p,  pour  lesquels  P(o)  a 
un  module  supérieur  à  un  nombre  fixe,  sont  aussi  d'ordre  réel  0. 
Enfin,  on  peut  aussi  supposer  que  l'inégalité  précédente  n'est 
vérifiée  qu'à  partir  d'une  certaine  valeur  r0  de  r,  la  même  pour 
tous  les  polynômes;  en  effet,  les  polynômes  sont  bornés  dans  le 
cercle  l^l^/'o,  le  nombre  de  leurs  racines  contenues  dans  ce 
cercle  ne  dépasse  pas  une  limite  supérieure  /j0,  puisqu'ils  forment 
une  famille  normale  dans  le  cercle  considéré.  D'autre  part,  le 
module  de  chaque  racine  reste  supérieur  à  un  nombre  fixe 
puisqu'il  en  est  ainsi  pour  |P(o)|,  donc  ces  /?„  racines  apportent 
aux  sommes  7p+£  une  contribution  inférieure  à  un  nombre  fixe  et 
les  conclusions  précédentes  ne  sont  pas  modifiées. 

4.  Il  est  maintenant  bien  facile  de  démontrer  qu'une  fonction 
entière  d'ordre  apparent  p  est  de  genre  p.  Cette  fonction  entière 
est  de  la  forme  Axhf(x)  avec 

/1 x  )  =  1  -f-  Ci  x  -+-  Ci  x-  4- .  .  .  -+-  c„  x "  -+- .  .  . 

et  la  fonction  entière  f{x)  est  aussi  d'ordre  apparent  p  :  il  suffit 
d'établir  la  proposition  pour  cette  dernière.  Posons 

P„(^-)  =  1  -1-  CXX  -+-. .  .-+-  cnxn\ 
si  |  x  |  <  r, 

|P»(*)|  <H-|c,  \r -}-... -+-\cn\rn. 

Or,  la  fonction  f{x)  étant  d'ordre  apparent  p,  on  a,  pour  toute 
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valeur  de  x  dont  le  module  ne  dépasse  pas  2  /•, 

....  *.Hi2n 

|/(.r)|<e«^\  \cn\< 


(.ar)" 
et.  par  suite, 

|  P„  (x)  |<  e"  1»  ■ f+e  T 1  -+-  i  -t-  .  .  .  -f-  ^]  <  2eHi2'-)î+6  <  f»''e+£'. 

Les  polynômes  P„(x)  sont  donc  d'ordre  apparent  p  et,  par  consé- 
quent, la  fonction  f(x),  limite  de  ces  polynômes,  est  une 
fonction  entière  de  genre  p  :  il  en  est  de  même  de  la  fonction 
donnée  Axh/(x). 

Les  polynômes  P/r(a?)  introduits  ici  s'appellent  les  polynômes 
sections  de  la  fonction /(a?)  :  la  notion  de  famille  normale  de 
polynômes  d'ordre  p  permet  de  démontrer  aisément  et  de  généra- 
liser diverses  propositions,  concernant  ces  polynômes  sections, 
obtenues  par  M.  Petrovitch,  mais  je  renverrai  pour  ce  pointa  mon 
Mémoire  cité. 


o.  En  considérant  une  fonction  entière  comme  limite  d'une 
suite  de  polynômes,  on  peut  obtenir  aisément  les  théorèmes  de 
Laguerre  sur  les  fonctions  de  genre  iîni,  qui  n'ont  qu'un  nombre 
fini  de  zéros  imaginaires;  ainsi  que  certaines  généralisations 
récentes  de  M.  Jensen.  On  pénètre  d'ailleurs  mieux  le  sens  de  ces 
propositions  et  la  manière  dont  elles  se  relient  aux  théorèmes 
analogues  concernant  les  polynômes. 

Considérons,  en  effet,  une  fonction  entière  de  genre  p  à  coeffi- 
cients réels 

f(x)  =  1  -+-  CiX  -+-  c2x-  -+- h-  cnx"  -t-. . ., 

et  supposons  que  tous  les  zéros  de  f{x)  soient  réels.  On  peut 
écrire 

/(#)  =  eQWG(#)-   lim   e{in"^Vn(x), 


avec 


Pn(x) 


aA,  a2 an,    ...    désignant  les  zéros   réels  de  f(x),   Q(x') 

et  Qn(x)  désignant  des  polynômes  de  degré  p.  Prenons  l'entier  Xn 
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assez  grand  pour  que  l'on  ait,  dans  le  oerclë  | ./  |  <  n, 

1 


o   \*« 


on  aura  alors 


lim  Prt(i4-^)  "  =    l,m    R„  (./•). 


Le  polynôme  R„(.r)  est  de  degré  n  -f-X«/?j  ses  racines  sont  les 
nombres  at ,  <i>,  .  .  . ,  a,4  et  les  p  racines  de  l'équation 

1  -4-  ^—  =  o. 

Ces  dernières  racines  ont  un  module  supérieur  à  «,  sinon  on  aurait, 
pour  une  valeur  de  x  de  module  inférieur  à  n, 

1  —  e*n  x  o    <  -  , 

1  '        n 

ce  qui  est  impossible.  Les  racines  de  cette  dernière  équation  ont 
donc  pour  seul  point  limite  le  point  à  l'infini  lorsque  11  croît  indé- 
finiment. 

Calculons  la  dérivée  def(x)  : 

f(.v)=  lim  K(x); 

n  —  ce 

R'„(#)  est  de  degré  n-\-\np  —  1  ;  ce  polynôme  a  pour  racines  : 
i°  les  n  —  1   racines,  réelles  dont  l'existence  est  démontrée  par  le 


théorème  de  Rolle;  20  les  p  zéros  de  1+  -^  avec  le  degré  de  mul- 


tiplicité \n —  1  ;  il  en  reste 

£n  —  i) -+- p ln  —  [p (Xn  —  1  )  -+-  ( n  —  1)],=  p, 

et  ces  p  racines  peuvent  être  réelles  ou  imaginaires.  Or,  les  zéros 

de  i  +  y^  ont  pour  seul  point  limite  le  point  à  l'infini;  les  autres 

racines  ont  pour  limites  les  zéros  de  f'(x)  :  nous  voyons  donc 
que /'(a?)  a  au  plus  p  racines  imaginaires,  et  p  —  1  si  p  est  impair. 
Le  raisonnement  demeure  le  même  si  l'on  suppose  que  /  (x) 
a  iq  racines  imaginaires,  alors  f'(x)  a  au  plus  iq-\-p  racines 
imaginaires  :  c'est  le  théorème  de  Laguerre. 
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On  peut  ajouter  que  /'.(#)  est  de  genre  p  :  en  effet,  supposons, 
par  exemple,  que/(.r)  ait  ses  racines  réelles  et  posons 

R'„  =  (i+^y,,_1S„(.r). 

L'équation  Sn(.r)  =  o  admet  les  n  —  i  racines  réelles  prévues  par 
le  théorème  de  Rolle  et  un  nombre  limité  de  racines  imaginaires 
ou  réelles  qui  ont  pour  limites  des  racines  de  f'{jc)  ou  l'infini.  Il 
en  résulte  que  les  polynômes  Sn(x)  sont  d'ordre  p  comme  les 
polynômes  P„(x)  :  en  effet,  la  somme 


.p+s 


relative  aux  racines  réelles  non  nulles  de  modules  p,,  p2,  .  .  . ,  pm 
(m^n  —  i)  est  inférieure  à 


i 

7F 


•+7pVi<2^i 


et  cette  somme  est  bornée  ;  d'autre  part,  les  autres  racines 
de  Srt(;r),  qui  sont  en  nombre  limité,  ont  des  modules  dont  les 
inverses  sont  nécessairement  bornés.  Le  polynôme  Sn(x)  est  donc 
d'ordre  p.  Il  en  résulte  que  l'on  peut  trouver  des  polynômes  Tn(a?  ) 
tels  que  eJ";,)  S,t(  x  )  ail  pour  limite  une  fonction  entière  de  genre/?  ; 
donc,  comme 

a  une  limite,  il  en  est  de  même  de  e®n~T'  et,  par  suite,  de  Q„  —  Trt, 
qui  a  pour  limite  un  polynôme  de  degré  p.  Par  conséquent,  f  {ce)  est 
de  genre  p  et  il  en  est  de  même  de  f" {x)  et  de  toutes  les  dérivées 
def(x). 

On  peut,  en  suivant  la  même  voie,  étendre  aux  fonctions  entières 
de  genre  fini  le  théorème  de  Poulain,  comme  l'a  fait  M.  Jensen  (  '  ). 
On  sait  que  si  le  polynôme  P(.r)  a  iq  racines  imaginaires  au  plus, 
et  si  le  polynôme 

A0  +  Ai  x  -+- . .  .  -t-  Kk-xk  =  o 


(l)    Jenskn,  Recherches   sur   la  théorie,  des   équations  (Acta  nuitheniatica, 
t,  36,.  1912-1913,  p.  181). 
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a  toutes  ses  racines  réelles,  l'équatio'n 

A„l'  ■+■  \ ,  P'  +  ...-+-  AA  \'">  =  o 

n'a  pas  plus  de  ay  racines  imaginaires.  Soit  maintenant  f(x)  une 
fonction  entière  de  genre  p  qui  a  au  plus  ifj  racines  imaginaires, 
je  dis  que  l'équation 

ffi  x  |  =  A„/ix,  +  kj'i.v  ,  -h  .  .  .^  A/,/  *>(*)  =  o 

a  au  plus  2<y  +  pA  racines  imaginaires. 

La  fonction  g(x)  est,  en  effet,  la  limite  du  polynôme 

gn{x)  =  A0  R„  +  A,  Wn  +'.  . .+  AA-R,/'  ■ 

qui  est  de  degré    71 -\- p\„  ;    comme    le   polynôme    Rw   est  de   la 

forme  /  1  -+-  ~  )  "  P„,  il  en  résulte  que  g,,(  x  )  contient  /  i  -h  -^-  ) 

en  facteur  et  ce  facteur  nous  fournit  pi  Xn —  k)  racines  de  gn{x) 
qui  ont  pour  limite  l'infini.  En  outre,  comme  RH(#)  a  au 
moins  n —  iq  racines  réelles,  il  en  est  de  même  de  gn{x)  '■  il 
reste  alors 

n  -+-  p  \„  —  [p  (  \n  —  k)  -+-  n  —  iq\  —  iq  -+-  pk 

racines  qui  peuvent  être  réelles  ou  imaginaires.  Comme  les  poly- 
nômes gn{x)  ont  pour  limite  la  fonction  g(x),  on  en  conclut 
que  cette  fonction  n'a  pas  plus  de  2CJ -\-  pk  racines  imaginaires. 
Le  théorème  de  Laguerre  est  un  cas  particulier  de  cette  propo- 
sition. 


LA  LOI  ÉLECTRODYNAMIQUE  DE  RIEMANN, 

LE  PÉRIHÉLIE  DE  MERCURE 

ET    LA    DÉVIATION    DES    RAYONS    LUMINEUX; 

Par  M.  Gaston  BERTRAND. 


1.  La  loi  de  Riemann. —  D'après  Rieinann,  une  masse  m(x,y,  z) 
exerce  sur  une  niasse  m\x\y\  z)  une  action  dont  les  composantes 
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sont 

X  =■ 
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fmm'  x — x       fmm'   d 


2  c2     dt 


fmm'    i    x'  —  x 


i    x' —  x  Y  /  <lx 
T2        r       \\  dt 


2 

1  dx' 

dx 

)] 

r 

[lu 

~  ~dî 

dx\ 
dt  ) 

't( 

dy' 
dt 

et  les  deux  analogues  en  Y  et  Z. 


/"est  un  coeffieient  et  c  représente  la  vitesse  de  la  lumière. 
Soient  donc  le  Soleil  m  (ce,  y,  z)  et  la  Planète  m'(x\y':  z'  ;  on  a 
pour  leur  mouvement  absolu  les  équations 


d*x 
In 


d*x' 
~d~F 


fm'  x 

r- 


fm'    d  Y  2  f  dx 
■:>,c2    dt  L  r  \  dt 


dx' 
1t 


>l 


fm'    1    x  —  x' Y I dx       dx' \-       l  dy       dy'  \2       /  dz       dz'\*~\ 
2C«   r2        r       [ l  777  ~~  ~dt  )         \  Tt         Ht  J         \dt        dt  J    J 

fm    x'  —  x        fm     d  Y 1  1  dx'        dx  \ 

~72        7-  k2  777  [7-  \  "777"      777  / 

_/#n     1    x'  —  x  X  I dx'       dx\'2       1  dy'       dy  \2       /  o?s'       ^Vl 
t&    7^        7        Lv"^"-"^/   +  \~dT~  dt  !    +\~dt~dl)    J 


d'où,    en  rétranchant  la  première  de  la   seconde,   l'équation  du 
mouvement  relatif  de  la  planète  : 


d'2x'       d'2x 
~dT-         ~dF 


f{  m  -+-  m.')  x' 


f(  m 


m'  )    d 
~~  dt 


Y  1  I  dx'        dx\l 
\_r\~dT  ~  7t)\ 


/'{  m  -t-  m'  )    1    x' —  x 


Y  /  dx' 
l\~dT 


dx  \2 
dt  ) 


dy'  _  <tyy 
dt  dt 


d£ 
~dt 


dzy 

dt) 


Autrement  dit,  les  équations  du  mouvement  relatif  d'une  masse 
m(x,  y,  3),  attirée  par  une  autre  masse,  sont 

d2x  _        fMx        /M    d  l\   dx\       /M  xv-2 
"dt2   ~  r~3  c7"  777  \r  dt  )  ~  2c*     r3 

et  les  deux  analogues  en  y  et  z. 


2.  Loi  de  Rieoiann  modifiée.  —  Cette  loi,  comme  on  le  sait, 
ne  conduit  pas  à  la  formule  d'Einstein  pour  le  périhélie  de  Mercure. 
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On  |)ciii  la  rendre  plus  souple  en  introduisant  un  coefficient  indé- 
terminé a  dans  les  second  et  troisième  termes.  On  a  ainsi  les 
trois  équations  : 


d*x 
dt*.  ~~ 

/Ma* 
r» 

g/ M    d  i  1 

C*         <//    '    /• 

~dt  )~ 

g/M  xv* 

1  c'2      r3 

d\y 

1ÎF  ~~ 

/M  y 
r3 

g/M    r/  /  1 

c2        ûfr  \  /' 

ày\ 

dt) 

g/M    yv- 

■>.  c2      r3 

d*z 

/Mz 

cè/M    d  /  1 

dz  \ 

g /"M   z p« 

dt2 

r3 

c2      r/£  1  r 

dt 

•i  c2      r3 

Equation  des  aires 
y  _     ^f  _   _  g/ M  r 

g/M 


</2r        ^!f  _  _  a/M  f     rf/irfr 

37  ^2     r  dt>  T'       c2   r  ^U  ~dt 


d  /  1    fAr 


dt  \  r   dt 


d- 

1  /     d-y  d-x\  r  (     dy 

T-Jrr  —y  — 


dx 

dt 


!    '    ,  y  <** 

d 


d^y  d*x\  (         g/M\  g /M      ri    dy  dx\ 


d*y  d\r  a/ M       /• 


dt* 


■y 


dt9- 


dt 


dy 

dt       J 


dx 
~di 


g/ M 


=  o  ; 


d'où  les  trois  équations  des  aires  : 


ce  qui  donne 


Yz  -+-T'x  -+-  V" y  =  o. 


Quelles  que  soient  les  conditions  initiales,   le   mouvement   est 
plan  et  l'on  peut  faire  z  =  o. 
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Équation  des  forces  vives  : 


d"-x  dx        d2y  dy  _        fM  (    dx  dy\  _  a/ M  v^  l     dx  dy 

IF  ~di + ~dïï  1i  ~ '~  ~i^  \x  dt  ~* y  dt  )  ~   >.c2    r»  \x  dt  +r  dt 

oc/M  ["  dx    d  /  i   dx\        dy    d  /  i   dy\~l 
c*~  [  ~dt  dt  \  r  ~dt  /  +  ~dl  dt\r  ~dt  /]' 

d1 
d  1 1>*  \  _        /M   dr  _  a/M   v*_  *£  _  g/M    2  _ï  _  g-/IU  £  (  çl\ 
di\ï)~        r*~  d7         Tcâ"  /-2  <#  c*     '  "  dt         c*r    dt\  2  / 


^         rfi!  2C2  flfr  2C!     /■    (/<V 


,1 

/■       a/M    rf  y  p* 


J         dt  2CJ     (//  \ 


2C-      c//   \     /' 

r2   _    /'M  y/M    ç2         A 

2  r  ic-     r         2  ' 


d'où  l'équation  des  forces  vives 


a/M\       a/M        . 

,..2      j  H £ —       —   _' )_  /,. 


c-/- 


3.   Etude  de  la  trajectoire.  —  Je  pose 


Les  deux  intégrales  précédentes  s'écrivent 


„rfô  _ 


flf<  1-+-   {-LU 

dr"-  dt)2        ilu-+-h 


dt2  dt-  1  -+-  \x  u 

F2  (-p-  -h  «2 }  =  (?.X«  -+-  A)  (1  -+-  \j-u)  =  aXfiwa-+-  (aX  -1-  jjl A) m.  -+-  h. 


du2 


>>!»> 

9-~' 

v  -+-  \xh            h 

\  Zl2  H 

—^-r —  ll  ■+■  ™ 

V*      ! 

r2             r2 
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Pour  une  trajectoire  voisine  d'une  trajectoire  elliptique,  on  a 

1  — pj-  >  o,       h  <  o, 

1  du  -  2  X  -+-  u.  h  li 

ii1  • 


•>.Xa  (/o-  "  n  —  2X11        n  — 2Àu 

'7TT 

1         du*  /  ià  +  |jl/i\2      4x2—  4X[ji/n-  fx*/t*-+-4Ari 


2  x,u  de*         \       2  n  —  4 X|jl  /  (  2 r2  —  4  Xjjl )2 

1      f2" 


d'où  l'équation  de  la  trajectoire 


•>. À  -f-  [jl //  v/fX'-—  4 X [j. /*  -+-  [x2/*2-4-  4  AT2  /         2X|. 


r      2  r2  —  4  x  p.  2  r2  —  4  ^  m- 


cos(o-e0)i/  i 


V-T^ 


i.    Rotation  du  périhélie.  —  Le  rayon  vecteur  esl  minimum 
quand 


l/l-^(0„-0o)  =   2/tTI) 
2  n  7T 

0«      =  Oo  -+- 


.  .  2it(/n-i) 


ce  qui  donne,  pour  la  rotation  du  périhélie. 


1T. 

6i>  = 


/  2X,X 


La  trajectoire  étant  infiniment  voisine  d'une  ellipse,  la  quantité 
'y^  est  infiniment  petite  et  l'on  a 


A,U 


oQ  ==  ait  -j±, 

c'est-à-dire 

/2M2 


oii  =  2  ira 


c2T2 
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Le  mouvement  a  lieu  sensiblement  suivant  les  lois  de  Kepler,  ce 
qui  donne 

r2T2  =  4  7i2a4(i  —  e2), 

T,  durée  de  la  révolution;  a,  demi-grand  axe;  e,  excentricité. 
D'où  la  formule  cherchée 

ÔQ  =  8  y. 


caT*(i  —  e8) 


5.  Trajectoire  des  rayons  lumineux.  —  Je  considère  le 
rayon  lumineux  comme  une  particule  électrisée  partant  de  l'infini 
avec  la  vitesse  c  et  venant  passer  à  la  distance  minimum  R  du  centre 
du  Soleil. 

On  a  alors  les  deux  équations 

,  do        r  r 

al        r  -+-  \j. 

C2/'4--2À 

l>2  = 

r  -+-  fi 

Soit  r0  la  vitesse  de  la  particule  au  périhélie  : 

TR 


Rc„  = 


c2R  -f-ïX 


°~       R  +  [/    ' 

ce  qui  donne 

T2=,  (c2R  +  2X)(R-t-  \j.). 

L'équation  de  la  trajectoire  est  la  même  qu'au  n°  3  : 


1              2  À  -t-  M  C2             J \  A2  —  4  X  U  C2  -H  W2  C*  -+-  4  C2  T2              i     /             2  X  U   . 
-   =   S-V-    -t- - ■ 4 COS  t  /    1 =T"  ( 

En  effet, 

2  a/2  M2 

2XjJL  2X(X  C4 


r«  (c'-R-4-2X)(R-hfx)  /r   i    2'/M\  /r   !   a-/M 


c* 
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Or,  —7-  esl  approximativement  égal  à  ikm,5oo|et  pour  un  rayon 


c 
rasant  la  surface  du  Soleil 


R  =  6955ook 


Donc  le  facteur  de  (9  —  0„  1  esl  extrêmement  voisin  del'unité. 
D'autre  part,  on  a 

2  V-  —  4 1  [x  =  2  R  (  c-  R  -h  2  X  -+-  c2  fx), 


y/4  À2  —  4  ^ c'2  -+-  lx2  c''  -+■  4  c2  F2  =  2  c2  R  -+-  2  À  H-  c2  [j.. 
El  l'équation  de  la  trajectoire  d'un  rayon  lumineux  est 


I    _  2  À  -+-  C2  \X  l  C2  R  -+-  2  X  -+-  C2  JJL  .  /  2  À  |JL     . 

/"■  _  2R(c2R  +  2À  -4-f*;ji)  "^  aR(f»R-i-aX-t-c*|Ji;  C°*  V     '  _  "^~ 


ou  encore 


/"M  D        fM 

—  (  a  -f-  a  )  2R4-  " — —  (  2  -+-  a  ) 


'■  2r[R-+--^1(2  +  ,)]  2R[R  +  ^,(2  +  a,]  V  l 

ce  qui  montre  que  le  rapport  du  premier  coefficient  au  second  est 
/M 


de  l'ordre  de    , 

c2  K 


6.  Déviation  cV  un  rayon  lumineux.  —  Soit  la  courbe 

-  =  A  +  BcosKO, 
r 

A 

ô-  et  1  —  K  étant  très  petits.  Une  direction  asvmptotique  esl  déter- 


B 

minée  par  l'équation 


K0,=  ï+|, 


et  l'on  a  pour  la  direction  symétrique 

*       A 
K62= k' 

2  n 
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Or,  on  a  vu  que  '—  est  du  premier  ordre  en  ,^—rr  et  i  —  K  du  second 
'       H  '  c- R 

ordre.  On  a  donc  par  la  déviation  cherchée 


A 

0  =  1-, 


ou  tout  simplement 


fM 

•_,*  +  ,) 

2  C2 


R       /M(a-ha) 

û-       ^R 


7.   Résume.  — ■   Formules  d'Einstein  : 

o  =  4 


csT2(i-es)  ^c2R 

Loi  de  Riemann  modifiée  : 

c2T2(i  —  e2j  c*K 

Loi  de  Newton  (a  =  o)  : 

/'  M 
80  =  o,  o  =  ■:>,■-— . 

c1  R 

8.  Conclusion.  —  I.  Si  l'on  adopte  f\i ",  o,  pour  la  rotation 
séculaire  du  périhélie  de  Mercure,  il  faut  prendre  a  =  3,  et  la 
déviation  d'un  rayon  lumineux  est   * 

8     =    — 5 

c*R 

c'esl-à-dire  pour  un  rayon  rasant  la  surface  du  Soleil  2,2  au  lieu 
de  1  ,70  déduite  de  la  formule  d'Einstein. 

IL  Si  l'on  adopte  les  calculs  de  Grossmann  cpii  donnent  38"  tout 
au  plus  pour  Mercure,  le  nombre  a  qui  caractérise  le  champ  élec- 
trique solaire  est  égal  à  2,0'  environ;  ce  qui  donne  pour  0 

0  =  '2",0. 

Il  faudra  donc  des  mesures  d'une  extrême  précision  pour  choisir 
entre  Einstein  et  Riemann. 
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COMPTES   RENDUS    ET   ANALYSES 


DICKSON  1  Léonard  Eugène),  Correspondant  de  l'Institut  de  France,  pro- 

fes-<>r  <>f  niathematics  in  the   l'niversity  of  Chicago.  —  Fiust  COURSE  IN 
the  thkory  of  équations  i  New- York,  John  Wiley  and  Suns;  197.2). 

Cette  excellente  introduction  à  la  théorie  des  équations  algé- 
briques est  élémentaire  et,  en  même  temps,  on  reconnaît  immé- 
diatement qu'elle  a  été  écrite  par  un  algébriste  éminent  et  qu'elle 
a  été  rédigée  avec  soin,  contenant  de  nombreux  exercices,  bien 
choisis,  qui  exerceront  parfaitement  un  étudiant  attentif. 

Après  quelques  définitions  et  remarques  simples,  l'auteur  pose, 
comme  un  principe  tiré  de  1  expérience,  le  théorème  fondamental 
de  l'Algèbre  (p.  17),  et  c'est  logique,  car  le  théorème  relatif  aux 
m  racines  d'un  polynôme  de  degré  m  est  un  théorème  d'Analyse. 

Puis,  l'auteur  donne  deux  règles  (p.  21  et  22  1  pour  trouver  des 
limites  supérieures  des  racines  réelles  des  équations  à  coefficients 
réels.  La  première  règle  est  souvent  attribuée  à  Lagrange.  Notons 
que  la  démonstration  repose  simplement  sur  ce  fait  que  le  quo- 
tient de  xm —  1  para;  —  1  est  la  progression  1  -\-x  -\-x- -{-...-{- ocm~{ . 

Ensuite.  M.  Dickson  résout  les  équations  de  degré  3  et  4-  il 
donne  le  théorème  de  Rolle,  et  nous  arrivons  alors  aux  théorèmes 
classiques  (Chap.  A  I  i. 

D'abord  la  «  Règle  de  Descartes  »  :  le  nombre  des  racines 
positives  d'une  équation  à  coefficients  réels  est  au  plus  égal  au 
nombre  des  variations.  S'il  existe  une  différence,  c'est  un  nombre 
pair.  M.  Dickson  expose  la  démonstration  du  professeur  D.-R. 
Curtiss. 

Nous  apprenons  maintenant  à  former  les  «  suites  de  Sturm  ». 
Soit  f(x)  le  polynôme,  soit  f\(x)  sa  dérivée.  On  fait  des  opéra- 
tions analogues  à  celles  qui  donnent  le  plus  grand  commun  divi- 
seur 

f=9lfi—  /il  fi=  ÇïA—A-  ■•-,  //i-s=  Çn-i/n-l—  fn, 

fn  est  une  constante  non  nulle.  Dans  le  cas  contraire,  il  v  aurait 
une  racine  multiple,  hypothèse  exclue  provisoirement.  Les  nombres 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  20  série,  t.  XLYI.  (A.oùt  1922.)  18 


i;4  PREMIÈRE  PARTIE. 

a  et  b  n'étant  pas  des  racines,  le  nombre  des  racines  comprises 
entre  a  et  b  est  é°al  à  l'excès  du  nombre  des  variations  de  la 
suite  /(x),  ft(x),  ...,  fn_.\{x),  f„.  pour  x  =  a  sur  ce  même 
nombre  pour  x  =  b. 

Plus  loin  (p.  82),  le  cas  des  racines  multiples  est  examiné;  le 
théorème  subsiste,  toute  racine  multiple  étant  comptée  une  seule 
fois. 

La  théorie  de  Sturm  est  d'autant  plus  intéressante  que  Sturm  a 
établi  des  théorèmes  fondamentaux  sur  la  séparation  des  racines 
des  solutions  des  équations  différentielles  ('). 

Le  «  théorème  de  Budan  »  (que  nous  attribuons  à  Fourier)  est 
plus  vague,  théoriquement,  que  celui  de  Sturm,  mais  il  est  souvent 
d'un  emploi  plus  commode;  on  forme  la  suite  des  dérivées 

f(x),  /'(.r),    ...,  /»  =  coùst. 

le  nombre  des  racines  de  l'équation,  comprises  entre  a  et  6,  est  au 
plus  égal  au  nombre  des  variations  perdues  par  la  suite,  quand  on 
fait  successivement  x  =  a  et  x  =  b.  S'il  existe  une  différence, 
c'est  un  nombre  pair. 

Si.  en  outre,  a  et  b  étaient  des  racines,  on  ne  les  compterait  pas. 
Et  une  racine  multiple  équivaut  à p  racines  simples. 

Nous  retrouvons  (p.  85)  la  Règle  de  Descartes,  comme  corol- 
laire du  théorème  de  Budan. 

Le  Chapitre  \  II  est  consacré  au  calcul  numérique  des  racines. 
M.  Dickson  nous  donne  la  bonne  vieille  méthode  de  Horner.  Si  une 
racine  est  comprise  entre  2  et  3,  on  pose  x  =  2  -\-  p  et  l'on  trouve 
une  équation  en/),  que  l'on  réduit  à  ses  deux  derniers  ternies  : 

A  P—P>  =  o. 

On  a  ainsi  une  valeur  approchée  de  p:  soit//  cette  valeur.  On 
pose  p  =p'-\~  li  et  Ton  continue.  Les  calculs  peuvent  être  disposés 
d'une  manière  très  commode. 

L'auteur  n'a  pas  voulu  omettre  la  méthode  classique  de  Newton. 
Les  méthodes  ne  manquent  pas;  la  meilleure  est  celle  que  l'on 
manie  mieux  ! 

Nous  trouvons,  dans  le  Chapitre  VIII,  les  équations  linéaires  et 
les  déterminants.  Comme  d'habitude,  M.  Dickson  donne,  par  un 

(')  Voir,  par  exemple,  dans  la  Collection  Borel,  les  Leçons  de  Maxime  Bôchcr 
sur  les  Méthodes  de  Sturm. 
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cas  particulier,  l'intuition  de  La  théorie  générale.  Rien  n'esl  plus 
agréable,  pour  1»;  lecteur;  l'art  d'un  maître  consiste  à  trouver  le 
cas  particulier  qui  contient  toute  la  richesse  essentielle  de  1  idée  à 
mettre  en  valeur. 

Je  remarque  que  la  théorie  du  produit  des  déterminants,  tirée 
des  développements  de  Laplaçe,  n'est  pas  la  plus  -impie  pour  un 
débutant;  mais  celte  question,  comme  toutes  les  autres,  est  admi- 
rablement présentée. 

La  théorie  des  fonctions  rationnelles  symétriques  t'ait  l'objet  du 
Chapitre  IX,  qui  contient  ces  deux  théorèmes  : 

i°'Soit  P  un  polynôme  symétrique  par  rapport  aux  racines  de 
l'équation /(a?)  =  o,  P  s'exprime  par  un  polynôme,  à  coefficients" 
entiers,  par  rapport  aux  coefficients  de  P  et  de/. 

20  Soit  P  une  fonction  rationnelle  des  racine*  a , .  eta,  ....  a„  de 
l'équation  /=  o;  P  étant  symétrique  par  rapport  aux  racines  «,, 
rto,  ..  .,  rt«_t  ;  P  s'exprime  par  une  fonction  rationnelle,  à  coeffi- 
cients entiers,  de  an  et  des  coefficients  de  P  et  de  f{x). 

On  doit  remarquer  qu'une  fonction  rationnelle  symétrique  se 
ramène  au  quotient  de  deux  polynômes  symétriques. 

Le  résultant  de  deux  équations  algébriques  est  donné,  théori- 
quement, par  des  fonctions  symétriques. 

Si,  comme  Bezout  ou  Svlvester,  on  fait,  intuitivement,  des  opé- 
rations simples  sur  les  deux  équations,  pour  exprimer  qu'elles  ont 
une  racine  commune,  on  trouve,  immédiatement,  un  certain  déter- 
minant; est-ce  bien  le  résultant?  Les  calculs  n'ont-ils  pas  introduit 
des  facteur  parasites? 

J'admire  l'habileté  (p.  i4o)  avec  laquelle  M.  Dickson  répond  à 
cette  question.  Il  passe  du  déterminant  de  Svlvester  à  un  autre, 
contenant  un  paramètre  z;  il  retourne  ce  déterminant,  de  sorte 
que  le  facteur  [/{'$) —  ^|  apparaît,  f  étant  un  des  polynômes 
donnés.  rp  étant  une  racine  de  l'autre  polynôme. 

En  jouant  ainsi  avec  les  équations  et  les  déterminants,  on  devient 
algébriste  ! 

L'Ouvrage  se  termine  par  le  théorème  fondamental  de  l'Algèbre, 
qui  demande  la  connaissance,  au  moins  intuitive,  des  éléments  de 
1  Analyse  du  continu. 

Si  un  bon  «  taupin  »  veut  étudier  ce  livre,  il  deviendra  habile  et 
savant,  et  il  apprendra  un  peu  la  langue  de  nos  grands  Alliés, 
Anglais  et  Américains,  qui  demeurent  nos  grands  amis. 


276  PREMIERE  PAKTIE.  —  MÉLANGES. 

Les  étudiants  doivent  tirer  grand  parti  de  ce  Livre  et  les  profes- 
seur le  liront  avec  beaucoup  de  plaisir. 

Robert  d'Adhémau. 
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SUR  LA  DÉMONSTRATION  DES  LOIS  DE  LA  MÉCANIQUE 
D'APRÈS  LA  THÉORIE  D'EINSTEIN; 


Par  M.   H.  M  IN  EU  H. 


Considérons  avec  M.  Einstein  l'univers  comme  une  multiplicité 
à  quatre  dimensions  dans  laquelle  la  matière  se  trouve  répartie. 
Nous  nous  placerons  dans  le  cas  le  plus  général,  nous  supposerons 
que  la  matière  qui  remplit  l'univers  est  un  fluide  compressible  ou 
non  dont  la  densité  en  certaines  régions  peut  être  nulle.  Soient  a?', 
a?2,  .r:!,  xk  les  coordonnées  d'un  point  de  cette  multiplicité,  soient 

ds2  =  gik  dxi  dxk 

le  carré  de  «  l'intervalle  »  des  deux  points  oc1,  x'-^-dx',  et  R/aav  le 
tenseur  de  Riemânn-Christoffel  ;  nous  désignerons  par  R/aa/w  la 
dérivée  covariante  de  ce  tenseur,  l'indice  m  étant  l'indice  de  déri- 
vation, nous  poserons  *, 

R//iaf  =  gV-$  R/A«[i 

et 

en  ayant  soin,  lorsque  nous  changerons  un  indice  covariant  en  un 
indice  contrevariant  par  l'opération  précédente,  de  laisser  cet 
indice  à  la  même  distance  de  la  lettre  R.  Désignons  parR'tle  tenseur 
contracté  : 

Ri  =  R!*«a 


et  par  R  l'invariant  R  =  R'. 

La  dérivée  covariante  de  R^  est 

Ks  =  r:*«c 

et  celle  de  R  est 

R,=  R',A 
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Soient  u0  la  densité  au  repos  delà  matière  en  un  point  de  l'univers, 
dx 


a'  =  —t-  la  vitesse  d'univers  de  la  matière  en  ce  point.  Le  tenseur 


est  appelé  tenseur  d'énergie  et  de  quantité  de  mouvement. 
La  loi  d'Einstein  s'exprime  par  les  équations 

qui  sont  en  somme  les  équations  de  l'Hydrodynamique  dans  cette 
théorie. 

Si  l'on  se  donne  la  répartition  de  la  matière  et  la  vitesse  des  parti- 
cules matérielles  sur  une  multiplicité  à  trois  dimensions  M  située 
dans  l'univers  et  le  ds-  de  cette  multiplicité,  ces  équations  d'Einstein 
définissent  les  coefficients  gn,  et  le  mouvement  de  la  matière  dans 
tout  l'univers  ;  il  faudra  cependant  que  le  ds'1  de  M  vérifie  certaines 
conditions,  par  exemple  s'il  n'y  a  pas  de  matière  présente, l'univers 
sera  euclidien  et  le  ds-  de  M  devra  être  tel  qu'on  puisse  placer  M 
dans  une  multiplicité  euclidienne  à  quatre  dimensions.  Si  la  mul- 
tiplicité à  trois  dimensions  considérée  M  est  une  section  de  l'uni- 
vers à  temps  constant  pour  un  certain  observateur,  le  résultat  que 
nous  venons  d'énoncer  est  équivalent  au  résultat  de  l'ancienne 
Mécanique,  d'après  lequel  le  mouvement  d'un  ensemble  de  parti- 
cules matérielles,  s'attirant  en  vertu  de  la  loi  de  Newton,  est 
déterminé  si  l'on  se  donne  les  positions  et  les  vitesses  de  ces  par- 
ticules à  un  instant  initial.  Pour  la  loi  d'Einstein,  la  démonstration 
de  ce  résultat  est  encore  à. trouver;  la  question  se  complique  de  ce 
fait  qu'il  faut  donner  une  définition  précise  du  système  de  coor- 
données auquel  on  rapportera  la  solution  trouvée  ;  la  valeur  des  gm 
dépend,  en  effet,  de  ce  système  de  coordonnées,  et  ne  sera  définie 
que  si  ce  système  l'est  aussi;  la  méthode  la  plus  naturelle  consiste- 
rait à  utiliser,  pour  définir  le  système  de  coordonnées,  le  ds'2  de 
l'univers  et  la  matière  présente,  par  exemple  à  employer  un  système 
de  coordonnées  dans  lequel  les  courbes  x{  variables  sont  des  géodé- 
siques  orthogonales  à  M  et  la  coordonnée  x,  l'arc  de  ces  lignes; 
on  voit  que  le  système  de  coordonnées  lui-même  intervient  alors 
comme  inconnue  dans  le  problème. 

Nous  supposerons  que,  dans  l'univers  que  nous  considérons,  la 
matière  soit  reliée  aux  gn  par  les  équations  d'Einstein  précédem- 
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ment  écrites  et  nous  donnerons  une  démonstration  que  nous 
croyons  nouvelle  du  théorème  suivant  : 

«   La    divergence    de    Rf A'/R?    c'est-à-dire    la    quantité 

R*A  —  -^?Ra,  est  nulle.  » 

Nous  en  déduirons  les  quatre  équations 

1%  =  o; 

elles  expriment  que  chaque  particule  matérielle  décrit  une  géo- 
désique  de  l'univers;  nous  en  déduirons  une  autre  qui,  par  sa 
forme,  rappelle  l'équation  de  continuité  en  Hydrodynamique,  dans 
le  cas  où  Ton  a  affaire  à  une  particule  isolée,  cette  équation  exprime 
que  la  masse  au  repos  de  la  particule  reste  constante  ;  la  masse 
n'étant  qu'une  forme  de  l'énergie,  1  équation  dont  nous  venons  de 
parler  exprimera  la  conservation  de  l'énergie. 

I.  R**-£tf*R*=o. 

Cette  identité  fait  intervenir  les  dérivées  cov'ariantes  du  tenseur 
de  Riemann-Chrisloffel,  voici  comment  nous  introduirons  ces  élé- 
ments : 

Soient  A'  un  vecteur,  A'/(/.  sa  dérivée  covariânte  seconde  ;  on  a 
l'identité  bien  connue 

A'/,/,  —  -V/./<=  R'///.aAa: 

prenons  la  dérivée  covariânte  des  deux  membres  de  cette  identité 
par  rapport  à  1  indice  /  : 

A  7,  A  /  -  A '/,  hl=\\ h  *i,A« 4-  R %  a  A  * i . 

Le  tenseur  dérivé  du  tenseur  de  Riemann-Christoffel  intervient 
dans  cette  identité.  Dans  le  premier  membre  nous  avons  la  diffé- 
rence de  deux  dérivées  covariantes  troisièmes  du  tenseur  A',  mais 
pour  ces  deux  dérivées  le  dernier  indice  de  dérivation  est  le  même; 
cherchons  donc  l'expression  de  la  différence  analogue 

A4*/-AW 
Le  calcul  se  fait  facilement  en  partant  des  expressions  des  déri- 
vées constantes  d'un  tenseur  (      )  et  d'un  tenseur  (       ,  on  trouve  : 
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Ceci  posé,  écrivons  successivemenl  : 


■-*79 


Kl 

Ki 

Y 


thk 


a'. //,/,  = R 

A'',,,-  R 


.//.a 


Km-*' 


ht  h 


R 


Km —  Kkht  —  R 


Km 


Ki,u=* 


/./a    A./»~+"  u///./.  -\x> 

A/«*Àa-4-R';/J/aA^, 
u«  a^+r^a:;, 

IknhK  +  R'./ka  A?/i» 
Ma  -V/.-—  «  a  Va- 
*Aa/A     "+"  "./A  a  *./• 


Ajoutons  ces  équations  membre  à  membre,  la  somme  des  pre- 
miers membres  est  nulle,  nous  aurons  donc  une  identité  contenant 
les  dérivées  covariantes  du  tenseur  de  Riemann-Christofïel.  Comme' 

R!/Wa  =  —  R'/Aa, 

la  somme  des  seconds  membres  se  réduit  à  six  termes  : 


[R//,/3 


iv 


Ik.h 


EW/]  A«+[  RlM*+  *W/a  -  R/,//,*]  V a  =  o. 


Il  faut  introduire  le  tenseur  contracté  R,/,aa  et  sa  dérivée  cova- 
riante  ;  dans  l'identité  précédente,  le  quatrième  indice  est  déjà 
muet  par  exemple  dans  le  troisième  terme  R(/i/ja/Aa;  pour  obtenir 
R//aa/  nous  emploierons  l'artifice  suivant  : 

Considérons  n  vecteurs  Aa'  .  À"  .  .  .  .,  Aa"' (  nous  nous  plaçons 
dans  le  cas  général  d'une  multiplicité  à  n  dimensions  ),  choisissons 
pour  Aj/  le  vecteur  dont  les  coordonnées  sont  : 

Aa  '  =  o  si     a  jéj'f 

kf  =  l- 

Ecrivons,  pour  le  vecteur  Aa",  l'identité  trouvée  et  faisons  dans 
cette  identité  j  =  h  ;  le  terme  R^^A* ,  par  exemple,  sera  nul 
lorsque  a  sera  différent  de  //.  et  égal  à  R,*//'/  lorsque  a  sera  égal  à  A, 
l'identité  nouvelle  sera  donc,  en  faisant  passer  l'indice  i  en  haut. 

âf*/**+  R''///'/,-  *?**?/-+ [*«**-+-  R/,Â-/a-  W]  A  *  :"«'=o. 

Faisons  enfin  dans  cette  identité  i  =  /. .  On  a 


ni      h 
"  .  //.■ .  h 

R*     ;' 


—  K./A./z 


K  .    '/i   .  k  ~  "//.'I 


R.aa.4/—  R/- 
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Les  trois  premiers  termes  ont  donc  pour  somme 


R/-îRf 


Il  est  facile  de  voir  que  la  somme  des  trois  derniers  est  nulle, 
cette  somme  s'écrit 

[R/A/x-t-  R/j//a+  RjV/ia]  Av/'  '*• 

Mais 

»  (Ai  \  1<X  l  A  (À) 

A      ,a  =  —  <  >  —  A      a, , 

OU 

A<*w«.=  A<*>^      -R/A/«  =  —■«/!*«; 
la  somme  considérée  s'écrit  donc 

-  A!/')'a[R/,//a+  R/taL/i —  R///,a  —  R/aAi"1-  Ri7Aa+  R_a/7H-]] 

elle  est  nulle,  en  vertu  des  identités 

Ra//«===  R/aA/j  RAa//=R//Aai  R;7//a  =  Ra/A;  ; 

donc 

R// R/  =  ().  C.  Q.  F.  D. 

II.   Si,  en  chaque  point  de  l'univers,  la  loi  d'Einstein 

Ri-;^R=-^n 

est  vérifiée,  nous  déduisons  de  l'identité  précédente  que 
Rappelons  que 

T*'*,==   fJLo«'«/l', 

a'  désignant  la  vitesse  d'univers  —r-  de  la  matière,  rappelons  égale- 
ment que  l'équation  des  lignes  géodésiques  est 


a1 ''«/,-=  o. 


Écrivons  que  T'A;  ==  o  : 


Posons 


d\x0     .    ,  :     ,  ... 

-p-r  c/'  aA  -H  Uo^a  ak -\-  a'  ak  —  o. 
ô.vk 


A  =  —  -1— r  a'1  +  aî= ï h  flt, 

[JL0    033*  |JL0      «S 


l'équation  obtenue  est 
Mais  nous  a\ons 
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n\ak ■+■  a'  A  =  o 


dx' 


donc 

giiectla*^  i  ; 

dérivons  cette  identité  par  rapport  à  s  : 

A7/.  (  «çi«*-+-  «'<**)  =  O, 

multiplions-la  par  as  et  remplaçons  afrt^,  afaf  respectivement  par 
—  Art'  et  —  Art*,  il  vient 

giiccttakk  =  o 
ou 

A  =  o; 
donc 

a-%a*  =  o. 

La  matière  décrit  les  géodésiques  de  V univers. 
L'équation  A  =  o  s'écrit 

i    d\x0          k 

elle  a  la  même  forme  que  l'équation  de  continuité  en  Hydrodyna- 
mique. Nous  allons  donner  son  interprétation  physique  : 

De  l'ensemble  des  particules  matérielles,  isolons,  par  la  pensée, 
un  ensemble  infiniment  petit  E. 

La  quantité  a\  est  un  invariant;  pour  trouver  sa  signification 
physique,  considérons  un  événement  e  qui  coïncide  à  un  instant 
donné  avec  l'ensemble  infiniment  petit  considéré  E,  prenons  dans 
l'espace  euclidien  tangent  à  l'univers  d'Einstein  en  s  des  axes  car- 
tésiens entraînés  avec  la  vitesse  de  E  eue;  en  d'autres  termes, 
rapportons  E  à  un  système  d'observateurs  en  repos  par  rapport  à  E 
et  pour  lesquels  l'univers  est  euclidien  dans  le  voisinage  de  E; 
soient  x,  y,  z\  t  les  coordonnées  d'un  point  voisin  de  (s)  rapportés 

,    .  .  dx  dy  dz  , 

a  ces  axes  cartésiens;  soient  u  —  -r>  v=  -rr>  w  =  -rr  tes  compo- 

dt  dt  dt  l 

santés  de  la  vitesse  d'un  point  de  E,  U  =  \^u--\-  v--\-  *ï'2  la  grandeur 

de  cette  vitesse,  U  est  nul  en  e  et  infiniment  petit  pour  E.  On  a 

ici 

ds*  =  dt*  —  dx"-  —  dy*  —  dz*, 
dx  „       dy  ..       dz  ,       dt 

ds  ds  ds  ds 


28-2 
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y/i  —  U1 


v7i—  tfâ 


Vi 


U* 


t/T^TT*' 


donc 


A 

/<*« 

à$        dvo 

dt 

«Â  = 

\Âr   ~ 

"ôJr^~Z  1 

dl 

2U 


/' 


/    du 

tt(u2G 


Or,  si  l'on  désigne  par  V  le  volume  de  E  mesuré  par  des  obser- 
vateurs en  repos  par  rapport  à  E,  on  a,  d'après  la  formule 
classique  de  l'Hydrodynamique, 


\   lit 


du 

dx 


dv 


dz 


Cette  formule  est  valable  dans  le  cas  où  nous  nous  trouvons 
puisque  h,  t>,  iv  sont  infiniment  petits  et  qu'aux  petites  vitesses  la 
cinématique  de  Minkowski  se  confond  avec  l'ancienne  cinéma- 
tique; comme,  d'autre  part,  U  est  infiniment  petit  et  que 


l 'du       dv       dw\  dt 

V  àx         dv         dz  i  ris 


est  fîi 


et  l;i  formule  a'î 


i,       i    d\  dt 
a"~\  -TïïdS 

.      dloSULa 


i    rfV 

V  717 


dU 


ds 


,ls 


ds 


log^oV 


=  o  s  écrit 


|j.0  V  =  const., 


|j.0  et  V  étant  respectivement  la  densité  et  le  volume  de  l'ensemble  E 
mesurés  par  des  observateurs  entraînés  avec  E,  u0V  est  la  masse 
au  repos  de  E;  donc  : 

La  masse  au  repos  d'un  ensemble  infiniment  petit  de  par- 
ticules matérielles  est  constante. 

Il  faut  considérer  un  ensemble  infiniment  petit  de  particules,  car 
pour  un  ensemble  fini  de  particules  matérielles,  l'observateur  fi\e 
par  rapport  à  cet  ensemble  ne  peut  plus  être  défini;  cependant  on 
peut  désigner  par  masse  au  repos  d'un  tel  ensemble  la  somme  des 
masses  au  repos  des  éléments  infiniment  petits  qui  le  composent 
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el   l'on  \<>il  que  la  niasse  au   repos  d'un  ensemble  quelconque   de 
particules  matérielles  est  constante. 

La  masse  n'étant  qu'une  forme  de  l'énergie;  le  principe  exprimé 
par  l'équation 

-. h  «/,  =  O 

Ho    cis 

est  à  la  fois  le  principe  de  conservation  de  la  matière  et  le  principe 
de  la  conservation  de  l'énergie. 


LES  CHAINES  ARTICULÉES  FERMÉES  ET  DÉFORMABLES 
A  QUATRE  MEMBRES  ('  >; 

Par  M.  Et.  DELA.SSUS. 


I. 

1.  Considérons  une  chaîne  articulée  ouverte  S0,  S,,  .  .  .,  Sre+I, 
à  n  -f- 1  membres  et  n  articulations  simples  qui  seront  des  vis  ou, 
comme  cas  particuliers;  des  rotoïdes  ou  des  glissières  rectilignes. 

Le  jeu  de  chacune  des  articulations  se  traduit  par  un  paramètre  e 
et,  S0  étant  fixé,  la  position  de  S„  dépend  de  sly  s2,  .  .  . ,  eK. 

Supposons  que  la  chaîne  soit  à  réduction,  c'est-à-dire  que  le 
solide  S„  ne  dépende,  en  réalité,  que  de  moins  de  n  paramètres; 
si  nous  fixons  Sft  dans  une  quelconque  des  positions  qu'il  peut 
prendre  par  déformation  de  la  chaîne  ouverte,  nous  écrivons 
entre  les  e  autant  de  relations  qu'il  y  a  de  paramètres  dont 
dépend  S„,  donc  moins  de  n  relations  forcément  compatibles,  de 
sorte  que  les  s  ne  sont  pas  déterminés  et  la  chaîne  peut  se  déformer 
tout  en  laissant  Sn  immobilisé,  c'est-à-dire  soudé  à  S0. 

On  a  ainsi  une  chaîne  fermée  déformable  S0,  S , ,  ... , Sra_t,  qui, 
ouverte  sur  S0,  donne  une  chaîne  à  réduction.  Nous  dirons  que 
cette  fermeture  sur  S0  est  une  fermeture  ordinaire. 

Supposons  que  la  chaîne  ouverte  ne  soit  pas  à  réduction.  En 

(')  Pour  les  définitions,  notations  et  résultats  relatifs  aux  chaînes  ouvertes,  se 
reporter  aux  deux  Mémoires  suivants;  Ivr.  Diu.assus,  Sur  les  systèmes  articulés 
gauches,  iro  Partie  (Annales  de  l'École  Normale,  1900);  20  Partie  (IbicL,  1902)) 
auxquels  le  Mémoire  actuel  fait  suite. 
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fixant  S„  dans  une  quelconque  de  ses  positions  on  établira  ainsi 
n  relation>  entre  les  s,  relations  qui  seront  certainement  compa- 
tibles mais  qui,  en  général,  seront  distinctes;  elles  obligeront  les  s 
à  rester  sur  les  valeurs  qui  ont  fourni  la  position  choisie  de  Sn,  la 
chaîne  fermée  obtenue  sera  indéformable.  Mais  il  peut  arriver  que, 
parmi  les  positions  que  peut  prendre  S„  par  déformation  de  la 
chaîne  ouverte,  il  existe  des  positions  singulières  pour  lesquelles 
ces  n  équations  cessent  d'être  distinctes  et  se  réduisent  à  n — i. 
En  fixant  Sn  dans  une  telle  position  on  aura  une  chaîne  fermée 
déformable;  nous  dirons  que  nous  avons  là  une  fermeture  singu- 
lière. 

Prenons  un  quadrilatère  articulé  plan,  c'est-à-dire  la  chaîne 
fermée  à  quatre  rotoïdes  parallèles;  quel  que  soit  le  membre  sur 
lequel  on  l'ouvre  on  a  une  chaîne  à  réduction,  de  sorte  que  la 
chaîne  fermée  n'a  que  des  fermetures  ordinaires. 

Prenons  une  chaîne  fermée  à  six  membres  avec  trois  rotoïdes 
consécutifs  parallèles  et  les  trois  suivants  également  parallèles 
entre  eux. 

Soient  R,,  R.,,  .  .  .,  Rr,  ces  rotoïdes.  Ouvrons  la  chaîne  entre 
R:i  et  R4  nous  obtiendrons  une  chaîne  ouverte  à  réduction,  de 
sorte  qu'il  v  avait  là  fermeture  ordinaire.  Ouvrons  la  chaîne  entre 
R.,  et  R2,  nous  obtiendrons  une  chaîne  sans  réduction,  donc  une 
fermeture  singulière,  puisque  la  chaîne  fermée  est  déformable 
comme  conséquence  de  la  fermeture  ordinaire  indiquée  en  pre- 
mier lieu. 

Toute  chaîne  possédant  une  fermeture  ordinaire  peut  être 
obtenue  par  chaîne  ouverte  à  réduction  et,  comme  nous  connais- 
sons toutes  ces  chaînes  ouvertes,  nous  devons  considérer  comme 
connues  toutes  les  chaînes  fermées  déformables  avant  au  moins 
une  fermeture  ordinaire;  le  seul  problème  qui  reste  à  traiter  dans 
cet  ordre  d'idées  est  la  recherche  générale  des  chai  nés  fermées 
singulières,  c'est-à-dire  des  chaînes  fermées  déformables  dont 
toutes  les  fermetures  sont  singulières. 

2.  Une  chaîne  à  quatre  membres  et  quatre  glissières  rectilignes 
a  toutes  ses  fermetures  ordinaires,  donc  est  à  rejeter. 

Considérons  l'image  sphérique  <r,,  <r2,  °"3j  Ti  d'une  chaîne 
fermée  S(,  S2,  S3,  S4  à  quatre  membres.  Si  une  articulation  S,.  S2 
est  une  glissière  rectiligne,  les  deux  corps  7,,  ?2  sont  soudés  l'un 
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à  L'autre.  Si  donc,  la  chaîne  S  avait  trois  glissières  rectilignes,  les 
quatre  membres  de  la  chaîne  sphérique  seraient  soudés  et  la 
quatrième  articulation  ne  jouerait  pas,  de  sorte  que  S  ne  serait 
pas  effectivement  une  chaîne  à  quatre  membres. 

Si  S  n'a  que  deux  glissières,  l'image  sphérique  est  à  deux  mem- 
bres et  deux  rotoïdes  qui  ne  peuvent  jouer  que  s'ils  sont  con- 
fondus, de  sorte  que  S  a  deux  vis  parallèles,  ce  qui  donne  deux 
genres  suivant  qu'elles  sont  consécutives  ou  qu'elles  alternent  avec 
les  glissières. 

Si  S  n'a  qu'une  glissière,  l'image  sphérique  est  un  trièdre.  donc 
indéformable,  à  moins  que  deux  des  rotoïdes  soient  confondus, 
mais  alors  le  troisième  ne  jouerait  pas,  ou  encore,  à  moins  que  les 
trois  rotoïdes  soient  confondus,  ce  qui  conduit  la  chaîne  à  trois 
vis  parallèles. 

Si  S  n'a  pas  de  glissières,  l'image  sphérique  peut  être  à  quatre 
rotoïdes  distincts,  elle  est  bien  déformable;  si  deux  de  ses  rotoïdes 
sont  confondus,  les  deux  autres  ne  peuvent  jouer,  à  moins  d'être 
également  confondus;  si  trois  des  rotoïdes  étaient  confondus,  le 
quatrième  ne  pourrait  jouer,  à  moins  que  d'être  confondu  avec 
eux,  de  sorte  que  la  chaîne  S  est  à  quatre  vis  sans  parallélisme  ou 
bien  à  deux  groupes  de  vis  consécutives  parallèles,  ou  bien  encore 
à  quatre  vis  parallèles. 

La  considération  de  l'image  sphérique  de  la  chaîne  nous  ramène 
donc  à  six  genres  assez  généraux  de  chaînes  fermées  déformables. 
C'est  parmi  ces  chaînes  que  nous  devrons  rechercher  les  chaînes 
singulières  et,  pour  cela,  il  va  nous  falloir  faire  une  étude  séparée 
de  chacun  des  six  genres. 

II. 

CHAINES   A   QUATRE    VIS    PARALLÈLES. 

3.  Sur  un  plan  perpendiculaire  à  la  direction  des  quatre  vis 
nous  pouvons  former  une  image  plane  qui  sera  un  quadrilatère 
articulé  plan. 

Sur  chaque  diagonale  marquons  l'extrémité  telle  que  la  somme 
des  côtés  qui  y  aboutissent  soit  inférieure  à  la  somme  analogue 
pour  l'autre  extrémité;  les  deux  sommets  ainsi  obtenus  sont  con- 
sécutifs et  limiteront,  pour  le  quadrilatère,  un  côté  que  nous 
appellerons  b;  de  sorte  que  nous  aurons  entre  les  quatre  côtés  les 
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inégalités 

b  -+-  a  S  c  -+-  d, 

b  -+-  c^a-Jr  d 

et  la  certitude  que,  dans  la  déformation  continue,  il  arrivera  for- 
cément un  moment  où  b  et  a  seront  en  prolongement  et  un  autre 
moment  où  b  et  c  seront  en  prolongement.  Ces  deux  formes  parti- 
culières seront,  pour  abréger,  désignées  par  (ba)  et  (bc). 

Prenons  les  notations  classiques  de  l'étude  du  quadrilatère  arti- 
culé, nous  aurons 

«  cos  a  -+-  b  cos  3  -7-  c  cos  y  =  d. 


(0 

a  s  in  a  -t-  b  si  n  p    -  c  s  i  n  y  =  o 

et,  pour  que  la  chaîne  de  l'espace  soit  déformable,  il  faut  que  la 
variation  d'altitude  produite  par  le  jeu  des  quatre  vis  soit  nulle,  ce 
qui  donne  une  condition 

hx  y  -+-  /i2(  S  —  a)  -+-  A3(y  —  |î)  —  A4  y  =  cou  s  t. 

de  la  forme 

(2)  Xa  -+-  ;jl3  -+-  vy  =  const. 

avec 

X  =  Aj  —  Ao.  \i  =  /;2  —  h3.         v  =  h3  —  /{■,. 

Nous  écarterons  de  suite  la  solution  fournie  par  \,  ;j.,  v  nuls, 

c'est-à-dire  le  cas  de 

A,  =  Aj  =  A3  =  A4  ; 

car.  en  ouvrant  la  chaîne  sur  le  quatrième  corps  et  désignant  par  0 
son  angle  d'orientation,  son  altitude  serait 

fit-h  A(p  -  a)+  A(y  -  p)  -4-  A(5  -  y), 
c'est-à-dire 

Ao. 

elle  serait  donc  fonction  uniquement  de  son  orientation  et  le  der- 
nier corps  ne  dépendrait  que  de  trois  paramètres.  La  chaîne  serait 
ordinaire. 

Si  des  équations  (1)  différentiées  nous  tirons  r/a,  d$,  dy  et  por- 
tons dans  (2)  également  différentiée,  nous  trouvons 

(  3  )  -  sin  (  [3  —  y  1  -(-  '-  si  n  (  y  —  x  )  H si  n  (  y.—  3  )  =  o. 

Plaçons-nous  dans  la  position  i  ba  1  en  supposant 
b  -+-  a  ^  c  -t-  d 
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on  aura 

a=p,         sin(Y— ,3)  ^  o, 

donc  L'équation  (3)  exigera 

X  _  \x 
a~T 

De  même,  la  considération  de  la  position  (bc)  montrerait  que, 

si  l'on  a 

b  -f-  c  =  a  -f-  d, 
il  faut 

jf  _  1 
b        c' 

Nous  avons  ainsi  trois  hypothèses  à  examiner  : 
4.   Première  hypothèse  : 

X  IJL  V 

abc 

Comme  A,  pi,  v  ne  peuvent  être  nuls,  l'égalité  (3 )  se  réduit  et  se 

met  sous  la  forme 

.     y.  —  S    .     S  —  v.     y  —  a 

sin sin si n  =  o, 

■i  1  2 

et  comme  un  quelconque  des  facteurs  étant  nul  indiquerait  un 
angle  du  quadrilatère  qui  resterait  constant,  l'hypothèse  consi- 
dérée est  à  rejeter. 


o.  Deuxième  hypothèse 


b  -+-  c  =  a  -+-  d. 


a a 

En  supprimant  le  facteur  sin qui  ne  peut  être  nul  constam- 
ment, l'équation  (3)  se  réduit  à 

X         /  *  +  r\        v         a-p 

—  cos    y eus -,  ç=  o. 

a         \  1      )        c  ■>. 

Si  l'on  y  remplace  cosy  et  siny  par  leurs  valeurs  tirées  de  (1) 

elle  devient 

ld        a-»- S        „         se" —  B 

—  cos ■ k  cos =  o, 

ac  2  2 

K  étant  une  certaine  constante. 

D'autre  part,  l'élimination  de  y  entre  les  deux  équations  fonda- 
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mentales  (i),  en  tenant  compte  de  la  condition 

c  =  a  -+■  d  —  b. 
donne 

ab  —  d(a  —  b)  —  arfcosa  —  6a?cos(j  -+-  ab  cos(a  —  [î)  =  o. 

Si  l'on  pose 

a  -+-  S                     a  —  S 
«=  '-,  p=  -, 

'2  2 

ces  deux  équations  et  l'équation  (2),  deviennent 

acK 

COS  II   =   O  COSP,  O  =    -r — r- j 

1  'Art 

(  a  -t-  o)  cos«'  cos^  —  (a  —  b)  sin  «  smp -7-  cos2t>  •+■  a  —  0  =  0, 

(X  -+-  fji)  w  4-  (X  —  [jl)p  -I-  vy  =  const. 

Il  est  facile  d'éliminer  u  entre  les  deux  premières  et  d'écrire  que 
l'équation  en  cosp  obtenue  est  une  identité.  On  trouve  ainsi 

a  ==  b.  a  =■  — 

a 

et  il  en  résulte  immédiatement 

c  =  d, 

de  sorte  que  le  quadrilatère  plan  articulé  est  un  rhomboïde. 

D'ailleurs,  en  introduisant  ces  hypothèses  dans  les  équations  (1), 
celles-ci  s'expriment  immédiatement  en  a,  v  et  y  et,  par  élimina- 
tion immédiate  de  v,  donnent 


d'où 


Y 
tailgH  =  —  COt  -  : 


Y  T> 

u =  const.  =  - 


C'est  la  relation  linéaire  existant  entre  m,  v  et  y;  elle  montre  que 

X  —  [J.  =  O,  X  -+-  fi.  =  —  2V, 

c'est-à-dire 

A  =  li=  —  v, 

ou  encore 

Ai  -+■  h* 


h,  -  Ai  = 


Nous  arrivons  ainsi  h  une  chaîne  fermée  déformable  qui  est 
certainement  singulière,  car  si,  l'ouvrant  sur  un  quelconque  de 
ses  membres,  puis  la  refermant  sur  une  quelconque  de  ses  posi- 
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lions  de  chaîne  ouverte,  l;i  disposition  <'n  rhomboïde  ne  sera  plus 
conservée  <i  la  chaîne  sera  indéformable. 

Nous  obtenons  donc  la  chaîne  formée  i>ar  quatre  vis  paral- 
lèles disposées  en  rhomboïde,  les  pas  des  deux  vis  aux  extré- 
mités de  la  diagonale-axe  étant  égaux  avec,  pour  valeur 
commune,  la  moyenne  arithmétique  des  pas  des  deux  autres 
vis. 


6.  Troisième  hypothèse  : 
En  posant 


b  -h  a  =  c  -h  d  a  =  c, 

ou 

b  -4-  c  =  a  +  a  b  =  d. 


Y  ..       a  —  Y 


P 

w  =  - 
2 


les  équations  (1)  et  (2)  deviennent 


acos«cost»=       6sin2u\ 

a  sin  u  cost>  =  —  b  sin  w  eos  w. 

(X  -4-  jjij».  -4-  (  X  —  v)p  -4- 1  \t.w  =  const. 

Les  deux  premières  sont  vérifiées  en  prenant 

cosp  =0  v  =  const.  =  -> 

ou  2 

sintv  =  0  w  =  const.  =  o 

et  la  troisième  devant  en  être  une  conséquence,  il  faudra 

A  -f-  V  =  O. 

c'est-à-dire 

A,  -j-  //:J  =à  /l^  -H  ltt. 

Nous  obtenons  ainsi  la  chaîne  aux  quatre  vis  parallèles  en 
par allélo gramme ,  la  moyenne  des  pas  aux  deux  bouts  d'une 
diagonale  étant  la  même  que  pour  l'autre  diagonale. 

Si  les  deux  premières  équations  ne  sont  pas  vérifiées  comme  il 
vient  d'être  indiqué,  elles  donnent 

tangu  =  —  cot«\  u  —  «>  =  const.  =  - 

8  2 

et  alors  il  reste 

a  cost>  -4-  6  sin  w  =  o. 

Bull,  des  Sciences  math.,  1'  série,  t.  XLVT.  (Août   1922.)  19 
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De  la  relation  linéaire  unique  trouvée  entre  uvw  résulte 

X  —  V  =  O,  X  -+-  V  =  —  2  [-1, 


c'est-à-dire 


/<3, 


/i,  =  h. 


Nous  obtenons  ainsi  la  chaîne  à  quatre  vis  parallèles  en 
contre-parallélogramme  avec  égalité  des  pas  des  vis  dans  une 
même  diagonale,  chaîne  qui  est  sûrement  singulière,  car  si  on 
l'ouvre,  la  disposition  en  contre-parallélogramme  n'est  pas  con- 
servée. 

Il  est  curieux  de  faire  observer  que,  sauf  le  cas  banal  de  la  chaîne 
ordinaire  à  quatre  vis  parallèles  et  de  pas  égaux,  la  condition 
imposée  aux  pas  pour  la  déformabilité  sous  forme  parallélogramme 
est  incompatible  avec  celle  qui  est  imposée  pour  la  déformabilité 
sous  forme  de  contre-parallélogramme,  de  sorte  que  si  l'on  a  la 
forme  parallélogramme,  le  système  ne  pourra  jamais  prendre 
la  forme  contre-parallélogramme  et  inversement. 


III. 

CHAINES   A    TROIS    VIS    PARALLÈLES  ET    UNE   GLISSIÈRE. 

7.  Formons  encore  l'image  plane  perpendiculaire  à  la  direction 
des  trois  vis.  Si  la  glissière  est  parallèle  aux  vis,  deux  des  quatre  mem- 
bres de  cette  image  plane  seront  soudés  et  elle  se  réduira  à  un  triangle 
articulé,  donc  indéformable.  Nous  sommes  amenés  forcément  à 

Fi?,  i. 


supposer  que  la  glissière  forme  un  angle  9  non  nul  avec  les  vis; 
l'image  plane  sera  formée  de  quatre  plaques  ABCD  réunies  par 
des  charnières,  sauf  A  et  D,  qui  sont  réunies  par  une  glissière. 
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Cette  image  plane  est  un  quadrilatère  variable  dans  lequel  trois 
côtés  a,  b,  c  sont  constants  ainsi  que  l'angle  a,  qu'on  peut  sup- 
poser égal  à  -  ;  quant  au  quatrième  côté  d,  il  est  variable  et  c'est  lui 

qui  mesure,  à  une  constante  près,  le  glissement  horizontal. 

Les   formules    fondamentales    de    déformation    du    quadrilatère 

seront  ici 

b  cos  [3  -+-  c  cos  y  =  d, 
a  -h  b  sin  [3  -+-  c  sin  y  =  o 

avec  l'équation  d'altitude 

hx  j3  -1-  A2(y  —  P)  —  /'3Y  -1-  2Tifl?cot6  =  const. 

Eliminons  d  et  écrivons  qu'il  existe  des  valeurs  non  nulles  de 
dfi  et  dy  vérifiant  les  deux  équations  différentiées  ;  en  posant 

.    ,  .  I>\  —  h'2        ,       .  ht  —  k3 

sin  S  =  x,  sin  y  =  y,  -7— :colO=X,  — cot'i  =  u, 

on  obtiendra 

(I^.}(^jr)»^(I_ri)(X_-a0«1 

qui  devra  être  vérifiée  comme  conséquence  de 

a  -+-  b  x  -4-  cy  =  o. 

Or,  la  courbe  n'a  de  points  réels  que  dans  la  région 

(i-#8)(i->s)>o 

et  les  seules  droites  entièrement  comprises  dans  cette  région  sont 

x  ■+■  y  =  o, 
x  — y  =  o, 
il  faut  donc  avoir 

a  =  o.  b  =  ±  c,  |jl  zp  X  =  o  ; 

la  relation  entre  [i  et  v  devient,  dans  ces  conditions, 

sin  [B  ±  sin  y  =  o 
ou 

.    p±Y        P+Y 

sin  J cos  J =  o, 

2  2 

de  sorte  que  L'un  des  deux  angles  [1  —  y  ou  [3  -+-  y  serait  constant, 
ce  qui  indiquerait  que  l'articulation  V2  ou  l'articulation  V3  ne 
jouerait  pas  dans  la  déformation. 

Il  n'existe  donc  pas  de  chaînes  singulières  déformables  à  trois 
vis  parallèles  et  une  glissière. 
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IV. 

CHAINES   A    DEUX    VIS    PARALLÈLES    ET    DEUX   GLISSIÈRES. 

8.  Considérons  d'abord  le  cas  où  les  deux  vis  sont  consécutives 
et  formons  encore  l'image  plane;  ori  aura  la  figure  ci-dessous  dans 
laquelle  les  côtés  c  et  a  seront  des  constantes  ainsi  que  les  angles 

Fie.  2. 


a  et  [j,  tandis  que  les  côtés  b  etd  seront  variables  et,  à  des  constantes 
près,  indiqueront  les  glissements  horizontaux.  Les  variables  y,  b,  d 
seront  liées  par  les  formules  du  quadrilatère 

a  cos  a  -+-  b  cos  (j  -t-  c  cos  y  =  d, 
a  sin  a  -+-  b  sin  (3  -+-  c  sin  y  =  o 

et  l'on  aura  l'équation  d'altitude 

i         a  i        r         h-t  —  h$ 

b  cotGi  -+-  a  cot  Oi  -I v  =  const. 

2TT  ' 

Tirant  b  et  r/  des  deux  premières,  la  troisième  devient  de  la 
forme 

a  r.    •  ^2  —  h-i 

A  cos  y  -+-  B  sin  y  H Y  =  const. 

'  2TC 

et,  devant  être  une  identité  en  y,  exige 

A  =  B  =  Iiî  —  h3  =  o, 
c'est-à-dire 

cotO,  =  col  G4  =  o  ou  81  =  84=-» 

2 

En  définitive,  les  deux  pas  doivent  être  égaux  et  les  deux  glis- 
sières perpendiculaires  aux  deux  vis. 

Si  nous  ouvrons  la  chaîne  n'importe  où  et  si  nous  la  fermons 
dans  une  position  quelconque,  les  conditions  précédentes  conti- 
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nueront  à  cire  réalisées,  donc  on  a  une  fermeture  ordinaire  et 
nous  en  concluons  qu'il  n'existe  pas  de  chaîne  singulière  de  l'espèce 
considérée. 

9.   Examinons  maintenant  le  cas  de  l'alternance  des  vis  et  glis- 
sières. 

Fi  g.  3. 


L'image  plane  est  un  quadrilatère  dans  lequel  a,  b,  a  et  y —  (3 
sont  des  constantes;  les  variables  sont  c,  </,  qui  indiquent  les  trans- 
lations horizontales,  et  l'angle  y  dont  [3  se  déduit. 

Les  relations  fondamentales  du  quadrilatère  seront  ici 

—  è  sin  y  +  c  cosy  =  (/, 
a  -t-  b  cos  y '-+-  c  sip  y  =  o 


et  l'équation  d'altitude 

c  cot  ûo  +  rf  col  04  =  const. 


h\$  —  h3-( 


Remplaçons  (3,  c,  c?  par  leurs  valeurs  en  y,  il  viendra 

Ai  —  //•,  a  -+-  b  cos  y        A         b  -\-  a  cos  y        . 

:  y  — : J-  cot62 i cot04  =  const., 

•m  smy  siny 

qui  doit  être  vérifiée  quel  que  soit  y.  En  remplaçant  y  par  y  -+-  2ir 

on  voit  qu'on  doit  avoir 

h  =  h, 
et  elle  se  réduit  à 

(a  H-  b  cosy)  cot02  -h  (b  -h  a  cosy)  cotG4  =  K  siny, 

qui  exige 

b  cotôj  -f-  a  cotG4  =  o, 
acotô24-  6cot84  =  o; 
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donc,  si  a  et  b  sont  inégaux, 

cot62  =  cotOv  =  o,  0-2=  64=— • 

Les  conditions  trouvées  se  conservent  dans  la  déformation  de  la 

chaîne  ouverte  sur  n'importe  quel  membre,  de  sorte  que  la  chaîne 

obtenue  est  ordinaire. 

Supposons  donc 

a  =  b, 

il  restera  l'unique  condition 

cot02  -+-  cot04  ==  o,  02  ==  « —  84. 

Le  quadrilatère  a  ainsi  la  forme  rhomboïde  birectangle,  et  les 
deux  glissières  prises  dans  les  sens  qui  se  projettent  suivant  le  sens 
de  parcours  du  contour  du  quadrilatère  doivent  faire  des  angles 
supplémentaires  avec  la  direction  des  vis. 

En  définitive,  nous  obtenons  la  chaîne  dont  les  pas  des  deux 
vis  parallèles  sont  égaux,  les  directions  des  deux  glissières 
étant  symétriques  par  rapport  au  plan  des  deux  vis  et  cette 
chaîne  est  bien  singulière,  car  la  disposition  qui  permet  la  défor- 
mabilité  est  détruite  par  l'ouverture  sur  un  quelconque  des 
membres. 

V. 

CHAINKS   A    DEUX   GROUPES    DE    VIS   PARALLELES. 

10.  Les  deux  groupes  étant  V,  V2,  V3-V.4,  nous  fixerons  le 
corps  V,  V4,  de  sorte  qu'en  considérant  les  coordonnées  X,  Y,  Z, 
L,  M,  N  des  axes  D  des  vis,  les  coordonnées  de  D,  et  D4  seront 
des  constantes  satisfaisant,  d'ailleurs,  aux  conditions 

LiX|-+-  M,Y1  +  N,Z1  =  o, 

L4X4+  M4Yi+N4Zt  =  o. 

Les  coordonnées  des  droites  variables  D2D3  seront  X,,  Y,,  Z,, 
L2,  Mo,  No,  X4  ;  Y4,  Z4,  L3,  M3,  N3  satisfaisant  d'abord  aux  condi- 
tions 

L2X14-M2Y1  +  N2Z,  =  o, 


(4)  (  L3X4  +  M3Y4  +  N3Z4  =  o. 

Les  deux  directions  D,,  D4  étant  fixes,  pour  exprimer  que  la 
distance  des  deux  parallèles  D,,  D2  a  une  valeur  donnée,  il  suffit 
d'écrire  que  la  différence  géométrique  des  moments  à  l'origine  a 
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une  valeur  donnée  ;  il  en  est  de  même  pour  D4,  D3,  d'où 

\  (La—  Li)s-H(M2-  Mij»4-'(Nt—  N,)2=  const., 

)  (  F,3  -  L4)2  -H  (M,'—  M4  )2  -t-  (N3  —  N4  )«  =  const. 

Les  deux  droites  D2,  D3  ayant  leurs  directions  fixes  on  expri- 
mera que  leur  plus  courte  distance  a  une  valeur  donnée  en  écrivant 
que  le  moment  relatif  de  ces  deux  droites  est  donné  : 

(6)  L2\,  +  M2  Yi+  N2Z4+  L,\,-f-  AI3Y,  -+«  N3Z,  =  const. 

Enfin,  pour  la  déformabilité,  en  appelant  Jit,  h>,  A3,  hA  les  pas 
des  vis,  on  doit  pouvoir  imaginer  sur  D,,  D2,  D:j,  D.,  des  dépla- 
cements hélicoïdaux  infiniment  petits  de  pas  respectifs  /*,,  A2, 
h3,  hk  se  composant  en  un  déplacement  nul,  d'où  les  six  condi- 
tions 

X,  X,  -F  X2X,  -+-X3X4  -+-  X4X4  =  o, 

Xt  Y,  -+-  X2  Yi  -+-  X3  Y4  -+-  X4Y4  —  o, 

X^]  -+-  X2Z,  -+-  X3Z4  4-  X4Z4  =  o, 

X,  (  Lj  -+-  In  X,  )  -h  X,  (  L2  +  A2  X,  )  -+-  X3  (  L3  -T-  /i8  X4  )  +  X4(  L4  +  /'*  X4)  =  o, 

X,  (  M,  -+-  hi  Yi)«+ =0, 

X,  (  N,  -h  A,  Z,  )  -+- =  0. 

Les  trois  premières  donnent  immédiatement 

j  X2  =  —  Xj,         X3  =  —  X4 

et   l'élimination   immédiate    de   ).,,    À4    dans   les    trois    dernières 
donne 

L4  -  L3  •+-  (A*  -  ft3)X4        M4  -  M,  -+-  (/i4  -  h3)Y, 


(7) 


L,  —  L,+  (/*,  —  A2)Xt        M,  —  M2  -+-  (A,  —  h.2)  Y, 

N4-N3  +  (/lv-/*3)Z4 


N1-JX2  +  (A1-A2)Z1 

Les  six  quantités  L2,  M2,  N2,  L3,  M3,  N3,  s'il  j  a  déformabilité 
de  la  chaîne,  ne  peuvent  être  toutes  des  constantes  et  elles  doivent 
vérifier  les  sept  équations  (4),  (5),  (6),  (7).  A  priori,  il  semble 
se  manifester  là  une  impossibilité,  car  ces  sept  équations  à  six 
inconnues  doivent  les  fixer  sur  des  valeurs  constantes.  Mais  il  est 
nécessaire  d'étudier  de  plus  près  ces  équations  pour  voir  si  elles 
sont  bien  distinctes,  sans  quoi  la  conclusion  serait  fausse. 

Pour  cela  posons 

L4  —  L3  =  p3,  M  4  —  M  3  =  <73,  N4  —  N3  =  r3, 

L,  —  Lt=pt,  Mit  M2=22,  Ni  — N2  =  /-2, 

/'4  ~  /':i  =   U3,  /'l  —  &2  =  H2, 
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puis 

(8) 


/?2  \v  +  ?-2Yi  -+-  r%%k  =  «3 


Les  équations  (4),  (5),  (6)  deviennent 

|  /^Xi  +  ^Yi-h  >-2Zi  =  o, 

o; 

pi  -+-  q\  -4-  /i  =  const., 


(9)  jjr,sX4-H^Y4  +  r3Z4 


(io) 

(  P%  -+-ÇÎ  +7's  =  const.; 

(i  i)  «/  -+-  v  =  const. 

Quant  aux  deux  équations  (7),  nous  n'en  garderons  qu'une 
combinaison  facile  qui,  en  vertu  de  (9),  s'écrit 

v  -4-  H-,  cosw  H3 

v  H 2  «  +  H,  cosw 

10  étant  l'angle  constant  des  deux  directions  fixes  D,  et  D4. 
Quelles  que  soient  les  valeurs  des  constantes  II2,  H3,  co,  les  deux 
équations  (1 1)  et  (12 )  sont  distinctes  et  obligent  u  et  9  à  être  des 
constantes. 

Les  premières  équations  des  groupes  (8),  (9),  (10),  interprétées 
géométriquement,  montrent  que  p>,  q-2,  r-2  sont  alors  les  cons- 
tantes et  il  en  est  de  même  de  p3,  //3,  r3  ;  donc  finalement  aussi, 
de  L2,  M.,.  N2,  L3,  M,,  N3. 

L'impossibilité  est  donc  démontrée  rigoureusement  : 

//  n'existe  aucune  chaîne  singulière  à  deux  groupes  de  vis 
parallèles. 

VI. 

CHAINES   A    QUATRE    VIS   NON    PARALLÈLES. 

11.  Fixons  le  membre  V,  V2  de  la  chaîne,  ce  qui  fixe  en  même 
temps  le  membre  correspondant  de  l'image  sphérique.  Celle-ci  est 
un  quadrilatère  sphérique;  c'est  un  système  déformable  dont  la 
forme  est  complètement  définie  par  l'angle  co,  relatif  à  l'articula- 
tion V,.  Les  cosinus  directeurs  V,,  V2  étant  fixes,  la  déformation 
du  quadrilatère  sphérique  nous  fait  connaître  ceux,  X3,  Y3,  Z3, 
X4,  Yv,  Z4  des  directions  D3,  D4  et  nous  montre  que  ce  sont  des 
fonctions  algébriques  de  costo,. 

En  exprimant  ainsi  la  déformation  de  l'image  sphérique,  nous 
avons  exprimé  la  constance  de  l'angle  de  deux  droites  D  consécu- 
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lives  et  pour  exprimer  la  constance  de  leur  plus  courte  distance,  il 
suffît  d'écrire  la  constance  de  leur  moment  relatif.  Entre  les  six 

coordonnées  L3,  M3,  N3,  L4,  M,,  N.,,  qui  satisfont  d'abord  à 

L3X3H-M3Y3-4-N3Z3  =  oJ 


(i3) 

|   L4X4--+-M4Y4-hN4Z4  =  o, 

Nous  obtenons  ainsi  les  trois  relations 

1    L3X2  +  M3Y2-|-  \3Z2+  L,X3-r-  M2Y3-i-  N2Z3  =  const.. 

(14  )  L4X34-M4Y3+N4Z3-4-L3X4-î-M3Y4-f-N3Z4  =  const., 

(  L1X4+  M,  Y,  h-  NtZt-f-LiXi-t-MtYi-h  N4Z,  =  const. 

Enfin  la  déformabililé  exige  que  les  quatre  droites  D  puissent 
porter  des  déplacements  hélicoïdaux  infiniment  petits  et  de  pas 
respectifs  h{.  Ji.,,  /<3,  hÂ  se  composant  en  un  déplacement  nul 

Xj  Xi  ■+-  X2  X2  -4-  X3  X3  -+-  X4X4  =  o, 

Xi  Yi  ■+-  À2  Y 2  -+-  X3Y3  -4-  À4  Yv  =  o, 

y^Zi  -1-  À2Z2  -1-  À3Z3  -+-  X4Z4  ==  o, 
À,(  L,  -+-  htXi)-h  X2(  L2  +  A2X2)-t-  X3(  L3  -+-  h3X3)  -4-  X4(L4  -+-  fc4X4)  =  o. 
Xt(M,  -+-  h,  Y,  )  +  À, (M,  +  h, Y2)  +  X3(  M3  +  h,  Y3)  -+-  X4(M4  -+-  Â4Y4)  =  o, 
Xt(N,  -4-ÀiZ,)-f-  X2(N2-kA2Zs)-hX3i  N3  +  &3Z3)  -+-  X4(N4  4  A4Z4  )  =  0. 

Le  non-parallélisme  des  droites  D  permet  de  tirer  des  trois  pre- 
mières équations  des  quantités  A,,  A2,  A3,  A-,  proportionnelles 
aux  A  ;  en  portant  dans  les  trois  dernières  on  obtient  les  équa- 
tions 

;   A,(L,-4-/<1X1)-+-A2('L2-+-/*2X2)  +  A3(L3  +  /i3X3)  +  Av(Lv-AvX0  =  o, 

(i5)  !  A1(M1^//1Y1)-i-A2rM2--/^V2i-f-A3(M3+//;JY3)+A4rMv+A4Y..)  =  o, 

(  A1(X1-f-//1Z,)  +  A2(X2-i-A2Z2)  +  A3(N3^/i3Z3)  +  A4(N4^-AlZi)  =  o, 

donc,  finalement,  un  système  de  huit  équations  (i3),  (i4)5  (l^) 
que  doivent  vérifier  pendant  la  déformation  nos  six  quantités  L3, 
M:!,  N3,  L,,  M.,.  Nj  et  dans  lequel  les  quantités  X3,  \3,  Z3, 
X.,,  Y  j.  Z4,  A,,  A2,  A3,  A4  sont  des  fonctions  algébriques  connues 
de  costo,. 

Pour  raisonner  rigoureusement,  nous  commençons  par  tirer 
des  équations  (i5)  les  valeurs  de  L,,  M,,  N4,  ce  qui  est  possible, 
puisque,  par  suite  du  non-parallélisme  des  directions  D,  aucun 
des  déterminants  A  n'est  identiquement  nul  : 

(16)  L;=pL3  +  'A  M4  =  pM3-+-p,  N4  =  pN3-KY3 

p,  a,  (3,  y  étant  des  fonctions  algébriques  connues  de  cosw,,  la 
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fonction  o  étant  finie  et  non  identiquement  nulle,  puisque  c'est  le 
quotient  de  deux  déterminants  A. 

Portons  ces  valeurs  de  L4,  Ms,  N,(  dans  les  équations  (i  3)  et  ( 1 4), 

nous  obtenons 

[   L,X,-f-M,Y,-^.N,Z,ç=o) 

L3X4-+-M3Y4+N3ZA  =  Bv. 
(17)  (  LsX2-bM3Y2H-N3Z2-B2, 

1.3X4  ^-M3Y4  +  N3Z4=Bi? 
L:tX14-M3Y1  +  N3Z1  =  B1, 

les  B  étant  des  fonctions  algébriques  de  coso^,.  S'il  y  a  déforma- 
bilité,  ces  équations  sont  compatibles.  Laissant  cette  question  de 
côté,  considérons,  par  exemple,  la  première,  la  troisième  et  la 
cinquième,  elles  déterminent  complètement  L3,  M3,  N3  par  suite 
du  non-parallélisme  des  directions  et  montrent  que  ce  sont  des 
fonctions  algébriques  de  costo,  ;  les  formules  (16)  prouvent  ensuite 
qu'il  en  est  de  même  de  L4,  M4,  Nv 

Soit  0,  la  distance  des  pieds  sur  D(  des  perpendiculaires  com- 
munes à  D,D2  et  à  D,D4;  il  résulte,  de  ce  qui  précède,  que  ce 
sera  une  fonction  algébrique  de  costo,  ;  mais,  d'autre  part,  cette 
longueur  o,,  à  une  constante  près,  mesure  le  glissement  du 
corps  V,  V4  sur  D,  pendant  la  déformation  et,  puisque  V,  est  une 
vis  de  pas  hu  elle  doit  être  reliée  à  o>,  pan  l'égalité 

Oi  =  —  to,  -t-  const. 

Si  h{  n'est  pas  nul,  il  en  résulte  que  co,  est  une  fonction  algé- 
brique de  costo,,  conclusion  absurde. 

L'articulation  Y  ,  doit  donc  être  un  rotoïde  et,  la  démonstration 
s'appliquant  à  l'une  quelconque  des  articulations,  nous  arrivons  à 
ce  résultat  : 

Dans  la  catégorie  des  chaînes  fermées  à  quatre  vis  sans 
parallélisme,  il  ne  peut  exister,  comme  chaînes  déformables, 
que  des  chaînes  à  quatre  rotoïdes  non  parallèles. 

12.  Avant  de  continuer,  établissons  une  proposition  relative  à 
deux  hyperboloïdes  de  révolution  à  une  nappe,  invariables  mais 
mobiles  de  façon  à  avoir  constamment  une  génératrice  commune, 
la  distance  des  pieds  sur  cette  génératrice  de  ses  perpendiculaires 
communes  avec  les  deux  axes  de  révolution  restant  constante. 
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Soient  A  la  génératrice  commune,  R,  R'  les  rayons  des  cercles 
de  gorge  el  0,  0'  les  ouvertures  des  deux  hyperboloïdes. 

Les  rayons  des  cercles  de  gorge  aboutissant  à  A  sont  des  per- 
pendiculaires communes  avec  les  deux  axes,  donc  la  seconde 
condition  signifie  que  la  distance  D  des  centres  a  une  projection 
constante  sur  A. 

Projetons  tout  sur  un  plan  perpendiculaire  à  A,  soient  OA,  OA' 

Fig.  4- 


les  projections  des  deux  rayons;  les  axes  se  projetteront  perpen- 
diculairement à  ces  deux  rayons  et  si  nous  marquons  sur  eux,  dans 
des  sens  convenables,  des  vecteurs  de  grandeurs 


P  = 


R 

mil) 


P  = 


R' 


leurs  composantes  suivant  A  seront  constantes,  comme  celle  de  D, 
et  leurs  composantes  sur  le  plan  de  projection  seront  AB  et  A'B' 
de  grandeurs  R  et  R'  disposées  comme  l'indique  la  figure. 

Si  l'on  considère  les  trois  segments. p,  p',  D,  leurs  produits 
géométriques  deux  à  deux  ^,  ^',  <£  ainsi  que  D2  ne  différeront 
que  par  des  constantes  des  quantités  analogues  relatives  à  leurs 
projections 

q  =  Rd'cosp,  q'  =  R'^cosP', 

p  =  RR'cosa,  d>—  R2  +  R'2  —  2  RR' cosa. 

Mais,  en  vertu  de 


R 

R'             d 

cosji' 

eos  (3         sina 

RR'  sin  a, 

q'  =  R'  R  sina 
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de  sorte  qu'il  en  résulte 

q  —  q'  =6, 

d-  -+-  ip  =  const., 
p-  -h  q*  =  const. 

et,  par  conséquent,  en  revenant  aux  vecteurs  de  l'espace, 

^—  ^  =  const., 

D2-4-2<£  =  const., 

(<£-*-  const.;2  -+-  (^4-  const.)2  =  const. 

Si  le  premier  hjperboloïde  dégénère  en  un  cône,  on  ne  peut 

R 

plus  considérer  le  vecteur  -r— -,  qui  devient  nul  et  ne  définit  plus 
1  sinO      l  l 

l'axe  ;  on  prend  alors  pour  p  un  vecteur  de  grandeur  constante 

porté  par  cet  axe  et,  en  raisonnant  comme  dans  le  cas  précédent, 

on  trouve  immédiatement 

d-  =  R2,  q  =  o,         p-  -+-  q'1  —  const., 

d'où 

D2  =  const.,  3  =  const.,  (  (i?  -+-  const.)2  -+-  ('?'+  const.)2  =  const. 

Si,  enfin,  on  a  deux  cônes,  on  prend  pour  p  et  o'  deux  vecteurs 
de  grandeurs  constantes,  ce  qui  donne 

d'2  =  o,  q  —  o,  q'  =  o, 

d'où 

D2  =  const.,  ^  =  const.,         !*)'=  const. 

.  13.  Revenons  maintenant  à  notre  chaîne  à  quatre  roloïdes 
R,,  R2,  R3,  R/,.  Fixons  le  membre  R3R4  et  considérons  l'axe  D^ 
du  rotoïde  R,. 

Dans  la  déformation  de  la  chaîne  cette  droite  restera  toujours 
sur  un  certain  hjperboloïde  de  révolution  autour  de  D4,  hjper- 
boloïde fixe  et  bien  déterminé;  elle  appartiendra  aussi  à  un  certain 
hjperboloïde  de  révolution  autour  deD2,  hjperboloïde  bien  déter- 
miné mais  qui  est  mobile,  qui  tourne  autour  de  la  droite  fixe  D3. 
Pendant  la  déformation,  la  distance  des  pieds  surD,  de  ses  perpen- 
diculaires communes  avec  D2  et  D,  reste  constante,  puisque  l'arti- 
culation D,  est  un  rotoïde. 

Les  deux  hjperboloïdes  considérés  sont  donc  bien  dans  les 
conditions  du  paragraphe  précédent  et  doivent  satisfaire  aux  équa- 
tions indiquées. 
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Par  ce  procédé,  nous  écrivons  les  conditions  de  déformabilité 
en  n'introduisant  que  le  seul  angle  de  rotation  autour  de  D3 
que  nous  prendrons  pour  axe  des  Z,  choisissant  pour  plan 
des  xy  celui  du  cercle  de  gorge  de  l'hyperboloïde  décrit  par  R2 
autour  de  Ra. 

Le  premier  hyperboloïde  sera  défini  par  un  vecteur  p  fixe  appli- 
qué au  centre  <7,  b,  c  et  ayant  pour  composantes  X,  \,  Z. 

Le  second  hyperboloïde  sera  défini  par  un  vecteur  p'  invariable 
mobile  autour  de  Oc,  appliqué  au  centre 

a'  =  r  cosa  —  Oj  sin a, 
b'  —  r  sin  x  +  52  cos  a, 
c' 


et  de  composantes 


X'  =  —  5  sin  a, 
Y'  =  a  cosa, 
Z'. 


ô2  étant,  à  un  facteur  constant  près,  non  nul  (à  cause  du  non- 
parallélisme  de  D2  et  D:, ),  la  distance  des  pieds  sur  D2  de  ses 
perpendiculaires  communes  avec  D,  et  D3.  Pour  la  même  raison, 
o-  n'est  pas  nul. 
On  aura  ici 

cj?  =  7  Y  cosa  —  aX  sin  a  -t-  const., 

9  =  (rX  -I-  Ss  Y)  cosa  -+-(rY  —  <52X)sina-f-  const., 

^  =  —  a  b  cosa  -+-  aa  sin  a  -+-  const., 

D2  =  —  i(ar  -t-  6  82)  cosa  -t-  i(ac2  —  br)  sina  -+-  const. 

Et  nous  devons  écrire  les  trois  conditions.  La  troisième,  où  nous 
mettons  ^  au  lieu  de  ^,  qui  n'en  diffère  que  par  une  constante 
exige,  puisque  <r  n'est  pas  nulle. 

X«  -+-  a*  =  Y*  +  b>,  XY  -hab  =  o, 

donc 

a  =  sY,  b  =  —  eX      •   (e  =  ±ii. 

Remplaçant  a  el  b  par  ces  valeurs,  les  deux  premières  conditions 
conduisent  au  même  résultat,  qui  s'écrit 

(  /•  —  e<t)X  ■+•  8jY  —  o, 
ô2X  —  (  /•  —  e<r).Y  =  o. 

Comme  D,,  axe  de  l'hyperboloïde  fixe,  n'est  pas  parallèle  à  D^, 
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pris  pour  axe  des  Z,  les  composantes  X,  Y  ne  sont  pas  toutes  deux 
nulles  et  il  résulte  des  deux  équations  précédentes 


c'est-à-dire 


(r  —  e<r)2-f-  8\  =  o, 


La  première  de  cas  égalités  montre  que  les  perpendiculaires 
communes  à  D2D,  et  à  D2D3  ont  même  pied  sur  D2  et,  comme  la 
démonstration  précédente  s'applique  à  n'importe  quelle  arête,  nous 
voyons  déjà  que  les  quatre  perpendiculaires  communes  doivent 
former  un  quadrilatère  gauche  continu. 

Si  nous  désignons  par  /?))2,  pi,z->  Ps,ii  />.,i  ^es  longueurs  des 
perpendiculaires  communes,  on  voit  immédiatement  que  la  seconde 


égalité  s'écrit 


PU2 


P*,3 


sinDiD2        sinD2D3 


Or,  si  nous  considérons  le  quadrilatère  gauche  formé  par  les 


perpendiculaires  communes  et  le  trièdre  G2C,,  C2C/,,  C2C3,  par 
suite  de  la  proportion  des  sinus,  nous  avons 


sinCiC2C3        511104  02  0! 


d'où 


sinD,D2 


sinD2D3 


plr2  sinCiC2Ci  =/?2,3  sinC4G2G33 


donc  les  deux  triangles  C4C,G2,  C*C3C2  de  même  base  C4G2 
ont  même  hauteur  et  ceci  a  lieu  pendant  la  déformation,  ce  qui 
exige 

Pï,i  =PZ,3, 
/>1,2  =  /?3,i 
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ou  bien 

Mais,  dans  cetle  dernière  hypothèse,  en  appliquant  le  même 
raisonnement  à  la  diagonale  C(C3,  il  faudrait  que  la  valeur  com- 
mune de  p^2  et />;>,;,  fût  égale  à  celle  de  p,,^  el  p3y%.  Les  quatre 
côtés  seraient  égaux  et  ce  serait  un  cas  particulier  de  la  première 
hypothèse. 

Nous  arrivons  donc  à  celte  conclusion  :  les  quatre  perpendi- 
culaires communes  doivent  former  an  quadrilatère  gauche 
continu  et  à  côtés  opposés  égaux. 

Nous  retrouvons  ainsi  le  système  articulé  de  M.  Bennctt  et 
nous  renvoyons  pour  la  démonstration  élémentaire  de  sa  défor- 
mahilité,  à  un  article  de  M.  Bricard.  dans  les  Nouvelles  Annales 
de  Mathématiques,  en  1906. 

li.  Nos  calculs  ont  supposé  essentiellement  que  les  deux  hyper- 
boloïdes  considérés  n'étaient  pas  des  cônes,  c'est-à-dire  qu'il  n'y 
avait  pas  de  rotoïdes  consécutifs  concourants. 

Supposons  qu'il  y  en  ait  deux,  R4  et  R(  concourants  en  A;  en 
écrivant  les  conditions  du  paragraphe  12  relatives  à  ce  cas  on 
trouve  immédiatement 


qui  indiquent  que  R3,  R2  sont  aussi  concourants  et  que  la  perpen- 
diculaire coramune/),)2  aboutit  en  ce  point  B  de  concours. 

Puisque  R2  et  R3  sont  concourants,  on. aurait  pu  faire  le  même 
raisonnement  en  partant  de  R3  et  conclure  que  /?1)2  passait  par  A, 
de  sorte  que  pl>2  coïncide  avec  AB. 

Le  raisonnement  a  été  fait  en  fixant  le  membre  R3,  Rj.  Comme 
on  se  trouve  exactement  dans  les  mêmes  conditions  en  fixant  le 
membre  R,,  R2,  on  en  conclura  que  p3yA  coïncide  aussi  avec  AB. 

Considérons  alors  l'image  sphérique,  elle  aura  ses  quatre 
rotoïdes  dans  un  même  plan  et,  comme  ce  fait  est  incompatible 
avec  toute  déformation,  nous  voyons  que  l'hypothèse  considérée 
ne  conduit  à  rien. 

11  nous  reste  à  examiner  le  cas  où  les  deux  hyperboloïdes 
sont  des  cônes,  c'est-à-dire  où  R,,  R|  sont  concourants  ainsi 
que  R, ,  R2. 
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Les  équations  correspondant  à  ce  cas  donnent  immédiatement 
a  =  6  =  X  =  Y  =  o, 

ce  qui  est  impossible    d'après    l'hypothèse    du    non-parallélisme 
de  II,  et  R,. 

15.  En  résumé,  il  existe  cinq  et  rien  que  cinq  chaînes  singu- 
lières déformables  à  quatre  membres  : 

i°  Quatre  vis  parallèles  en  rhomboïde  avec 

,         ,         *»-+-  hh 

«1  =   "3  =    » 

2 

h , .  h:t  étant  les  pas  des  vis  aux  deux  extrémités  de  la  diagonale- 
axe; 

2°   Quatre  vis  parallèles  en  parallélogramme  avec 

A,  -(-  h3  =  hs  +  hk  ; 

3°  Quatre  vis  parallèles  en  contre-parallélogramme  avec 

li  y  —  Ji  i,         h  2  =  //  j  : 

4°  Deux  vis  parallèles  Y,,   Y3   alternant  avec  deux   glissières 

rectilignes  G2,  G4.  On  a 

A,  =  ft3 

et  Go,  G4  sont  symétriques  par  rapport  au  plan  \  ,  A  3  ; 

5°  Quatre  rotoïdes  non  parallèles  et  non  concourants,  les  quatre 
perpendiculaires  communes  formant  un  quadrilatère  gauche  continu 
à  côtés  opposés  parallèles  (système  Bennett). 

Si  Ion  prend  la  définition  ordinaire  des  systèmes  articulés, 
c'est-à-dire  si  l'on  ne  considère  que  les  systèmes  à  rotoïdes,  on 
peut  dire  qu'il  n'existe  qu'une  seule  chaîne  singulière  à  quatre 
membres  :  la  chaîne  Bennett. 
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GOURSAT  (Edouard),  membre  de  l'Institut,  professeur  à  la  Faculté  des 
Sciences  de  Paris.  —  Leçons  sur  le  problème  de  Pfaff.  In-8°,  1922, 
viii-386  pages.  Paris,  J.  Hermann. 

Le  nouvel  ouvrage  que  M.  Goursat  vient  de  faire  paraître  sur  le 
Problème  de  Pfaff  peut  être  regardé  comme  un  complément  des 
Leçons,  devenues  classiques,  du  même  auteur  sur  l'intégration  des 
équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  (x)  et  sur  l'inté- 
gration des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  (2). 
Il  est  devenu  superflu  de  louer  les  qualités  qui  font  des  ouvrages 
didactiques  de  M.  Goursat  des  modèles  du  genre  :  clarté  et  élégance 
de  l'exposition,  simplicité  des  démonstrations  qui  éclairent 
vraiment  le  lecteur,  parce  que  tout  artifice  en  est  exclu,  soin  avec 
lequel  sont  mis  en  évidence  les  rapports  mutuels  des  différentes 
méthodes  employées,  souci  constant  d'éclairer  les  théories  géné- 
rales par  des  exemples  judicieusement  choisis;  tout  cela  le  lec- 
teur le  retrouvera  dans  ces  Leçons  sur  le  Problème  de  Pfaff. 

Comme  le  fait  remarquer  l'auteur  dans  sa  Préface,  l'ouvrage 
n'exige  pas  du  lecteur  la  connaissance  préalable  des  Leçons  sur  les 
équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  ou  du  second 
ordre.  Il  n'y  a  rien  là  que  de  conforme  à  la  nature  des  choses.  En 
réalité,  ce  qui  est  primitif  et  fondamental,  c'est  le  problème  de  Pfaff; 
la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
doit  en  être  considérée  comme  un  cas  particulier,  et  ce  n'est  que 
de  cette  manière  qu'on  peut  bien  comprendre  les  différents  aspects 
de  cette  théorie.  Il  y  a  eu  à  cet  égard  dans  les  points  de  vue  des 
mathématiciens  une  révolution,  qui  est  contenue  en  germe  dans  la 
remarque,  faite  par  S.  Lie,  d'après  laquelle  l'intégration  de  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 

(1)  F(j\  y,  z,  p.  q)  =  o 

(*)  Paris,  Hermann,  1891,  2e  édition,  1921. 
(2)  Paris,  Hermann,  t.  I,  1896;  t.  II,  1898. 

Bull,  des  Sciences  ma  thé  m.,  2e  série,  t.  XL  VI.  (Septembre  1922.)         ao 
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n'est  autre  chose  que  la  résolution  de  l'équation  de  Pfaff 

(21  dz  —  p  dx  —  q  dy  =  o 

à  cinq  variables  x,  y,  z,  p,  q  liées  par  une  certaine  relation.  Si 
quelque  chose  ressort  avec  évidence  de  la  lecture  de  l'ouvrage  de 
M.  Goursat,  c'est  le  fait  suivant  :  C'est  la  théorie  des  équations  de 
Pfaff  qui  domine  celle  des  équations  aux  dérivées  partielles,  et 
non  l'inverse.  La  raison  profonde  en  est  double  ;  d'abord  à  la  diffé- 
rence des  dérivées  partielles  qui  n'ont  de  sens  que  quand  on  a  fait 
un  choix  préalable  des  variables,  indépendantes  et  dépendantes, 
les  différentielles  totales  ont  une  signification  intrinsèque;  en 
second  lieu,  à  toute  expression  de  Pfaff  on  peut  associer  une  autre 
expression,  son  covariant  bilinéaire,  ayant  aussi  une  signification 
intrinsèque  et  dont  la  construction  est  indépendante  du  choix  des 
variables.  C'est  grâce  au  levier  puissant  fourni  par  le  covariant 
bilinéaire  que  beaucoup  de  problèmes,  comme  celui  de  Monge 
dont  il  sera  question  plus  loin,  ont  pu  recevoir  une  solution  qu'on 
avait  vainement  cherchée  en  conservant  les  anciens  points  de  vue. 

L'ouvrage  de  M.  Goursat  est  divisé  en  huit  Chapitres  : 
Les  deux  premiers,  intitulés  respectivement  :  «  Formes  cano- 
niques d'une  expression  de  Pfaff  »  et  «  Intégration  d'une  équation  de 
Pfaff  '•  sont  consacrés  au  problème  de  Pfaff  proprement  dit, 
c'est-à-dire  à  la.  recherche  de  tous  les  systèmes  possibles  de  rela- 
tions entre  n  variables  données  xt,  x2,  ■  •  -,  xn  rendant  identique 
une  équation  de  Pfaff 

r,>  =  X  [  dx\  —  Xj  dx»  -+-  . . .  —  \„  dxn  =  o. 

où  les  X  sont  des  fonctions  données  des  x.  Cette  recherche  est  elle- 
même  liée  à  la  réduction  de  l'expression  de  Pfaff  co  à  une  forme 
canonique. 

Après  avoir  rapidement  exposé  la  méthode  primitive  de  Pfaff, 
qui  remonte  à  i8i4>  l'auteur,  laissant  de  côté  les  divers  perfection- 
nements qui  lui  ont  été  apportés,  expose  les  méthodes  plus  récentes 
de  Frobenius,  Darboux,  Clebsch,  etc.,  fondées  sur  l'utilisation  du 

covariant  bilinéaire 

w'=  ou(rf)  —  d  w(o). 

Appelons  élément  linéaire  l'ensemble  d'un  point  (xi}  .  .  .,  xn)  et 
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d'une  direction  (dx\,  ....  <l.r,t)  issue  de  ce  point;  un  élément 
linéaire  est  dit  intégral  relativement  à  l'équation  w  =  o  quand 
ses  coellicients  de  direction  (dxi)  annulent  w;  deux  éléments 
linéaires  issus  du  même  point  sont  dits  en  involution  relativement 
à  l'expression  c»  quand  leurs  coellicients  de  direction  (dxi)  et  (oxi) 
annulent  le  covariant  bilinéaire  w'.  Cela  posé,  on  peut,  avec 
M.  Goursat,  associer  à  l'expression  10  quatre  systèmes  d'équations 
aux  différentielles  totales  St,  S2,  S3,  S*. 

Le  système  S,  exprime  que  l'élément  linéaire  (dxi)  est  en  invo- 
lution avec  tous  les  éléments  linéaires  issus  du  même  point; 

Le  système  S2  exprime  en  outre  que  l'élément  linéaire  (dxi)  est 
intégral; 

Le  système  S3  exprime  que  l'élément  linéaire  (dxi)  est  en  invo- 
lution avec  tous  les  éléments  linéaires  intégraux  issus  du  même 
point  : 

Le  système  S-,  exprime  en  outre  que  l'élément  (dxi)  est  intégral. 

Ces  systèmes  sont  complètement  intégrables.  Le  second  est  le 
système  caractéristique  de  l'expression  co;  le  nombre  c  de  ses  inté- 
grales premières  distinctes  représente  le  nombre  minimum  de 
variables  au  moyen  desquelles  peut  s'exprimer  w  par  un  change- 
ment de  variables  convenable  :  c'est  la  classe  de  la  forme  w.  De 
même,  le  nombre  y  des  intégrales  distinctes  de  S3  est  égal  au 
nombre  minimum  de  variables  au  moyen  desquelles  peut  s'écrire 
V équation  w  =  o  ;  c'est  la  classe  de  cette  équation,  et  S3  en  est  le 
système   caractéristique. 

Ces  notions  de  classe  et  de  système  caractéristique  sont  fonda- 
mentales et  peuvent  être  généralisées  pour  un  système  quelconque 
de  formes  différentielles  et  pour  le  système  d'équations  obtenu 
en  annulant  ces  formes.  Les  variables  en  nombre  minimum 
(variables  caractéristiques  de  M.  Goursat)  au  moyen  desquelles 
peuvent  s'exprimer  les  formes  ou  s'écrire  les  équations  sont 
toujours  déterminées  d'une  manière  unique  (à  une  transformation 
arbitraire  près  effectuée  sur  ces  variables),  ce  sont  les  intégrales 
premières  d'un  système  de  Pfafî  complètement  intégrable  qu'on 
peut  former  par  différentiation.  M.  Goursat  démontrera  ces  pro- 
priétés dans  les  différents  cas  où  la  notion  de  classe  s'introduira. 

La  réduction  d'une  expression  de  Pfaff  à  sa  forme  canonique 
se  fait  pour  ainsi  dire  intuitivement  en  utilisant  les  notions  précé- 
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dentés.  M.  Goursat  montre  comment  les  différentes  théories  d'inté- 
gration des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  se 
rattachent  à  la  solution  générale  du  problème  de  Pfaff. 

Le  Chapitre  III  est  consacré  aux  formes  symboliques  de  diffé- 
rentielles; ce  sont  en  somme  les  formes  qui  interviennent  sous  les 
signes  d'intégration  multiple.  Etudiées  en  elles-mêmes,  elles  ont 
fait  l'objet  de  travaux  de  H.  Poincaré,  de  M.  Cartan  et  de 
M.  Goursat  lui-même.  On  peut  les  soumettre  aux  opérations 
fondamentales  de  l'algèbre,  addition  et  multiplication,  avec  la 
restriction  que  le  signe  du  produit  peut  changer  quand  on  change 
l'ordre  des  facteurs. 

Après  avoir  mis  en  évidence  les  propriétés  purement  algé- 
briques des  formes  symboliques,  M.  Goursat  montre  comment, 
de  toute  forme  de  degré  p,  on  peut  déduire  par  dérivation  une 
forme  de  degré  p  +  i  ;  la  formation  du  covariant  bilinéaire  w'  d'une 
expression  de  Pfaff  10  est  un  cas  particulier  de  cette  opération,  qui 
se  relie  dans  le  cas  général  à  la  formule  de  Stokes  généralisée. 
D'après  un  théorème  dû  à  Poincaré,  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  la  dérivée  d'une  forme  symbolique  de  degré  p 
soit  nulle  est  qu'elle  soit  elle-même  la  dérivée  d'une  forme  symbo- 
lique de  degré  p  - — - 1. 

Le  problème  de  Pfaff  peut  s'étendre  en  substituant  à  la  considé- 
ration d'une  forme  de  Pfaff  (du  premier  degré)  celle  d'une  forme 
symbolique  de  degré  quelconque.  M.  Goursat  fournit  à  l'égard  de 
ce  problème,  très  peu  étudié  jusqu'à  présent,  quelques  indications 
intéressantes.  On  est  conduit  en  particulier  à  un  problème  de  ce 
genre  en  cherchant  à  étendre  la  notion  de  multiplicateur  à  une 
forme  symbolique  de  degré  quelconque. 

Si  dans  une  forme  symbolique  on  porte  son  attention  sur  la 
manière  dont  entrent  les  différentielles,  les  variables  elles-mêmes 
étant  regardées  comme  des  paramètres,  on  arrive  à  la  notion  du 
rang  de  la  forme  :  c'est  le  nombre  minimum  de  combinaisons 
linéaires  des  différentielles  au  moyen  desquelles  peut  s'exprimer 
algébriquement  la  forme;  le  rang  d'une  forme  de  Pfaff  est  égal  à  i  ; 
celui  d'une  forme  du  second  degré  est  toujours  pair;  dans  le  cas 
général,  sa  détermination  est  un  problème  purement  algébrique, 
qui  est  lié    à    la    considération    d'un    certain    système   de    Pfaff 
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associé  à  la  forme.  La  notion  de  rang  est  distincte  de  celle  de  classe; 
le  rang  peut  être  égal  à  la  classe,  mais  il  peut  aussi  lui  être  inférieur. 
M.  Goursat  démontre  que  la  classe  est  égale  au  nombre  des  équa- 
tions indépendantes  du  système  obtenu  en  adjoignant  au  système  S 
associé  à  la  forme  le  système  S'  associé  à  sa  dérivée;  l'ensemble 
de  ces  deux  systèmes  est  complètement  intégrable  et  constitue  le 
système  caractéristique  de  la  forme. 

Une  notion  très  utile  due  à  M.  Goursat  est  celle  de  rang  d'une 
fonction  f  relativement  à  une  forme  symbolique  to;  c'est  le  nombre 
qui  indique  de  combien  d'unités  diminue  la  classe  de  la  forme 
quand  on  égale  la  fonction  à  une  constante  arbitraire  et  sa  diffé- 
rentielle à  zéro;  il  est  lié  d'une  manière  simple  au  rang  de  la 
forme   u>  df. 

Le  problème  général  de  la  réduction  d'une  forme  symbolique 
à  une  forme  canonique  est  susceptible  d'une  solution  simple  dans 
le  cas  des  formes  du  premier  degré  (formes  de  Pfaff),  des  formes 
du  second  degré  qui  sont  différentielles  totales  exactes  et  des 
formes  dont  le  degré  est  inférieur  d'une  unité  au  nombre  des 
variables.  Dans  les  autres  cas,  on  ne  peut  guère,  en  restant  dans 
l'ordre  de  considérations  exposées  dans  l'ouvrage  de  M.  Goursat, 
que  signaler  quelques  cas  particuliers  intéressants;  l'auteur  donne 
à  ce  sujet  des  indications  relatives  aux  formes  du  second  degré 
à  quatre  variables.  Une  étude  plus  approfondie  exigerait  en  pre- 
mier lieu  la  considération  du  groupe  de  substitutions  linéaires 
qu'admet  la  forme,  considérée  comme  fonction  algébrique  des 
différentielles   des   variables. 

Le  Chapitre  IV  contient  Y  application  des  formes  symboliques 
au  problème  de  Pfaff.  L'auteur  y  expose  la  méthode  dont  s'est 
servi  M.  Cartan  dans  un  Mémoire  des  Annales  de  V Ecole  Normale 
de  1899  pour  présenter  la  théorie  du  problème  de  Pfaff  en  y  uti- 
lisant les  formes  oi'P  et  oxo V.  Le  Chapitre  contient  également  la 
détermination,  due  aussi  à  M.  Cartan,  des  solutions  singulières 
d'une  équation  de  Pfaff,  avec  les  applications  aux  équations  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  et  à  la  théorie  des  transforma- 
tions   de    contact. 

Le  Chapitre  V,  intitulé  :  «  Invariants  intégraux  »,  contient 
surtout  le  résumé  des  importantes  recherches  de  M.  Goursat  lui- 
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même  (Journal  de  Mathématiques,  1908  et  1916  ;  Annales  de  Tou- 
louse, 1916)  sur  la  théorie  des  invariants  intégraux.  L'auteur  se 
borne  en  principe  au  cas  d'un  système  d'équations  différentielles 
ne  contenant  pas  explicitement  la  variable  indépendante  t;  mais 
une  partie  des  résultats  obtenus  sont  indépendants  de  cette  hypo- 
thèse. Signalons  comme  particulièrement  simple  la  manière  dont 
la  composition  des  invariants  intégraux  est  rattachée  directement 
à  la  multiplication  des  formes  symboliques,*  sans  qu'il  soit  néces- 
saire de  passer,  comme  le  faisait  Poincaré,  par  l'intermédiaire  des 
équations  aux  variations. 

Une  notion  importante  introduite  par  M.  Goursat  est  celle  d' in- 
variant intégral  attaché  aux  trajectoires,  caractérisé  par  la  propriété 
de  rester  invariant  intégral  quand,  en  conservant  les  trajectoires, 
on  modifie  d'une  manière  quelconque  la  loi  cinématique  suivant 
laquelle  elles  sont  parcourues.  Ici  l'hypothèse  que  t  n'entre  pas 
explicitement  dans  les  équations  données  est  essentielle.  M.  Goursat 
montre,  en  généralisant  un  procédé  dû  à  Poincaré,  comment,  de 
tout  invariant  intégral  d'ordre  p  non  attaché  aux  trajectoires,  on 
peut  déduire  [par  l'opération  (E)]  un  invariant  intégral  d'ordre 
p  —  1  attaché  aux  trajectoires.  En  réalité,  il  y  a  là  un  cas  particu- 
lier d'une  opération  beaucoup  plus  générale  s' appliquant  toutes 
les  fois  que  le  système  d'équations  différentielles  donné  admet  une 
transformation  infinitésimale  connue. 

M.  Goursat  examine  enfin  sommairement  le  parti  qu'on  peut 
tirer,  pour  l'intégration  des  équations  données,  de  la  connaissance 
d'un  invariant  intégral;  dans  des  cas  étendus,  l'intégration  s'achève 
par  une  quadrature.  Il  y  a  là  encore  un  problème  très  vaste,  mais 
qui  sortait  du  cadre  de  l'ouvrage. 

Les  trois  derniers  Chapitres  sont  consacrés  à  la  théorie  géné- 
rale des  systèmes  de  Pfaff. 

Le  Chapitre  VI,  intitulé  :  «  Classe  d'un  système  de  Pfaff-  Carac- 
téristiques »,  contient  la  généralisation  pour  un  système  de  Pfafï 
quelconque  des  notions  fondamentales  introduites  dans  le  Cha- 
pitre I  :  élément  intégral,  couple  d'éléments  en  involution.  Le 
système  covariant  qui  joue  ici  le  rôle  de  système  caractéristique 
exprime  qu'un  élément  linéaire  est  intégral  et  est  en  involution 
avec  tous  les  éléments  linéaires  intégraux  issus  du  même  point. 


GO.MPTKS    HKNDUS    KT   ANALYSKS.  5u 

Os  résultats  généraux  sonl  éclairés  par  des  exemples  empruntés 

à  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles. 

I  ne  notion  importante  est  celle  d'élément  linéaire  singulier; 
on  appelle  ainsi  un  élémenl  linéaire  intégral  tel  que  les  équations 
linéaires  fournissant  les  éléments  intégraux  avec  lesquels  il  est 
en  involution,  sans  être  toutes  des  identités,  se  réduisent  néan- 
moins à  un  moindre  nombre  que  si  l'élément  intégral  était  arbi- 
traire. Ces  éléments  singuliers  jouent  le  rôle  de  caractéristiques, 
au  sens  où  ce  mot  est  pris  dans  la  théorie  des  équations  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre  {caractéristiques  de  Mange,  suivant  la 
dénomination  de  M.  Car!  an),  les  caractéristiques  dites  de  «  Cauchy  » 
correspondant  aux  éléments  linéaires  intégraux  en  involution  avec 
un  élément  intégral  arbitraire.  Ces  notions  sont  éclairées  par 
l'exemple  d'un  système  de  deux  équations  de  Pfafï  à  six  variables  : 
c'est  à  un  tel  système  qu'on  peut  toujours  ramener  une  équation 
aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  de  Monge-Ampère,  ainsi 
qu'un  système  de  deux  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  à  deux  fonctions  inconnues  de  deux  variables  indépendantes; 
les  rapports  de  ces  systèmes  avec  le  problème  de  Backlund  ont  été 
étudiés  par  M.  Goursat  dans  un  important  Mémoire  des  Annales 
de  Toulouse  (1918). 

Le  Chapitre  VII,  intitulé  :  «  Systèmes  dérivés.  Problème  de 
Monge  »,  met  en  évidence  l'importance  des  résultats  qui  peuvent 
être  obtenus  par  la  considération  de  systèmes  covariants,  à  la 
formation  desquels  se  prêtent  si  facilement  les  systèmes  d'équa- 
tions aux  dérivées  partielles  mis  sous  la  forme  de  systèmes  de 
Pfaff.  Au  nombre  de  ces  systèmes  covariants  est  le  système 
dérivé  S  d'un  système  de  Pfaff  S  :  il  est  formé  de  l'ensemble  des 
équations  de  S  telles  que  deux  éléments  linéaires  intégraux 
quelconques  de  S  soient  en  involution  relativement  à  chacune 
d'elles.  S'  ne  se  confond  avec  S  que  si  S  est  complètement  inté- 
grable. 

La  notion  de  système  dérivé,  due  à  E.  von  Weber.  permet 
d'établir  facilement  que  les  seules  transformations  de  l'espace  qui 
changent  deux  surfaces  ayant  un  contact  d'ordre  donné  supérieur 
à  1  en  deux  surfaces  ayant  un  contact  du  même  ordre  résultent 
du  prolongement  des  transformations  de  contact  ordinaires.  Elle 
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permet  aussi,,  avec  M.  Engel  et  M.  Cartan,  de  ramener  tout  sys- 
tème de  deux  équations  de  Pfafï  à  quatre  variables  à  une  forme 
canonique  simple,  ce  qui  fournit  une  solution  du  problème  clas- 
sique de  Monge.  Elle  permet  aussi  une  première  étude  des  sys- 
tèmes de  Pfafï  à  cinq  variables,  qui  se  relient  à  la  théorie  des  sys- 
tèmes en  involution  d'équations  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre,  et  dont  l'étude  plus  approfondie  a  été  faite  par  M.  Cartan 
dans  un  Mémoire  des  Annales  de  V Ecole  Normale  (191  o). 

La  dernière  partie  du  chapitre  est  consacrée  à  l'exposé  des 
résultats  obtenus  par  M.  Cartan  dans  l'étude  des  systèmes  S  de 
r  équations  de  Pfafï  à  /•  +  2  variables,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
des  systèmes  indéterminés  de  p  équations  différentielles  ordinaires 
à  p-j-  1  fonctions  inconnues.  Une  classe  particulière  de  ces  sys- 
tèmes, appelés  spéciaux  par  M.  Goursat,  jouit  d'une  propriété 
remarquable,  c'est  que  leur  solution  générale  peut  être  écrite 
explicitement  sans  signe  d'intégration;  ils  sont  caractérisés  par  la 
propriété  que,  si  Ton  forme  les  systèmes  dérivés  successifs,  le  nombre 
des  équations  qui  les  constituent  diminue  au  plus  d'une  unité  quand 
on  passe  d'un  système  au  suivant.  M.  Goursat  reproduit  la  démons- 
tration que  M.  Cartan  a  donnée  de  ce  théorème  dans  le  Bulletin 
de  la  Société  mathématique  (191 4)  et  il  montre  les  applications 
qu'on  en  peut  faire  au  problème  de  Monge,  objet  de  nombreux 
travaux  de  Serret,  Darboux,  M.  Hadamard,  M.  Goursat  lui-même, 
M.  Hilbert,  etc. 

Quant  aux  systèmes  qui  ne  sont  pas  spéciaux,  M.  Goursat 
montre  comment  M.  Cartan  les  ramène  à  des  systèmes  normaux, 
caractérisés  par  la  propriété  que  le  second  système  dérivé  S" 
contient  deux  équations  de  moins  que  S';  les  systèmes  normaux 
les  plus  simples  sont  les  systèmes  de  trois  équations  de  Pfafï  à 
cinq  variables  :  c'est  à  ceux-là  que  se  rattache  le  système  diffé- 
rentiel des  courbes  à  torsion  constante. 

Le  huitième  et  dernier  Chapitre,  intitulé  :  «  Multiplicités  inté- 
grales. Genre  d'un  système  de  Pfaff  »,  est  consacré  à  la  théorie, 
due  à  M.  Cartan,  qui  permet,  après  qu'on  a  formé  les  covariants 
bilinéaires  des  premiers  membres  des  équations  d'un  système  de 
Pfafï,  de  déterminer  par  des  procédés  purement  algébriques  le 
nombre  des  dimensions  et  le  degré  d'indétermination  des  multi- 
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plicités  intégrales  non  singulières  de  ce  système,  et  qui  ramène  la 
résolution  du  problème  de  Cauchy  sous  sa  forme  la  plus  générale 
à  l'intégration  de  systèmes  de  Kowalewski.  M.  Goursat  donne  une 
démonstration  rigoureuse  du  théorème  fondamental  d'existence, 
tout  en  reproduisant  le  raisonnement  intuitif  que  M.  Cartan 
s'était  contenté  de  donner. 

Comme  on  s'en  rend  compte  d'après  l'analyse  précédente,  qui  a 
laissé  de  côté  bien  des  points  intéressants,  l'ouvrage  de  M.  Goursat 
rend  facilement  accessibles  au  lecteur  des  théories  qu'on  était 
jusqu'à  présent  obligé  d'aller  chercher  dans  des  Mémoires  dissé- 
minés ici  et  là.  C'est  pour  ces  théories  une  consécration  que  de 
trouver  place  dans  un  Livre  destiné  à  devenir  classique,  au  même 
titre  que  les   ouvrages  précédents  de  M.  Goursat. 

E.  Cartan. 
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LA  CLEPSYDRE  CHEZ  LES  ANCIENS 
Par  M.  Const.  MALTÉZOS. 


Dans  le  Journal  de  la  Société  archéologique  hellénique  (A.  E.) 
j'avais  publié  (1902)  une  Étude  sur  la  Clepsydre  chez  les 
Anciens.  J'y  avais  alors,  le  premier,  montré  que  des  vases  en  terre 
cuite  et  un  vase  en  bronze,  se  trouvant  clans  les  musées  archéolo- 
giques (')  sont  des  anciennes  clepsydres,  dont  nous  rencontrons 
la  description  et  le  mode  de  fonctionnement  (par  la  pression  de  l'air 
atmosphérique)  chez  Aristote.  Ces  petits  vases  avaient  été  soit  des 
jouets  d'enfants  (Aristote,  Problèmes  et  'Avontvovj  Iouov),  soit  des 
pipettes  à  vin  (Héron  d'Alexandrie  (Hvsu(ji.aT'.xwv,  A.  q  VU),  tandis 
que  le  vase   de  bronze,  exposé   dans  le  Musée  d'Athènes,  a  servi 

(')  Voir,  par  exemple,  la  ftevue  archéologique,  1899.  t.  I,  p.  7  et  323-328, 
Mittheilungen  des  K.D.  Arr/i.  Instituts,  1897,  p.  387. 


3ii  PREMIÈRE    PARTIE. 

comme  pipette  à  huile,  comme  je  l'ai  démontré.  Ces  vases, 
ovoïdes  ou  en  forme  de  fruit  de  pavot,  portent  sur  la  partie  infé- 
rieure des  trous  (passoire)  et  sur  la  partie  supérieure  un  tube 
soudé,  droit  (  la  pipette  à  huile),  ou  courbe  en  anse  de  panier, 
ayant  une  ouverture  au  point  culminant.  Cette  explication  et 
l'usage  proposé  ont  été  depuis  universellement  admis. 

En  second  lieu,  j'avais  étudié  la  clepsydre  des  tribunaux.  Pour 
celle-ci,  je  distingue  deux  époques  :  la  première,  jusqu'au 
IVe  siècle  avant  Jésus-Christ  compris,  et  la  seconde  dont  le  com- 
mencement reste  indéterminé.  Rendant  cette  dernière  époque,  la 
clepsydre  consistait  tout  simplement  en  un  vase  prismatique  ou 
cylindrique  ouvert,  avant  un  trou  ou  une  petite  tubulure  d'écou- 
lement au  fond.  Mais  pour  la  clepsydre  de  la  première  époque,  à 
cause  du  même  nom  donné  par  Aristotè  (')  et  d'autres  indices, 
j'avais  conclu  comme  très  probable  qu'elle  était  établie  sur  le  prin- 
cipe des  pipettes,  avec,  pourtant,  quelques  changements  néces- 
saires à  cet  usage  spécial.  En  effet,  dans  tout  temps  on  remplissait 
la  clepsydre  <lcs  tribunaux  en  y  versant  de  l'eau  une  fois  pour 
chaque  plaidoyer,  taudis  qu'on  ne  peut  remplir  la  clepsydre  com- 
mune (décrite  ci-dessus  |  qu'en  la  plongeant  dans  l'eau,  la  passoire 
en  b.is.  \  cause  de  cela,  en  m'appuyant  sur  le  texte  d' 'AO'/jvakov 
1 1 :'/.'/:£{?.,  j'avais  alors  conçu  comme  très  probable  que  la  clepsydre 
primitive  des  tribunaux  portait  au-dessus  un  couvercle  avec  une 
tubulure,  et  en  dessous,  au  lieu  de  passoire,  une  seule  tubulure 
d'écoulement,  et  l'on  pouvait  la  remplir  par  en  haut  en  étant  le 
couvercle.  Quand,  durant  la  plaidoirie,  le  secrétaire  lisait  une  loi, 
un  décret,  etc..  le  préposé  à  la  distribution  de  l'eau  fermait  l'ou- 
verture du  tube  supérieur,  suspendant  ainsi  l'écoulement  de  l'eau 
par  le  jeu  de  la  pression  atmosphérique. 

.1  avais  enfin  cherché  la  durée  de  l'écoulement  pour  les  plaidoi- 
ries dans  les  affaires  à  eau .  et  ['avais  été  amené  à  la  conclusion 
que  l'écoulement  complet  d: une  amphore  d'eau  durait  5i  minutes 
(de  temps  moyen  solaire). 

En  même  temps,  M.  Bruno   Keil  a  calculé  (-)   le  temps  d  un 

chous  (=  — de  l'amphore),  lequel   peut   être    considéré    comme 

(*)  Comparer  les  Problèmes  et  A6r(va:wv  QoX'.TEca. 

(2)  Anonyinu.s  Argentinensis,,  1902  (Zum  athen.  Gerichtswesen). 
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l'unité  légale  de  temps,  à  i"'3{-  f,  par  conséquence  le  temps  de 
l'âmphoreà  54m5i8  pour  l'époque  avant  3^0  avant  Jésus-Christ,  et 
pour  l'époque  ultérieure  la  durée  du  chous  à  \  minutes  el  de  I  am- 
phore à  J8  minutes,  parce  qu'entre  les  deux  époques,  d'après  lui, 
la  journée-étalon  {y.y.'j.fj.i-.zr^.ivr^  des  athéniens  avail  été  changée  ; 
il  arrive  à  celle  conclusion  par  la  considération  de  la  longueur  en 
lignes  des  textes  qui  nous  restent  des  plaidoiries  des  orateurs 
athéniens. 

En  191s,  sir  .1.  Sandys  (  '  |  admet  mon  explication  pour  lesditS 
vases  (clepsydres),  mais  il  donne  une  autre  édition  du  passage 
relatif  du  texte  d'AÔ^vaîwv  lîoA'.TSîa,  d'où  il  conclut  que  les  clep*- 
svdres  des  tribunaux  ont  été  en  tout  temps  tout  à  fait  semblables 
aux  susdits  petits  vases. 

De  ces  travaux,  et  d'antres  mentionnés  dans  ma  nouvelle  Etude, 
j'ai  été  amené  à  reprendre  la  recherche  sur  les  clepsydres  en 
général,  et  celle  des  tribunaux  en  particulier,  au  point  de  vue  de 
construction,  de  fonctionnement  et  de  durée  d'écoulement  pour 
les  plaidoiries,  dont  les  résultats  vont  être  publiés  clans  le  Journal 
archéologique  (A.  E.  )  ;  un  résumé  de  ces  résultats  est  publié  ici. 

Considérant  la  longueur  de  ce  qui  reste  en  plaidoyers  à  eau, 
par  le  nombre  des  syllabes,  et  admettant,  après  expérience  person- 
nelle, qu'un  plaideur,  parlant  distinctement,  peut  en  moyenne 
prononcer  5,2  syllabes  par  seconde,  m'appuyanl  aussi  sur  des 
données  auxiliaires,  je  trouvé  :  i°  que  la  durée  moyenne  de  l'écou- 
lement d'un  chous,  c'est-à-dire  ï  unité  légale  de  temps  dans  les 
affaires  à  eau,  est  restée  la  même  entre  4!4  et  3ao  avant  Jésus- 
Christ,  et  égale  à  4m5s  7  de  temps  moyen  ;  20  qu'on  prenait  comme 
journée-étalon  ( $ta|i,ejJi,£Tp7) \iAyr\  )  la  journée  la  plus  courte  à  Athènes, 
que  je  calcule  entre  le  moment  où  les  premiers  rayons  du  Soleil 
levant  frappent  le  Parthénon  et  le  moment  analogue  du  coucher, 
on  la  divisait  en  onze  (1  1  1  parties  égales,  et  que  durant  chacune  de 
ces  onze  subdivisions  pouvait  se  vider  une  clepsydre  contenant  une 
amphore  d'eau  ;  3°  enfin  qu'entre  36o  el  3a5  avant  Jésus-Christ. 
le  nombre  des  chous,  donnés  pour  les  causes  privées  aux  premiers 

plaidoyers,  a  été  abaissé  probablement  dans  le  rapport  — • 
(')  Cambridge  Phil.  Society,  et  édition  d'AOïjvaftov  QoXtsïsa,  i<)i^. 
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Quant  à  la  forme  et  le  mode  de  fonctionnement  des  clepsydres- 
pipettes  ou  jouets  et  de  celles  des  tribunaux,  mes  nouvelles 
recherches  confirment  ce  que  j'ai  exposé  ci-dessus,  avec  la  parti- 
cularité que  celles  des  tribunaux  étaient  cylindriques  et  en  métal. 
Elles  étaient  posées  sur  un  trépied,  pour  être  visibles  de  toute 
l'assemblée,  par  une  anse  ou  par  des  oreillettes.  Mais,  suivant  l'in- 
térêt de  l'action  judiciaire,  on  donnait  une  différente  quantité 
d'eau. 

De  la  longueur  des  plaidoiries  qui  nous  restent,  on  conclut  sûre- 
ment que  les  temps  d'écoulement  étaient  proportionnels  au  nombre 
de  chous  donnés,  tandis  que  le  temps  d'écoulement  d'un  vase 
cylindrique  par  un  orifice  à  la  base  (en  mince  paroi)  est  propor- 
tionnel à  la  racine  carrée  de  ce  nombre.  Il  existait  donc  dans  les 
tribunaux  plusieurs  clepsydres,  une  pour  chaque  durée  légale,  ce 
qui  est  confirmé,  pensons-nous,  par  le  texte  d'Aristote. 

Contrairement  à  cette  conclusion,  on  pourrait  supposer  que  la 
clepsydre  des  tribunaux  n'était  pas  cylindrique,  mais  qu'elle  avait 
une  telle  forme  de  révolution  qu'elle  pouvait  se  vider,  en  écoule- 
ment libre,  en  des.  temps  proportionnels  à  la  quantité  d'eau  qu'on 
y  versait.  Mais  la  solution  de  ce  problème  conduit,  comme  on  le 
prouve  aisément,  à  V écoulement  à  vitesse  constante.  Cela  peut 
se  faire  soit  par  le  procédé  du  vase  de  Mariotte,  inconnu  des 
Ancien^,  soii  par  un  siphon  supporté  par  un  flotteur  (Xe^îj- 
Tapicv)(').  Mais  eus  moyens  ne  donnent,  en  tout  cas,  V écoule- 
ment libre  par  ouverture  ou  tubulure  à  la  base  (2). 

(')  Héron  d  Alexandrie,  IIveuu.aTixwv,  A,  IV. 

(*)  Si  l'on  cherche  à  construire  un  vase  de  révolution  qui  se  vide  par  un  trou 
au  sommet  de  la  base  (en  mince  paroi)  en  des  temps  proportionnels  aux  hau- 
teurs de  l'eau  qu'on  y  verse,  le  problème  admet  la  solution  suivante. 

En  prenant  comme  origine  du  système  triplorthogonal  le  centre  de  l'ouver- 
ture, et  comme  axe  des  -  dirigé  vers  le  haut  l'axe  du  vase,  en  désignant  par  R 
le  rayon  de  la  section  droite  intérieure,  à  la  hauteur  z,  et  par  <s'  l'aire  de  la  sec- 
tion contractée  de  la  veine  liquide,  on  aura  le  temps  d'écoulement  d'une  quantité 
d'eau  de  hauteur  z 

-       rz  wdz 

t=—=    /      —=-  =  b.z, 


d'où  l'équation  de  la  surface  de  révolution  du  vase 

-R-=  r.(x"-hy-)  =  b.rs'  \Jigz. 
Donc  le  vase  cherché  aura  une  surface  intérieure  de  révolution  du  genre  parabo- 
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SUR  LES  PETITES  OSCILLATIONS  D'UNE  MASSE  FLUIDE; 
Pau  AI.  E.  CARTAN. 


Dans  son  Mémoire  célèbre  :  «  Sur  L'équilibre  d'une  masse 
fluide  animée  d'un  mouvement  de  rotation  »  ('),  Poincaré  a 
indiqué  une  méthode  remarquable  pour  l'étude  des  petits  mouve- 
ments d'un  ellipsoïde  fluide  homogène  au  voisinage  d'une  position 
d'équilibre  de  rotation  (§  13,  p.  347-366).  Cette  méthode  a  été, 
semble-t-il,  difficilement  comprise  ;  on  a  même  récemment  contesté 
jusqu'à  la  possibilité  des  petits  mouvements  étudiés  par  Poincaré  (2). 
Les  difficultés  qu'on  a  éprouvées  à  la  lecture  du  Mémoire  des  Acta 
tiennent  plus,  à  mon  avis,  aux  notations  employées  par  l'auteur 
qu'à  l'exposition  elle-même,  une  même  lettre  p  servant  à  désigner 
tantôt  une  variable,  tantôt  la  valeur  numérique  que  prend  cette 
variable  pour  l'ellipsoïde  considéré.  J'ai  pensé  qu'il  y  aurait  inté- 
rêt à  donner  de  la  méthode  de  Poincaré  un  exposé  qui,  tout  en  res- 
pectant le  principe  même  de  cette  méthode,  la  débarrassât  de  ses 
obscurités  et  précisât  certains  points  importants  laissés  dans 
l'ombre  par  l'auteur. 

Je  partirai,  sans  en  discuter  la  légitimité,  de  l'hypothèse  faite  par 
Poincaré  d'après  laquelle,  comme  pour  les  systèmes  matériels 
jouissant  d'un  nombre  fini  de  degrés  de  liberté,  le  petit  mouvement 
le  plus  général  est  la  juxtaposition  de  mouvements  fondamentaux 
pendulaires,  c'est-à-dire  pour  lesquels  chaque  molécule  fluide  a, 


loïde.  Une  telle  clepsydre  peut  être  construite  en  verre  et  posée  sur  un    trépied. 
La  quantité  d'eau  écoulée  par  cette  forme  de  vase  sera  donnée  par 


q  =  cz2  (c=  ^\/2g.b<j'j 


et  les  temps  d'écoulement  proportionnels  à  q3. 

(')  Acta  math.,  t.  VII,  1880,  p.  209-380.  (Les  références  à  ce  Mémoire  seront 
indiquées  par  la  lettre  P.,  suivie  du  numéro  de  la  page.) 

(■)  B.  Globa  Mikhailenko,  Contribution  à  [l'étude  des  mouvements  d'une 
masse  fluide  en  rotation.  Thèse,  Paris,  Gauthier-Villars,  3e  partie,  1920,  p.  60-68. 
—  Cf.  P.  Appell,  Bulletin  des  Se.  math.,  \i"  série,  t.  XLV,  1921,  p.  10-u. 
(Compte  rendu  de  la  Thèse  précédente.) 
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autour  d'une  position  moyenne,  un  mouvement  pendulaire  dont  la 
fréquence  (réelle  ou  imaginaire)  \  est  la  même  pour  toutes  les 
molécules.  La  mise  en  équations  du  problème  conduit  à  une  équa- 
tion aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  à  coefficients  constants 
tout  à  fait  analogue  à  l'équation  de  Laplace.  L'idée  directrice  de 
Poincaré  a  été  qu'en  ramenant,  par  une  transformation  homogra- 
phique,  cette  équation  à  l'équation  de  Laplace  (et  l'ellipsoïde  donné 
à  un  autre  ellipsoïde),  les  fonctions  de  Lamé  sur  cet  ellipsoïde 
transformé  fournissaient  sur  l'ellipsoïde  donné  des  fonctions  jouant, 
par  rapport  à  l'équation  aux  dérivées  partielles  de  Poincaré,  le 
même  rôle  que  les  fonctions  de  Lamé  par  rapport  à  l'équation  de 
Laplace.  Mais,  outre  que  l'ellipsoïde,  par  la  transformation  homo- 
graphique,  peut  devenir  imaginaire,  ou  de\enir  un  hyperboloïde 
réel,  ce  qui  soulève  des  difficultés  pour  la  construction  des 
fonctions  de  Lamé  correspondantes  ('),  la  reclierche  de  ces 
fonctions  de  Lamé  généralisées  va  au  delà  de  ce  que  nécessite  la 
solution  du  problème  proposé;  en  réalité,  il  suffit  d'introduire  des 
polynômes  satisfaisant  à  l'équation  aux  dérivées  partielles  de 
Poincaré  et  prenant  sur  l'ellipsoïde  donné  des  valeurs  qui,  rap- 
portées à  la  sphère  homographique,  se  réduisent  à  une  fonction 
sphérique  (polynôme  harmonique  homogène). 

C'est  à  ce  point  de  \ue  que  je  me  suis  placé  dans  l'exposé  qu'on 
a  a  lire.  Le  lecteur  \erra  que  la  méthode  de  Poincaré  peut  théori- 
quement laisser  échapper  des  solutions  du  problème,  mais  dans  le 
seul  cas  d'une  fréquence  réelle  comprise  entre  — 2oj  et  -+-  2co, 
ce  qui  n'a  aucune  importance  pour  la  discussion  de  la  stabilité. 
Dans  le  but  d'éviter  la  confusion  signalée  plus  haut  relativement  à 
l'emploi  de  la  lette  p,  je  me  suis  permis  de  prendre  des  notations 
un  peu  différentes  de  celles  de  Poincaré;  j'appelle  «-,  62,  c-  les 
carrés  des  demi-axes  de  l'ellipsoïde  donné;  quant  au  paramètre  p 
des  ellipsoïdes  homofocaux,  je  le  définis  par  l'équation 


a-'+p        b2  -+-  p        c2+p 
En  dehors  de  l'exposé  théorique  de  la  méthode  de  Poincaré,  j'ai 


(')  Poincaré  a  vu  ces  difficultés  et  y  a  répondu  sommairement  pages  364-365  :  les 
brèves  indications  données  dans  ce  passage,  quoique  insuffisantes  pour  répondre 
à  toutes  les  objections,  sont  très  précieuses  pour  l'intelligence  même  de  sa  méthode. 
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traité  deux  applications.  J'ai  étudié  d'abord  la  question  de  la  .stabi- 
lité ordinaire  des  ellipsoïdes  de  Mac  taurin;  Poincaré  s'était  con- 
tenir de  montrer  que  celle  stabilité  s'étend  au  delà  de  l'ellipsoïde 
de  bifurcation  de  Jaeobi;  je  montre  qu'elle  s'étend  à  tous  les 
ellipsoïdes  de  Maclaurin  dont  l'aplatissement  est  inférieur  à  0,697 
(ou  l'excentricité  inférieure  à  o,953)  :  cette  limite  avait  déjà  été 
indiquée  par  B.  Riemann  (Gott.  Abh\,  1.  IX,  1860,  p.  3  —  Math. 
Werke,  p.  168),  mais  dans  l'hypothèse  restreinte  où  la  masse 
ûuide  conservait  une  forme  ellipsoïdale.  En  second  lieu  j'ai  étudié 
les  petites  oscillations  des  ellipsoïdes  de  Jaeobi  pour  lesquelles  la 
masseconserve  une  forme  ellipsoïdale  ;  dans  une  première  catégorie, 
la  masse  conserve  sa  grandeur  et  sa  forme  d'équilibre,  le  petit  axe 
de  l'ellipsoïde  décrivant  autour  de  sa  position  d'équilibre  un  cône 
du  second  degré;  dans  une  seconde  catégorie  l'axe  des  z  reste  cons- 
tamment l'axe  de  la  masse  fluide.  Ce  sont  les  petits  mouvements  de 
cette  deuxième  catégorie  qui  sont  à  identifier  avec  ceux  dont 
i\J.  I'.  Appell  a  signalé  récemment  l'existence  (C.  /?.,  t.  171,  1920, 
p.  761-766). 

Enfin  dans  les  deux  derniers  paragraphes  je  montre  comment  on 
peut,  en  restant  dans  l'esprit  général  de  la  méthode  de  Poincaré, 
lever  la  restriction  signalée  ci-dessus  relative  aux  fréquences  réelles 
comprises  entre  ■ —  210  et  -\-  210,  ou  égales  à  zb  2to.  Il  est  possible 
de  diriger  les  calculs  de  manière  à  obtenir,  sans  exception,  tous 
les  petits  mouvements  cherchés. 

I.  —  Exposé  général  de  la  méthode  de  Poincaré. 

1.  Considérons  une  masse  liquide  de  densité  constante,  que 
nous  pouvons  toujours  supposer  égale  à  1.  Imaginons  que,  par 
rapport  à  des  axes  Oxyz  d'origine  O  fixe  et  tournant  avec  une 
\  iiesse  angulaire  constante  <o  autour  de  l'axe  fixe  Os,  les  différentes 
molécules  fluides  soient  en  mouvement  de  manière  que  chacune 
s'écarte  très  peu  d'une  position  moyenne  et  que  sa  vitesse  soit  très 
petite.  Nous  désignerons  par  X,  Y,  Z  les  coordonnées  de  la  posi- 
tion d'une  molécule  à  l'instant  t  et  par  x,  y,  z  les  coordonnées  de 
la  position  moyenne  de  cette  même  molécule.  Nous  désignerons 
enfin  par 

^x,     Py,     fz,         yx,     Tv,     Yz 


àf 
dX 

fX-f  2WCV, 

àf 
àY 

YY—  2W(.'x, 

àf 

àZ 

7*> 
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les  composantes   de  la  vitesse  et  de  l'accélération  (relatives  aux 
axes  donnés)  de  la  molécule. 

Les  équations  fondamentales  de  l'Hydrodynamique  sont 


(i) 


où  l'on  a  désigné  par/(X,  \,  Z)  la  valeur,  pour  la  molécule  (X, 
Y,  Z),  de  la  fonction 

p  —  V—  -oi*(X?-hY*); 

p  désigne  la  pression  et  V  le  potentiel  des  attractions  newto- 
niennes.  Dans  les  seconds  membres  des  équations  (i)  figurent  les 
composantes  de  la  force  d'inertie  relative  et  de  la  force  centrifuge 
composée.  Par  hypothèse,  ces  composantes  sont  très  petites. 

On  peut  exprimer  la  valeur  de  /(X,  Y,  Z)  relative  à  la  molé- 
culs  (X,  Y,  Z)  en  fonction  des  coordonnées  (x,y,  z)  de  sa  posi- 
tion moyenne;  désignons  par  F  (a?,  y,  z)  cette  expression.  Les 
équations  (i),  qui  sont  condensées  dans  l'équation 

-^  dX  -+-  -^  dX  -+-  ^  dZ  =  (  —  yx  -+-2W  i>v  )  âX  -+■  (  —  yy  —  2  to  tw  )  dY  —  yz  dZ, 

sont  également  condensées  dans  l'équation  équivalente 

<)F    ,         dF    .         d¥  . 
—  dx  -+-  —  dj-h  —-dz 
dx  dy  dz 

=  (  —  yx-+-  2  w  ^y  )  <£r  -t-  (  —  Yï  —  2WPï)rf/-  yz  ^s 

-+-  (—  Yx-+-  îwvY)f/(X-a:)  +  (-Yï-  2wi'x  )d(  Y  —  7)  —  yzd(Z  —  z); 

en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordres  supérieurs,  on  obtient, 
au  degré  d'approximation  admis, 

à  F 
,  ,)F 

{      ôy     =—  ÏV-2WX, 

92  =~TZ- 
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2.  Supposons  maintenant ,  avec  Poincaré,  que  chaque  molécule 
soit  animée,  autour  de  sa  position  moyenne,  d'un  mouvemenl  pen- 
dulaire : 

X  -  ./■  =  A  (  s  e'X/  ),         Y  —  y  =  A  (  i)  e&'  ),         Z  -  z  =  A  (  Ç  «A»), 

où  X  désigne  une  constante,  réelle  ou  imaginaire,  indépendante 
de  la  molécule  considérée;  ç,  r,,  Ç  sont  trois  fonctions,  réelles  on 
imaginaires,  de  x,  j',  z;  enfin  le  signe  &  indique  qu'on  prend  la 
partie  réelle  de  la  fonction  qui  le  suit.  Dans  ces  conditions,  les 
équations  (2)  deviennent 

1    dF 
c'a: 

(  3  )  /  —  =  ,a  [  (  X*  ï)  —  2 t  o)  À£  )'«&'], 

I  ^ 

I    r)F 

'de 

Il  résulte  de  là  que  la  fonction  F  de  x,  y,  s,  £  est  de  la  forme 

(4)  F.iC+A(^), 

C  étant  une  constante  et  «i  une  fonction  déterminée,  réelle  ou  ima- 
ginaire, de  x,  )',  z.  Cette  fonction  satisfait  manifestement  aux 
équations  suivantes,  qui  remplacent  les  équations  (3)  (')  : 


(I) 


A   ces    équations    doit    s'ajouter   l'équation    de    continuité    qui 
exprime  que  la  densité  reste  constante,  ou  encore  que  l'on  a 

D(X,  Y.  Z)  _ 
Dix,  y,  z)  -,; 

cette  équation,  au  degré  d'approximation  admis,  donne 

(■■)  *C*ug=0. 

<)x       <)y        az 

(')  Ce  sont  les  équations  (4)  de  Poincaré,  p.  356, 

Bult.  des  Sciences  mathém.,  2°  série,  t.  XLVI.  (Septembre  1922.)       2t 


dx 

=* 

À' 

>  r 

+ 

2  i  UIÀTj, 

= 

te 

[ri 

— 

2ltùXÇ, 

~dz 

= 

X9 

Y 
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Les  petits  mouvements  étudiés  par  Poincaré  dépendent  donc  tout 
d'abord  de  l'intégration  des  quatre  équations  (I)  et  (II)  à  quatre 
fonctions  inconnues  ç,  y,,  ^,  'l  des  trois  variables  réelles  #,  )',  ;. 

3.  Il  y  a  lieu  maintenant  de  tenir  compte  des  conditions  aux 
limites  :  à  la  surface  libre  la  pression  doit  être  nulle,  par  suite  la 
fonction  F  doit  se  réduire  à 

—  Y.  X,  Y,  Z)  —  Ioi«(X*+¥«). 

Remarquons  que  le  potentiel  new  ionien  \  esî  la  somme  du 
potentiel  newtonien  A  ,  qui  serait  dû  aux  molécules  fluides,  prises 
dans  leurs  positions  moyennes,  et  du  potentiel  newtonien  Y2  dû 
au  bourrelet  supplémentaire,  en  partie  positif,  en  partie  négatif, 
qu'il  est  nécessaire  d'ajouter  pour  obtenir  la  masse  fluide  à 
l'instant  t.  Ce  potentiel  A  -2  peut  être  regardé  comme  un  potentiel 
de  simple  couche  dont  la  densité  serait 

y.  Si  i  ;  <""'-<'  )  H-  P  9\  (  f,  er>-'  i  -+-  7  (  :  e<~"  ), 

en  désignant  par  a.    j.  y  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  exté- 
rieure à  la  surface  moyenne;  on  a  donc 

Vs=  ctli  \:ie'""). 

en  appelant  \  3  le  potentiel  dû  à  la  simple  couche  de  densité 

'A  —  pu  +  ■;",■ 
On  a  par  suite 

/.  \.  Y.  Z  :  =/>  —  V,(X,  Y,  Z)—  -u?(X2-^-Y2)  —  A(V»c"Ai). 

Posons  pour  abréger 

U|  Y,  V.  Z  »  =  Vil  X,  Y.  Z)-|-  Iib«(X*h- Y»  ). 

•  2 

Nous  avons  alors,  au  degré  d'approximation  admis, 

F ( x.  y,  s)  =  n  —  U (,ar.  r,  5) —  Si (£ ?''■' )  —  —  $  ( -/-, g'X/  . 

v    ' J  '     '       '  J  i)x         "  ay  ' 

—  Ô—  SlXeût)— &(VieAfJ, 

la  fonction  V3,  dans  le  dernier  terme,   pouvant  être  évaluée  au 
point  {x^y,  z)  au  lieu  de  l'être  au  point  (\,  Y  ,  Z). 
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Si  nous  considérons  maintenant  une  molécule  (  \,  Y,  Z  |  de  la 
surface  libre,  c'est-à-dire  si  nous  supposons  que  le  point  (x,y,  z) 
appartient  à  la  surface  moyenne,  nous  voyons,  en  tenant  compte 
de  la  formule  (4),  qu'on  doit  avoir  en  ce  point 

U(#,  y,  z)  =— G, 

Y  =  —  Ç  -5 TQ  -5 £  -5 V3. 

'Ar  0^  oz 

La  première  de  ces  relations  exprime  que  /r/  surface  moyenne 
est  une  surface  d'équilibre  relatif  pour  la  masse  fluide.  Si  nous 
désignons  par  g  l'intensité  de  la  pesanteur  correspondante,  la 
seconde  équation  nous  donne,  sur  la  surface  moyenne, 

(III)  6  =  ^(xÇ-4-Pr1-HYO  —  V3. 

En  définitive,  les  conditions  aux  limites  donnent  la  rela- 
tion (III)  entre  les  valeurs  prises  à  la  surface  par  les  fonctions 
£,  yj,  Ç,  •}.  Je  rappelle  que  V3  est  le  potentiel  de  simple  couche  de 
densité  a;-j-  $?\  -h  y^.  et  que  a,  (3,  y  sont  les  cosinus  directeurs  de 
la  normale  extérieure. 

4.  Supposons  maintenant  avec  Poincaré  que  la  surface  moyenne, 
qui  est  une  figure  d'équilibre  relatif,  soit  un  ellipsoïde.  Nous 
écrirons  son  équation  sous  la  forme 

;  —  r  =  o  (  a-  >  b-  >  c-  ). 


=  /. 


X- 

~cë- 

-h 

V- 

On 

a  ici 

a 



±_ 

X 

a- 

y 

b* 

Nous  poseroi 

1S 

(5. 

X 

r> r<  -+-  -  *  =  ;    (  *  >■ 

os  c! 

La  formule  (III)  montre  qu'à  la  surface  de  l'ellipsoïde  on  a 
(6)  d,  =  ^/«— y,. 


(')  L'équation  de  la  surface  Iilire,  grâce  à  l'introduction  de  cette  quantité,  rend 
la  forme 
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Rappelons  qu'en  introduisant  les  fonctions  de  Lamé  Ret  S  et  en 
conservant  les  notations  de  Poincaré,  on  a 

R°  S!' 
gl  —  2  -  abc     3,   :1  » 

où  l'indice  o  indique  que  les  valeurs  des  fonctions  R3  et  S3  se  rap- 
portent à  l'ellipsoïde  considéré. 

Si  de  plus  la  fonction  de  point  z  sur  l'ellipsoïde  est  développée 
en  une  série  (  '  )  de  fonctions  de  Lamé 

yRO  S" 
k    k   MfcN*      ('-)• 

^■^  2B  +  I 

On  aura  donc,  à  la  surface  de  l'ellipsoïde  (3), 

■l  =  2-  abc  >   A/,     -I— i  —       *     <       MANA. 

jNous  poserons,  pour  abréger  un  peu  l'écriture, 

R?.S« 


on  a 


H/t=  a6c 


1  A-  °  *■ 


et  nous  énoncerons  la  condition  (III)  sous  la  forme  suivante  : 

Si  les  constantes  de  h  ourler  delà  fonction  isont  désignées  par 
Atï.lesconstantes  de  Fourler  correspondantes  de  la  fonction  'b, 
prise  sur  l'ellipsoïde ,  sont 

•2-(H3-H/,)A/,. 


(')  Poincaré  suppose  implicitement  le  développement  possible;  en  réalité  ce 
n'est  pas  nécessaire;  la  fonction  s  est  complètement  définie  par  ses  constantes 
de  Fourier  \t,  et  l'on  peut  simplement  affirmer  que  la  série  est  convergente  en 
moyenne  vers  s. 

Remarquons  encore  que  dans  le  Mémoire  de  Poincaré  c'est  R°  S"  qui  intervient 
au  lieu  de  Rj^lJ,  parce  que  c'est  l'axe  des  x  qui  est  supposé  de  rotation  au  lieu 
de  l'axe  des  z. 

(-)  Dans  le  .Mémoire  de  Poincaré,  c'est  le  coefficient  \-  qui  intervient  au  lieu 
de  i~;  cela  tient  à  ce  que  j'appelle  p  ce  que  Poincaré  appelle  i2. 

(3)  Cf.  P.,  formule  (5),  p.  357. 
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.">.   Revenons  maintenant  aux  équations I  I)  et(TI).  La  résolution 
des  équations  (I)  par  rapport  à  ;.  y,,  adonne,  si  ).-(),-' —  \<o'-)y^o, 

I  Ox  X      (iy 


(H 


) 

.-- 

—  4  w: 

■+- 

2l(i) 

ôx 

A-  —  4  U)- 

i    AL 


en  portant  dans  l'équation  (II)  on  obtient  pour  la  fonction1!/ l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles 

^       ^+        /         4  M»  \  d«  <l  _ 
'       '  drs  "^  ô>p        \  X»/dss#~~0' 

à  laquelle  nous  donnerons  le  nom  d'équation  de  Poincaré. 
Le  calcul  de  s.  d'après  la  formule  (5  ),  donne 

a?   cM/         JK  ^         /  4W'2\    s   d<b        2?'to  /  :r  AL         y  A!A  _ 

4°J         ~~  a?  Ac        62  c*k        \  a2  /  c-  âz  X     \a-  rjy       b^dx)' 

nous  désignerons  le  second  membre  par  la  notation  D\(  -l). 
Le  problème  à  résoudre  est  alors  le  suivant  : 

Trouver  une  fonction  'l  définie  à  l' intérieur  et  à  la  surface 
de  l'ellipsoïde,  satisfaisant  à  V  équation  aux  dérivées  partielles 
de  Poincaré ,  et  telle  que  si  Von  considère  sur  V ellipsoïde  les 
deux  fonctions 

_    . .  x  d'\>       y  AL        [        4to2\  z  d'b       îi'w  [x  AL        y  d'l\ 

y     et     Dx{^)  =  --  +  -^-H^i-1-j-^--T-^-^-gi^J, 

/es  constantes  de  Fourier  correspondantes  de  ces  deux  fonctions 
soient  de  la  forme 

a-«  H:J—  H/,,A/,         e<         (X*  —  '4<«>*)A.*. 

6.  Le  problème  étant  ainsi  formulé  analvtiquement,  nous  allons 
faire  une  étude  préalable  de  l'équation  de  Poincaré,  en  supposant 
que  la  constante  X,  a  une  valeur  réelle  ou  imaginaire  quelconque, 
exception  faite  des  valeurs  réelles  comprises  dans  l' intervalle 

(  —  •>.  tu ,  -t-  2  io  » . 
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Ce  cas  d'exception  n'intéresse  du  reste  pas  la  question  de  la  stabi- 
lité, celle-ci  étant  simplement  liée  à  l'impossibilité  de  la  solution 
du  problème  proposé  pour  des  valeurs  imaginaires  de  la  cons- 
tante À. 

Une  première  remarque  est  la  suivante  :  L équation  de  Poin- 
caré  n'admet  aucune  solution  s' annulant  à  la  surface  de 
l' ellipsoïde  (').  En  effet,  si  l'on  désigne  par  à  la  fonction  imagi- 
naire conjuguée  de  d»,  on  a  la  formule 

=  J    [Tx  àx  -tyfy-  \X  ~  ~)  57  ^J  **dyà*> 

l'intégrale  de  surface  du  premier  membre  étant  étendue  à  la  sur- 
face de  l'ellipsoïde  et  l'intégrale  du  second  membre  au  volume  de 
cet  ellipsoïde.  D'après  l'hypothèse  faite  sur  ô,  la  première  intégrale 
est  nulle,  et  par  suite  aussi  la  seconde.  Or,  si  À2  est  imaginaire,  la 
partie  imaginaire  de  l'intégrale  donne 


d\ 


on  a  ensuite 


/ 


— -  —  dx  dy  dz  =  o, 
dz  <)z  J 


~àz 


dx        dy 


La  conclusion  est  la  même  si  \-  est  réel,  i  —  K-^-  étant  positif.  Dans 

les  deux  cas  la  fonction  d/,  constante  à  l'intérieur  de  l'ellipsoïde  et 
nulle  à  la  surface,  est  identiquement  nulle. 

De  la  remarque  précédente  résulte  que  l'équation  de  Poincaré 
admet  une  seule  solution  prenant  à  la  surface  des  valeurs  données. 

(')  Il  est  bien  évident  que  cette  remarque  pourrait  tomber  en  défaut  ;i  i — 

A2 

était  réel  et  négatif,  comme  le  montre  l'exemple  de  la  fonction 

i  i 

l  oj:  a-        b- 


V  =  — ;  +  T-,  H ;  — i        pour       i  — 

a-         b-        c- 
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On  peul  démontrer  qu'il  y  a  effectivement  une  m  il  ni  ion,  mais  nous 
n'aurons  pas  besoin  de  cette  propriété. 

Delà  résulte  encore  que  la  fonction 'ji  étant  complètement  définie 
par  les  valeurs  qu'elle  prend  à  la  surface,  la  connaissance  des  cons- 
tantes «le  Fourier  de  la  fonction  'l,  prise  sur  la  surface  doit  entraî- 
ner théoriquement  la  connaissance  des  constantes  de  Fourier  delà 
fonction  D).('L),  prise  aussi  sur  la  surface.  11  est  du  reste  évident, 
d'après  la  forme  de  D>,(  '.<!/),  que  les  constantes  de  Fourier  de  D).('J') 
ne  peu\ent  être  que  des  combinaisons  linéaires  à  coefficients  fixes 
des  constantes  de  Fourier  de  -l.  Poincaré  a  montré,  et  c'est  là  le 
point  essentiel  de  la  théorie,  que  les  2/i  +  i  constantes  de 
Fourier  d'ordre  n  de  D>.('^)  ne  dépendent  que  des  constantes  de 
Fourier  du  même  ordre  de  -]/. 

7.  Pour  démontrer  cette  propriété  fondamentale,  nous  allons 
suivre  une  voie  un  peu  différente  de  celle  de  Poincaré. 

i°  //  existe  tou jours  un  polynôme  P  de  degré  n  satisfaisant 
à  V équation  de  Poincaré  et  prenant  sur  l'ellipsoïde  1rs  marnes 
râleurs  qu'un  polynôme  arbitrairement  donné  Q  du  même 
degré. 

Il  suffît  en  effet  de  déterminer  un  polynôme  R  de  de^îé  n  —  i 
tel  que  le  polynôme 

^  a-         b-         c- 

satisfasse  à  l'équation  de  Poincaré.  En  exprimant  qu'il  en  est  ainsi 
on  obtient,  pour  déterminer  les  coefficients  de  R,  autant  d'équa- 
tions linéaires  qu'il  y  a  d'inconnues,  à  savoir  le  nombre  des  coeffi- 
cients d'un  polynôme  de  degré  n  —  a.  Le  déterminant  de  ces 
équations  ne  peut  être  nul;  sinon  en  effet  les  équations  homogènes 
admettraient  une  solution  non  identiquement  nulle,  autrement  dit 

/  x-         y'2         z'1  \ 

il  existerait  umnolviiome  (  — -  -4-'-. 1 —  i  )  I\  non  identiquement 

1      J  \  a'1         b-         c-  }  * 

nul  satisfaisant  à  l'équation  de  Poincaré.  Or,  cela  est  impossible 
puisque  ce  polynôme  s'annule  sur  l'ellipsoïde. 

En  particulier,  supposons  que  Q  soit  un  polynôme  de  Lamé  h 
d'ordre  n;  nous  dirons  que  le  polynôme  P  correspondant  est  un 
polynôme  de   Poincaré.    Ces  deux   polynômes   se  réduisent  sur 
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l'ellipsoïde  à  une  fonction  de  Lamé  M*NA  et,  comme  on  sait,  cette 
fonction,  rapportée  à  la  sphère  h omo graphique,  est  une  fonction 
sphèrique  d ordre  n. 

2°  Si  P  est  un  polynôme  de  Poincaré  de  degré  n,  la  fonc- 
tion D)v(P),  considérée  sur  l  ellipsoïde ,  se  réduit  à  une  somme 
de  fonction  de  Lamé  d1  ordre  n. 

Partons  en  effet  de  la  formule  de  Green 

17)  /[»  D>,(4>)  —  ^D_-A(«p .)]  I  di  =  o. 

applicable  à  deux  fonctions  quelconques  ©  et  <b  satisfaisant  à 
l'équation  de  Poincaré,  et  où  l'intégrale  est  étendue  à  la  surface  de 
l'ellipsoïde.  Cette  formule  se  démontre  immédiatement  si  l'on 
remarque  que  l'on  a 

x  à'b        y  d'b        i         4r,>2\   z  à<l       21  ta  /  x  à<l         y  d<ii\ 

DxW  =  l  â*tr  +  Pdj-  +  \l- ~w') ^t  — r \^Ty ~ gi ss; 

dû        rjdb        I         4w2\     d<b        n'io  [    d<h        „d<l> 
dx        '  dy        \  A-  /  '  dz  A     \    ôy        r  dx 


I 


2î'w  /  x  à®        y   dy  \ 
cidz    '      À     la*  dy  ~~  T^àx) 


T  x  Oo       y  dç        I         4w2\   z  1) 
iD-<(c]  =  l[ai-,^F>o-y-+(l--}T)^d 

do        n  do         [  4w2\      àz,        9.iui  /    <)o  do 


Remplaçons  alors  dans  cette  formule  iL  par  P  et  cp  par  un  poly- 
nome  de  Poincaré  quelconque  P'  de  degré  inférieur  à  n.  Nous 
aurons 

fp'D/(P)ldr!=   fpD-i(P')ldc. 

Or  le  second  membre  de  cette  équation  est  nul,  puisque  le  poly- 
nôme D_>(P'),  de  degré  inférieur  à  n,  est,  sur  l'ellipsoïde,  une 
somme  de  fonctions  de  Lamé  d'ordre  inférieur  à  //.  Le  premier 
membre  est  donc  nul;  par  suite  D>,(P)  est,  sur  la  surface,  orthogo- 
nal à  toutes  les  fonctions  de  Lamé  d'ordre  inférieure  n]  c'est  donc 
une  somme  de  fonctions  de  Lamé  d'ordre  n. 

Il  résulte  de  là  que  si  l'on  a  choisi  les  2  n  -\-  1  polynômes  de 
Lamé  d'ordre  n  et  si  l'on  appelle  P,,  P2,  . .  .,  P2«+(  les  polynômes 
de  Poincaré  correspondants,  on  a,  sur  V ellipsoïde,  des  relations  de 
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la  forme 

(S)  D).(iV>  =  /'7i  Pi ■+■  /<)T p*+. •  .-+■  ^p|«+, P*»+i, 

où  les  constantes  A(//  dépendent  de  X  :  il  est  du  reste  évident 
qu'elles  en  dépendent  rationnellement,  puisque,  d'après  leur 
détermination  même,  les  coefficients  de  P,  dépendent  eux-mêmes 
rationnellement  de  X. 

La  propriété  analogue  aurait  lieu  pour  les  D_x(P). 

3°  Si  '}  est  une  fonction  quelconque  satisfaisant  à  Véqua- 
tion  de  Poincaré,  les  constantes  de  Fourier  d'ordre  n  de  Dx(^), 
considérée  comme  fonction  de  point  sur  la  surface,  sont  des 
combinaisons  linéaires  11  coefficients  fixes  des  constantes  de 
Fourier  d'ordre  n  de  'l. 

Il  suffit,  en  effet,  d'appliquer  la  formule  (7),  en  y  remplaçant  cp 
par  un  polynôme  de  Poincaré  de  degré  n.  La  constante  de  Fourier 
correspondante  de  D),('i>),  à  savoir 


est  égale  à 


P  Di(<l)ldv, 


•J,Dx(P)/da, 


qui,  d'après  (20),  est  une  combinaison  linéaire  des  constantes  de 
Fourier  d'ordre  n  de  <h. 

D'après  cela  si,  dans  le  développement,  convergent  en  moyenne, 
de  'b  (considéré  sur  la  surface)  en  série  de  fonctions  de  Lamé,  on 
considère  les  termes  d'ordre  n 

(9)  4«  ==."..+  (ctLi-t-CjLî -+-... -+-c!/t_HLî,H-i  )+..'., 

on  aura  facilement  les  termes  correspondants  de  D-A(\J>)  en  prenant 
le  cas  particulier  où  'h  se  réduit  à 

<L  =  c1P1+c,P2  +  ...+  c2n+lV.2n+1. 
On  a  alors,  d'après  (8), 


l,,..,2n  +  l 


Dx(<ja)=      ^      c^Â}Pa=      22      CihÏÏM- 
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Donc,  dans  le  cas  général,  la  foi-mule  (9)  entraîne,  sur  la 
surface, 

(10)     D).(^)  =  ...^-[     2Ci*£*Li 

8.  Prévenons  maintenant  au  problème  tel  qu'il  est  énoncé  à  la 
fin  du  n"  5.  Nous  obtenons,  en  portant  notre  attention  sur  les 
constantes  de  Fourier  A'*'  d'ordre  n  de  la  fonction  e,  les  2  /;  -+- 1 
relations  linéaires  et  homogènes 

t  =  2n  +  l 
(k  =  I,   2,    ....    '2/1  -I-  I). 

Les  constantes  de  Fourier  de  la  fonction  s  sont  donc  données 
par  un  système  d'une  infinité  d'équations  linéaires  et  homogènes, 
mais  ce  système  se  décompose  en  une  infinité  de  systèmes  par- 
tiels formés  chacun  d'un  nombre  fini  in-\- 1  d'équations  au 
même  nombre  d'inconnues. 

Les  valeurs  acceptables  de  ).  s'obtiennent  donc  en  annulant  l'un 
au  moins  des  déterminants  de  ces  systèmes  partiels.  On  peut 
encore  dire  que  tous  1rs  petits  mouvements  considérés  par 
Poincaré  se  ramènent  ci  ceux  pour  lesquels  la  distance  nor- 
male H  de  la  surface  moyenne  à  la  surface  troublée  est  le 
produit  de  l  par  une  somme  de  fonctions  de  Lamé  d'ordre 
donné  n  ('  ). 

[1  y  a  des  cas  où  le  problème  peut  se  décomposer  davantage; 
cela  arrive  en  particulier  si,  parmi  les  polynômes  de  Poincaré 
d'ordre  n}  on  peut  en  trouver  un  certain  nombre  r  <<  :m  -h  1  tels 
que  chacun  des  polynômes  D>,(P)  correspondants  soit,  sur  l'ellip- 
soïde, une  combinaison  linéaire  de  ces  r  polynômes.  Les  fonctions 
de  Lamé  correspondantes  seront  dites  former  un  groupe.  Poincaré 
a  remarqué  qu'il  en  est  ainsi  pour  l'ensemble  des  polynômes  de 


C1)  Il  faut,  provisoirement,  tenir  compte  de  la  réserve  faite  au  n"  6,  relative 
aux  petits  mouvements  dont  la  fréquence  est  supposée  réelle  et  comprise  entre 
—  2  w  et  +  20). 
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Lamé  d'ordre  n  qui  contiennent  c  en  facteur  et  pour  l'ensemble 
de  ceux  qui  ne  le  contiennent  pas. 

9.  Nous  dirons  que  l'ellipsoïde  considéré  admet  la  stabilité 
ordinaire  à  la  Poincaré  si  toutes  les  équations  en  X  obtenues 
par  le  procédé  indiqué  au  numéro  précédent  n'admettent  que  des 
racines  réelles.  11  est  bien  évident  que  cette  condition  doit  être 
réalisée  pour  que  la  stabilité  ordinaire  ait  lieu  :  car  l'existence 
•  l'une  racine  imaginaire  donnerait  un  mouvement  oscillatoire  pour 
lequel  l'écart  des  molécules  de  leurs  positions  moyennes  augmen- 
terait indéfiniment,  soit  pour  /= —  x.  soit  pour  t=A-y~-.  On 
peut,  du  reste,  remarquer  que,  à  toute  solution  des  équations 
(I),  (II),  (III)  correspond  une  solution  symétrique  par  rapport 
au  plan  des  xz  et  pour  laquelle  la  valeur  de  a  est  simplement 
changée  de  signe  (').  L'hypothèse  d'une  valeur  de  X  imaginaire 
entraînerait  donc  une  solution  pour  laquelle  l'écart  augmen- 
terait indéfiniment  pour  t=-\-ào,  ce  qui  est  incompatible  avec 
la  stabilité. 

Remarquons  que  Poincaré  n'a  pas  démontré  rigoureusement 
que  l'absence  de  valeurs  imaginaires  pour  X  entraine  la  stabilité; 
c'est  néanmoins  assez  vraisemblable  si  l'on  raisonne  par  analogie 
avec  les  systèmes  matériels  admettant  un  nombre  fini  de  degrés 
de  liberté. 

10.  Il  semble,  à  première  vue,  que  la  discussion  de  la  stabilité 
ordinaire  à  la  Poincaré  exige  l'étude  de  la  réalité  des  racines 
d'une  infinité  d  équations  algébriques  en  X.  11  n'en  est  rien.  Sup- 
posons, en  efï'et,  que  tous  les  coefficients  de  stabilité  H:j  —  H/" 
d'ordre  n  soient  positifs.  Cela  veut  dire,  comme  on  sait,  que  la 
stabilité  séculaire  est  assurée  si  la  masse  fluide  est  assujettie  à  ne 
prendre  que  des  positions  pour  lesquelles  la  surface  libre  troublée 
est  repérée  par  rapport  à  la  surface  d'équilibre  au  moyen  des  seules 
fonctions  de  Lamé  d'ordre  n  ;  par  suite,  l'équation  en  X  correspon- 
dant aux  constantes  de  Fourier  d'ordre  n  de  t  ne  pourra  admettre 
que  des  racines  réelles,  et  il  sera  inutile  de  la  considérer. 

(')  Dans  le  cas  des  systèmes  matériels  à  un  nombre  fini  de  degrés  de  liberté 
et  soumis  à  des  forces  gyroscopiques,  la  propriété  des  équations  en  /.  d'admettre 
des  racines  égales  et  opposées  est  générale. 
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Il  en  serait  de  même  si  les  coefficients  de  stabilité  relatifs  à  un 
groupe  de  fonctions  de  Lamé  étaient  tous  positifs.  Ce  groupe 
u'aurait  pas  à  être  étudié. 

Remarquons  enfin  que,  si  l'on  suppose  le  centre  de  gravité  de  la 
masse  fixe,  les  fonctions  de  Lamé  d'ordre  o  et  i  n'ont  pas  à  être 
envisagées. 

II.  —  Petits  mouvements  et  stabilité  des  ellipsoïdes 
de  Maclaurin. 

11.  Nous  allons  appliquer  la  théorie  générale  de  Poincaré  à 
l'étude  complète  de  la  stabilité  ordinaire  des  ellipsoïdes  de 
Maclaurin. 

Dans  le  cas  des  ellipsoïdes  de  révolution,  de  grandes  simplifica- 
tions s'introduisent  (*).  On  peut,  en  effet,  choisir  les  différents 
polynômes  de  Poincaré  P  de  manière  que  le  polynôme  D>  (P) 
correspondant  à  chacun  d'eux  ne  diffère  deP,sur  l  ellipsoïde, 
que  par  un  facteur  constant:  Si  l'on  admet  pour  un  instant  qu'il 
en  est  ainsi,  on  voit  qu'à  chaque  polvnome  de  Lamé  correspondra 
une  équation  en  a. 

Pour  démontrer  la  propriété  énoncée  rappelons  que,  dans  le  cas 
des  ellipsoïdes  de   révolution,   les  polynômes  (harmoniques)  de 
Lamé  peuvent  toujours  être  supposés  de  la  forme 
/ — /• 


i=i 


les  facteurs  du  second  degré  étant  complètement  déterminés  quand 
on  se  donne  p,  q  et  le  degré  total  n  =  p  -\-  q  -+-  ir.  Le  polynôme 
de  Poincaré  correspondant  sera  alors  de  la  forme 

P  =  L  -+-  ( x  ±  iy )i'z'/(X' ~~/'  -+-  —  —  i  )Q(a:s-+-r2,  s2), 
j  \       aL  c-  ' 

où  Q  désigne  un  polynôme  de  degré  r  —  i  en  x--\-y-  et  z'2  :  on 
se  rend  compte  immédiatement,  en  effet,  que.  pour  déterminer  les 
coefficients  de  ce  polvnome  inconnu,  il  y  a  exactement  autant 
d  équations  que  d'inconnues.  Si  l'on  prend  alors  un  polynôme  de 

(')     Cf.    P.,    p.    364.    °ù    «les    simplifications    un    peu    moins    étendues    sont 
indiquées. 
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Poincaré  qui,  d'après  ce  qui  précède,  est  <le  la  forme 

P  —  (x  ~  iy)i'z'i  0(xz-i-y-.  z*), 

on  constate  facilement  que  D-A(P)  esi  d'une  forme  analogue  et  que, 
par  suite.  Sur  l'ellipsoïde,  son  expression  en  fonction  linéaire  des 
polynômes  de  Poincaré  de  même  degré  ne  peut  contenir  qu'un 
seul  terme,  celui  qui  est  relatif  au  polynôme  P  lui-même. 

Par  exemple,  le  polynôme  P  =  (x  ±  îy)p  est  un  polynôme  de 
Poincaré;  on  trouve  immédiatement 

/  r*        r»  X  ±  2  fl)  .      .  X  ±  2  W       „ 

(i2i  D>(p)=     -     .,     p(x-*-iy)i'=      .     .,    pP. 

a  a2  J  Art2 

On  trouve  de  même 

(.3)  B^(x±c7yz)  =  r^^^'^^)(x±:iryz. 


Des  cinq  polynômes  de  Poincaré   du  deuxième   degré,  quatre 
rentrent  dans  les  types  précédents,  à  savoir  : 

Y>,  =  (x  +  iy)z,  P6  =  (x-iy)z,  ?,  =  (x  +  iyf,  P-  =  (x'-iy)K 
Le  cinquième  se  calcule  facilement;  on  peut  prendre 

on  constate,  en  effet,  d'abord  que  ce  polynôme  satisfait  à  l'équa- 
tion de  Poincaré,  en  second  lieu  que,  sur  l'ellipsoïde,  il  se  réduit 
à  une  fonction  de  Lamé,  à  savoir  (  '  )  : 

I     A2  —  4  0)2  2     À  2 


(i 


3         a2  3  c2 

Le  calcul  de  D>  (P8)  donne 

(.3)Di(p.)-»a.-w(£$.g-g)-..  "/'-jl1'.,  .p,. 

\       a-  c2    /        (/>2-4',j-)a2+ïÀ!c2 

12.   Il  est  facile  de  former  les  équations  en  X  correspondant  aux 
différents  polynômes  de  Poincaré  du  second  degré  (2).  D'après 

(')  C'est  bien  une  fonction  de  Lamé  parce  que.  sur  la  sphère  bomographique, 
elle  se  réduit,  à  un  facteur  constant  près,  au  polynôme  harmonique  homogène 
x  -+-  y  —  >  z   . 

n  Cf.  P..  p.  374. 
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l'énoncé  de  la  fin  du  n°  o,  on  doit  avoir,  sur  l'ellipsoïde,  pour 
chaque  polynôme  IV 

D>,iFA.)_      >.'— 4  to» 

Car  suite,  les  équations  cherchées  sont  :  pour  Pi? 

X*(X  -  aw)  =  ait(H,-  H4)  fA  4-  *  """ffi  ; 

\a2  c2       / 

pour  P6, 

H3-H6„ 

A(A-2U))=4~ _ ; 

pour  I'.;, 

(À2  —  4  w2)tt2-+-  2À2C2  =  I2Tï(H3 —  Hs). 

Les  équations  relatives  à  Ps  et  P-  se  déduisent  de  celles  relatives 
à  P.,  et  P6  en  changeant  Â  en  —  À. 

13.  Il  est  intéressant  d'étudier  les  petits  mouvements  corres- 
pondants, au  moins  quand  A  est  réel.  Prenons  d'abord  pour  6  le 
polynôme  IJ.,  multiplié  par  un  facteur  constant  k  très  petit,  que 
nous  pouvons  toujours  supposer  réel  en  changeant,  au  besoin, 
l'origine  du  temps.  De  la  formule 

<l  =  k(x  -f-  ij')z, 

nous  tirons,  d'après  (1  '), 


1  = 


A  (  À  2  to  ) 

ik 

À  (  À  2  to  ) 


Y  k   /  •       N 


ait(H,-H4.) 


(^  +  *»2. 


Il  en  résulte,  pour  les  équations  du  mouvement  d'une  molécule 

fluide, 

k 

A  X  =   —7 2  COS  À  /, 

A  (  À  —  2  «  ) 

Y  —  v  =  — «  sin  /,  /, 

^  A  (  X  —  2  M  ) 

Z  —  .=  =  —  (.rcosÀi — j'sinÀ?). 
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et,  à  la  surface,  l'épaisseur  du  bourrelel  esl  le  produil  de  /  parla 
quantité 

—,    \  —  X  i  —  j-(\  —  i-  ) 
<i-  b-  ~ 

z  t 1  k  /  ,  •    ,    * 

H ;(/-  —  s)  =  — — (  xz  cosXt  —  yz  sin  ht). 

■2-(H3—  H4j  J  > 

Les  différentes  molécules  décrivent  des  ellipses,  à  l'exception  des 
mol. cules  équatoriales  (z  =  o)  qui  ont  un  mouvement  vibratoire 
rectiligne  parallèle  àO;;  les  molécules  dont  la  position  moyenne 
est  sur  l'axe  sont  animées  d'un  mouvement  circulaire  uniforme 
aul.mr  de  O.S.  Enfin,  en  apparence,  la  surface  libre  semble 
tourner  avec  une  vitesse  angulaire  X  autour  de  Or-  en  conservant 
sa  forme  et  sa  grandeur,  qui  sont  celles  de  l'ellipsoïde  d'équilibre 
lui-même  i  '  i. 

Prenons  maintenant 


nous  obtenons 


<b  =  -k(x  -+■  mi-  ; 


k 

A  I    A   1  W  )  J    ' 

ik 

(x  -+-  i  y  )  t 


/.  (  À  —  2  (0  ) 

?  =  o, 

k 


En  posant 


A(  A  —  2  0))  as 

k 


(x  -t-  i  y  i-. 


=  h. 


Al    A   1  OJ  J 

on  en  déduit,  pour  le  mouvement  d'une  molécule, 

X  —  x  =  h(  x  cos  À  £  —  »-  s  in  À  /  ), 
Y  —  y  =  h(  —  y  cosÀ?  —  x  sin  À  t  i, 
Z  —  5  =  o: 

de  plus,  l'épaisseur  du  bourrelet  est  le  produit  de  /  parla  quan- 

(')  L'équution  de  la  surface  libre  est. 

\         Ya       Z-  k 

—  +  -j-,  -f-  — — n-  (XZ  cosX<  —  YZ  <m  ht)  =  t. 

a-        b-        c-        t.  (H.  —  HJ  v 
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tité 

*   r  .x  •     ,      -, 

■^[(x-  —  y*)cos\t  —  -ixysMAt]. 

Chaque  molécule  décrit,  dans  un  plan  perpendiculaire  à  O;,  une 
circonférence  dont  le  rayon  est  proportionnel  à  la  distance  moyenne 
de  la  molécule  à  l'axe.  La  surface  libre  est  un  ellipsoïde  à  trois  axes 
inégaux  admettant   Oz-   pour  axe  et  qui   semble  tourner  sans  se 

déformer  autour  de  O-  avec  la  vitesse  angulaire  -• 

i 

Prenons  enfin 

nous  trouvons 

\  =hlx—  '-y1  y), 

Ç  =  —  ihz, 

\       a-  c'2 

Les  équations  du  mouvement  d'une  molécule  sont 

v-  1  /  -  su        .    ,    \ 

X.  —  x  =  h  I  x  cos  Kt~\ — —y  sin  à 1 1 , 


X-y=h(^ 


2  0) 


y  cos  à?  —  -r—  x  sin  Kt  I , 
Z  —  z  =  —  i  h  z  cos  À  t , 

et  l'épaisseur  du  bourrelet  est  le  produit  de  /  par 

\       a*  c2  / 

La  surface  libre  est  un  ellipsoïde  de  révolution  qui  oscille  avec  la 
période  -^-»  en  partie  à  l'intérieur,  en  partie  à  l'extérieur  de  l'ellip- 
soïde donné  (  ■  ). 

(l)  Son  équation  est 

' (  I  —  2  /t  COS  A  t  )  +   —  (  I  +  :'|  A  COS  XZ)  —  1  =  O. 
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I  '».  Arrivons  maintenant  à  la  discussion  de  la  stabilité  ordinaire 
des  ellipsoïdes  de  Maclaurin.  On  sait  que  les  coefficients  de  stabi- 
lité relatifs  aux  polynômes  de  Lamé  qui  contiennent  ;  en  facteur 
sont  toujours  positifs.  Tous  les  autres  peuvent  s'annuler  pour  un 
aplatissement  convenablement  choisi.  Si  l'on  suit  la  série  des 
ellipsoïdes  de  Maclaurin  en  partant  de  la  sphère,  les  polynômes 
de  Lamé  dont  les  coefficients  de  stabilité,  d'abord  tous  positifs, 
deviennent  successivement  négatifs,  se  présentent  dans  l'ordre 
suivant  : 

i°  Les  polvnomes  ('/ ±ù')2  dont  le  coefficient  de  stabilité,  en 
s'annulant,  donne  l'ellipsoïde  de  bifurcation  de  Jacobi 


s/a"-—c"- 

l  =  - =  i .  3U3 

c  '    y 

2°    Les  polynômes  {x  =b  iy)3,  dont  le   coefficient   de  stabilité 
s'annule  pour  /  =  2,o5  ; 
3°  Le  polynôme 

a- —  c- 


L8  =  x*-\-y- 


3 


dont  le  coefficient  de  stabilité,  en  s'annulant.  donne  l'ellipsoïde 
de  vitesse  maxima  (/=  2,53); 

4"  Les  polynômes  (x  ±  i y)'' ,  (x  ±  iy)5,  {x  ±  iy)'\  .  .  . ,  dans 
l'ordre  des  exposants  croissants  :  leurs  coefficients  de  stabilité 
s'annulent  pour  /  =  2.59,  /  =  3.o5,  /  =  3, 20,  ...  ; 

5°   Les  polynômes 


(* 


±1»^?*+^_4*î_4*L_£?)        (^  =  3,95 


et  ainsi  de  suite. 

La  première  équation  en  A  à  discuter  est  celle  qui  est  relative 
au  polynôme  (x  -\-iy)2  ;  nous  verrons  que  la  réalité  de  ses  racines 
a  lieu  lorsque  l'aplatissement  est  inférieur  à  une  certaine  limite; 
les  équations  en  A  relatives  aux  polynômes  dont  les  coefficients  de 
stabilité  sont  encore  positifs  pour  cet  aplatissement  limite  n'auront 
pas  à  être  envisagées,  puisque,  en  ce  qui  concerne  ces  polynômes, 
la  stabilité  est  d'ores  et  déjà  assurée  par  le  théorème  de  Lejeune- 
Dirichlet.  Nous  n'aurons  donc  qu'un  nombre  fini  d'équations  en  a 
Bull,  des  Sciences  mathe'm.,  2e  série,  t.  XLVI.  (Septembre  1922.)      22 
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à  considérer.  Nous  verrons  qu'en  réalité,  ces  équations  en  A  auront 
d'elles-mêmes  toutes  leurs  racines  réelles. 


lo.    Nous  désignerons  par 

.r--t-  r2 


l'équation  des  ellipsoïdes  homofocaux  de  l'ellipsoïde  donné.  Les 
fonctions  de  Lamé  R  correspondant  aux  polynômes  de  Lamé  que 
nous  aurons  à  considérer  sont  :  pour 

p 
L  =  -..r  ±  mi/'.         R  =  (p  +  a*)2; 

pour 

a-—  c-  n  a2-(-->c2 

i*  =  *-— y— **■—*— —  .       R  =  p 3— 

Pour   une  fonction  de   Lamé  R  donnée,   la  quantité    désignée 
au  n"  -ï  par  H  est 


H  —  a-c  !       — < 


(a2-(-  <)\ 
Pour  les  premières  fonctions  de  Lamé 


Rj  =  R2  =  /p  +  as,  R:j  =  ^/o  -4-  c2. 

on  a 

H1=jH2  =  a2c/       . 

«/0      (  «2  -H  ^  )2  v/c'"  "+"  t 

H3=asc/      

•A       (c2-t-  Z)  (a2 -H  t)  y/c2-t-  £ 


Rappelons,  enfin,  la  formule  qui  donne  la  vitesse  angulaire  w 
H,  — H,  ,     r''  t  dt 


H,  -  H,  /" 

)2  =  2~  =27TC{<22 —  C2  )     / 

«2  .L 


0      (a2+02''c2+ 0' 

16.   Cela  posé,  l'équation  en  X  relative  au  polynôme  de  Poin- 
caré  (x-\-iy)'-.  qui  correspond  à  la  fonction  de  Lamé 

R6 .=  p  -t-  a2, 
est  (n°  12) 

l'/i  v         ,      H  3 —  H6 


ou 
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Par  suite.  u«e  première  condition  de  stabilit<:  est  donnée  par 
V inégalité  ('  ) 

(i5j  Ht-+-  II3—  2H6  >  o 

ou,  en  supprimant  le  facteur  a-c, 

Jfxr     a*-  c1  a>        ~\  dt 

0       W'-t  +  f>-t  _  '  («2-0JJ  („i-i-t)dïïT=t  >  "' 

Posons,  comme  d'habitude  (2), 

a2  =  c*(i-h  /*). 
Le  calcul  donne 

(16)  -l3~-3l  —  (/i+8/2-H3iarctang/>  o. 

Le  premier  membre  de  cette  inégalité,  nul  pour  /=o,  devient 
d'abord  positif,  s'annule  pour  /  =  3,i4i5  et  devient  ensuite 
négatif. 

La  première  condition  de  stabilité  est  donc 

l  >  3,iii5; 
pour  l'ellipsoïde  limite  C,  on  a 

—  =  o,3o3. 
a 

ce  qui  correspond  à  un  aplatissement  de  0,69"  et  à  une  excentri- 
cité de  0,953. 

Le   calcul  de  la  vitesse  angulaire  de    rotation    correspondante 
donne  (3) 

OJ2  4 1~ 


(')  Cette  inégalité,  sous  une  forme  un  peu  moins  simple,  est  donnée  par 
Poincaré,  p.  $->•. 

(2)    P.   Appell,    Traité  de   Mécanique   rationnelle,   t.    IV;    Paris.    Gauthier- 

Yillars  (  1921),  p.  49. 

f\  c    ,         .  .     1    1    e  1     (0"        (3 -M2)  arctangZ  — 3^/ri 

(■  )  Lu  tenant  compte  de  la  formule  —  =  -- = (P.  Appell, 

lo< .  cit..  p,  5o  ). 
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17.  Il  y  a  maintenant  à  former  les  équations  en  ~k  relatives  aux 
fonctions  de  Lamé  pour  lesquelles  le  coefficient  de  stabilité  a 
une  valeur  négative  quand  on  donne  à  /  la  valeur  3,i4i5  corres- 
pondant à  l'ellipsoïde  limite  C  II  en  est  ainsi  des  quatre  fonc- 
tions de  Lamé 

1  «2  H-  2  c2 

R9    =(p  +  a*)*,         R8   =PH ^ > 

R10=  (p-+-a2)2,  Rn  =  p(-+-a")», 

correspondant  respectivement  aux  polynômes  de  Poincaré 

P9   ={x±iy)\         P8   =(À2-4to*)^'--+-j2-|«2)-2X2(s2-ic2^, 
P10  =  O±t»S         P„  =  (x  =h  i»s. 

L'équation  en  \  relative  à  PK  a  déjà  été  formée  (n°  12);  elle 
s'écrit 

À2(a2+  2c2)  =  4a)«a2-(-  i27c(H3—  H8) 

=  87TCH!-  H,>-j-i*ie(H,-  H,)  =  4-<>HiM-  H3-  3HS). 

La  condition  nouvelle  de  stabilité  fournie  par  cette  équation  est 
donc 

(17)  ..H,  +  H3-3H8>o. 

Or  elle  est  remplie  d'elle-même,  car  on  peut  l'écrire 

(Hi-.H8)  +  (H1+H3-iH6j  +  2(H6-H8)>o; 

des  trois  termes  qui  constituent  le  premier  membre,  le  second  est 
positif  par  hypothèse,  le  premier  est  positif  parce  que  le  quotient 


p  -+-  a-        y    '  3 

va  en  croissant,  le  troisième  est  positif  parce  que  le  quotient 


a2 

-+-  2C2 

P  "+~ 

8 

3 

■6                     P  -+■ 

a2 

va  aussi  en  croissant.  L'inégalité  est  donc  vérifiée  d'elle-même. 
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Restent  les  équations  en  X  relatives  aux  polynômes 

{x±iy)i'         (/>  =  '}.  4-   "»)■ 
Or,  on  a  vu  (  n°  11)  qu'en  posant 

P  =  (x-+-  iy)P, 


on  a 


DX(P)  =  i±^/,P; 


l'équation  en  k  correspondante  est  donc 


À  -+-  2  W  À2  —  $ID 

-.  „,    P 


ou 


ou 


X  (  X  —  2  W  )  =  2  /?  ~ 


aic(H,-H)' 

H3-H 


a- 


.  Hi  —  H  3  H  3  —  H 

(A  O)  )2  =  2  k h  2  71  p    ! 

(A  —  oj)2  =  2t: • 

La  condition  de  stabilité  est  donc 

(18)  h,-hQb  —  i)H3—  />H>o. 

En  appliquant  cette  formule  aux  fonctions  de  Lamé 

RH  =  (o  +  a2)^,         R10=(p  +  aS)s,         RM  =  (p -*-a»)*f 
nous  avons  donc  à  former  les  trois  inégalités 
H,+ 2H3-3H9>o,         H14-3H3-4H10>o,         H,  -+-  4H3—  5HU  >  o; 


ou  encore 


r°°  ["     a2              2  c2                3  a6       1                dt 
J0       L«2  "+"  *  +  c'2  -+■  *        ;a2-+-0'jJ  (aî-H/Jv^+l  ^ 
/■"  ("     a2  3c2  |«»      1  dt 

rx  f     r/2  4c2  5a1"      "1  <U 

X       L  «*-+"'  +  c2-+-/  ~  (a*-r-05J  ,a^/)/?T«  >  °* 
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Le  calcul  donne  respectivement  les  trois  inégalités 

i5/  ■+-  \olz-\-  5~l5  —  (i5  -t-  45  J2-t-  69A-+-  7Z6 )  arc  tangl  >  o; 
io5/-r-  385 /3-(-  >n/3+  5ig/7 

—  3  (  35  -f-  i4o/2-t-  110 1*  -h  •>,2o/$-i-  ig^8)  arc  tan  g/  >  o  ; 
3i5/  -h  1470/3-»-  2688 /5-+-  23;oZ7-+- 1861  Z9 

—  1  3ij  -^  i5j5/2  H-  3  i5o/*-i-  3i  5o^6H-  2471  /8-r- 187 /10)  arc  tang/ >  o. 

Chacun  des  trois  premiers  membres  s'annule  une  fois  et  une  fois 
seulement  pour  l  positif.  Si  l'on  veut  vérifier  les  inégalités  pour 
la  valeur  limite  /=3,i4i5,  il  suffit  de  les  vérifier  en  y  rem- 
plaçant arc  tang/  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (16) 

Î/  +  7/3 
arc  tan"  /  = 


3  +  8/s+/" 
on  obtient  ainsi  les  inégalités 

4  /«  —  4  l*  —  8 l1  —  1  5  >  o  ; 

i5 /6 —  16 1+—  {5/2  —  14  >o; 

G9/8  —  7  3  /6 —  279 /; —  177 1- —  167  >  o; 

elles  ont  manifestement  lieu  pour  1=  3, 1 4 1 5. 

En  conclusion,  les  ellipsoïdes  de  Maclaurin  admettent  la 
stabilité  ordinaire  pour  tout  aplatissement  inférieur  à  0,697. 
En  suivant  les  ellipsoïdes  de  Maclaurin  depuis  la  sphère 
jusqu'à  l'ellipsoïde  limite  £,  on  rencontre  quatre  ellipsoïdes 
de  bifurcation  successifs  ;  on  rencontre,  en  outre,  l'ellipsoïde 
de  vitesse  de  rotation  maxima.  Pour  V ellipsoïde  limite  C.  la 

vitesse  angulaire  de  rotation  est  donnée  par  — —  =  0,2201. 


III.  —  Petits  mouvements  des  ellipsoïdes  de  Jacobi. 

18.  Nous  ne  discuterons  pas  la  stabilité  ordinaire  des  ellipsoïdes 
de  Jacobi  ;  nous  nous  contenterons  d'étudier  les  petits  mouve- 
ments pour  lesquels  la  surface  libre  reste  ellipsoïdale.  La  fonc- 
tion à  est  alors  un  polynôme  "du  second  degré  satisfaisant  à 
l'équation  de  Poincaré  et  se  réduisant  sur  l'ellipsoïde  à  une 
somme  de  fonctions  de  Lamé  du  second  ordre;  cela  donne,  sur  la 
sphère  homographique,  une  fonction  sphérique  du  second  ordre. 
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Ici  les  polynômes  dé  Lamé  se  décomposent  eio  deux  groupes,  celui) 
des  polynômes  qui  contiennenl  c  en  facteur,  celui  des  polynômes 

qui  ne  le  contiennent  pas. 

Occupons-nous  d'abord  du  premier  groupe.  On  aura  évidem- 
ment, dans  ce  premier  cas, 

<l  =  kxz     -  V>jz, 

[X6S  \  h1        <■-        a-'-2  '     J~ 

L>s  polynômes  .r^  et  y;  sont  les   polynômes  de  Lamé  L-,  et  L5 
correspondant  aux  fonctions  de  Lamé 


R;  =  vX(  a-  —  ?  M '■'  —  ?  ),  Rô  =  vA  b*  —  y  )  I  '-2    -  p   . 

cl  l'on  a 

lh=abr  f\    ,      """, 

J0       («*+*)  (c2-M 

H-  =   f(6r    / ; 


,// 


(a2_u/)(   ,.2_/l     ^/^^   /■  )(bi—t  ilf-2—  /  ■ 

èV2  ûft 


)  \/(«2-+-  t)(b-^-t)  (c2-t-*) 
L'énoncé  de  la  fin  du  n°  o  conduit  aux  deux  équations 

(X2—  4 '.>-  i 


(  '  1  -1- 

4',j2  \ 

A 

/,rt2 

\  «2            C» 

X*c2/ 

A 

ii<x>            t 

'  i         i 

— 

X2C2  ' 

2Tt(H3-H4)' 

<  '  9  >  , 

i^A+^  +  -i-4^U      „    ,  , 

a2  —  4  w 
B  ~~  a-(H3— H5/ 

L'élimination  de  A  et  de  B  donne  l'équation  en  )>  cherchée  qui, 
après  simplification  et  division  par  X2 —  4l0%  devient  du  troisième 
degré  en  À2. 

On  est  assuré  d'avance  de  la  réalité  des  racines  de  cette  équa- 
tion puisque  les  coefficients  de  stabilité  H3 — H,,  H:!  —  Hs  sont 
toujours  positifs. 

A  chaque  racine  de  l'équation  en  À2  correspond,  d'après  (19), 

r> 

une  valeur  déterminée,  purement  imaginaire .  de  —  •  On  peut 
donc  supposer,  en  choisissant  convenablement  l'origine  du  temps. 
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que  la  fonction  e  est  de  la  forme 

s  =  a.xz  -t-  i$yz, 

a  et  j3  étant  réels  et  très  petits.  Cela  donne,  pour  l'équation  de 
la  surface  libre, 

\2         \  2         z2 

1-  -. h >.aXZ  cosÀ  t  —  i  8  VZ  sin  À  ^  —  )  =  o. 

a2         62         c2 

On  voit  immédiatement  qu'aux  quantités  près  du  second  ordre, 
cette  surface  est  égale  à  l'ellipsoïde  donné.  La  masse  fluide 
semble  donc  se  mouvoir  comme  un  corps  solide.  En  particulier, 
le  petit  axe  de  l'ellipsoïde  est  donné  à  chaque  instant  par  les  équa- 
tions 

(a2 —  c2  (X  -t-  aa2r2Z  cos).  t  =  o, 

(62  —  r2)Y  —  (362c«Z  sin  Xt  =  o; 

il  décrit,  par  rapport  aux  axes  de  coordonnées  choisis,  le  cône  du 

second  ordre 

,  X2  Y2 


l\~^~c~*)       ?2(^      72 


—  Z*  =  o. 


19.   Les  petits  mouvements  du  second  groupe  font  intervenir  les 
trois  autres  polynômes  de  Lamé 


xy, 
u  = 


a^-i-ii        b2-+-a.i        c2-H«i 

a-2  r2  z2 


-x2        62— a2        c2-H  x2 
correspondant  aux  fonctions  de  Lamé 

R6  =  v/(a2+p)(62+p),  R7=?  — a,,  R8  =  p 

a,  et  su  sont  les  racines  de  l'équation  du  second  degré 


nous  supposerons  at    compris   entre    — a-  et   —  b-,   a2   compris 
entre  —  b-  et  —  c2.  On  a,  comme  on  sait, 
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pi  1 1  - 


H:  =  abr  f 


dt 


H8  =  abr   I 

«/0       ('-■«)     si'1"-—  t)(bi—  ()('■"-—  t) 

Rappelons  enfin  qu'on  a  toujours 

H3—  H7<o,  H3— H8>o. 

Connue  H:,  —  H);  =  o,  la  fonction  'l  ne  dépendra  pas  du  poly- 
nôme de  Poincaré  P6  correspondant  au  polynôme  de  Lamé  Lc.  Par 
suite,  comme  on  le  voit  facilement,  -l  sera  de  la  forme  (4) 


3/^2  ~V 


(20)  .;  =  lA^-yj- 


Les  coefficients  constants  A,  B,  C  satisfont  en  premier  lieu  à 
l'équation 

(•2i)  X»A  +  ).2B -+-(/.*—  -i'w2)C  =  o 

obtenue  en  exprimant  que  'l  satisfait  à  l'équation  de  Poincaré. 
Ils  satisfont  aussi  à  deux  autres  équations  obtenues  de  la  manière 
suivante  : 


On 


a 


DX(^)  =  A-+B^-+    i-5—    G-  -_(__  _)»,. 


La  condition  énoncée  à  la  fin  du  n°  o  s'écrit  alors 
f  L,Di<-l)ld'  _  r  L8DX(V 

■>    E  À-  —    1  '•>"  «/   Ei 


k* — 4f>>-  >y  e,  '-2 — -4wJ 


fi,*!*         -(H.-H,)  r  U¥dz 


2-(H3-H,)' 


ce   sont  ces   équations   développées  et   simplifiées  qui  fourniront 
deux  nouvelles  équations  linéaires  et  homogènes  en  A,  B,  C. 

Pour  faire  le  calcul  on  peut  considérer  la  sphère  homographique 


(')  Cette  forme  est  choisie  par  la  condition  que,  sur  la  splière  homographique 
de  L'ellipsoïde,  y  se  réduise  à  un  polynôme  homogène  et  harmonique  du  second 
degré  (c/.  ii-après,  n°  22). 
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de  l'ellipsoïde,  par  la  transformation 

x  =  ax,         y  =  6  j-,  s  =  cz; 

Ida  devient  alors,  à  un  facteur  constant  près,  l'élément  de  sur- 
face dn  de  la  sphère;  quant  aux  polynômes  LT,  L8,  il,  D>.(  ■}),  ils 
deviennent  sur  la  sphère 


L,= 


—  2 

r 


62 


tl  =  -  A  a- 1  ix 
6 


L«  = 


—  2 

a? 


7 


ai 


•  y  —  z    )  -f-  Ibô*(—  x 


b"-  -f-  a2 

.    îv   —    z    I 
6  J 

I  ;  —  -  —2  -2   \ 

-CcM  —  a;  —     y  -\-%z 
b 


d),(,)  =  a7-b?V(,-^)cï'-^(b^-a^).7J. 

Les  intégrales  à  calculer  porteront  sur  des  polynômes  homogènes 
et  du  quatrième  degré  en  „r,  r,  z.  Les  termes  non  carrés  parfaits 
ne  donneront  rien  :  quant  aux  autres,  leur  calcul  exact  est  inutile; 
il  suffit  de  remarquer  qu'on  a 

j  x'  ch  =   f  y    et  a 

=   I    z    d<j  =  3  I  y  z    d<s  =  3  f   z   x    da  =  3  I  x  y    da. 

On  obtient  ainsi,  sans  difficulté,  les  relations 
V  B  /         4w2\        G 


a-  —  scj 


&«+«; 


a-  /  cz  —  aj 


A  a2 


B6'- 


Cc* 


(22) 


*1 


62  -+-  a, 


4  m  2  \         C 

A-      /    C2-4-   7., 


Va2 


B62 


C  r'2 
r2  -h  z2 


À2  —  4102 
4^(H3-H7) 


A2  —  4  u>* 
4-(H3-H8) 


Les  trois  équations  linéaires  (21)  et  (22)  conduisent  à  l'équation 
en  X  cherchée 

1  1  1 

4 - (H3—  H-)  —  ("a2—  4oj2)«2     4  "  l  H,—  H7 )  —  f/-2—  4  »2 ) 62     4- (  H3—  1IT  ) -  X2  1 


a-^r-y.i  b'-^-y.i  c2+aj 

4-(H3—  H,)  — (À»— 4ci»)«»     4-(H3-H8)-('a2-4o^)62     4-(H3-Hs;  —  ~//-r2 
a2— a»  £2 — a,  e2+ct2 
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C'est  une  équation  bicarrée.  <  h\  ^aii  d'avance  qu'elle  a  toutes 
ses  racines  réelles,  puisque  les  ellipsoïdes  de  Jacobi  jouissent  de 
la  stabilité  séculaire  pour  toute  déformation  qui  conserve  la  forme 
ellipsoïdale  de  la  surface  libre.  Du  reste,  la  réalité  des  racines 
devient  évidente  si  l'on  met  l'équation  (23)  sous  la  forme  sui- 
vante,   à    laquelle    on    arrive    par    quelques    transformations    de 

calcul  : 

—  4  co2c2(«2-+-  b'1  -      >  y.,  ) 

4w*C2(«2-h  62-f-  2a») 
+  a2(À2-4co2)^4-(H3-H8) 

Cette  équation  est  de  la  forme 


3'(«i—  «2)  =  o. 


P  Q 

(ai)  = h  77^ 1  =  0, 

^    4;  À2  —  /?         \*—q 

où  P  et  Q  sont  des  coefficients  constants  positifs,  p  et  7  des  cons- 
tantes positives  (  '  )  définies  par 

,  H3-HT  ,     H:i-H8 

/)  =  4  W- — 4^ '  ^r  =  4w2 — 4^ 


L'équation  (24)  admet  évidemment  en  X2  une  racine  réelle  com- 
prise entre/?  et  q  et  une  racine  réelle  supérieure  à  q. 

L'équation  de  la  surface  libre  est  facile  à  obtenir.  On  voit 
d'abord,  d'après  (21)  et  (22),  que  les  rapports  mutuels  de  A,  B,  C 
sont  réels.  La  fonction  s  peut  donc  être  ramenée,  par  un  choix 
convenable  de  l'origine  du  temps,  à  la  forme 

e  =  -  (y.X'-h  [i  y--\-  Y-2)  —  i  ^x)'  (a2  a  -t-  b'2  [3  -t-  c2y  =  o). 

avec  des  coefficients  réels  (et  très  petits)  a,    [ii,  y,  o.   Par  suite, 
l'équation  cherchée  est 

\2  V2  Z2 

— -  H-  tt  H r  —  (a\2+  &^!+ vZ'2j  cosXf  —  2  SXY  sinÀ  /  =  o. 

a-         b-         c2  11/ 

(  '  )  La  quantité  p  est  positive,  parce  qu'on  a 

H,  — H,  H.—  H, 

W2  —    2  7C  ! -    >2I  ! 
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On  voit  que  c'est  un  ellipsoïde  qui  se  déforme  en  admettant 
constamment  comme  axe  l'axe  des  z;  quant  aux  axes  situés  dans  le 
plan  des  xy,  ils  ont  un  mouvement  sinusoïdal  de  faible  amplitude 
et  de  fréquence  X. 

Les  mouvements  du  second  groupe,  qui  viennent  d'être  étudiés, 
sont  ceux  dont  M.  P.  Appell  a  signalé  l'existence  ('  )  en  les  ratta- 
chant au  problème,  posé  par  Lejeune-Dirichlet  en  1860,  des  mou- 
vements d'un  ellipsoïde  liquide  qui  se  déforme  en  conservant  une 
forme  ellipsoïdale.  Contentons-nous  de  remarquer  que.  la  fonc- 
tion 'l  étant  un  polynôme  du  second  degré,  il  en  est  de  même  de 
la  pression />;  comme  celle-ci  s'annule  à  la  surface  libre,  elle  est 
proportionnelle  au  premier  membre  de  l'équation  de  la  surface 
libre  :  c'est  la  propriété  prise,  a  priori,  pour  point  de  départ  par 
M.  P.  Appell. 


IV. —  Le  cas  des  fréquences  réelles  comprises  entre  —  20»  et 


2(0, 


20.  Nous  allons  maintenant  lever  la  restriction,  faite  dans 
l'exposé  général,  et  relative  aux  fréquences  réelles  comprises 
entre  —  2w  et  -+-  ?.o>. 

Donnons-nous  un  entier  n  et  considérons  l'ensemble  des  poly- 
nômes de  degré  inférieur  ou  égal  à  n  qui  satisfont  à  l'équation  de 
Poincaré  (2).  Il  est  évident  que  chacun  d'eux  est  complètement 
déterminé  par  l'ensemble  des  termes  de  degré  o  et  1  en  s,  ces 
termes  étant,  du  reste,  arbitraires;  il  y  a  donc  autant  de  polynômes 
linéairement  indépendants  cherchés  qu'il  y  a  de  coefficients  dans 
deux  polynômes  arbitraires  en  x  et  y,  l'un  de  degré  n,  l'autre  de 
degré  n  —  1 .  c'est-à-dire  (n-f-1)2. 

Convenons  maintenant  d'appeler  polynôme  \  un  polynôme 
homogène  satisfaisant  à  l'équation 

a-  - — -  -j-  o2  -— —  -+-  c-  — —  =  o  ; 
dafl  dy*  dz2 

(')  F.  Appell,  Sur  les  oscillations  ellipsoïdales  d'une  sphère  liquide 
(C-  /'>■  Acad.  des  Se,  t.  171,  1920,  p.  761-7110). 

(2)  Il  s'agit  de  l'équation  de  Poincaré  à  coefficients  réels  du  type  hyperbo- 
lique   correspondant    à    une    valeur,    supposée    donnée,    de    a   comprise    entre 

—  210   et    +îw. 
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cela  signifie  que,  si  l'on  se  borne  à  !<•  considérer  sur  là  surface  de 
l'ellipsoïde,  ses  valeurs,  rapportées  à  la  sphère  homo graphique, 
sont  celles  d'une  fonction  sphérique.  Comme  on  sait,  toui  poly- 
nôme peut  être,  .9///*  l'ellipsoïde,  regardé  d'une  manière  et  d  une 
seule,  comme  somme  de  polynômes  Y.  Ilyal  n  -+- i)2  polynôme-  ^ 
linéairement  indépendants  de  degré  intérieur  ou  égal  à  n.  Les 
fonctions  de  Lamé  d'ordre  n  sont  égales  à  des  polynômes  \  de 
degré  // . 

Cela  posé,  dans  le  cas  général,  les  (  ?i  -\-  i)2  polynômes  de  degré 
inférieur  ou  égal  à  n  qui  satisfont  à  l'équation  de  Poincaré, 
s'expriment,  sur  l'ellipsoïde,  au  moyen  de  (/i-f-i)2  combinaisons 
linéairement  indépendantes  des  [n  -f-  i )2  polynômes  \.  C'est  à 
ce  ca>  général  que  s'applique  l'exposé  fait  plus  haut  de  la  méthode 
de  Poincaré.  Supposons,  maintenant,  que  parmi  les  (/i-p-i)2  com- 
binaisons linéaires  des  I  n  -j-  i  )2  polynômes  \  qui  représentent  les 
valeurs  sur  l'ellipsoïde  des  (  n  -\-i  )-  polynômes  satisfaisant  à  l'équa- 
tion de  Poincaré,  il  y  en  ait  seulement  N  •<  (  n  -\-  i  )-  linéairement 
indépendantes.  Cela  voudra  dire  que  parmi  les  polynômes  consi- 
dérés, il  y  en  a  R  =  ( /* -h  ij- —  N  linéairement  indépendants 
s1  annulant  sur  i 'ellipsoïde.  Nous  les  désignerons  par 

Qi,    Q2 Qr; 

les  N  autres  (qui  ne  sont,  du  reste,  définis  qu'à  une  combinaison 
linéaire  près  des  Q  )  seront  désignés  par 

Pi,     P2,     ....     P.n  [N  +  R  =  (ra  +  r)a]. 

Cela  posé,  nous  avons  les  propriétés  suivantes  : 

i°  Sur  V ellipsoïde,  les  polynômes  Pi  sont  orthogonaux  aux 
polynômes  D> (Qa-)-  Cela  résulte  de  la  formule  (7) 

f  Pt  D>.<  Q/,)  Idp  =  f    QaD->,(  Pi)  l  da, 

J(E)  J(E) 

et   de   l'hypothèse    que    Qa   s'annule   sur  l'ellipsoïde.    Les   poly- 
nômes P,  sont  de  même  orthogonaux  aux  D_>.(  Q/,;. 

20  Sur  V ellipsoïde,  les  (n-J-i)2  polynômes  Pt  et  Dx(Qa) 
forment   (/i  +  i)J    combinaisons    linéairement    indépendantes 
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des  polynômes  \  .  En  effet,  d'abord  il  ne  peut  y  avoir  sur  l'ellip- 
soïde aucune  relation  linéaire  à  coefficients  constants  non  tous 
nuls  entre  les  Dx(Qa);  sinon,  en  effet,  il  y  aurait  un  polynôme  Q 
s'annulant  sur  l'ellipsoïde  ainsi  que  D>  (Q),  et  satisfaisant  de  plus 
à  l'équation  de  Poincaré.  Or  cela  est  impossible,  car  on  pourrait 
toujours  trouver,  et  d'une  infinité  de  manières,  un  polynôme  R 
satisfaisant  à 

d*-R        ^_R  ___   /    _  4(a»\  rPK  _  — 

<)x-         àv'2  \  X-   /  As8    ~~  "' 


I 


(^  désignant  le  polynôme  imaginaire  conjugué  de  Q;  la  formule 
[RDx(Q)-QD_x(R)]J«fa 

=  —  f  QQ  dx  dy  dz 

conduirait  alors  à  une  contradiction,  le  premier  membre  étant  nul 

par  hypothèse  et  le  dernier  ne  Tétant  pas. 

En  second  lieu,  il  ne  saurait  exister  sur  l'ellipsoïde  une  relation 

de  la  forme 

P  =  D1X(Q), 

en  désignant  par  P  une  combinaison  linéaire  non  identiquement 
nulle  des  P,  et  par  Q  une  combinaison  linéaire  des  Q*.  Une  telle 
relation  est,  en  effet,  contradictoire  avec  l'équation 


f  PD_x(Q)  lda=  o, 


résultant  de  la  première  propriété  (  '). 

On  voit  donc  que,  sur  V ellipsoïde,  tout  polynôme  de  degré 
inférieur  ou  égal  à  n  peut  être  exprimé,  d'une  manière  et 
d'une  seule,  comme  combinaison  linéaire  des  polynômes   P/ 


C1)  Il  est  en  effet  évident  que,  d'après  la  manière  même  dont  les  Q;.  sont 
obtenus,  à  chaque  polynôme  0  imaginaire  correspond  un  autre  polynôme  Q  ima- 
ginaire conjugué  du  premier,  puisque  l'équation  de  Poincaré,  dans  le  cas  qui  nous 
occupe,  est  à  coefficients  réels. 
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et  D)  i  Qa  I.  11  en  serait  de  même  si  l'on  substituait  aux  polynômes 
Dx(Qa  I  les  polynômes  D  x(Q*)- 

3"  .S';  ////  polynôme  de  degré  inférieur  ou  égal  à  n  est  sur  la 
surface  orthogonal  à  tons  les  polynômes  D-A(Q„),  il  est,  sur  la 
surface,  égala  une  combinaison  linéaire  des  polynômes  P/.En 
effet ,  un  tel  polynôme  peut  toujours,  sur  la  surface,  être  mis  sous 
la  forme  I'  —  D_>(Q).  L'égalité,  vraie  par  hypothèse, 

/     [P-+-D_)(Q)]Dx(Q)/rfff  =  o, 
entraîne,  d'après  i", 

ce  qui  n'est  possible  que  si   D_>,(Q)  est  nul  sur  la  surface. 

4"  On  peut  toujours  choisir  les  polynômes  Vide  manière  que 
chacun  d'eux  soit  sur  la  surface  égal  à  un  polynôme  \  (ho/no- 
gène).  —  Faisons  d'abord  la  remarque  évidente  que  l'ensemble 
des  polynômes  P,  et  Q*  de  degré  inférieur  ou  égal  à  un  nombre 
donné  p  <  n  constitue  l'ensemble  des  polynômes  P  et  Q  qu'on 
obtiendrait  en  partant  de  l'entier  p  au  lieu  de  l'entier  n. 

Cela  posé,  soit 

P/=  Y„  +  Y7-+-  Yr, 

où  \  p.  \y,  \,  sont  trois  polynômes  1  non  identiquement  nuls  de 
degrés  différents  p,  q,  r  (n^p  >  q  ^>  r).  Considérons  l'en- 
semble Q'  des  polynômes  Q  de  degré  inférieur  ou  égal  à  /•  ;  le 
polynôme  P/.  et  par  suite  le  polynôme  Yr,  est  orthogonal  à  tous 
les  polynômes  D>,  (Q);  donc  le  polynôme  \,  est  une  combinaison 
linéaire  des  polynômes  P'  de  degré  inférieur  ou  égal  à  r;  on  peut 
donc  retrancher  de  P;  une  combinaison  linéaire  des  P  de  manière 
à  n'obtenir  que  "V^-h  ï(/.  Le  même  raisonnement  permettra  de  se 
débarrasser  de  \</. 

5°  A  tout  entier  n  on  peut  faire  correspondre  in-\-  \  poly- 
nômes linéairement  indépendants  de  degré  n  satisfaisant  à 
l'équation  de  Poincaré,  soit 

P  "  ]<  H  P  II  (I   H  Cï"l)  f..     .      .   .-,  „     ,     . . 

rl     !       '   2     '       •  •  •  î       rv     •       VI     )       •  ■  ■>       ^o  V>  ■+-  P  —  2B+ljj 
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tels  que  les  Q[n)  s'annulent  sur  V ellipsoïde,  les  P}"1  et  D_>|  Q£) 
étant  sur  l'ellipsoïde  2/1  +  1  combinaisons  linéaires  indépen- 
dantes des  271  -h  1  polynômes  \  de  degré  n. 

C'est  une  conséquence  immédiate  de  ce  qui  précède.  On  peut 
remarquer  que  les  P;n)  ne  sont  définis  qu'à  une  combinaison 
linéaire  près  des  Qa  de  degré  inférieur  ou  égal  à  n. 

6°  Les  polynômes  D_>, (P/1')  sont  sur  la  surface  des  combi- 
naisons linéaires  des  P)"',  D_>. ( Q? ) ,  D_).(Q*_1), En  effet, 

la  formule 

f  Vf  D-X(  Pi"1)  ld*=  f  PW  D).  (Pyi  )  /  rf»        (/»<?) 

montre  que  P'/7'  est  orthogonal  à  D_>(P["  ),  puisque  D>,(P.''  ),  étant 
un  polynôme  de  degré  />,  est  sûrement  orthogonal  à  P,"  qui  est, 
sur  la  surface,  une  fonction  \  de  degré  n.  Le  polynôme  D„,  1  \\n  ) 
étant  orthogonal  à  tous  les  polynômes  P,"-1',  P,"-2';  •  •  •  est  néces- 
sairement de  la  forme  énoncée. 

{A  suivre.) 


COMPTES   RENDUS   BT   ANALYSES.  153 


COMPTES    KKNDUS    ET  ANALYSES 


PICARD  i  Emile).  —  Traité  i>  Awi.yse,  Tome   L  Intégrales  simples  et 

MULTIPLES.  L'ÉQUATIO.N  l)i:  LAPLACE.  DÉVELOPPEMENTS  EN  SEIUES.  APPLI- 
CATIONS GÉOMÉTRIQUES  [»U  CALCUL  INFINITÉSIMAL;  3e  édition,  revue  et 
augmentée  avec  la  collaboration  de  M.  Gaston  Julia.  Paris,  Gau-thier- 
Villars.  1922;  1   vol.  in-8°. 

Nous  reproduisons  ici  l'introduction  de  cette  troisième  édition. 

La  seconde  édition  du  Tome  I  de  cet  Ouvrage  est  depuis  long- 
temps épuisée.  Tout  en  conservant  à  l'ensemble  de  ce  premier 
Volume  le  même  caractère  élémentaire  relativement  à  l'exposition 
des  principes  fondamentaux  de  l'Analyse,  je  tenais  dans  une 
nouvelle  édition  à  introduire  dans  certains  Chapitres  des  leçons 
que  j'avais  eu  1  occasion  de  faire  dans  mon  cours  de  la  Sorbonne, 
en  particulier  sur  les  séries  trigonométriques  et  les  questions  qui 
-  \  rattachent,  ainsi  que  sur  les  fonctions  harmoniques  et  le 
potentiel  newtonien.  Diverses  circonstances  m'avaient  empêché 
jusqu'ici  de  réaliser  ce  dessein.  Un  des  plus  éminents  de  nos 
jeunes  géomètres,  M.  Gaston  Julia,  bien  connu  de  tous  les  mathé- 
maticiens pour  ses  beaux  travaux  d'Analyse,  m  avant  offert  son 
concours  pour  la  rédaction  Tléfinitive  de  ces  additions  et  la  mise 
au  point  des  références  bibliographiques  indispensables  au  lecteur 
qui  désirerait  pousser  plus  loin  ses  études,  je  suis  maintenant  en 
mesure  de  faire  paraître  cette  troisième  édition. 

Le  plan  général  de  l'Ouvrage  n'a  pas  été  changé,  mais  on  verra 
que,  en  dehors  des  points  visés  plus  haut,  de  nombreux  complé- 
ments ont  été  introduits  dans  la  première  et  la  seconde  Partie. 
Les  applications  classiques  du  Calcul  infinitésimal  à  la  Géométrie, 
qui  constituent  à  peu  près  complètement  la  troisième  Partie,  n'ont 
guère  subi  de  modifications,  en  dehors  de  quelques  pages  sur  la 
géométrie  non  euclidienne. 

Je  remercie  vivement  M.  Julia  du  concours  qu'il  m'a  prêté  dans 
l'établissement   définitif   du   texte,    et    des    remarques   qui    m'ont 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2e  série,  t.  XLVI    (Octobre  1922.)       23 
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permis  d'améliorer  ma  rédaction  antérieure.  Je  lui  suis  aussi 
reconnaissant  de  la  peine  qu'il  a  prise  dans  la  correction  des 
épreuves. 


BRICARD  R.  ),  professeur  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers.  — 
Cinématique  et  Mécanismes.  In-8",  •21».  page-  1  Collection  Armand  Colin, 
Section  de  .Mathématiques.  Paris.  Armand   Colin,  1921). 

Le  livre  de  M.  Bricard  appartient  à  une  Collection  encyclopé- 
dique  fondée  depuis  quelques  années  dans  le  but  de  réunir  une  série 
d'ouvrages  de  haute  vulgarisation  où,  dans  chaque  discipline,  un 
spécialiste  doit  exposer  les  idées  essentielles,  les  principes  géné- 
raux et  les  résultats  les  plus"  importants.  Le  plan  général  de  cette 
Collection  a  été  défini  et  arrêté  avec  précision,  et  il  en  est  de  même 
des  plans  particuliers  de  chacune  des  sections  qui  la  composent. 
L'ouvrage  de  M.  Bricard  appartient  à  la  section  de  mathématiques  : 
il  s'adresse  à  un  public  possédant  les  éléments  des  mathématiques 
iM'iiérales  et  doit  toujours  avoir  en  vue  les  réalités  concrètes  et  les 
applications  pratiques.  C'est  dans  cette  même  section  que  se  trouve 
le  livre  de  Géométrie  descriptive  de  M.  J.  GefTrov  dans  lequel 
M.  Hadamard  louait  ici  même  le  sens  si  ju-te  du  réel  (  ■  ). 

De  même  que  le  livre  de  M.  Geffroj  comporte  Les  applications 
de  la  Géométrie  descriptive  à  la  charpente  et  à  la  coupe  des  pierres, 
celui  de  M.  Bricard  contient  les  premières  applications  de  la  Ciné- 
matique aux  mécanismes.  Leur  but  commun  est  de  donner  au 
lecteur,  par  l'exposé  de  la  partie  théorique,  île-  outils  commodes 
et  sûrs,  par  l'exposé  de  la  partie  pratique,  des  exemples  de  l'em- 
ploi de  ces  outils.  C'est  cette  union  entre  la  pratique  et  la  théorie 
que  M.  Bricard  a  réalisée  sans  se  départir  de  ces  qualités  de  clarté,  de 
simplicité  et  d'élégance  dont  tous  ses  ouvrages  portent  la  marque. 

Le  livre  est  divisé  en  deux  parties  qui  correspondent  à  son 
titre  :  Cinématique  théorique  et  Mécanismes. 

La  Cinématique  proprement  dite  est  précédée  d'un  Chapitre  où 
l'auteur  étudie  les  déplacements  finis  dans  les  espaces  à  deux  ou  à 
trois  dimensions  :  c'est  la  meilleure  école  pour  se  familiariser  avec 
les  déplacements  continus.  On  apprend  comment,  dans  chaque 
cas,  le  déplacement  se  ramène  à  un  petit  nombre  de  déplacements 

(')  Bull,  des  Se.  Math.,  2e  série,  t.  XLYI,  mai  1922,  p.   177. 
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simples  el  à  une  forme  canonique  déterminée*.  A  cette  étude  des 
déplacements,  qui  font  correspondre  des  figures  directement 
égales,  se  relie  naturellement  l'étude  des  retournements  qui  font 
correspondre  des  ligures  inversement  égales. 

On  aborde  ensuite  les  notions  de  vitesse  et  d'accélération  dans 
Le  mouvement  du  point  el  dans  le  mouvement  du  solide,  la  com- 
position  de  ces  vitesses  et  de  ces  accélérations  dans  le  mouvement 
relatif,  et  Ton  fait  une  étude  particulièrement  détaillée  de  la  dis- 
tribution des  vitesses  et  des  accélérations  dans  le  mouvement  d'un 
solide  dont  une  face  plane  glisse  sur  elle-même  ou  dont  un  point 
est  lixe. 

L'analyse  des  mécanismes  débute  par  la  théorie  des  engrenages 
cvlindriques.  hélicoïdaux,  coniques,  hvperboloïdes,  avec  un 
examen  approfondi  de  la  construction  des  profils  et  des  dents; 
puis  viennent  les  trains  d'engrenages,  les  trains  épieveloïdaux, 
avec  des  applications  aux  horloges  et  au  différentiel  d'automobile. 
L'auteur  examine  ensuite  les  cames  et  les  excentriques  et  enfin  les 
svstèmes  articulés,  en  particulier  le  quadrilatère  avec  le  svstème 
trois-barres.  les  différentes  transformations  du  mouvement  recti- 
ligne  en  mouvement  circulaire,  les  inverseurs,  le  pantographe; 
dans  l'espace,  le  joint  de  Cardan,  le  mécanisme  de  Bennett,  l'hyper- 
boloïde  articulé  et  l'appareil  de  Darboux  et  M.  Kœnigs  pour  la 
description  mécanique  du  plan. 

L  ne  Note  sur  la  théorie  des  vecteurs  et  des  systèmes  de  vecteurs 
permet  de  s'initier  aux  quelques  opérations  vectorielles  simples 
que  l'auteur  a  utilisées  au  cours  de  son  exposé;  elle  est  suivie 
d'une  Note  donnant  la  démonstration  de  celles  des  formules  de 
Frenet  qui  interviennent  dans  les  éléments  de  la  Cinématique  et 
d'une  troisième  Note  relative  à  l'emploi  de  méthodes  graphiques 
dans  la  détermination  des  éléments  cinématiques. 

La  lecture  du  petit  volume  de  M.  Bricard  est  assurément  aussi 
profitable  à  ceux  qui  veulent  enseigner  la  Cinématique  qu'à  ceux 
qui  désirent  l'apprendre.  Le  mécanisme  de  la  pensée  de  l'auteur 
n'est  pas  le  moins  intéressant  de  ce  livre,  où  l'on  discerne  aisément, 
avec  le  plaisir  que  donne  la  belle  ordonnance  d'un  Ouvrage, 
comment  des  idées  claires  s'enchaînent  avec  art. 

Paul   Moxtel. 
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SUR  LES  PETITES  OSCILLATIONS  DUNE  MASSE  FLUIDE 

{suite  et  fin) 
Par  M.  E.  CARTAN. 


21.  \  enons  maintenant  à  la  discussion  du  problème  de  Poincaré. 
Soit  'b  la  fonction;  satisfaisant  à  l'équation  de  Poincaré,  à  la  déter- 
mination de  laquelle  se  ramène  la  solution  du  problème.  La  for- 
mule 

/    -II)   ^Q^))/^-  [QWDy(t)/è 
se  réduit  à 

(  '2.5  )  /    'l  D_>.  (  nA"  )/  ch  =  o        (  k  =  i ,  2,  .  . . ,  p  ). 

Elle  montre  que,  sur  l'ellipsoïde,  la  fonction  -!/  est  orthogonale  aux 
polynômes  Y  de  degré  n  représentés  par  les  D.^Q^"1). 
En  second  lieu,  on  a 

|  26  )        /    P,"  I»).(  ty)ldo=  Ç  <b  D_x(P«"'  /  rfo         (*  =  i,  2,  ■ . . .,  v); 

dans  le  second  membre  on  peut,  en  tenant  compte  de  (a5),  rem- 
placer D   ,(  P,"  )  par  une  combinaison  linéaire  des  P'.n  . 

Les  formules  qui  viennent  d'être  obtenues  établissent 
p-f-v  =  •:>,  n  -f- 1  relations  linéaires  entre  les  constantes  de  Fourier 
d'ordre  n  de  <b  et  les  constantes  de  Fourier  d'ordre  n  de  D>  (-l),  et 
ces  relations  sont  manifestement  indépendantes  (').  En  désignant 
respectivement  par 

■i  -  (  H3  —  HA"  )  AA" '     et     (  X*  —  4  W2 )  AA" 


(')  Plies  sont  indépendantes  si  l'on  y  regarde  les  4"-'-''  constantes  de  Fourier 
de  t|>  et  de  D-A('!/)  comme  des  indéterminées.  Elles  remplacent  les  2  n  -+■  1  relations 
qui,  au  n°  7,  permettaient  d'exprimer  les  constantes  de  Fourier  de  D5k(tp)  au 
moyon  de  celles  de  ty. 
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les  constantes  de  Fourier  correspondantes  dé  >l  el  !),(•!/ i.  "/> 
obtient  ainsi  un  système  de  2  n  -■■  i  relations  linéaires  et  homo- 
gènes entre  les  A/'  . 

Pour  une  valeur  au  moins  de  //.  le  système  ainsi  obtenu  est 
compatible,  admettons,  ce  qui  est  très  vraisemblable,  que  pour 
une  fréquence  a  donnée  comprise  entre  —  2  o>  el  —  2U),  il  n'y  ait 
qu'un  nombre  fini  de  valeurs  de  //  satisfaisant  à  cette  condition('). 
Nous  allons  montrer  que  la  fonction  <l  est  nécessairement  un 
polynôme. 

Nous  allons  pour  cela  d'abord  démontrer  que  si  les  coeffi- 
cients A/'  ne  sont  pas  tous  nids,  il  existe  un  polynôme  fl„  satisfai- 
sant à  l'équation  de  Poincaré  et  tel  que.  sur  la  surface.  •!/„  etD>i  •[>„) 
admettent  les  mêmes  constantes  de  Fourier  (d'ordre  n)  que  -l 
et  Dx(^).  En  effet,  on  peut  trouver  deux  polynômes  \  et  Y' de 
degré  n  admettant  respectivement  les  mêmes  constantes  de  Fourier 
(d'ordre  n)  que  •l  et  D>(-i/).  Les  équations  (25)  montrent  alors 
que  Y  est.  sur  l'ellipsoïde,  une  combinaison  linéaire  F ''"  des  poly- 
nômes P,"  .  Les  équations  (26)  donnent  ensuite 

/V"  Y'  l  d?  =  Çv  "  D_>.(  P<."  )  Ida  =   C Vf  D>.<  P  "'  )  /  ch  ; 

par  suite,  le  polynôme  Y'  —  D>.(Pfw)),  étant  orthogonal  à  tous  les 

polynômes    P,"1,    est,    sur   l'ellipsoïde,  une    combinaison   linéaire 

des  D>  i  Qa),  soit 

Y'— DÎL(P««')  =  Dx(iQ). 

Par  suite,  le  polynôme 

•ln=  P<«)-+-Q 

satisfait  aux  conditions  énoncées. 

Cela  posé,  si,  par  exemple,  les  seules  constantes  de  Fourier  A* 
différentes  de  zéro  sont  celles  d'ordre  n  et  celles  d'ordre  «,etsi  •la 
et  t|/re,  sont  les  deux  polynômes  correspondants,  on  voit  que  la 
fonction 

satisfait  à  l'équation  de  Poincaré  et  jouit  de  la  propriété  de  s'an- 


(')  C'est  du  reste  une  hypothèse  que  nous  avons  faite  implicitement  dans  le  cas 
général.  Elle  n'est  pas  absolument  indispensable. 
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nuler  sur  l'ellipsoïde  ainsi  que  Dx('/).  H  en  résulte  que  cette  fonc- 
tion est  identiquement  nulle  (■  ). 

±2.   La  conclusion  de  notre  analyse  est  la  suivante  : 

Tout  mouvement  oscillatoire  de  la  nature  de  ceux  étudiés 
par  Poincaré  se  ramène  à  ceux  pour  lesquels  la  Jonction  tj;  est 
un  polynôme  tel  que,  sur  l'ellipsoïde,  •l  et  Dx  (<[».)  se  réduisent 
à  deux  fonctions  Y  Homogènes  de  même  degré. 

Pour  obtenir  ces  mouvements,  on  peut  procéder  pratiquement 
de  la  manière  suivante. 
On  posera 

(27)  'l  =  ci  Y,  -+■-  t-2Yj-4-. .  .-t-  cin+i  Y2„+1 

\  a-         v1         c2  1 

en  désignant  par  Y,.  ....  Y2n+t  un  système  de  2  n  -f-  1  poly- 
nômes Y  indépendants  de  degré  n  (2)  et  par  R  un  polynôme  arbi- 
traire de  degré  n  —  2.  On  écrira  : 

i°  Que  'h  satisfait  à  l'équation  de  Poincaré,  ce  qui  donnera 
autant  de  relations  linéaires  et  homogènes  entre  les  c*  et  les  coef- 
ficients de  R  qu'il  y  a  de  ces  derniers  coefficients  ; 

20  Que  L/'  étant  une  fonction  de  Lamé  quelconque  d'ordre  «, 
Oïl  a 

/  t  m  .,1.  /  ^/„ 

i*(H,-Hn 


/ 


À2—  4<»2 


f  L^">Dx(^) Ida 
ce  qui  donnera  in  -f- 1  relations  linéaires  nouvelles. 

(')  Ce  théorème  a  été  démontré  dans  le  cas  particulier  d'un  polynôme  au  n" '20. 
La  démonstration  est  analogue  dans  le  cas  général.  Elle  repose  sur  l'existence 
d'au  moins  une  fonction  p  satisfaisant  à  l'équation 

— ; 1  —  -W     — r  .=  F  (x,  y,  z), 

ax-         dy-         \  /.-       itz-  v     '  ■"      " 

F  étant    une  fonction   donnée.  (  Voir  à  ce  sujet  E.  Goursat,  Cours   d'Analyse 
mathématique,  2e  édition,  t.  III,  p.  i6i-i65.) 

(2)  Il  est  bien  évident  qu'on  pourrait  remplacer  les  \i  par  des  polj  nomes  de 
degré  n  se  réduisant,  sur  l'ellipsoïde,  à  des  polynômes  Y:  on  pourrait,  par 
exemple,  prendre  les  2  n  -f-  1  polynômes  de  Lamé  de  degré  n. 
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Le  déterminant  des  coefficients  des  inconnues  dans  toutes  les 
équations  linéaires  ainsi  obtenues  donnera,  en  l'égalant  à  zéro, 
L'équation  en  X  cherchée. 

\  chaque  racine  X0  (le  cette  équation  en  A  correspondra  un  ou 
plusieurs  polynômes  il.  Soit  60  l'un  d'eux.  Il  faudra  s'assurer  que 
I  y  y„  i  est  égal,  sur  la  surface,  à  un  polynôme  ^  de  degré  n.  Il  ne 
pourrait  en  être  autremenl  que  -*îl  existait  des  polynômes  Q  de 
degré  inférieure  />,  mais  alors  il  est  évident  que  chacun  de  ceux-ci, 
considéré  comme  de  la  forme  (27)  (avec  c±^=  . . .  =  cïn+\  =  o), 
satisfait  aux  équations  écrites  (les  in  -\-\  dernières  étant  vérifiées 
d'elles-mêmes).  On  pourra  donc  toujours,  d'une  manière  et 
d  une  seule,  retrancher  du  polynôme  '■!>,,  considéré  une  combi- 
naison linéaire  de  ces  polynômes  Q  de  manière  que  D\('lt]) 
devienne,  sur  la  surface,  un  polynôme  \  de  degré  n  (<). 

Tout  ce  qui  a  été  dit  dans  ce  paragraphe  pourrait  s'appliquer 
en  ne  considérant,  parmi  les  polynômes  de  degré  n,  que  ceux  dont. 
tous  les  termes  seraient  de  parité  donnée  par  rapport  à  ;  et  de 
parité  donnée  par  rapport  à  l'ensemble  des  variables  x  et  y.  Dans 
le  cas  de  l'ellipsoïde  de  Maclaurin,  on  pourrait  de  même  ne  consi- 
dérer que  les  polynômes  de  la  forme 

x  —  i  y  )i'  z'iY '(  x-  -+-  1-,  s2), 

où  p  est  donné  et   q   a   lune   des  valeurs  o  ou  1.  Dans  ce  dernier 
cas.  la  formule  (2-  i  ne  ferait  intervenu'  i[\i  un  seul  polynôme  \  . 

Dans  les  deux  cas.  on  voit  que  la  vérification  dont  il  est  question 
ci-dessus  ne  peut  entrer  en  jeu  que  pour  n  au  moins  égal  à  4- 
L'étude  faite  au  paragraphe  III  des  petits  mouvements  du 
second  ordre  est  donc  complète. 

V.  —  Les  fréquences  X=±2w. 

23.  Il  ne  reste  plus  qu'à  traiter  le  cas  des  petits  mouvements  de 
fréquence  À  =  ziz  210.  Supposons,  par  exemple.  ).  =  im.  Les équa- 


(l)  En  réalité,  le  premier  membre  de  l'équation  en  X  contiendra,  comme  fac- 
teur parasite,  le  polynôme  en  a  dont  les  racines  expriment  qu'il  existe  de-  poly- 
nômes 0  de  degré  inférieur  à  n  s'annulant  sur  la  surface  et.  satisfaisant  à  l'équation 
de  Poincaré.  La  vraie  équation  eu  X  s'obtient  en  enlevant  le  facteur  parasite. 

On  trouvera  plus  loin  (n°  26)  une  méthode  générale  de  calcul  -'appliquant 
à  tous  les  cas  possibles. 
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tions  (1)  et  (II)  deviennent  dans  ce  cas 


-^    =  4102     (;  -+-  17)), 

-7T   =         4«o^, 


(28) 


On  en  déduit 


— -  H H 1  =  O. 

cte?        dy        d~ 


^-fàT=°' 


(29; 


d^  .  (ty 

d:r  d>- 

d  (  ;  —  f  7,  )  .  d(  Ç  —  1 7j  )  I        d-  <b 

àx  ày  2W*   ds2 


f-'^a-f(^+»é)«— ;,»>+ï(S-,'fO 


1  (  x         .  y  \  à'b         z    <)'\ 
b'2)  àx        c-   àz 


Notre  premier  but  va  encore  être  de  montrer  qu'entre  les 
\>.  n  -+-  1  constantes  de  Fourier  d'ordre  n  de  la  fonction  iL  et  les 
2n  -+-  1  constantes  d'ordre  n  de  la  fonction  e,  il  existe  2/1  +  1 
relations  linéaires  indépendantes,  et  cela  en  utilisant  unique- 
ment les  propriétés  exprimées  par  les  équations  (29). 

2i.   Nous  nous  servirons  des  théorèmes  préliminaires  suivants  : 

i°  Il  existe  n  -h  1  polynômes  de  degré  n  en  x  -+-  iy  et  z  se 
réduisant  sur  i ellipsoïde  à  des  polynômes  \  de  degré  n.  Gela 
est  évident  si  l'ellipsoïde  est  de  révolution;  en  effet,  considérons 
sur  la  sphère  homographique,  définie  par  la  transformation 

x  =  ax,        y  =  ay,         z  =  es, 

les  n  -+-  1  fonctions  sphériques 

{x  +  iyf       dzp  ', 
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où  LH (z)  désigne  le  rc,èa,e  polynôme  de  Legendre.  Les  polynômes 


di>  \. 


J  '  dzP 

répondent  à  la  quesl  ion. 
Si  l'ellipsoïde  n'est  pas  de  révolution,  considérons  le  polynôme 

I  to  L„l    ll^lcose  +  -sinOV 

où  0  désigne  un  paramètre  arbitraire;  les  valeurs  prises  par  ce 
polynôme  sur  l'ellipsoïde  sont,  si  on  les  rapporte  à  la  sphère  homo- 
graphique,  égales  à 

(a  —  ib  —         .     ,  — 

\.n  I  —        ■       cosO  x -f.osfl  c  —  sin  V  z 

\  \Ja- —  b-  \/  a-  —  b- 

et  l'argument  représente  la  distance  du  point  (  x.  y.  z  i  à  un  plan 
diamétral  fixe;  on  obtient  donc  une  fonction  sphérique. 

En  mettant  le  polynôme  (3o)  sous  la  forme  d'un  polynôme 
entier  et  homogène  en  cosO  et  sinO,  les  n-\-\  coefficients  sont  des 
polynômes  qui  répondent  à  la  question  et  qui  sont  linéairement 
indépendants. 

Nous  appellerons 

P,"  (j-  -4-  iy,  z  ),     P(g"  {x  —  iv.  z),      ....     P%lt(x  —  m-.  ; 

les  n  -f- 1  polynômes  dont  nous  venons  de  démontrer  l'existence. 
Nous  appellerons  de  même 

QW(x  —  iy,z),     (i/'ir-M-    :i.     ...,     Q<#,(#  —  iy,  *) 

les  n-\-\  polynômes  en  x —  iy  et  ;  jouissant  des  mêmes  pro- 
priétés. 

11  existe  un  polynôme  qui  est  à  la  fois  une  combinaison  linéaire 

/  z  \ 
des  P  et  une  combinaison  linéaire  des  Q,  c'est  L„(  -  J  ;  nous  l'iden- 
tifierons à  P*,  et  à  Q^J.,  : 

p  n    _  qui    _  i    ("ii. 

On  yoit  ainsi  l'existence . de  an  +  i  polynômes  harmoniques  en 
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x  et  y  et  prenant  sur  l'ellipsoïde  les  mêmes  valeurs  que  les  poly- 
nômes Y  de  degré  n.  Cette  existence  aurait  pu  être  démontrée 
facilement  a  priori.  De  plus,  tout  polynôme  est  sur  /  ellipsoïde 
une  combinaison  linéaire  des  polynômes  P,  et  Q;  des  différents 
degrés. 

2°  L'ensemble  des  combinaisons  linéaires  des  polynômes 
obtenus  en  dérivant  les  P"  par  rapport  à  x  —  iy  est  identique 
à  l'ensemble  des  combinaisons  linéaires  obtenues  en  dérivant 
les  P"  par  rapport  à  z. 

Cette  propriété  es!  évidente  dans  le  cas  de  l'ellipsoïde  de  révo- 
lution, étant  donnée  la  forme  des  polynômes  P," .  Dans  le  cas 
général,  chacun  des  deux  ensembles  considérés  coïncide  manifes- 
tement avec  les  coefficients  des  polynômes 

cos  G  —  -  *  i  n  (> 


Ja^b-  c 

supposé  rendu  homogène  en  cosfl  et  sinG  et  ordonné  par  rapport 
à  cos9  et  sinO. 

3°  Les  polynômes 

./•  ov,"       v  ,>ry 


a1     i).r       '     b2     à  y 


sont,  sur  l'ellipsoïde,  égaux  à  des  polynômes  \  homogènes  de 
degré  /i.  et  n  d'entre  eux  sont  linéairement  indépendants.  — ■ 
Soit,  en  efiet.  P  /'  un  polynôme  en  x-y-iy.  z  de  degré  p  <^  n. 
Dans  la  formule 

,/       *     \       <).i-  ày    )  J       '     y       dx  '     ov    / 

le  second  membre  est  nul,  puisque  ce  second  membre  est 

J       '      y  a1     ox  b-     ay    ) 


et  que 


./•    dP'f  y   dPjP 


a'1     <).r       '    b-     dy 
étant  de  degré  p.  est  orthogonal  à  P;"  .   Le  premier  membre  est 
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donc  nul,  ce  <[m  montre  que 

±àpf    ,r  o\>r 

a-     dx  h-     dy 

est  orthogonal  à  tous  les  1'/'  :  il  est  de  même  orthogonal  aux  <s)//l: 
il  se  réduit  donc,  sur  l'ellipsoïde,  à  un  polynôme  \  de  degré  n. 
Quant  à  la  seconde  partie  de  l'énoncé,  elle  résulte  de  ce  que  l'éga- 
lité à  zéro,  sur  la  surface,  de 

x   oV  "  v  dV  '" 


a'-     <)./■  b1     dy 

donnerait,  en  désignant  par  P(w)  le  polynôme  imaginaire  conjugué 
de  P  "  . 

O  =   /    [^"'(  y.  — —  +  S )  dz=  I 1 ; dxdyds, 

J  \       or  ôy   )  J    \     ox       dx  dj        dy 

ce  qui  exige  que  P  "    ne  dépende  que  de  z.  Or  cela  n'est  vrai  que 
dune  seule  combinaison  linéaire  des  P,"  . 

Les  mêmes  propriétés  appartiendraient  aux  polynômes  Q,"  . 

25.  Cela  posé,  nous  axons  un  premier  groupe  de  relations  entre 
les  constantes  de  Fourier  d'ordre  n  de  la  fonction  •!/  en  partant  de 
l'égalité 


/( 


dx  '      a  i  ' 


qui  résulte  immédiatement  des  relations 

Ox  Oy  Ox  Oy 

Cette  égalité  s'écrit  encore 


.  n    \ 

dx  b-     d 


Elle  donne  n-\-\  relations  linéaires  entre  les  constantes  de  Fourier 
d'ordre,  n  de  '1  ;   ces  relations  se  réduisent  à  n  indépendantes, 
d'après  le  troisième  théorème  préliminaire. 
On  a  maintenant,  d'après  (29),  les  formules 


/*4o)!eP^)  Id? 


A 


■  n     ,  >  ■  \        Ô'I  1   0  dty  dù 

2  w2  (  a  ■+-  1  a  i  (  c  —  1  r,  r  -, y.  — —  H p hYT- 

r  2      dx        2     dy  dz 


Pf.'"  da 
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Nous  allons  transformer  le  second  membre  en  introduisant  une 
combinaison  linéaire  des  polynômes  P[n),  que  nous  appelle- 
rons P^"  ,  satisfaisant  à  la  relation 

dP-"j    .à\>yi       àp^ 
i 


dx  dy  dz    ' 

c'est  possible,  d'après  le  deuxième  théorème  préliminaire  du  n°2i. 
On  a  alors  l'égalité 

r)P'.(">\l         I 

<l\  d<7  =  o , 


-  y.  — '—  4-  -  8  — '—  4-  (a  —  1 3)  — -*—  —  T     — *  — — - 

2        ete  a        d/  '  J     dz  \    dx  dy 


qu'un  calcul  facile  vérifie,  si  l'on  tient  compte  des  relations  (29). 
On  en  déduit  les  -211  -+-  1  relations  linéaires 

(3a)       402   f-pWeldo 


dx  a  A2    ety' 


a-  b-  ]      dz  c-  \     dx  dy 


Icte. 


La  quantité  entre  crochets  dans  le  second  membre  est  égale,  sur 
l'ellipsoïde,  à  un  polynôme  Y  de  degré  n  ;  cela  est  vrai  (3e  théo- 
rème préliminaire)  de  la  partie 

x    ov j  y    àP j 


a-     dx  b"-     dy 

Quant  au  polynôme  restant,  cela  résulte  de  l'égalité 

/iT[(-<>>*r-T(^.-<^i  ' 

où  intervient  un  polynôme  Y  arbitraire.   En  prenant  Y  de  degré 
inférieur  à  n,  on  voit  que  le  polynôme 

x        .y\dP'ln)        z  /dP'}n)       .dP'/"} 


b- 1     dz  c'1  V    àx 


est  orthogonal  à  tous  les  polynômes  Y  de  degré  inférieur  à  n  ;  c'est 
donc,  sur  l'ellipsoïde,  un  polynôme  Y  de  degré  n. 


MÉLANGES.  S65 

Les  relations  (3a)  fournissent  donc  /i  +  i  relations  linéaires  et 
homogènes  indépendantes  entre  les  constantes  de  Fourier  d'ordre  n 
de  s  et  celles  de  'l. 

Il  existe  donc  bien  a/j-f-i  relations  linéaires  et  homogènes 
indépendantes  (3i)  e/  (32)  entre  les  constantes  de  Fourier 
d?  ordre  n  de  £  et  celles  /le  'l. 

Par  suite,  en  désignant  respectivement  par 

AJT      e,     ï«(H1_Hi"))AÏ« 

les  constantes  de  Fourier  d'ordre  n  de  ces  deux  fonctions,  l'exis- 
tence d'un  mouvement  oscillatoire  de  fréquence  210  entraîne 
entre  les  A'"1  l'existence  de  %n -\-\  relations  linéaires  et  homo- 
gènes, comme  dans  le  cas  général. 

2o.  On  peut  se  ramener  au  cas  où  toutes  les  constantes  de 
Fourier  Aa  sont  nulles,  sauf  celles  d'ordre  //.  Nous  allons  mon- 
trer que  la  fonction  il,  ainsi  que  la  (onction  ;  —  irn  et  par 
suite  aussi  les  trois  fonctions  (Ç,  rr  £)  sont  des  polynômes. 

En  effet,  il  existe  toujours  un  polynôme  d/,  combinaison  linéaire 
des  P'/1'  et  des  Q|/",  admettant  les  mêmes  constantes  de  Fourier 
que  'l,  soit 

l  =  ZhiP"  —  />,Q/"  =  P  «  —  <  )  "  . 

Or  les  relations  (3i),  où  l'on  remplace  Qv°  par  le  polvnome  P'n) 
imaginaire  conjugué  de  P  "  ,  conduisent  à 


/( 


<yP  n     0\>  n  ,j\>  n      ,,[>  ti)\ 

—  )  d.c  dy  dz 


dx  O.r  ÔV 


ce  qui  est  absurde,  à  moins  que  le  polvnome  P  "  ne  soit  une  fonc- 
tion de  ;  seul,  auquel  cas  il  pourrait  être  regardé  comme. faisant 
partie  des  ()/'  .  On  peut  donc  supposer  P ;"    nul. 

Par  suite,  le  polvnome  'l  =  ()'"'  admet  les  mêmes  constantes  de 
Fourier  que  'i>  et  satisfait  à  la  première  équation  (29).  11  est  donc 
identique  à  -l  (  '  ). 


(')  Car  l'équation  -p i  —  =  o  ii*aoliiiet  qu'une  solution   prenant  des  valeurs 

1  dx  Oy  H  y 

données  sur  l'ellipsoïde. 
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La  fonction  'l  étant  un  des  polynômes  Q(n),  il  existe  au  moins 
une  autre  combinaison  linéaire  des  Q(/",  soit  Q'(n),  telle  que  l'on 

ait 

à<)'  "  dQ'  "  dQ'-'ri 

— - h  ;,  — - =  —  ■>  — 

d.r  ôy  ôz 

La  seconde  équation  (29)  montre  alors  que  l'on  a 

.  />       .  1     dQ'  "'  \  /„  1     dQ'  " 


ôz    /       .     \*         '       4w« 


dx  dy 

par  suite,  on  a 

,,  1      dQ'  "' 

:  —  ir.  =  - — •   — : (-  R(  ./•  -f-  i  y.  z  ). 

,|  w2       ôz 

La  troisième  formule  (ai))  donne  enfin 

fco>*E  =    - 

~  \  a-  o*   '      oz 

s    dû'"1 
c2      ^.z 


\  a2 

1 

V 

2  V«* 

dx 

) 

7^ 

e»7 

"+"  '  T-. 


:)R- 


Nous  allons  montrer  que  R  est  un  polynôme  de  degré  n —  1.  Il 
suffit  pour  cela  de  montrer  qu'il  existe  un  polynôme  R  tel  que  le 
second  membre  de  l'égalité  (33)  ait  les  mêmes  constantes  de 
Fourier  dr  tous  les  ordres  que  ^m-z. 

Or  on  voit  d'abord  que  le  polynôme  constitué  par  l'ensemble 
des  trois  premiers  termes  du  second  membre  est  égal,  sur  l'ellip- 
soïde, à  un  polynôme  Y  de  degré  n.  11  faut  donc  déjà  que  les  cons- 
tantes de  Fourier  d'ordre  inférieur  à  n  du  polynôme  (  —  -+-i.rr  JR 

1      •>  y  a-  o'1 1 

soient  toutes  nulles. 

D'autre  part,  on  voit  facilement,  en  se  servant  de  la  formule  (3a), 

que,  quel  que  soit  le  polynôme  R  choisi,  les  intégrales  /   P  "  s  I  de 

auront  les  valeurs  voulues.  11  reste  donc  simplement  à  exprimer  les 


égalités 

/p3r(5+'è)R,*="° 

(/'=« 

,  2,   .  , 

-,/>  +  ';  /°  <«)> 

/V'(£+'£)R/rf'  =  v 

(/=•> 

,   2,    . 

-,  P',P<n), 

/VlS+'è)111*"' 

(y  =  i 

.   2,    . 

.;,«), 
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où  les  cysont  des  constantes  données.  Le  premier  groupe  d'égalités 
est  vérifié  de  lui-même,  les  polynômes  l>(/'  et  R  ne  dépendant  que 
de  x  -4- 1  y  et  ^.  Il  reste  donc  un  système  de 


ni  n 
-4-  Il  =   


relations  linéaires  entre  les  coefficients  de  R.  qui  sont  en  même 
nombre.  Les  équations  obtenues  admettent  une  solution  et  une 
seule;  car  si  leur  déterminant  était  nul,  cela  signifierait  qu'il  exis- 
terait un  polvnome  (  — -  —  i '  p-,  )  R  de  degré  «  non  identiquement  nul 

et  avant  toutes  ses  constantes  de  Fourier  d'Ordre  _  n  nulles,  ce 
qui  est  absurde. 

Le  théorème  est  donc  complètement  démontré. 


Conclusion  générale. 

26.  En  définitive,  les  petits  mouvements  fondamentaux  auxquels 
se  ramène  le  petit  mouvement  le  plus  général  île  l'ellipsoïde  fluide 
sont  des  mouvements  pendulaires  d'un  ordre  donné  n.  Pour 
chacun  d'eux,  la  fonction  il  est  un  polynôme,  entier  en  /,;}',  s 
de  degré  n.  et  les  fonctions  :.  y,.  1  sont  des  polynômes  de 
degré  n  —  i:  le  polynôme  •!/  et  le  polynôme 

_  jc  t      y_     _  _£  v 

a1  "    '     b-    '        <•-  ' 

se  réduise/i  t.  sur  l'ellipsoïde,  à  des  polynômes  Y  homogènes  de 
degré  n\  les  quatre  polynômes  il,  :.  yj,  "Ç  satisfont  aux  équa- 
tions 

=  A-  :    -f-  2  l  U.  T. 

dx  -  " 


(34) 


"•y    -, 

-  —    =   A  -Tt  —  21 WK 

'{y 

àz 

à\         àr\         <Z 

ox        ây        àz 
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enfin,  on  a.  les  iji-\-\  relations 

(35)  f  L''°tWrf<r  =  27c(H3—  H("))  f  V^elda  (i  =  i,  1,  ...,  an  +  i), 
où  /e.s  L'/1'  désignent  les  '2ti-\-\  polynômes  de  Lamé  d'ordre  n. 

De  là  résulle  un  procédé  général  de  calcul  pour  trouver  les 
petits  mouvements  fondamentaux,  et  cela  sans  faire  aucune 
hypothèse  préalable  sur  la  valeur  numérique  de  X.  On  prendra 
pour<ii  un  polvnome  de  (legré  n  à  coefficients  indéterminés  et  sans 
terme  constant,  et  pour  ;.  y,,  "Ç  trois  polynômes  de  degré  n  —  i 
à  coefficients  indéterminés.  On  exprimera  que  les  quatre  équa- 
tions (34)  sont  identiquement  vérifiées,  ce  qui  donnera 

7i(/i-4-T)(/i-t-2)        (  n  —  i)  n(  n  —  \) 

3  6  ''  6 

relations  linéaires  entre  les 

(/H-i)(/i-+-2)  i  n  -H  3  )  n  (  n  -+-  i)  (  n  ■+■ 1  ) 

coefficients  indéterminés.  Ce*  relations  saut  indépendantes, 
sinon  les  équations  (34)  seraient  vérifiées  par  plus  de 

(»  +  i)(n  +  2)(n  +  3)       (n  —  \)  n(n  ■+■  i) 

- i  =  (n  +  n!-i 

b  <i 

sj  blêmes  linéairement  indépendants  de  polynômes  il,  ç,  r,«  Ç;  or, 
comme  nous  l'avons  vu,  quelle  que  soit  la  valeur  numérique  de  A, 
il  suffit  de  (/i-f-i)2 —  i  équations  pour  exprimer  que  <b  et  s  sont 
nuls  sur  la  surface  (  ■  )  ;  il  existerait  donc  un  système  de  polynômes 
il,  ç,  r(,  *  non  tous  identiquement  nuls  pour  lesquels  '!/  et  e  seraient 
nuls  sur  la  surface;  or,  dans  chacun  des  trois  cas  examinés  (A  quel- 
conque, A  réel  et  compris  entre  —  a  to  et  -f-  2to,  X  =  ±  210),  nous 
avons  vu  que  cela  était  impossible. 

Nous  adjoindrons  alors  aux  relations  qui  viennent  d'être  écrites 


(')  Puisqu'il  suffit  de  ip  +  i  relations  entre  les  constantes  de  Fourier  d'ordre  p 
de  y  et  de  £  pour  que  ces  constantes  de  Fourier  soient   toutes  nulles. 
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les  (/<  H-  i)2       1  relations  linéaires  (') 

f     \J'')ld*=-ir.(U-i-U/-)   I     Lltp)t  Ida 
(  i  —  i ,  ?.,  ....  >./>  ■+- 1;  p  =  i,  2,  ...,'/»). 

On  aura  ainsi  autant  d'équations  que  d'inconnues.  Le  détermi- 
nant, égalé  à  zéro,  donnera  l'équation  en  A  des  petits  mouvements 
d'ordre  intérieur  ou  égal  à  n.  Il  contiendra  évidemment  en  facteur 
le  déterminant  analogue  correspondant  à  n —  i .  On  voit  facilement 
alors  que  le  premier  membre  de  l'équation  en  A  des  mouvements 
d'ordre  n  s'obtiendra  en  annulant  le  déterminant  relatif  aux  coef- 
ficients des  termes  de  plus  haut  degré  des  polynômes  -},  £,  rj,  Ç 
dans  celles  des  relations  qui  les  contiennent. 

Autrement  dit,  si  Von  veut  se  bornera  trouver  l'équation  en  X 
d'ordre  />,  on  pourra  suppose/-  -},  ç,  i\,  Ç  homogènes  d'ordre  n 
et  n  —  i  et  écrire  les  relations  résultant  des  équations  (34) 
et  (35);  le  déterminant  de  ces  relations,  égalé  à  zéro,  donnera 
l'équation  cherchée  (-). 

Gomme  nous  l'avons  déjà  remarqué,  on  pourra  se  borner  à  con- 
sidérer des  polynômes  qui  sont  de  parité  donnée  par  rapport  à  z 
et  de  parité  donnée  par  rapport  à  x  et  y. 


(  '  )  Il  n'y  a  pas  lieu  de  faire  p  —  o,  c'est-à-dire  \.'f"  =  i,  car  /    s  l  ds  est  nul  de 
lui-même,  cette  intégrale  étant  égale  à 


/( 


dx        ây        ôz  ) 


di 


D'autre  part,  les  équations  du  problème  ne  changent  pas  quand  on  augmente  41 
d'une  constante  :  c'est  pour  cela  que  nous  avons  supposé  a  priori  son  terme 
constant  nul. 

(2)  La  recherche  des  polynômes  4>,  %,  t\,  Ç  correspondant  à  une  racine  a0  de  cette 
équation  exigera  naturellement  que  l'on  complète  les  polynômes  homogènes  dont  on 
est  parti  par  des  termes  de  degré  inférieur. 
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SUR  QUELQUES  TRANSFORMATIONS  D'ÉQUATIONS 
AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES; 

Par  M.  E.  GOURSAT. 


Dans  un  Mémoire  S  ur  le  Problème  de  B'àcklund  publié  en  1919 
dans  les  A  n  un  les  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse  (t.  X. 
19 18,  p.  1-109),  j  a*  démontré  que  la  recherche  des  transforma- 
tions de  Bàcklund  B2  ou  B:f  s'appliquant  à  une  "équation  de  Monge- 
Ampère  conduit  à  résoudre  d'abord  le  problème  suivant  : 

Trouver  tous  les  systèmes  des  fonctions  F(a?,  y,  3,  /?,  q,  a), 
®(x,  y,  z,  Pi  q,  u)  (elles  que  la  condition  cVintégt abilitë  de 
l'équation  aux  différentielles  totales 

(1)  du  =  Fi  x.   i  .  .3.  p.  q.  u)  dx  -f-  <!>( x.   y.  z.  />.  q.   u)  dy . 

où  z  désigne  une  fonction  inconnue  des' variables  indépen- 
dantes x  et  y,  p  et  q  ses  dérivées  partielles,  soit  indépendante 
de  u. 

Lorsqu'il  en  est  ainsi,  cette  condition  d'intégrabilité  constitue, 
sauf  dans  des  cas  singuliers  que  nous  laisserons  de  côté,  une  équa- 
tion aux  dérivées  partielles  de  Monge-Ampère  (E),  que  j'ai 
appelée  une  résolvante  de  seconde  espèce  du  système  S  de  Pfaff 
à  six  variables 

dz  =  p  d './•       q  dv.         du  =  F  dx  -+-  (1>  dy  : 

l'équation  (E)  correspond,  par  une  transformation  B2,  à  chacune 
des  résolvantes  de  première  espèce  de  S.  Si  ce  système  admet 
d'autres  résolvantes  de  seconde  espèce,  chacune  d'elles  se  déduit 
de  (E  >  par  une  transformation  B3. 

On  est  donc  amené  à  rechercher  les  équations  de  Monge- 
Ampère,  qui  peuvent  s'obtenir  de  cette  façon,  en  exprimant  que 
l'équation  (i)  est  complètement  intégrable.  La  solution  de  ce 
problème  général  paraît  difficile.  Je  l'ai  abordé  dans  le  cas  où 
l'équation  |  E)  ne  contient  que  la  seule  dérivée  du  second  ordre  s 
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et  peut  être  mise  sous  la  forme 

(•ï)  s  =  p/>7  -+-  «/>  -f-  bq  -t-  c. 

a,  />,  c,  p  étant  des  fonctions  de  37,  j>',  s.  On  a  nécessairement  dans 

ce   cas  -—  =  -—=0  (Bulletin    de    la    Société   mathématique. 

L.  XLI\.   1921,  j).  i-65).  J'ai  déterminé  toutes  les  équations  aux 
différentielles  totales 

(  1  l'  du  =  Fl  ./-.   y.  ;..  p:  11  )  dx  +  <Im  ./•.   y.  z.  q\  11  )  dy 

qui  conduisent  à  une  équation  de  la  forme  (2)  lorsque  les  deux 

1  -   •    -       à'- F         1)1  <P  , . .,, .  1        -         ta 

dérivées   — —  et   — — •  sont  dilterentes  de  zéro.  Dans   ce    nouveau 
àP-  <>>/'- 

travail,  je  me  propose  d'examiner  le  cas  où  F  est  une  fonction 
linéaire  de  p  et  <î>  une  fonction  linéaire  de  q. 


r. 

1.   Considérons  une  équation   aux   différentielles   totales  de  la 
forme 

(3)  du  —  [Vp-hUi]dx-h  [U2£  +  U3]<h-. 

U,  U|,  LL,  L  î  étant  des  fonctions  de  .r,  r,  s,  u.  On  peut  rem- 
placer cette  équation  par  une  infinité  d'autres  équations  de  même 
forme,  pour  lesquelles  la  condition  d'intégrabilité  est  la  même,  si 
cette  condition  est  indépendante  de  u.  Si  Ton  pose  en  effet 
v  =  Fi  c.  y.  z,  u)  on  a 

J  dF  ,i  l)V    ,  ,)F         ,1  ,1    ^        âF     ; 

av  =  -—  dx  -1 — r-  dy  H — r—  (p  dx  -+-  q  dy  )  H — —  du. 

i)x  ày  os    ■  '        au 

ou,  en  remplaçant  du  par  son  expression  (3). 
,„.,  ,        [/dF  dF  ,  dF  dF~] 

[/■dF        TT    dF  ,  dF       dF  IT  "J    . 

\_\  dz  ()u  J  y        dy        au        j 

et  il  est  clair  que,  si  la  condition  d'intégrabilité  de  l'équation  (3) 
ne  renferme  pas  ?/,  la  condition  d'intégrabilité  de  (3)',  qui  est 
identique  à  la  première,  ne  renferme  pus  c. 
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On  peut  choisir  la  fonction  F  de  façon  que  le  terme  en  q,  par 
exemple,  manque  dans  la  nouvelle  équation.  Il  suffira  de  prendre 

Fi      i     i>  -          •       à¥    ,    T1    OF 
une  intégrale  de  1  équation kU2T-  =o. 

1  1  dz  t)l< 

Nous  pourrons  donc  supposer,  sans  restreindre  la  généralité, 
que  l'on  a  U2=  o  dans  l'équation  (  3)  et  partir  d'une  équation  de 
la  forme 

(4;  du  —  [\]  p  -+-  Ui]  dx  -+-  U3dy, 

dont  la  condition  d'intégrabilité  est 

\  dy        >)z  v        du        /        dy  dz    1         du 

()x  dz  du        2 

Pour  que  cette  condition  ne  renferme  pas  u,  le  coefficient  de  pq, 
c'est-à-dire  — r5 —  doit    être  indépendant  de   u,   et   U    est   de   la 

dz  1 

forme  l    =  /(.r,   î  .  s)  cpi  j  .  r,  u  ).  Si  L'on  prend  pour  inconnue, 
au  lieu  de  r.  la  fonction  Z  =    /  f(x,y,  z)dz,  on  a 

-=f<x,y,z>j,-J    -dz, 

et  l'équation  (4)  devient,  en  conservant  la  lettre   ;  pour  repré- 
senter la  fonction  inconnue. 

du  =  [<p|  ./•.  y.  u  )  p  -4-  U  j  ]  dx  -+-  U3  dy  : 
enfin,  si  l'on  pose 

v  =    / =*(./-.  y.  u). 

J    çpl  a  .   r.  u)  ' J  '       ' 

on  a 

.  du  cfà>    ,  àQ    , 

dv  = h — —  dx  h — r—  dy. 

œ  I  x.  y.  u)        ()x  Oy        ' 

et.  en  définitive,  on  est  ramené  à  une  équation  aux  différentielles 
totales  de  la  forme 

du  =  (p  -+-  Ui)  dx  -h  U3  dy, 

où,  bien  entendu.  U,  et  L3  ne  désignent  plus  les  mêmes  fonctions 
qui  figurent  dans  l'équation  (4)  avant  toutes  ces  transformations. 
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Si  r 


on  remplace  //  par 


on  arrive  à  une  forme  symétrique 


(5) 


ilu  =  [  /'     -  Vl  r.  y .  z.  ni]  d.r  —  |  \  ,    x.    r.   z.  u)  —  fj]  dy, 


que  nous  eonserverons  désormais.  Cette  forme  de  l'équation  aux 
différentielles  totales  se  conserve  quand  on  fait  un  changement  de 
variables  indépendantes  x  =  ©(#'),  y=zty(y'),  ou  quand  on 
ajoute  aux  deux  fonctions  inconnues  z  et  u  des  fonctions  quel- 
conques de  x  et  de  y.  Il  en  est  de  même  quand  on  prend  pour 
inconnues  ).(.r.  y)  -  et  /. |  x,  y  |  m,  quelle  que  soit  la  fonction  ).<#.  ^); 
l'équation  (  5  i  devient  alors 

T  dlo&X       -  ,   /  ;    «il    , 

du  =  [|>  +  <«-  «)  -^-  +  a\  (*,  r,  y,  ^  )  |  rf« 

+L  Vlp  *  x'  xj -'«--'  -^-  -  ?J  <>'■ 


2.    La  condition  d'intégrabilité  de  l'équation  (  5)  est 


(6) 


ÔX       dV 

<)z        du 


7 


rav,      -a  , 


tfV        dV,        ,      ,A"        „  ôXx 

■ h\n \   -r—  =  o; 

r)y         dx  ou  ou 


pour  que  u  n'y  ligure  pas,  il  faut  et  il  suffît  que  Ton  ait 

,r-  v      &  v 


(7) 
(8) 
(9) 


dudz        du* 

iiuiiz        ou? 

dydu        dxdu  <)u-  du'1 

d\        >)X 


Les  deux  premières  relations  prouvent  que  —  et  -r—  sont  respec- 
tivement des  fonctions  de  «  -1-  :  et  de  «  —  c 

,A"  *,  s  'A"l 

— -  =  f(x.  y.  z  -h-  u),         — —  =  ©I  x.  y,  u  —  z); 

<)u       J  K    ' J  Ou         •         J 


prenons  a  =  u-\-z  et  [ï  =  u  —  c  pour  variables  à  la  place  de  u  et 
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^  dans  A   et  \  ,.  et  les  formules  précédentes  deviennent 

dV       à\ 
(10)  -  +  ^    =/(*.*>■«), 

tandis  que  la  relation  (9  )  se  réduit  à  la  suivante 
/     v  àf       do       _.   àf      v  c*p 

(12)  -j —  f-+)ii —  ^  -à  =  °- 

ày       àx  <)x  ap 

On  est  ramené  à  déterminer  les  deux  fonctions  fi.r.y.  ai, 
o(x,  y.  (3  )  de  telle  façon  que  les  trois  équations  <  10  i,  (1 1)  et  (  12  ) 
soient  compatibles  en  V  et  \  ,. 

V\ant  d'étudier  le  cas  général,  nous  passerons  en  revue  quelques 
cas  particuliers  faciles  à  traiter.  Supposons  que  f  soit  indépen- 
dant de  a,  et  'f  indépendant  de  (3.  ■—  =  -^  =  o.  L'équation  112) 
àf  _  <h 


devient  -J-  =  -r -;  on  a  donc 
oy        ox 


f       ()v  1  .r.  y  1 
•'  ~         àx 

et  par  suite 

V  = 

t)Fl  .r.  y) 

^  1=  —  u  —  b(x,  y.  z  1. 

et  l'équation  (5)  est  de  la  forme 

du  =  [p  —  </(  :r.  y.  z  1]  r/.r  ->r[b(x.  y.  z)  —  g]  dy  -f-  »  e?F, 

ce  que  l'on  peut  écrire 

(A)  </(  u  e~F)  —  e_F  !  ( p  ■+-  a)  dx  -t-  (b  —  q  )  dy  J  ; 

il  est  clair  que  la  condition  d'intégrabilité  est  indépendante  de  u. 
J'ai  étudié  dans  l'article  déjà  cité  du  Bat  le  (in  de  la  Société 
mathématique  les  équations  du  second  ordre  que  l'on  peut 
obtenir  de  cette  façon. 

Dans  ce  cas.  on  peut  ramener  l'équation  (  5  )  à  une  équation  aux 
différentielles  totales  dv  =  P  dx  -f-  Q  dy,  où  P  et  Q  sont  indépen- 
dants de  c.  en  remplaçant  u  par  une  autre  fonction  c  =  8 (x, y,  z.  in. 
C'est  le  seul  cas  où  cette  transformation  est  possible.  En  effet. 
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la  aouvelle  équatioD  est,   après  ce  changement  de  l'inconnue  //. 

1 e)8       <)<}          </"8            ._  )   .         ;  <)<>        <)0  ,)h    „  )    , 

dv  =  l h  —  p  h-  __  (  n  -+-  V)     </./    - q  -+-  -r-  (Vi —  a)     fl/; 

pour  que  les  coefficients  de  dx  el  de  <7r  dans  cette  nouvelle  équa- 
tion soienl  indépendants  de  c.  et  par  suite  de  it .  il  faut  que  l'on 
ait 

=  o, 


dudz       au2  dudz       du2 

et  par  suite   ,  -  =  o  -: =  o.  La  fonction  b  doit  donc  être  de  la 

1  du2  (Jitoz 

forme 

0  =  F(a?,  y)u  -+-  4»(»,  j-.  z), 

et  par  suite  \   et  Vf  sont  aussi  de  la  forme 

dlog¥ 

\    = ~ —  «  -H  a(x.  y,  z). 

dx  ■  J  ' 

\  !  = ^—  «  —  b(x.  y.  z  i. 

et  l'on  retrouve  l'équation  précédente,  où  F  est  remplacé  par  -^- 

Supposons  en  second  lieu  qu'une  seule  des  dérivées  ~-  >  -r~  soit 

)■-  if 

nulle  par  exemple  ~r  =  o,  ~  =^  o.  En  différentiant  l'équation  (12) 

par  rapport  à  (3,  on  obtient  la  relation  —r^-  =  o.  On  a  donc 

V,=  tp(ar,  j)a       =,(./-,  y), 

et  l'on  peut,  sans  diminuer  la  généralité,  supposer  ^,^o.  En 
effet,  si  dans  l'équation 

du  =  [p  ■+-  V]  c/./-  —  [«p(w  +  z)-H(pi— ^]rfy 

on  pose  r  =  Z-f-  ;i  (a?,  y  1.  c(  (  a?,  y  i  étant  une  intégrale  de  l'équa- 
tion o|  /  .  y)z  -+-  çp,  I  ./;.  jk  1  —  </  =  °-  on  est  ramené  à  une  équation 
de  même  forme  où  ot  (oc.  y)  =  o.  Si  nous  prenons  A  ,  =  ®(x,  y)*, 
la  relation  (12)  devient 

df       df       dm 

tp  1  x.  y)x  -j-  H-  -j ri  =0. 

'       '  ^        doc        dy        'te 
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Soit  'f(x,  y)  =  - — -.  '       ;  l'intégrale  générale  de  l'équation  précé- 
dente est 

f  = 1-  4>(  ae_H.  x) 

et  par  suite  on  ;i 

V  —  o .-: h  en F(y.e— ".  x  I  -+-  XY \  x.  y .  z), 

H,   F  et  W  étant  des  fonctions  arbitraires  de   leurs   arguments. 
L'équation  (5)  correspondante  est 

du  =  I p  -+-  (  u  -+-  z)  - f-  e"  F  [(«-+-  c)e-H.  a;  |  -f-  ^(a?,  y,  z)    dx 

■+■  I  (  «  -+-  *)  jz  -  9  \  dy  ; 

en  remplaçant  ?/  et  ;  par  eH  u  et  eHs  respectivement,  elle  prend  la 
forme  simple 

(  B)  du  =  [p  -h  F(u  —  z.  x )  -h  u(x,  y,  z  i]  <Y.r  —  </  dy  ; 

la  condition  d'intégrabilité,  indépendante  de  la  fonction 

F|  u  -h  z,  x). 

conduit  à  l'équation  du  second  ordre 

(l3)  2  5  -4-  -£-+--£?=  O, 

qui  admet  l'intégrale  intermédiaire 

2/j  -t-  <j>{  a?,  y7  z  )  =  X . 

3.   Supposons  maintenant  que  '-/  et  '-^  soient  différents  de  zéro. 

11  *        dx         dp 

On  peut  écrire  la  condition  (12  | 

(I«,  v.Sf  +  ^.và  +  è-^ân; 

da        /(^  ^p        àx       dx  dp 

U  étant  une  inconnue  auxiliaire,  et  l'on  en  tire 

dy  ôf 

'./a  d<p  dp  d/ 

d£  d^ 
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en  portant  ces  valeurs  de  V  el  < le  Y,  dans  les  relations  (  io)  et  (i  i), 
on  obtient  deux  équations  pour  déterminer  l'inconnue  auxiliaire  (J 


(i5) 


di  l  >H  ~h  â$  J 

,h  r  au      ,)\ 

dj  l  lx  +  d\ 


à!f 


,)y. 


'-  U  =/(x,jr.   *)-¥-  -rjr 


gïu  =  f(*,r,P) 


'    dx    ' 


Nous  avons  à  rechercher  dans  quels  cas  ces  équations  sont  compa- 

•11          o  •    i        i  -            •              -v         df  di<s>         ih  d-f  ,      ,  i 

tibles.    Si  le   déterminant  o  = -^-  —-^ £    . -J-    est  nul,   les  deux 

d%  d-  [i         dp  Oa? 

équations  ne  peuvent  être  compatibles  sans  être  identiques.  Nous 
traiterons  d'abord  ce  cas  particulier.  La  relation 


(16) 


à'1® 
dfi 

3P 


ne  peut  être  vérifiée  que  si  la  valeur  de  ces  rapports  m  est  indé- 
pendante de  a  et  de  (3.  Les  deux  fonctions  f  et  <p  ne  peuvent  donc 
avoir  que  l'une  des  formes  suivantes  : 

(I)  /=A«"'«+B,  o  =  A,e""P  -+-  B!         (m^o), 

(II)  /=Aa-(-B,         ç==A|p-+-Bi, 

A,  B,  A,,  B,,  m  ne  dépendant  que  des  variables  x  et  _)'.  Pour  que 
les  équations  (i5)  se  réduisent  à  une  seule,  il  faut  de  plus  que 
l'on  ait 

r-9        d\f         idf     à9\ 


(>7 


f   — -  —  9  — 
■'  d$        '   dx 


dx  à$        dy  dx 


ày        dx  J 


o, 


m  désignant  la  valeur  commune  des  rapports  (16).  Si  m  est  nul, 
y  et  o  sont  de  la  forme  (II),  et  la  relation  (17)  ne  peut  être  véri- 


df 

fiée  que  si  l'on  a  AA,  =  o.   On  aurait   donc  -jf-  =  o,   ou 

1  (IX 

hypothèse  qui  a  été  examinée. 

Si  /'et  o  sont  de  la  forme  (1),  la  condition  (17)  devient 


A,e"'P*  H  m 


dm 

à.r 


A  <?"<*•  Bi/n 


dm 
dy 


dJl 

ày 


d^i 

dx 


dy 
d& 


=  o; 
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A  et  A,  n'étant  pas  nuls,  on  satisfait  à  cette  condition  en  prenant 

O  logOT  <)  logW 

B  = j- — »  t>i  = -} > 

âx  dy 

et  de  cette  façon  seulement.  Les  deux  équations  (i5)  se  réduisent 
alors  à  une  seule 

<)\J        d{]  _■-         i  i         0-  \osm  .      „, 

Ja         dp  m        AA,»!      ax  dy 

dont  l'intégrale  générale  est 

Ll  = - —  e-m!a+p)_|_g-  «aj.  (a  _  R^ 

«?-        A-Ai/n2     ûx  dy 

F  étant  une  fonction  arbitraire.  En  remplaçant  /.    ©,   l     par  les 
expressions  précédentes  dans  les  formules  (i  \  )  on  en  tire 

l    \     =  —  e'»* — -  —  3  — -^ h-  A  m  F  (a  —  p), 

»  //*  m        c/a?  y.r 

1  ,,         A»        «        i    ^logA             rjlogm         .  ,fi   „,„,  0 

J  Vi=  —  <?"'P —^-    —y- 'r-  Aime^'p-z-Fi  a  —  3): 

l'équation  aux  différentielles  totales  correspondante  est 

A        ,       ,        i    i)  loi} ;  Ai 


du  —  \  p-i ,w"("+~', 


m        ôx 


d\ozm  ~|    . 

—  (u  —  z j ;1-  A  /»  I*  (  .r,  r.  s  i    </.'• 

I  L  "l 


m  m     '/y 

à  losm 


—  (u-\- 


ity 


Ai  me-'inz  F  (  r,  j-,  5  )  —  </  j  dy. 


Si  l'on  remplace  dans  cette  équation  mu  et  m;  par  «  et  ;  respecti- 
vement, elle  devient 

T  à  loeAi  1  , 

tfu  =  \p  -+-  Ae"+: -p H  Aç(.r,  j,  z)  \dx 

r.  ^logA     »■',,./        v     i  » 

On  peut  encore  simplifier  cette  équation  en  remplaçant   u  et  z 

loeA-r-loeAi                                logAj — logA  .  ,    . 

par  u  _  IU8A^  tus — L  et  z  par  z  H - — — —  >   ce  qui  conduit 
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finalement  à  V équation 

I       du  =  [p-h  eB+z-t-  ty(x,  y,  z)]  dx  -+-  \e"~z -+-  e~isty(x,  y.  z)  —  g]  dy, 

que  l'on  obtiendrait  en  faisant  m  =  1 ,  A  =  A,  ==  1  dans  l'équa- 
tion 1  1  ()  ). 

La  condition  d  intégrabilité  de  l'équation  |  C  1  est 

ty        d 

2S  —    — ' ;-(  6---0)  =  O. 

dy       dx 

que  l'on  peut  écrire  plus  symétriquement  en  remplaçant  •!/ 
par  i¥ e~ 

(20)  î+T(Fe:) r(Fr:)  =  o. 

ay  dx 

Cette  transformation  a  déjà  été  signalée  sous  une  forme  un  peu 
différente!  Bulletin  de  la  Société  mathématique ,  t.  XLIX.  1921). 
Elle  se  déduit  de  l'équation  aux  différentielles  totales 

di-  =  t'[(p  —  3  )  dx  —  y.  dy]  -+-  dx  —  ezdy. 
k  et  8  étant  liés  par  la  relation  a  +  rt>ez=  o. 

/     c  -        àf  d2a        <fo  <fif  vtv.  , 

4.   Supposons  maintenant  6  ==  -3 „j 5  -r-=-  dînèrent  de  zéro. 

1  L  i)-j.   oi-         dp  aa? 

On   tire  des    équations    (i5)    les    expressions    suivantes  de    L    et 

,     (){J        dU 
de  -1 i-  -rj  : 

l]=i\df  dy       àj  d  \dy~  I      do    d  \  dx  \\ 

da  r       J  ol        dx  à%  1    àf   (       O'i  <73  I   dj>    1  i  ' 


dU  ^  ol 

d%  +  "773 


■  '  77p  ~  ?  ^  ~  ^32  ^2  j  "777"  [_dô»  da  j  "777"  j 

f  dâ  )_ 


d& 


en  écrivant  que  la  valeur  de  L  donnée  par  la  première  formule 
satisfait  à  la  seconde  relation,  on  obtient  une  condition  à  laquelle 
doivent  satisfaire  les  fonctions  f(x,  )',  a)  et  f(x,  r.  S).  Cette 
condition  est  à  la  fois  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  équa- 
tion- (10),  (1 1)  et  (12)  soient  compatibles  en  V  et  V,,  lorsque  0 
n'est  pas  nul.  M  elles  admettent  une  solution  unique. 

On  arrive  à  cette  condition  plus  facilement  de  la  façon  suivante. 
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Posons,  pour  abréger, 


Wi     )  = 


(h     i       d(     ) 


de  l'équation  (12) 


ÔX 


d%      ' 


v   àf  oc 

ôx  il  : 


âf  _  do  = 

<)y        ôx 


on  tire 


,v,  ,,    >Pf  à*o         à'-f  d*o  of  ào 

1  l  ôx*  dp        th.  ôy        à$  ôx        <)-x       y      '       d$       v    ; 

ou,  en  tenant  compte  des  formules  (10)  et  (11), 


(21 


JJCB 


c'a'2 


d3* 


ô% 


ô'i        ôxôy        ô'iôx 
On  a  de  même 

ou,  en  remplaçant  Wl'Y)  et  \\  (  Y,  )   par  /  et  o  respectivement, 

d3  O  ,n  f  ,  J2  0  tf3  /•  tf3  m 


d*f 

(22)  103=  V,   -r-4—  "V     , 

v      ;     3         !  dafl  d$3 


â*f  ,  d*o 


Les   trois  équations  o),  =  o.  o>.,=  o.  0)3=0  doivent  être  compa- 
tibles en  V.  V,,  et  cela  est  suffisant,  car  on  a  identiquement 

WfWl;-W2=^[\V,Vi;    _T]_^[W(VJ    -/], 

W(«)2)-a,3  =  ^[W(V1)-<?3-^t[W(V)-/], 

et  les  relations  iût  =  o,    o>2=o,   0)3=0    entraînent    évidemment 

W(V)=/,        W(V1)  =  «p, 

pourvu  que  ô  ne  soit  pas  nul.  Pour  que  les  équations  (12),  (21) 
et  (22)  soient  compatibles,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

àf  do  ôf_        ôj_ 

ôx  d$  ày        àx 

à*/  ô-  o  df  do         ôïf  à*  9 

~ôx^  ôV-  ?  àâ  ~*  d$  +  dxày  ~~  à$àx 

d\f  d3o  d9-f  d*  m  à\f  (P'-i 

~ôx3  dp  2  'r  ~ùïr-  ~  ^ <jjP"  ~*~  ôiïdy  ~  ô^-ôx 

le  mineur  ù  étant  toujours  supposé  différent  de  zéro. 


(23)      a  = 
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Dans  ces  conditions  on  peut  déterminer  deux  coefficients  /,  et  lu 
vérifiant  les  trois  relations 

à*f  _  .   '>-'  /'          àf  à*  w  _  .  à*  ç  dy 

"fa*  ~~     éO*  +  ;J'  5ï  '         Û3^  ""     5p«  +  ;A  dp  ' 

()J/  d*©  d'/  d^O 

2<?  d?  —  2^  dp*  ~~  dâïdy  ~  oj^ôx 

'«[/  Ox      *  d$        dxdy       d$dx\  \_dy        <)x\ 

Cherchons  d'abord  s'il  est  possible  de  satisfaire  à  ces  relations 
en  prenant  pour  X  et  <j.  des  fonctions  de  x,  y  seulement,  indépen- 
dantes de  a  et  de  ji.  On  aura  alors 

— t  =  '•  -r  —  P1/-»"  '-'  *"•  >')>         iT7  =a  Hr  -i-  [aœ  -i-  Ci(a?,  7') 
d*2  da        '  •  '  -  y  d,:2  d  p        '  ' 

et  la  dernière  relation  devient 

.  /    df _     d? \       ^^_^?^/r_^|f\ 

'  \  r  dx  _ '     dp  '  ~  dx  ôjr        d{3  c/.r        '  "  J        ôx  J  " 

/d>         „  \  .      dC       dC, 

En  dîfférentiant  par  rapport  à  a  et  à  ri  successivement,  il  vient 

.   /do  à"-f       àf  dy   _ 
'  (  dp  da«  ~  >H  àt-  I  ~  ° : 

on  a  donc  nécessairement  X  =  o,  et  la  condition  devient 

àC       dC, 


dx 


On  satisfait  à  cette  relation  en  prenant 

i   d\x  i    rfu 

L  =  -  -j- i       lij  =  -  -j— ■ 
•2  aa-  2  a/ 

On  ne  peut  supposer  u.  =  o,  car  on  aurait  aussi  C  =  C|  =  o,   et 

d\f  d*<p  ' 

par  suite  — —  =  o,  -~  =  o. 
1  crac3  dp! 

c-  o  n  dm     r-  dm  ,, 

Î5i  nous  posons  a  =  m-,  on  a  L<  =  m  —  >  L.,  =  m  ——■>  et  1  expres- 
1  I  ox  ày  r 
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sion  générale  des  fonctions/ et  tp  est 

<)  log  m 


l  /=    Ae"'»+    Be- 


dX 


l   '2  i   » 

c*  1  o  sr  /n 


/   y  =  A,  e'"?  +  Bie-"*?  — 


<Cr 


A,  B,  À,,  B,.  m  étant  des  fonctions  des  variables  a?,  r.  Il  est  à 
remarquer  que  l'on  ne  peut  avoir  à  la  fois  AB,  =  Af B  =  o,  car  o 
serait  nul.  Les  formules  (  io  i  et  (il)  montrent  que  V  et  V,  sont 
de  la  forme 

Uosm 

i  il  —  z)-+-  F(x,j;  z  l, 


V-.* 
m 

gin  ii  +  z 

B 

ni 

t'-"<  " 

V,-*2 

m 

g  m  tiz 

B 

m 

e-'"'" 

dx 
dlng 


dy 


<  u  —  z)  -i-  <ï>(a;,  .y,  -z); 


on  peut  encore,  comme  au  paragraphe  précédent,  supposer  m  =.i, 
ce  qui  revient  à  remplacer  m?/  par  a,  et  #23  par  z.  L'équation  (5) 
correspondante  est. 

(D)  rfw  —[/?-+-  A  <?"^-~—  Br  "--  +  F|  a:,  r.  z  )  ]  dx 

—  [A,  e«-~—  B,  <?-"->  =  +-  *(a?,  _/,  a)  —  g]  dy-, 

A.  B.  A,.  B,  étant  des  fondions  arbitraires  des  variables  x,  y. 
Quant  aux  deux  fonctions  F  et  <I>,  on  les  détermine  de  la  façon  la 
plus  simple  en  écrivant  que  la  condition  d'intégrabilité  de  l'équa- 
tion (  2.5  )  ne  dépend  pas  de  //.  On  trouve  ainsi  que  F  et  <î>  doivent 
vérifier  les  deux  relations 

I     e«f^+A*)=^l+A,F, 

1    OV  Ox 

■ 

qui  admettent  toujours  un  système  de  solutions  et  un  seul, 
puisque  AB,  et  A,  B  ne  peuveut  être  nuls  à  la  fois;  les  fonctions  F 
et  <!>  étant  choisies  de  cette  façon,  la  condition  d'intégrabilité 
devient 

d¥       d<t> 

(•26)  -2  5  -+-  2  A,  Be~lz —  2AB1  e2z-: ; =  o. 

dy        dx 

L'équation  (26  )  dépend  des  quatre  fonctions  arbitraires  A,  B,  Ah 
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11,,  mais  "ii  peut,  comme  au  numéro  précédent,  supposer  deux  de 

ces  fonctions  égales  à  Punité,  en  remplaçant  z  n  u  par  z  -h  \>.(x,y), 

u-\-v(x,  y),  •>-  el  v  étant  des  fonctions  convenablement  choisies. 

Si  par  exemple  AA(  n'est  pas  nul.  on  peut  supposer  A  ==  À t=  i . 

Pour  que  l'équation  i  26  1  ne  renferme  pas  les  dérivées  p  et  g,  il 

faut  et  il  suffit  que  F  et  <I>  ne  dépendent  pas  de  ;.  ce  qui  exige  que 

lOn  ait 

(HoeA.,        rfloç  B, 


F  =  - 


ox  <)x 

dlosB  dloeA 


'-'.>■  dy 


il  faudra  dune  que  le  produit  A,  B,  soit  indépendant  de  x  et  le  pro- 
duit AB  indépendant  de  y.  Si  par  exemple  on  a  aussi  A  =  A,  =  1 . 
l'équation     s6    est  de  la  forme 

(27)      du  =  [p^-  e:~"  -h  \e-z+"  ]  dx  -4-  [e"~z-r-  Yr"+3-  q]dy, 
et  la  condition  d'intégrabilité  conduit  à  l'équation 

Remarquons  que  l'élimination  de  s  conduit  pour  u  à  une  équation 
de  même  forme 

I   m,  -  e-«  —  \\e-2"=o 


1 


que  l'on  ramènerait  à  la  forme  (28)  en  posant  u  =  v-\-  -logX. 

Remarquons  encore  le  cas  particulier  où  l'on  a  A  =  1 .  A,  =  o, 
B  =  X.  Bf  =  1  ;  la  condition  d'intégrabilité  de  l'équation 

du  =  [p  -4-  ez+u-±-  \e-iz+ai  ]  dx  ■+•  \e~"^z  —  q]  dy 
conduit  toujours  à  l'équation  de  Liouville 

s  _j_  eiz  _  0- 

quelle  que  soit  la  fonction  X. 

Remarque.  —  Les  transformations  précédentes  généralisent  la 
transformation  "de  Bâcklund  bien  connue  qui  conduit  dune  inté- 
grale de  l'équation  A=sinac  à  une  autre  intégrale  de  la  même 
équation,  et  qui  joue  un  rôle  si  important  dans  l'étude  des  surfaces 
à  courbure  constante.  11  est   facile  de   démontrer  que   toutes  les 
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équations  aux  différentielles  totales  <  5)  dont  la  condition  d'inté- 
grabilité  est  de  la  forme  s  =./(%,  y,  s)  se  ramènent  aux  précé- 
dentes. 

En  effet,  pour  que   cette  condition  dintégrabilité  ne  renferme 
pas  les  dérivées  p  et  q.  on  doit  avoir 

dJL  _  ^1  -  dVl    ■    'JV'  - 

dz        du  dz  du 

<7*V         (/2\r,  ^v  ^Y,  _ 


On  a  donc 


ày  du        dx  du  <)u-  du'1 

V  =  f(x,  y,   z  +  u)  =/(x,  y,  se), 
V|  =f(x,  y,  u  —  z)  =  'i(x.  y.  )). 


et  la  dernière  condition  devient 


d*f         à*  a  d*f      ,d*y 

—  <0   -r4   —  /  —r-   =  O. 


Oxdy        d$  dx        '    dy.-    ••        c>V2 
En  différentiant  par  rapport  à  a  et  à  ri  successivement,  il  vient 


on  a  donc 


et  par  suite 


dQ  dn?        d%   d$3 


à*f  ôf  >)*■;  <te 

da3  oa  d ;3  à  i 


V  =  Ae"'*   -h  B  <?-'»*  —  C, 
V,=  A,e'"?  —  B,e-'"?— G, 


A.  B.  C.  A,.  B,.  G,  étant  des  fonctions  des  deux  variables  x  et  r. 
Pour  achever  le  calcul,  il  suffit  d'écrire  que  la  condition  d'inté- 
grabilité  ne  renferme  pas  u.  et  l'on  retrouve  les  formules  précé- 
dentes. 

{A  suivre.) 


comptes  kendus  et  analyses.  i*> 


COMPTES    IlENDUS    ET    ANALYSES 


Vnnuairë  pour  l'an  1922  publié  par  le  Bureau  des  Longitudes.  Avec 
des  Notices  scientifiques  :  Un  \olume  in-16  de  vn-800  pages,  5  cartes 
célestes  en  couleurs.  2  spectres  slellaires,  1  carte  magnétique.  Broché  :  6  fr. 
Relié  :  8  fr. 

Les  Annuaires  du  Bureau  des  Longitudes  se  suivent  et  se  res- 
semblent :  cependant,  comme  tout  organisme  vivant,  cette  publi- 
cation se  transforme  d'une  façon  continue,  et  si  son  cadre  demeure 
invariable,  consacré  par  une  tradition  plus  que  séculaire,  son 
progrès  n'échappe  pas  au  lecteur  attentif.  Pour  nous  en  assurer, 
lisons  d'abord  l'intéressant  discours  prononcé  par  M.  Maurice 
Hamy  en  prenant  les  fonctions  de  président  du  Bureau  des  Longi- 
tudes le  19  janvier  1921,  et  placé  entête  des  notices  qui  terminent 
l'Annuaire  pour  1922.  Le  nouveau  président  nous  y  révèle  le 
projet  dont  le  Bureau  des  Longitudes  poursuit  actuellement  l'exé- 
cution, avec  l'appui  bienveillant  des  pouvoirs  publics,  en  se  pro- 
posant la  détermination  directe  des  différences  de  longitude  entre 
quelques  stations  convenablement  choisies,  formant  un  polygone 
fermé  à  la  surface  de  la  Terre.  Cette  opération  donnera  avec  une 
grande  exactitude  les  positions  relatives  des  sommets-  du  polvgone, 
et,  en  la  répétant  dans  l'avenir,  on  saura  si  ces  positions  sont  inva- 
riables, ou  si  la  Terre  subit  des  déformations  continues.  11  serait 
superflu  d'insister  sur  l'intérêt  qui  s'attache  à  la  solution  de  ce 
problème  fondamental;  ajoutons  seulement  que,  si  l'on  a  pu  envi- 
sager la  possibilité  de  cette  solution,  c'est  grâce  aux  immenses 
progrès  réalisés  pendant  et  depuis  la  guerre  dans  la  technique  de 
la  Télégraphie  sans  fil,  principalement  sous  la  direction  du  général 
Ferrie. 

M.  Hamy  propose  encore  à  ses  collègues  de  multiplier  les 
résumés  substantiels  insérés  dans  le  corps  même  de  l'Annuaire,  et 
adaptés  à  la  portée  de  tous  les  lecteurs;  dans  ce  but,  il  fait  appel 
au  concours  des  savants  les  plus  qualifiés,  leur  demandant  de 
courtes  notices  sur  les  progrès  les  plus  récents  des  sciences  qu'ils 

tiutl    des  Sciences  malhen: .,  7'  série,  t.  XLYI.  (Novembre  1922  )  2") 
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cullivent  avec  éclat.  Cette  suggestion  a  sans  doute  été  accueillie 
avec  faveur,  car  dans  la  partie  du  volume  consacrée  aux  données 
physiques  et  chimiques,  nous  trouvons  deux  nouvelles  Notes  du 
plus  haut  intérêt,  résumés  de  communications  faites  au  Bureau 
des  Longitudes  par  MM.  Ch.-Ed.  Guillaume  et  M.  de  Broglie. 

La  première  est  consacrée  à  l'étude  des  aciers  au  nickel  (invar 
et  élinvar).  Les  alliages  du  fer  et  du  nickel  présentent  des  singu- 
larités que  l'on  ne  rencontre  dans  aucun  autre  groupe  de  composés 
ou  d'alliages,  et  ces  singularités  se  manifestent  d'une  façon  étroi- 
tement connexe,  aussi  bien  dans  leurs  propriétés  magnétique;  que 
dans  leur  dilatabilité  ou  leur  élasticité.  Ces  anomalies  sont  d'ail- 
leurs sensiblement  modifiées,  et  dune  façon  générale  atténuées, 
quand  on  incorpore  aux  ferro-niekels  du  carbone,  du  manganèse, 
du  chrome,  etc.;  c'est  ainsi  qu'on  peut  obtenir  des  alliages  prati- 
quement indilatables,  ou  encore  possédant  un  module  d'élasticité 
pratiquement  invariable,  dans  un  intervalle  de  température  étendu. 
L'usagi  d'un  alliage  à  dilatabilité  non  nulle,  mais  de  valeur  déter- 
minée, peut  d'ailleurs  aider  à  résoudre  bien  des  problèmes  tech- 
niques: «le  même,  si  l'élinvar,  appliqué  à  la  construction  des 
spiraux  de  montres,  dispense  de  l'emploi  du  balancier  compensa- 
teur, on  obtient  encore  un  meilleur  résultat  en  associant  à  un 
spiral  d'acier  trempé  u\\  balancier  dont  les  lames  bimétalliques 
sont  composées  de  laiton  et  d'un  acier  au  nickel  à  formule  de  dila- 
tation spécialement  déterminée. 

La  Note  de  M.  de  Broglie  traite  de  la  mesure  des  longueurs 
d'ondes  des  ravons  \  au  moyen  de  la  diffraction  cristalline.  La 
méthode  suivie  est  en  somme  la  même  que  celle  employée  pour 
mesurer  les  longueurs  d'ondes  lumineuses  au  moyen  des  réseaux 
de  diffraction.  Comme  l'a  montré  Laue,  les  rayons  X  subissent 
une  diffraction  en  traversant  les  milieux  cristallins,  et  les  phéno- 
mènes observés  peuvent  s'interpréter  en  imaginant  que  les  nœuds 
du  réseau  cristallin,  au  sens  de  Bravais,  agissent  comme  des 
centres  de  diffraction.  On  voit  alors  que  tout  revient  à  évaluer  en 
centimètres  la  distance  réticulaire  dans  un  cristal  cubique  donné; 
c'est  ce  qu'ont  fait  les  physiciens  anglais  W.-H.  et  W.-L.  Bragg, 
comme  conséquence  de  raisonnements  qui  ne  sont  pas  sans  com- 
porter quelques  hypothèses  plus  ou  moins  hasardées;  et  dans 
l'évaluation  numérique   entrent  encore  des  nombres  qui,  comme 
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l,i  constante  d'Avogadro,  peuvent  prêter  à  quelque  incertitude. 
Les  valeurs  fournies  par  la  théorie  de  Bragg  ne  sonl  donc  pas 
d'une  précision  absolue;  cependant  plusieurs  théories  bien  diffé- 
rentes sont  venue>  déjà  les  confirmer  :  pour  qu'aucun  doute  ne 
puisse  subsister,  il  faut  attendre  que  la  jonction  entre  l'ultraviolet 
extrême  et  les  rayons  \  soil  accomplie. 

Il  serait  impossible  de  donner  ici  le  détail  de  tous  les  perfec- 
tionnements qui  ont  été  apportés  aux  divers  articles  et  tableaux 
dont  se  compose  régulièrement  l'Annuaire;  il  faut  signaler  cepen- 
dant que  la  Note  sur  les  spectres  stellaires  et  leur  classification  a 
été  entièrement  refondue  par. M.  A.  de  Gramont.  en  tenant  compte 
des  derniers  résultats  obtenus.  L'étude  de  cette  Note  sera  particu- 
lièrement profitable  pour  les  nombreux  lecteurs  qui  s'intéressent 
aux  progrès  étonnants  que  nous  faisons  chaque  jour  dans  la  con- 
naissance du  ciel  étoile  :  peut-être  faudrait-il  dire  plutôt  «  que 
nous  croyons  faire  »,  -i.  comme  le  veulent  quelques  extrémistes 
de  la  relativité,  le  ciel  n'est  peuplé  que  d'étoiles-fantômes  ! 

Mais  a  ce  propos,  puisque  voilà  le  grand  mot  prononcé,  pour- 
quoi l'Annuaire  n'avait-il  pas  encore  entretenu  ses  lecteurs  d'une 
théorie  qui  met  en  effervescence  les  physiciens  et  les  astronomes, 
comme  les  philosophes  et  même  le  grand  public?  Faut-il  croire 
que  le  Bureau  des  Longitudes  se  contentait  d'opposer  une  sereine 
indifférence  à  ce  bouillonnement  d'idées  nouvelles  et  quelquefois 
paradoxales?  Bien  au  contraire,  on  doit  se  persuader  que,  depuis 
plusieurs  années,  les  discussions  sur  la  relativité  ont  souvent  pro- 
longé les  séances  hebdomadaires  du  Bureau;  parmi  ses  membres, 
les  uns  se  sont  montrés  plus  sceptiques,  d'autres  plus  ardents;  et 
finalement,  à  la  prière  de  tous.  M.  Emile  Picard  a  bien  voulu 
rédiger  pour  les  lecteurs  de  l'Annuaire  de  1922  une  Notice  sur  la 
Théorie  de  la  relativité  et  ses  application*  à  /'  tstronomie.  Nul 
n'était  plus  désigné,  car  chacun  sait  que  si  ses  travaux  mathéma- 
tiques ont  rendu  son  nom  illustre,  il  s'intéresse  au  moins  égale- 
ment aux  théories  phvsiques  et  philosophique-. 

M.  Picard  a  écrit  sa  Notice  en  «  narrateur  impartial  0  :  il  recon- 
naît ce  qu'a  de  séduisant  l'édifice  construit  par  Einstein,  il  est 
plein  d'admiration  pour  l'effort  accompli;  mais  il  se  demande  si 
c'est  un  progrès  que  de  chercher  à  ramener  la  Physique  à  la  Géo- 
métrie. Pour  lui,  il  faut  encore  attendre  avant   de  porter  un  juge- 
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menl  définitif  sur  la  nouvelle  théorie,  et  c'est  «  l'avenir  qui  dira 
dans  quelle  mesure  les  idées  relativistes,  si  des  expériences  nou- 
velles leur  apportent  un  appui,  pourront  s'incorporer  dans  ce  bon 
sens  moyen  de  l'humanité  où  Descartes  mettait  le  fondement  de 
la  certitude  ».  Analyser  cette  Notice  courte  et  facile  à  lire  serait 
la  citer  tout  entière  :  remarquons  seulement,  avec  l'auteur,  que 
les  questions  philosophiques  qui  se  rattachent  à  la  nature  du  temps 
et  de  l'espace  sont  vieilles  comme  le  monde  lui-même;  chercher  à 
les  approfondir  n'aboutit  trop  souvent  qu'à  les  obscurcir. 

Dans  l'Annuaire  d'il  y  a  cent  ans,  pour  1822,  Laplace  dit  à 
propos  du  temps  que  «  c'est  pour  nous  l'impression  que  laisse 
dans  la  mémoire  une  suite  d'événements  dont  nous  sommes  cer- 
tains que  l'existence  a  été  successive  »  et  que  le  mouvement  sera 
propre  à  lui  servir  de  mesure.  Ne  faut- il  pas  lui  appliquer  le  mot 
de  Saint-Augustin  rappelé  par  M.  Picard  :  «  Qu'est-ce  donc  que 
le  temps?  Si  nul  ne  me  le  demande,  je  le  sais;*sije  cherche  à 
l'expliquer  quand  on  me  le  demande,  je  ne  le  sais  pas.    » 

Après  avoir  précisé  très  nettement  les  idées  essentielles  de  la 
théorie  de  la  relativité,  et  montré  comment  elles  ramènent  la  Phy- 
sique à  la  Géométrie,  prise  dans  son  sens  mathématique  le  plus 
large,  M.  Picard  discute  les  trois  applications  concrètes  bien 
connues  qu'on  peut  en  faire  à  l'Astronomie  :  variation  séculaire 
du  périhélie  de  Mercure,  déviation  des  rayons  lumineux  rasant  le 
bord  du  Soleil,  déplacement  vers  le  rouge  des  raies  du  spectre 
solaire  par  rapport  à  celles  des  sources  terrestres.  Les  résultats 
obtenus  jusqu'à  présent  paraissent  certainement  favorables  à  la 
nouvelle  théorie  :  cependant,  il  s'agit  de  phénomènes  délicats  à 
observer  et  difficiles  à  mesurer;  seule,  la  multiplication  des  expé- 
riences, dans  des  conditions  variées,  permettra  de  dire  s'il  faut 
abandonner  définitivement  les  idées  traditionnelles. 

L'Annuaire  a  toujours  publié  régulièrement  des  renseigne- 
ments étendus  sur  les  monnaies  métalliques  françaises  et  étran- 
gères, avec  la  comparaison  de  leurs  valeurs.  Le  Bureau  des  Longi- 
tudes a  pensé  qu'on  pouvait  sans  inconvénient  suspendre  cette 
publication,  en  attendant  des  jours  meilleurs  :  mais  il  l'a  remplacée 
par  une  Notice  extrêmement  intéressante  sur  les  Monnaies  et  le 
Change,  due  à  M.  Ch.  Lallemand. 

La  monnaie  d'or  —  la  seule  monnaie  saine  et  stable  —  a  prati- 
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quemenl  disparu  de  la  circulation,  pour  faire  place  à  une  monnaie 
de  papier,  dont  la  valeur  relative,  réglée  sur  le  marché  des  changes 
par  la  loi  de  l'offre  et  de  la  demande,  subit  d'incessantes  <i 
brusques  variations  :  il  en  résulte  de  graves  perturbations  dans  les 
transactions  économiques,  dans  la  vie  sociale  et  dans  la  situation 
financière  des  nations.  Après  avoir  rappelé  comment  se  sont  éta- 
blies les  monnaies  et  comment  elles  se  sont  transformées  gra- 
duellement, M.  Lallemand  analyse  avec  une  pénétrante  finesse  les 
effets  désastreux  de  l'instabilité  des  changes  :  elle  favorise  la  spé- 
culation, mais  entrave  le  commerce  honnête;  pour  plusieurs 
catégories  de  citoyens,  l'avilissement  de  la  monnaie  représente, 
en  raison  du  cours  forcé,  une  véritable  spoliation;  les  ressources 
de  l'Etat  fléchissent,  et  l'inflation  fiduciaire  ne  saurait  apporter  à 
ses  embarras  que  des  remèdes  passagers,  tout  en  rendant  plus 
difficile  le  rétablissement  futur  de  l'équilibre  financier. 

Pour  sortir  de  cette  situation,  il  faut  ou  bien  consolider  le  cours 
avili  de  la  monnaie,  ou  bien  le  relever  lentement  et  progressive- 
ment par  une  production  industrielle  accrue,  par  le  développe- 
ment des  exportations  et  par  des  économies  sévères.  Mais  la  pre- 
mière solution  n'est  qu'une  faillite  partielle;  de  la  seconde  seule, 
on  doit  poursuivre  la  réalisation  avec  persévérance. 

La  Notice  de  M.  Lallemand  est  complétée  par  d'instructifs 
tableaux  donnant  les  cours  extrêmes  et  moyens  des  principales 
monnaies  fiduciaires  étrangères  cotées  à  Paris  de  191  \  à  1921, 
exprimées  en  francs-papier,  et  les  primes  ou  pertes  correspon- 
dantes par  rapport  au  franc-papier  et  au  dollar. 

Le  Bureau  des  Longitudes  a  été  cruellement  frappé  pendant 
l'année  1921  :  en  l'espace  de  deux  mois,  il  a  perdu  trois  de  ses 
membres,  Joseph  Renaud,  Jules  Carpentier  et  son  doyen  d'an- 
cienneté, Gabriel  Lippmann;  et  à  l'heure  où  ces  lignes  sont  écrites, 
il  déplore  encore  la  perte  de  M.  Louis  Favé,  qui  avait  succédé  à 
Renaud.  C'est  un  pieux  devoir  pour  ses  membres  de  retracer  dans 
l'Annuaire  la  vie  et  les  travaux  de  leurs  collègues  disparus  :  on 
trouvera  dans  le  volume  pour  1922  le  discours  prononcé  aux  funé- 
railles de  Lippmann  le  18  juillet  192  1  par  M.  Hamv,  et  une  Notice 

sur  J.  Renaud,  écrite  par  M.  Favé. 

Henri  Ajvuoyer. 
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SUR  QUELQUES  TRANSFORMATIONS  D'ÉQUATIONS 
AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES: 

(  Suite  et  fin  )  : 
Par  M.   E.  GOURSAT. 


If. 

,">.  Il  paraît  difficile  de  trouver  directement  tous  les  systèmes  de 
deux  fonctions  /'(./.  )'.  ai.  'f(x,y,  ji,  satisfaisant  à  la  condition  i  2.3). 
où  figurent  à  la  fois  des  dérivées  par  rapport  aux  quatre  variables  ?.. 
j.  r.  r.  Nous  chercherons  d'abord  à  déterminer  la  forme  des 
deux  fonctions  y  et  s,  en  les  regardant  comme  des  fonctions  des 
seules  variables  y.  et  [3  respectivement,  les  autres  variables  x  et  y 
étant  regardées  provisoirement  comme  des  variables  paramé- 
triques. 11  nous  faut  pour  cela  obtenir  des  relations  où  ne  figurent 
plus  les  dérivées  prises  par  rapport  à  ces  variables.  Revenons  pour 
cela  aux  équations  i  [5  >.  En  différentiant  la  première  par  rapport 
à  a.  la  seconde  par  rapport  à  ri.  nous  obtenons  deux  nouvelles 
équations. 


(3o 


à$  lory        <Horp 


Tip  [  '  ,n   '   ,)y.  J      <)é  '  ~  dp 


qui  doivent  aussi  admettre  une  intégrale  commune,  et  où  figurent 
seulement  les  variables  y.  et  jiJ. 

Kemplacons  dans  ces  équations  a.  p,  U,  -r-»  ttt'  — ; — >  -wtt 

1  *  '  02       i)p         O'J.'1         i)6- 

par  les  lettres  .r.  j'.  ;.  p,  q.  r,  s,  t  respectivement  et  posons 


foàQ 


(3.) 


ÔT 


V, 


,y2  o 
oy 


=  Y 
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un  en  déduit 

tL-°l\  \        Jt'ii  ^1  -  'tt  i  Y"+  Y'» 

ttea  ~  dx  '  "  "         d>*       ()y  I 

ri  le  système  i  3o)  s'écrit,  avec  ces  nouvelles  notations. 

\   r-4-s-t-  \'i  >/--  y) -Kl  X'-t-  X'»).a  =i, 
j    s  _  ,  h  Y'(iq  -+-/>)  -4-  I  Y" ■+-  Y'î)3  =  i. 

Connaissant  un  système  de  deux  fondions  \i  x).  Y  (y)  des 
variables  x  et  y  respectivement  telles  que  les  équations  (3a) 
admettent  un  système  de  solutions  communes,  les  deux  équations 
différentielles 

déterminant  deux  fonctions  y  (a),  o(fi)  telles  que  les  équations     '»>> 
admettent  une  intégrale  commune  L  |  a.  [3  ». 
Si.  dans  les  équations  (  3?.  i,  on  pose 

a  =  e-*-V'Z, 

Z  étant  la  nouvelle  inconnue,  il  vient 

p  =  —  X'e~x-YZ  -f-  e-HP,         y  =  —  Y'e-x-vZ  +  e-*-¥Q, 
r_  e-x-ïr(  \-s___v.Z—  >\'l'  +  R], 
s  =  e-x-Y[X'Y'Z  —  X'Q  —  Y'P  —  S]. 

t.  =  e-x-\[,  Y'2—  Y')Z  — aY'Q  -  T], 

et  les  équations  (32)  deviennent,  en  remplaçant  les  lettres  Z,  Pr 
Q.  Pt,  S.  T  par  les  petites  lettres  coriespondantes, 

i    /•  —  .v —  V'p  =  ex+\ 

|  s   -t  —  \q  =  e  -V 

et  l'on  est  ramené  à  la  résolution  du  problème  suivant  : 

Trouver  une  fonction  X  rfe  ta  variable  x  et  une  fonction  \ 
de  lu  variable  r.  telles  que  les  équations  (33  )  admettent  une 
solution  commune  zix.  v). 

Nous  pouvons  remarquer  tout  de  suite  que  >i  ^'.r.  y  i  est  une 
solution  des  équations  (33),  il  en  est  de  même  de  r  i ./ \  y  i  -f-  C, 
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quelle  que  soit  la  valeur  de  la  constante  G.  Les  solutions  communes, 
s'il  en  existe,  dépendent  donc  d'une  constante  arbitraire  au  moins. 
Si  un  système  de  deux  fonctions  X,  \  donne  une  solution  du 
problème,  il  en  est  de  même  des  fonctions  X-f-rt.  "i  -\-  b,  quelles 
que  soient  les  constantes  a  et  b,  car  le  système  (  33)  ne  change  pas 
quand  on  change  X  enX  +  fl,  \  en  Y  -\-b,  z  en  ea+bz.  Il  en  est 
de  même  quand  on  change  x  en  x-\-x0.  y   en    V-hj'o-    ou    •'' 

en  ex.  y  en  cy.  z  en  —  • 

<■'- 

Il  suit  de  là  que  si  les  deux  fonctions  X  (  ./•  i.  \  |  y  )  fournissent 
une  solution  du  problème  proposé,  il  en  est  de  même  des  deux 
fonctions  X  i  ex  -f- ./ 0  )  -h  «,  \  (  <\) ' -\-  y0  )  +  b,  quelles  que  soient 
les  constantes  a.  b.  c,  ./„.)„. 

6.  En  différentiant  la  première  des  équations  (33)  par  rapport 
àjr",  la  seconde  par  rapport  à  x.  il  vient 

d3  z  à3  z 

Y' s  —  Y"p  =  ex+*Y', 


<)x-t)v  i).i()y" 


-  —  X's—X"q  =  e*+*X\ 


i)x-()y         i)j<)y- 

el  l'on  en  tire 

(34)  V-  Y')s.+  X"q—  Y'p  =  (Y'—  X')e*+*. 

Cette  équation  donne  la  valeur  de  s.  à  moins  que  Ton  n'ait 

X'— Y'  =  o. 

Ceci  ne  peut  arriver  que  si  la  valeur  commune  de  ces  deux  fonc- 
tions est  une  constante  a.  L'équation  (  34  )  est  alors  vérifiée  iden- 
tiquement, et  le  système  (  33)  devient 

/■  -+-  s  —  ap  =  Cea'x-h3\         s  +  t  —  aq  =  Ce"i-c+/). 

Ce  système  est  en  involution  et  peut  être  remplacé  par  l'équation 
du  premier  ordre 

p  -+-  g  —  az  =  —  ««<•*•+;>> -|-  C' 
a 

si  a  n'est  pas  nul.  et  par  l'équation  du  premier  ordre 
p  +  g  =  C(jp+jk)-+-C' 
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si  a  =  o.  L'intégrale  générale  du  système  (33)  csi,  dans  le  pre- 
mier CaS, 

c  =  — ;  e"  •' '*  y h  eaxf{x  —  y  1. 


ai 


et,  dans  le  second  cas, 

3=  -  (x-hy^-h  —  (ar-+-^)+/(a?—  r)> 

y' étant  une  fonction  arbitraire  de  x  — y. 

Ainsi,  lorsque  les  fonctions  X  d  \  sont  des  fonctions 
linéaires  de  la  forme 

X  =  ax  -\-  b.         Y  =  a  y  -t-  b\ 

a,  b,  b'  étant  des  contantes  quelconques,  le  système  (33)  est  en 
involution  et  V  intégrale  générale  dépend  d'une  fonction  arbi- 
traire. C'est  du  reste  le  seul  cas  où  le  système  (33)  soit  en  invo- 
lution. 

Pour  le  problème  que  nous  avons  en  vue,  ce  cas  ne  donne  pas 
de  solutions  nouvelles.  Les  équations  (  3i)'  deviennent  en  effet 

<)\f  _     df  d'-o  _     <fyt 

~ihJ  ~aàl'  df  ~  a  ,73  ' 

c'est  l'hypothèse  examinée  au  n°  3. 

7.  Si  X' — -Y'  n'est  pas  nul,  on  peut  résoudre  l'équation  (34) 
par  rapport  à  s,  et  l'on  est  conduit  à  un  système  de  trois  équations 
du  second  ordre 

Y"  X" 


(35)  '   s  =  —  ex-»-Y-H  =, rrr  p  — 


X'-Y"'       X'-Y'*' 

qui  est  équivalent  à  un  système  de  deux  équations  linéaires  aux 
différentielles  totales  à  deux  inconnues  p  et  q.  Ce  système  peut 
encore  s'écrire  sous  une  forme  abrégée  en  posant 

\'_  Y  =  e", 

ce  qui  donne 

X"=e»H'x,         Yff=  —  e*tl'y, 
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el  le  système  (  35  )  peut  s'écrire 

i   ,.  _  .xe\+\  4.  (  y'4_  \iy)p  -4-  H'rq, 
(.35)'  5==_e\+Y_H>-H.'rg-, 

f  ?  =  2ex+y_f.  h;/?  +  (  x'+  n;t.)?. 

La  condition  d'intégrrabilité  -r-  =  t-  devient,  après  réductions,  et 
&  dy        <)x  l 

en  tenant  compte  de  la  valeur  de  H, 

+  [Y"-+-  n"xy+  u;,:]P  +  [\"+  ir:,-+-  H:rr]  9  =  0) 

et  il  est  évident,  d'après  la  symétrie  de  cette  expression,   que   la 

condition  —  =  —  donnerait  la  même  relation.  Si  l'on  pose 

dy  dx  ' 

(36)  T  =  X'-+-  Y'+H'x+  H'v, 

on  voit  qu'en  définitive  les  conditions  d'intégrabilité  se  réduisent 
à  une  seule  que  l'on  peut  écrire 

(37)  ^^  +  ^+-,  =  0. 

Pour  que  le  système  (35)  soit  complètement  intégrable,  il  faut 
et  il  suffit  que  T  soit  nul.  On  peut  remarquer  que  si  T  était  égal 
à  une  constante  différente  de  zéro,  le  système  (35)  ne  pourrait 
admettre  de  solution. 

De  l'expression  de  H  =  Lo°(X' —  Y'),  on  tire 

v?  Y" 


(38)  T=X'-+-Y'-f- 


X-  Y  v    "        X'— Y' 

X"  —  Y"        X'2  -h  X"  —  (  Y'2  -+-  Y" ) 


X'— Y'  Y  —  Y' 


Pour  que  T  soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

X'2+  X"=  Y'2 -4-  Y", 

et  la  valeur  commune  de  ces  deux  fonctions  est  nécessairement  une 
constante  a-.  En  résumé,  pour  que  le  système  (35)  soit  complète- 
ment intégrable,  c'est-à-dire  admette  des  intégrales  dépendant  de 
trois  constantes  arbitraires,  il  faut  et  il  suffit  que  les  fonctions  \ 
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ei  ^   vérifient  respectivement  les  deux  équations 

(39)  X*    ■  X'*  =  a*         ye-+-Y'»=  a2, 

«  étant  une  constante  quelconque. 

Cetcas  ne  donne  pas  non  pins  de  solutions  nouvelles  pour  le 
problème  qui  nous  occupe.  En  effet,  la  première  des  équations  (3g) 
prouve  que  V  est  de  la  forme 

l)2  V 

v  étant  une  intégrale  de  l'équation  linéaire  -7—7  =  a-v.  La  première 
des  équations  (3i)'  devient  donc 

à'f       à'f        à  ,. 
ose*        t/a        aa 

i(  y.)  étant  une  intégrale  de  l'équation  -r-r  =  a-e.  On  aura  donc 

-f-  =  Ce         -r-^-  =  G  — 
t/a  0a3  aa2 

et  par  suite  -r-4  =  a-  4-  •  On  verrait  de  la  même  façon  que  la  fonc- 
tion  œ(S)  satisfait  à  la  relation  -^  =  a'2  -^-  Nous  retrouvons  une 

i    VI     /  ,^3  jp 

hypothèse  qui  a  été  examinée  au  n°  i. 

Remarque.  —  Il  serait  facile  de  vérifier  que  le  système  (35)  est 
complètement  intégrable  lorsque  les  fonctions  X  et  \  sont  des 
intégrales  des  équations  (3q). 

Lorsque  u  =  o.  on  peut,  en  appliquant  des  transformations 
simples  signalées  à  la  fin  du  n°  o.  ramener  ce  système  à  la  forme 

P  Q 

r  —  s  —  —  —  ./  'V.  s  —  t —  ./)•. 

Y  JC 

dont  l'intégrale  générale  est 

z  =      [X3y  _  ,,-iji  +  xy%]  +  c,^  +  G2  *  ^r  -1-  G3. 

Si  a  n'est  pas  nul.  on  peut  de  même  ramener  le  système  (35  )  à 
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l'une  des  formes  suivantes  : 

^  /•  -+-  s  —  a  ih  i  ay  jp  =  ch  ax  ch  ay, 
\  s  -t-  t —  a  l\\(ax  )q  =  chax  ch  ay; 
\  r  -4-  s  —  ap  =  eay  ch  a.r, 

(  5  -r-  t —  a  lh(ax)q  =  ea? chax; 
\  r  -+-  s  -+-  «/>  =  ea{x-yl\ 
]   s  -+- 1  —*  aq  =  ea'x-y\ 


(I) 

(II) 

(III) 


L'intégrale  générale  du  système  (I)  est 

cli  ax  ch  a  >-  C2  ch  ax  -+-  C3  ch  «^ 

5  =   ; —   — f-  0 1  -i : ; r- ', 

a-  sha{x  —  y) 

celle  du  système  (II)  est 

z  =  — -  ch  axe".'  -f-  Ci  —  C2ea*  -h  C3eaix-y]  cli  a#, 


el  celle  du  système  (III) 

ga(x-y) 


-4-0,+  C2e-aa"-i-  G3ea/. 


8.  Il  n'y  a  donc  que  les  cas  où  le  système  (35)  admet  des  intégrales 
dépendant  de  deux  constantes  arbitraires  seulement,  ou  d'une 
seule  constante,  qui  puissent  nous  conduire  à  des  solutions  nou- 
velles du  problème  proposé. 

Lorsque  T  est  différent  de  zéro,  les  intégrales  du  système  (35) 
dépendent  au  plus  de  deux  constantes  arbitraires;  en  tirant  l'une 
des  inconnues  p,  q  de  la  relation  (3t),  on  est  conduit  en  effet  à 
une  équation  aux  différentielles  totales  pour  déterminer  l'autre 
inconnue.  D'une  façon  générale,  supposons  que  les  dérivées  par- 
tielles p,  q  d'une  intégrale  z{x,  y)  du  système  (35.)  vérifient  une 

relation  linéaire 

\gX+ï_i_  Bp-hCq  =  o, 

A.  B,  C  étant  des  fonctions  des  variables  x,  y.  En  différentianl 
par  rapport  à  chacune  des  variables  x,  y  el  en  ajoutant  les  relations 
obtenues,  on  obtient  la  nouvelle  relation 


remplaçons   r-\~s   et  s  -4 
par  —  B/>  —  C</  ;  il  reste 
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/   par   les    expressions    (33),   et  A.ex+* 


,x+\ 


[dk       dA       u       _1       /àB       ,)B  \ 

|_^l/         dy  'b-        dy  ) 

Les  dérivées   partielles  /;  et  r/  d'une  intégrale  du  système  (35 
vérifient  donc  à  la  fois  la  relation  (3-)  et  la  nouvelle  relation 


(4o) 


dT\       [*  d'-T         â*T       x'—~ 
dy  I    '    \_àx  dy        dy'1  dy 

ïd*T         d*T         v  àT 


dxdy 


)x 


Si  les  relations  1  0-  1  et  (4°)  sont  distinctes,  elles  permettent  de 
calculer  p  et  q  et  l'intégrale  générale  du  système  |  35  )  dépend 
d'une  constante  arbitraire,  si  elles  sont  compatibles.  Pour  que  ce 
système  admette  des  intégrales  dépendant  de  deux  constantes 
arbitraires,  il  est  donc  nécessaire  que  ces  deux  équations  ne  soient 
pas  distinctes,  ou  que  l'on  ait 


(40 


=  IL. 


(dT        dT\ 

d*  T        d*  T 

...  dT 

■1 

1  dx  +  ~dï) 

dxdy        dy* 

~X    -d~y 

T 

dT 

TÎ7- 

à*T         d2T 

<).r 

dx*        dxdy 

dT 
dx 


On  a  donc  des  relations  de  la  forme 

=  >T, 


dx         dy 
d°-T     ^  r^T 
)./■  dy        <)y-  dy 


vl'dT  ,   dT 

=  X   -r-  -H  2  X  -j- 


rJ.r  dy  dx 


<)T 


et  une  combinaison  facile  fournit  deux  relations  nouvelles 


.    dT        _  <ft 


X    -J-+2A-J-, 


/. h  T  —  =  \ zX  -j- , 

(Ar  'Ar  <y./-  «A/- 
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que  l'on  peut 

écrire 

dl  ,.       .... 
ày 

-T|(X+X')f 

S  — 

=  t^(x  +  y'), 

Ou  encore 

d 

ô7r 

m~- 

à  /x  +  x;\ 

'!>'  \       T      / 

On  a  donc 

X  +  X'=TX,, 

X+  Y  =  TV, 

\,  ci  \  |  élant  deux  fonctions  des  variables  x  et  y  respectivement. 
Le  rapport  '- — = —  est  donc  de  la  forme  \,  —  ^  ,.  ce  qui  exige  que 
l'on  ait,  d'après  l'expression  de  T. 

iX'-Y')*  =  (Xi-  y,)(X'î     v-  va     v'i. 

et  i  V —  ï  i-  doit  se  décomposer  en  un  produit  de  deux  facteurs 
dont  chacun  est  la  somme  d  une  fonction  de  ./■  el  d'une  fonction 
de  y.  '1  en  est  ainsi  toutes  les  fois  que  l'une  des  fonctions  \\  ^ 
se  réduit  à  une  constante.  Si  aucune  de  ces  fonctions  n'est  cons- 
tante, le  carré  de  X'  —  V  ne  peut  se  décomposer  en  un  produit  de 
la  forme  voulue  qu'en  l'écrivant 


/  V         V 
fmX'-     m  Y   i    —  -    —  ] 

\  m         m  I 


,                           X'«+  X"     Y'* 4-  Y"    . 
m  étant  constant,  et  les  rapports  — =^ >  — ^ devraient  être 

égaux  à  une  même  constante,  cas  que  nous  avons  écarté,   quand 
cette  constante  n'est  pas  nulle  i  n°  7  ». 

11  faut  donc  que  X'  ou  V  soit  une  constante;  les  deux  cas  se 
ramenant  l'un  à  l'autre  en  permutant  a?  et  r.  nous  supposerons  que 

l'on  a  V  =  a.  La  valeur  de  T  est  alors  indépendante  de  i  . 

(  \>)  T  =  X'-a    - 


X'  —  a 

La  relation  (3~)  devient 

ev-wo-T  -+-  q  —  =  o. 
d.r 

et  la  valeur  de  q  tirée  de   celte   relation   doit  satisfaire  aux  deux 
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dernières  équations  du  système  |  35  |  qui  peuvenl  s'écrire 

'7 


da 


=  2ex+"->"  ■-(  T       a) q. 


\       a  *  '         ày 

En  taisant  le  calcul,  on  trouve  que  T  doit  satisfaire  à  une  seule 
co  n  di  tion 

(  i  '  i  -y-  =  T2 —  ia\. 

(l.r 


Si  a  n'esl  pas  nul,  l'intégrale  générale  de  cette  équation  est 


<4i 


T  = 


i  -Ce"' 


eu  posant  V=  a~\-u,  on  voit  que  //  doit  satisfaire  à  l'équation  de 
Riccati 


(45) 


,  .        >aCe"ru 

ii        a'1  — ^ —     =  o, 


i  —  Ce"* 


dont  l'intégrale  générale  est. 


«  =  —  (  logi>  i, 
a.r 

v  riant  1  intégrale  générale  de  l'équation  linéair 
d-v  >nCeax    dv 


i   ',6  i 


cl.r-         i  —  Ceax  d.r 


qui  a  pour  expression 

v=  C,-C, 


Ç         d.i 

J   ('  —  C< 


<"'■'■   |S 


ou,  en  effectuant  la  quadrature, 

c  =  C2-t-  G,    ./•  —  -  Log(  i  —  Gea 
On  a  ensuite 


a(  i  —  Gé**) 


X'  =  «  - — —  loa  r. 

il.r 
\  =  <7./-        logp, 

^  =  e«-.[c2-<:,r.r-i  log(-,_C««*)-t-         — ^ I  !; 

(  L  a  a(i-iGea;c)J  y 

ce  qu'on  peut  écrire 

<?x  =  C,e«*-t-  —  Te"  Log  /      *""*       X)  H — — 1. 

«I  \ï—  Çeax  /        i  — Ge"-rJ 
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On  en  tire  encore 

C  v  j        C2  G,         ,       /      e«x     \      _ 

/  <a  ,/.r  =  —  eax^ eax  Log  ( H )-t-  C3 

J  a  a2  &  V  i  —  C  eaxJ 

Le  système  (35)  correspondant  est  alors 

I   r  +  s  —  ap  —  ex-|-v  ==  ea'x^y)  v, 
(35)"  /  o'\ 


cherchons  à  déterminer  une  intégrale  de  ce  système  qui  soit  de  la 

forme 

2  _  ea  x+jr)  F  (a?)  —  *(  r  ). 

On  est  conduit  aux  trois  relations 

I"  -  )<(F'+  a2 F  =  c,         <i>" —  a(t>'  =  o, 

2  a2  F  -+-  a  F'  —  a-  F  —  a  —  F  =  c. 

r 

La  première  cl  la  dernière  condition,  qui  ne  renferment  que  F, 
doivent  être  compatibles.  Or  on  lire  de  la  dernière 

F  =  —  -f-  Krr", 
a1 

et,  en  substituant  dans  la  première,  on  trouve  la  condition 

,,  iae"x         , 

v  -+-  — — v  =  o, 

K  a2  -+-  eax 

qui  devient  identique  à  l'équation  (46)  en  prenant    K#2  =  —  ■  ■-«» 

L'intégrale  générale  du  système  (35)"  dépend  donc  bien  des  deux 
constantes  arbitraires  introduites  par  l'intégration  de  l'équa- 
tion ce"  —  a  »'  =  o. 

9.  En  remplaçant  x  et  y  par  a  et  jï>  respectivement  dans  X  et  Y, 
les  formules  (3i)'  montrent  que  les  fonctions  /(•?,  y,  a), 
o(x,y,  r-j),  qui  correspondent  au  système  (35)  que  nous  venons 
de  déterminer,  sont  respectivement  de  la  forme 

C,                Ci                   /        e"a       \ 
f(x,  y,  y.)  =  —  e<>*-\ ;  e«*  Loçl  ; ) -f-  C3, 
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(t.  C|,  C2,  C3,  Cj,  C5  étant  des  fonctions  de  x  et  dey,  ou  des 


constantes. 

De  La  relation  (  \o) 


on  déduit  ensuite  que  V  est  de  la  forme 

Y  =    I  fix,  y.  y.)  /h  -t-F(a:,  y,  y.  —  S) 

C  >  G 

_  _L2  e«»  +  q  7  _+_  __L  (  [  _  c eax )  Loe (i  —  G e"a  ) 
a-  La3 

Ci«èa«       _,, 

h — ^i — h  F(>'  y, a  —  /  >i 

ou,  en  remplaçant  a  par  m  -+-  z,  jîi  par  m  —  c, 

C.  G 

V  =  —  e"  »-*--  +  G3(m  +  z)-+-  p-ij  (i  —  Ge«  "-+--1)  Log(i  —  Ce"(«+~> 

C  1  (    Il    -T-    2  )  ,        ,       ,  „   ,  N 

+  -i-^i e«'«+=»+  b  (a?,  j,  z). 

De  la  relation 

on  déduit  de  même  que  V(  est  de  la  forme 

C. 
V,  =  —  e«P-+-  G53  -t-  *(>.  r.  a  —  p) 

C- 

—    _*    g«  M-z)  _+_  Cs(«  —  3  )  -t-   *(>,  J,    C  I. 


Avant  de  continuer  les  calculs,  nous  remarquerons  que  l'on  peut 

supposer  a  =  i,  ce  qui  revient  à  remplacer  az  et.  ««  par  z  et  u. 

On  peut  de  même,  en  remplaçant  z  par  z  —  logC,  supposer  C  =  i . 

Nous  pouvons  donc  écrire  V  et  V ,  sous  la  forme  plus  simple 

f   V  =  A  e"-«-f  B  (u-h  z) 

(47)  )  -t-  Cf  ( u  —  s)e"-«-H  (i  —  e"+~)  Log(i  —  <?"+5)]  -+-  F<  x,y,  z  i, 
(  V,=  A,e«-*  +  B,Oz  —  s)  +  *(./,  j,  s V, 

A,  B,  C,  A,,B,  ne  dépendant  que  des  variables  ./ , y.  La  condition 
dintégrabilité  de  l'équation 

(48)  du ■=  [p  -+-  V]  cte  +  [  V,  -  y  |  rfy 
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est  ici 

,  ,    x  àA  àB  , 

(49)        >s+-e^z-  -jf^  +  z) 

-î-  j-  [(«H-  z)eu+z-^-(i  ~e"+z)  Log/i  —  eu+z)] 

d¥ 

-+- h-  [Ae»+*+  B  —  C(w  -+-  a)  e«*+*—  Ce"+'  Eog(i  —  eu+z)\ 

x  [A,e"-2-l-  Bi(u  —  z)+  <I>] 

=  ~Jx~ e"^  ^ ( " ~  s> +  as  +  [*«•-'+ »■] 

X  [A«"+:+  B(a-+-  s)+  C(«  -4-  s)e"+î 

+  C(i-  e"-t-~)  Log(i  —  eu+z)-+-  F]. 

Pour  que  cette  condition  d'intégrabîlité  soit  indépendante  de  ur 
il  faut  d'abord  que  les  ternies  logarithmiques  disparaissent,  c'est- 
à-dire  que  l'on  ait 

(j-  (î  —  eu+z)  —  Ce"+~[Ale"-~-h  Bi(u  —  z)  -+-<P] 
=  C<\  —  eu+z){Aie"-z-^  Bi). 

Le  ternie  BtC«e"+r:  ne  peut  se  réduire  avec  aucun  autre;  il  faut 
donc  d'abord  que  B,  soit  nul,  et  la  condition  devient 

'—-  (i  —  ett+z)  —  A,  Ce*"  —  C<Pe"+z=  A,  (>»-=  —  AjCe2"; 
elle  se  décompose  en  deux  : 

(ïo)  -r-  =  o.       <i>  =  Ale-'2z. 

oy 

L'équation  (49)  devient  alors 

àA  àB  ,  x       JF 

2-#-+-  -r-   e"+S-+-   —  (tt-4-  ~)-f-   — 

*K  ^7  ày 

-+-  [Ae"+ZM-  B  +  C(h  —  z)e»+*JfA1.e«-*-p*J 

=  -~  e"~3-H  -j h  A1e"-~[Ae"+=-f-  B(«  +  *)-+-  C  C  «  -+-  2  )  e"+=  -t-  FL 

En  supprimant  les  termes  qui  se  détruisent,  il  reste  l'équation 

àA  àB  ,  ,       d¥ 

ày  ày  dy 

-+-  A*e«+2-f-  AiBe"-2+  B*  -+-  C4>(  u  -+•  z)eu+z 

à  A*  d<i> 

=  --^  eu~z^-  -, h  A,B(k  -+■  z)e"--z-\-  A,Y  eu~z. 

àx  dx 
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En  tenant  compte  des  relations  déjà  obtenues  |  5o),  <>n  voit  que, 
pouf  qne  cette  équation  soit  indépendante  de  u ,  il  laui  cl  il  suffit 
que  l'on  ;ui  B  =  C  : 

(5,)  (—  +  \,\Ar:  h  A,  Bfl    -_  *£l  e   «  +-  A,  Pc  ~. 

V  C.K  /  "'•'■ 

En  définitive,  la  condition  d'intégrabilité  (4<j)  est  indépendante 

de  3  si  l'on  a  B,  =  o,  B  =  C  =  X,  <I>  =  A,  «_2S!,  F  étanl  déterminée 
par  la  relation  (5l),  et  celte  condition  d'intégrabilité  est 

dF        r*         d* 
cly  dx 

et  l'équation  aux  différentielles  totales  (48)  devient 

I  |8)'  du  =  [/>-+-  A e"+:  ■+-  X( u  -+-  a) 

-+•  X  |  (m  -f-  z)ç«+s-t-(i  —  «"+'-)  r,og(i  —  e"  «)  ! 

-i-  F  (a?,  k,  z)  J  dx 
-+-  |  A,i  c«---f-c   2C)  —  grj  c(r. 

la  fonction  F  étant  déterminée  par  l'équation  (5i  ). 

Il  i'este  à  examiner  le  cas  où  l'on  aurait  a  =  o  dans    la    for- 


ni 


nie  (4'3).  On  en  tire  T 


x  +  ^o 
X'  = 


(^  -f-  a?0)L«  +C(*+  37o)J 
et  la  fonction  y  (.r,  y,  a)  devrait  être  de  la  forme 
/=  îAa  +  B  Log'(z  -+-a0)'-f-  C, 

A,  B,  C,  a„  étant  des  fonctions  de  x,  y.  La  fonction  œ  serait  de 

même  de  la  forme 

<p  =  A  |  Js  -4-  B , , 
el  l'on  aurait  ensuite 

V  =  A ( u  -H  a)?  -4-  B (  u  -+-  z  -+-  a0 )  |  Log(  u  •+■  a  -£  a0)  —  i  ( 
4-C(«-4-ZJ-(-  F(ar,  JK»  *), 
Vi  =Ai.(a  —  -:)2-r-  B,(«  —  3)  -t-  <t>( "x,  _y,  ^  c 

en  poursuivant  le  calcul,  on  retombe  sur  les  hypothèses  déjà  exa- 
minées. 

11  resterait  à  examiner  si  les  équations  (33)  peuvent  admettre 
des  solutions  ne  dépendant  que  d'une  constante  additive;  cette 
étude  fera  l'objet  d'un  autre  article. 
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DEUX  LEÇONS  SUR  CERTAINES  ÉQUATIONS  FONCTIONNELLES 
ET  LA  GÉOMÉTRIE  NON  EUCLIDIENNE. 

Par  M.  Emile  PICARD. 


Dans  mon  cours  de  191  1  sur  les  équations  fonctionnelles,  j'ai 
été  tout  naturellement  amené,  en  étudiant  certaines  équations 
fonctionnelles,  à  parler  de  la  géométrie  non  euclidienne.  Ce  sont 
les  deux  leçons  faites  sur  ce  sujet  que  je  me  propose  de  repro- 
duire ici. 

I. 

ONE    ÉQUATION    FONCTIONNELLE    ET    LA   GÉOMÉTRIE    HYPERBOLIQUE. 

1.  Une  des  premières  équations  fonctionnelles,  qui  ait  été 
étudiée,  paraît  être  l'équation 

(■)  fix)-^f(y)=f(x^-y)        (f  et  y  arbitraires) 

rencontrée  déjà  par  d'Alembert.  On  sait  qu'elle  a  fait  l'objet  de 
nombreux  travaux  depuis  Cauchv,  qui  semble  avoir  démontré  le 
premier,  que  sa  seule  solution  est 

f(x)  =  Cx. 

C  étant  une  constante,  si  l'on  suppose  la  fonction  continue  ('). 
A  l'équation  |  1),  on  peut  joindre  l'équation 

(5)  /(*)/(.r)=/(*-Kr) 

qui  admet  la  seule  solution  continue 

f{x)  =  ax         («  étant  une  constante). 

On  sait  que,  moyennant  certaines  hypothèses  très  générales,  on 
peut  ramener  la  démonstration  de  la  règle  du  parallélogramme  des 
forces  en  statique  à  l'étude  de  l'équation  (1).  M.  G.  Darboux  a 
développé  à  ce  sujet  dans  le  Bulletin  (\re  série,  t.  IX,  ic>-5, 
p.  281)  des  considérations  très  intéressantes. 

(')  Les  cas  où  f(x)   ne  serait  pas  continue,  ont  été  en  particulier  examinés 
par  Darboux,  Hamel  et  Lebesgue. 
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2.  Le  problème  de  la  composition  de  deux  forces  avait  anté- 
rieurement amené  Laplace  et  Poisson  à  étudier  l'équation  fonc- 
tionnelle 

(  3  )  f  i  y  -f-  x  )  H-  ç  (  y  —  x  )  —  i  <ù  (  x  )  »  ('  y  ! . 

La  fonction  cd (a?)  étant  toujours  supposée  continue,  je  rappelle 

le  résultat  essentiel  auquel  on  est  conduit.  En  faisant  x  =  o,  dans 

l'équation,  on  a 

-   o  i  =  i . 

La  fonction  continue  ©(#)  est  donc  positive  pour  x  =  o.  On 
pourra  donc  trouver  un  nombre  assez  petit  a  pour  que  z.(  x)  soit 
positif  entre  x  =  o  et  x  =  a.  Cela  posé,  il  arrivera  de  deux  choses 
l'une  :  ou  bien  ip(a)  sera  compris  entre  o  et  i .  ou  bien  s(a)  sera 
supérieur  à  i.  On  démontre  sans  peine  que  dans  le  premier  cas, 

on  a 

(s(x)  =  cosiax)         (a  étant  une  constante), 

et  que  l'on  a  dans  le  second  cas 

tpi  as)  —  ch  (ax) 

où  ch(a.r)  représente  le  cosinus  hyperbolique  de  ax.  c'est-à-dire 

_(  eax  4_  e-axK 
1 

3.  La  recherche  de  la  résultante  de  deux  forces  égales  V  appli- 
quées en  un  point  M  conduit,  comme  nous  l'avons  dit.  à  l'équation 


fonctionnelle    (3).   Soient  MA  et   MB  ces  deux  forces  égales,  et 
désignons   leur  angle  AMB  par  zx.  La  résultante  R  de  ces  deux 
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forces,    nécessairement    dirigée    suivant    la    bissectrice    MI    de 

l'angle  :>..r  peul  être  désignée  par 

■>V  fi.rU 

/i  x)  étant  une  fonction  à  déterminer.  On  décompose  MA  en  deux 
forces  dirigées  suivant  MA  et  M  V,  ces  forces  faisant  l'angle  3 
avec  MA:  leur  valeur  commune  sera 


'/(* 


On  opère  de  même  sur  MB  que  l'on  remplace  par  deux 
forces  MB'  et  MB",  z  étant  encore  l'angle  de  MB  avec  chacune  de 
ces  composantes.  Or  on  peut  composer  d'abord  MA  et  MB",  puis 
MA'  et  MB';  on  obtient  ainsi  deux:  forces  dirigées  suivant  la 'bissec- 
trice MI,  et  leur  somme  doit  donner  la  résultante  de  MA  et  MB. 
On  arrive  ainsi  à  la  relation 

f'x  +  zv_h  __>  /(  x  _  *)  =  2  P/(.r), 
J  '  -  )  J  {  z) 

c'est-à-dire 

f(x+x)+.f(x  —  z  |  =  -xf(x)f'z). 

Nous  allons  voir  que,  dans  le  cas  actuel,  la  solution  à  adopter  de 
cette  équation  fonctionnelle  est  f(x  >=  cos.r.  En  effet  pour  X  =  -  ■ 

il  faut  nécessairement  que  f  {x)  =  o,  les  deux  forces  étant  alors 
égales  et  de  sens  contraires.  De  plus,  f(x)  est  positif  pour  x  com- 
pris entre  o  et  -,  la  résultante  étant  dans  l'angle  des  deux  forces 
inférieur  à  -.  Puisque 


/Ul=o, 

nous  sommes  dans  le  premier  des  cas  envisagé  au  paragraphe  2, 
c'est-à-dire  que  f(x)  est  de  la  forme  cos/7x,  et,  d'après  (4), 
la  constante  a  est  égale  à  l'unité.  La  résultante  est  donc  égale  à 

2  P  COS;T, 

ce  qui  conduit  à  la  composition  de  deux  forces  égales  à  P,  d'après 
la  règle  du  parallélogramme  (  ici  un  losange). 


M  K  LANGES.  40.7 

4.    Quand  on  a  traité,  cominc  nous  venons  de  Le  luire,  le  cas  des 

forces  égales,  on  passe  aisément  au  cas  général. 

On  prend  d'abord  le  cas  de  deuxiforces  reeuingulaii -es  M  \  ci  MB. 
Menons  par  M  une  parallèle  a  la  seconde  diagonale  du   rectangle 


construit  sur  MA  et  sur  MB,  et  formons  les  losanges  M'TKB'  et 
M1AA  .  La  force  MB  peut  être  remplacée  par  les  forces  Ml  et  MB' 
(cas  précédent),  et  de  même  MA  par  MA'  et  MI.  Les  forces  MB' 
et  MA'  se  détruisent.  Il  reste  donc,  comme  résultante  de  MA  et  MB 


la  diagonale  MD  du  rectangle. 


On  peut  maintenant  passer  au  cas  de  deux  forces  quelconques 
MA  et  MB.  On  mène  Ma?  perpendiculaire  à  la  diagonale  MG  du 
parallélogramme  construit  sur  M\  el  MB.  Décomposons  MA  en 


deux  forces  rectangulaires  Ma'  et  Ma,  et  pareillement  MB  en  Mb' 
et  Mb.  Il  est  clair  que  Ma'  et  Mb'  sont  égales  et  de  sens  contraires. 
Il  reste  donc  Ma-\-Mb,  c'est-à-dire  MC,  ce  qui  démontre  la  règle 
du  parallélogramme. 
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o.  Nous  allons  traiter  maintenant  de  la  composition  des  forces 
en  statique  non  euclidienne,  et  en  supposant  qu'il  s'agisse  de  la 
géométrie  de  Lobatschewsky.  Il  suffit  de  se  rappeler  que  dans  cette 
géométrie,  les  droites  menées  par  un  point,  une  droite  étant 
donnée,  se  partagent  en  sécantes  et  en  non  sécantes,  qui  sont 
séparées  par  les  deux  parallèles  menées  du  point  à  la  droite.  Je 
rappelle  encore  qu'une  ligne  parallèle  en  un  point  à  une  droite 
conserve  le  caractère  de  parallélisme  en  tous  ses  points,  et  que 
deux  droites  sont  réciproquement  parallèles.  De  plus,  la  somme 
des  angles  d'un  triangle  est  inférieure  à  deux  droites;  l'égalité  à 
deux  droites  correspond  à  la  géométrie  euclidienne,  où  l'on  se 
trouve  aussi  si  deux  perpendiculaires  à  une  droite  sont  paral- 
lèles («). 

Nous  allons,  pour  établir  un  résultat  essentiel  relatif  à  la  statique 
non  euclidienne,  nous  placer  au  même  point  de  vue  que  M.  An- 
drade,  dans  son  très  intéressant  Ouvrage  sur  les  principes  de  la 
Mécanique  (-).  En  admettant  les  mêmes  postulats  relatifs  aux 
vecteurs  appliqués  en  un  point,  ce  que  nous  avons  dit  (§  3)  pour 
la  composition  de  deux  forces  égales  appliquées  en  un  point  est 
applicable  à  la  géométrie  non  euclidienne  comme  à  la  géométrie 
euclidienne.  Le  passage  à  deux  forces  inégales  est  moins  immédiat, 
car  les  déductions  du  paragraphe  4  ne  sont  plus  valables  puisque 
Ton  a  mené  des  parallèles. 

Soient  deux  forces  rectangulaires  P  et  Q  ayant  une  résultante  R 
qui  fait  l'angle  a  avec  OP.  Il  est^clair  que  R  et  a  étant  donnés,  on 
aura  P  et  Q.  Soit  donc 

Q  =  R/i(a). 
Il  faut  déterminer  les  fonctions  g  et  h.  On  aura  évidemment 

g{a)  =  k\^—  a  Y  ff^— «)  =  *(*) 

el  aussi 

h(o)  =  o,         gi  o)  =  i. 

(1)  Dans  une  Ihèse  remarquable,  M.  Gérard  a  présenté  sous  une  forme  très 
simple  les  points  essentiels  de  la  géométrie  de  Lobatschewsky ;  on  peut  aussi 
consulter  du  même  auteur  un  travail  inséré  en  1893  dans  les  Nouvelles  Annales 
de  Mathématiques. 

(2)  Jules  Andpade.  Leçons  de  Mécanique  physique,  1898. 
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Prenons  maintenant  IV  symétrique  de  Rpar  rapporl  à  la  bissec- 
trice  01  de  l'angle  xOy. 

Fig.  \- 

0 


La  résultante  de  R  et  de  R'  est  dirigée  suivant  01,  et  a  pour 
valeur 


1 R  cos  (  —  —  a 
4 


mais  d'autre  part,  menons  la  perpendiculaire  01'  à  01.  On  peut 

Fig.  5. 

,1 


0  \ 


\  r 


décomposer  R  suivant  Ol'  et  OI,  et  ces  composantes  sont  respec- 
tivement 

KgÇL-a\  et  \\t 

Il  en  est  de  même  pour  R'.  Les  forces  dirigées  suivant  01'  et  son 
prolongement  se  détruisent,  et  il  reste  sur  Ol 


Par  suite 


■f  7— « 


2  R  cos  (  —  —  y.  \  =  1  R  g  I  -  — 
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On  a  donc  g.{  x  )  =  cesa,  et  par  suite  /i(a)  =  sinx. 

Ainsi  se  trouve  traité  le  cas  de  deux  forces  rectangulaires. 

6.  Appliquons  le  résultat  précédent  à  un  problème  concernant 
la  statique  du  solide  invariable. 

Soit  AB  une  droite  dans  un  solide  plan,  et  deux  forces  égales  P 
appliquées  à  ce  solide  perpendiculairement  à  AB.  Elles  ont  une 
résultante  dirigée  suivant  la  perpendiculaire  au  milieu  1  de  AB 
el  avant  pour  valeur  iV<b{p\,  <ï>  étant  une  fonction  inconnue  de  la 


demi-distance  de  A  et  B.  Ajoutons  au  solide  comme  on  le  fait 
dans  la  composition  des  forces  parallèles  en  statique  élémentaire, 
deux  forces  F  dirigées  suivant  le  prolongement  de  AB.  On  a 


P  =  Rsina 


H  = 


Si  f3  est  l'angle  de  SA  avec  la  perpendiculaire  SS'  à  AB  (on  n'a 
pas  a  +  p  =  -  J,  ion  aura  la  résultante  des  deux  forces  R,  qui  sera 

û  2  P  cos  (3 

2nCOSp  Mil  : '-  . 


égale 


La  résultante  2Ï>(P(p)  a  donc  cette  valeur,  d'où  la  formule  qui 
va  être  pour  nous  fondamentale  : 


<5) 


eus  B 

<1>        Il     I     =      — '-    ■ 

Sin  y. 
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Si  i 


7.   11  esJ   possible  id'obtenir  pour  (I>  < />  )  une  équation  fonction- 
nelle  qui  nous  permettra  de  déterminer  cette  fonction.  Considérons 


Kg.  h 


à  cet  elï'et  les  quatre  forces  P  perpendiculaires  à  AB,  IÀ  étant  égal 
h  p.  et  IA'  étant  égal  k  p  ]  d'ailleurs  IA  =  IB  et  IA'=  1B'. 

Prenons  de  deux  manières  différentes  la  résultante  des  quatre 
forces  P,  regardées  comme  appliquées  à  un  solide. 

On  a.  d'une  part, 

2P*(/?)  -+-  lP<&{  />'  i. 

D'autre  part,  si  l'on  combine  les  forces  P  appliquées  en  A  el  A  . 
puis  celles  appliquées  en  B  et  B',  on  trouve  aisément 


[,P.(t 


p-f-p 


(  )a  a  donc  l'identité  relative  à  p  et  p'  qui  sont  arbitraires 

*(jo  i  —  *(/>'  i  =  >.<P  (  ^  ~  P  )  *  (  ^-^  j  , 

-qui  peut  encore  s'écrire 

$>( x  ■+■ y )  -+•  <b(x  —  y j  =  2^>t  x)<i'(y). 

C'est  l'équation  fonctionnelle  rencontrée  plus  haut. 

8.  Supposons  maintenant  que  le  point  S  s'éloigne  indéfiniment, 
•}  tendra  vers  zéro,  et  a  deviendra  l'angle  de  parallélisme  du 
point  A  situé  à  la  distance  p  de  IS,  c'est-à-dire  l'angle  que  fait  avec 
AI  la  parallèle  menée  par  A  à  IS.  On  a  donc,  en  faisant  dans  la 
formule  fondamentale  (5) 


P  =  °. 
$(p) 


U  =  111  /'  i, 


si n  II  |  p 


'|I2 
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Dans  la    géométrie   de   Lobatschewsky,   l'angle   il(p)  est  aigu, 
<!»(/>)  est  supérieur  n  l'unité. 


Fi?.  8. 


Par  suite,  il  résulte  de  1  équation  fonctionnelle  à  laquelle  satis- 
fait $(/>),  que  Ton  a 


(6) 


$(/>)  =  ch  ^-  , 


/>  étant  une  constante,  que  l'on  peut  supposer  positive.  Cette  con- 
stante /.  caractérise  la  géométrie  non  euclidienne  envisagée. 

En  remplaçant  ch  —  par  sa  valeur 


/- 


on  transforme  de  suite  la  formule  (6)  en  la  formule  suivante 


X\(n\ 
tang =  e 


Elle  est  fondamentale  |dans  la  géométrie  de  Lobatschewsky.  La 
géométrie  euclidienne  correspond  à  k  =  -f-oo. 


9.  Nous  allons  maintenant  établir  les  formules  essentielles  de  la 
trigonométrie  non  euclidienne,  comme  conséquences  de  la  formule 
fondamentale  (5). 

Soit  un  triangle  rectangle  ABC.  Nous  avons 


ch 


AG 


cos-; 
sin  3 


Donc,  le  côté  AC  et  l'anale  y  étant  donnés,  on  aura  1  anale  ,3- 
D'autre  part,   si  l'on  mène  AI  perpendiculaire    à    BC,    on    a   les 


M  KL  ANGES.  |i3 

angles   )>   el   u   de    Al    avec    AB    el    \C   (  X -|-  •j.  =  — ,    tandis  que 
a  H-  [3^=  -  )•  En  appliquant  la  même  formule,  on  obtient 

,    A13        cosv  ,    Af        cos-'  ,    131        cosX 

(7)  <-'''  -7-  =  -=—k*         cl'  t  ~  ~ — '         '*h  T  =  -r— ô* 

w/  k  smp  «  sinjj.  k         smj 

On  aurait  aussi  IC.  Donc  on  peut  dire  que  tous  les  éléments  de 
la  fieure  ci-dessous  s'expriment  à  l'aide  de  AC  et  y  qui  fixent  le 

Mb.  9. 


triangle  rectangle.  On  aura  alors  nécessairement  une  relation 
entre  les  trois  côtés.  Pour  avoir  cette  relation,  peu  importe  de 
prendre  un  triangle  ou  un  autre.  Or,  pour  le  triangle  rec- 
tangle   A1B,    qui    n'a   rien  de  spécial,   on  a  de  suite,  d'après  le> 

égalités  (7),  et  en  tenant  compte  de  X  -h  jj.  =±  ^, 


,   A 13         ,  AI    ,  AG 
eh  —j-  =  cli  -j-  cli  —j- 


Nous  pouvons  donc  dire  que  dans  un  triangle  rectangle  ABC, 

Fig.   10. 


l'angle  droit  étant  A,  on  a,  en  désignant  par  a,  b,  c  les  côtés  et  les 
angles  par  [3  et  y, 


a  b       c 

en  —  =  en  T  cli  -, 
k  k        k 


ÎM 


PREMIERE   PAI5TIE. 


c'est   l'analogue   du    théorème  de    Pvthagore,  que  l'on  obtient   en 
faisant  /<  =  yz.  Etablissons  d'autres  relations  entre  les  éléments  de 


ce  triangle.  On  a 


,     b                 ,     b        en*2  3 
cli2  T  =  i  -+-  sli2  -  =  — - 

k  A  Slll-V 


h  b  \(  7  -  -1  I 

•di  4  est  le  sinus  hyperbolique  de  -7  .  c'est-à-dire  -le''  — e      )    •  de 
/,  .11  A  .,  \ 


même 


1  +  sl.2 


C  COS2"' 


On  en  déduit 


D'autre  part,  de 


'  k 
sin  7 


k        sin28 


sh  j 


rli-'  -  =  1  —  s-fcs  - 


cos-  p  cos2  y 
sin3-'  sin2  K 


se  déduit  la  relation 
sh' 
qui,  rapprochée  de 

donne 


cos2  3  os2  7  —  sin2  Y  sin2  3 


si n-  ;  sin 


.h^  = 


cos- y  —  sin'p 


sin*  3 


k        sin 


sh 


(  )n  a  donc  dans  le  triangle  rectangle  ABC  les  relations 


*"* 


S  11    -  S  11     - 


•  în  H         sin  G 


c'est-à-dire  que  les  sh  des  côtés  sont  proportionnels  aux  sinus  des 
angles  opposés.  On  passe  facilement  de  là  à  un  triangle  quel- 
conque, en  le  décomposant  en  deux  triangles  rectangles.  On  a  donc 
pour  tout  triangle  la  proportionnalité 


sli 


k 


sin  A         sin  1!         sin  C 


MELANGES.  ï  r> 

H).     \rri\ons  maintenant  aux  formules  fondameniale>  entre  troi* 
cuir*  et  un  angle  d'un  triangle. 

Nous    menons    la    hauteur    AI,    et    soient    AI  =  jâ,     BI  =  a    el 


8  l'angle  BAI. 


Fier,   i 


On  rappelle  que  l'on  a  les  formules  d'addition  pour  les  sh  et  ch 


ch(«  —  b  )  =  cli  a  ch  b  -+-  sh  a  sh  6, 
cli  (a  —  b  i  —  ch  a  cli  B  —  sh  a  sh  b. 


Or 


k6  uP     !.«-« 

h  y  =  ch  7  en  — - — 


(dans  le  triangle  rectangle  AIC  i. 


c  est-à-dire 

.    b  ri  [  ,    a        c.  .   a    .    t\ 

(8)  ch  7    =  Cil  j     en  y  (Il  y  —  sh  y  sh  - 

K  A  [  K  A'  A'  /il 


=  ,l,-,l,- 


1    "    1    a     v    ? 
•Il  -  sh  -  ch  - 


Or  on  voit  facilement  que 


sh  j  ch  j  =  sh  y  cosB, 


sli  7 

c  A 


car  on  a  shT  =  — — -,  et  il  suffit  par  suite  de  montrer  que 
A         sinfl  l  l 


.    3        coslî 
''  7   =    ^nT  ' 


ee  qui  est  précisément  la  formule  initiale  (5). 

La  formule  (8)  devient  donc  alors  la  relation  fondamentale 
cherchée  : 


(9) 


U6  lrt|C  Ua      U    C  D 

ch  r  =  ch  T  cli  7  —  sh  —  sh  -  co>  \> 
k  A         A-  k       A 


à  laquelle  on  peut  joindre  deux  relations  analogues.  Elles  corres- 
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pondent   aux   formules    élémentaires    de    la    trigonométrie    eucli- 
dienne 

è2  =  «2  -+-  c-  —  lac  cos  B         ( k  =  oo) 

et  aux  deux  analogues. 

On  sait  que,  en  trigonométrie  sphérique,  si  R  est  le  rayon  de  la 
sphère,  on  a 

b  a         b         .     b    .     c 

(  10)  eus  —  =  cos  —  cos  —  ■+-  sin  -•  sin  —  cosB. 

K  K  I"!  K         K 

On  passe  de  (10)  à  (9)  en  prenant 

R  =  /a         (i  =  v/~); 

comme  l'avait  d é j à  remarqué  Lambert. 

(  A  suivre.) 
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SILBERSTEIN  I  L.-L.).  —  Tue  theory  of  général  relativity  and  gravi- 
tation. —  Based  on  a  course  of  lectures  deliverëd  al  Lhe  Conférence  on 
Récent  Advances  in  Physics  beld  at  the  University  of  Toronto  in  january 
1921.  —  Un  volume  in-8°,  iv-t-ï4i  pages,  University  of  Toronto  Press. 
1922. 

Parmi  les  nombreux  ouvrages  parus  récemment  sur  la  Relativité 
fort  peu  s'adressent  à  un  public  mathématiquement  à  la  hauteur; 
de  ce  nombre,  celui  de  M.  Silberstein  est  un  des  meilleurs.  Soldat 
d'avant-garde  de  cette  doctrine,  l'auteur  n'en  est  pourtant  pas  un 
fanatique.  Ceux  qui,  en  effet,  ont  lu  sa  Theory  of  Relativity 
consacrée  à  la  Relativité  restreinte  et  qui  date  de  1 9 1 4 ,  ont  pu  se 
convaincre  qu'à  un  style  fort  clair  il  joint  un  esprit  assez  critique 
pour  le  garder  d'enthousiasmes  parfois  dangereux  en  matière  de 
science.  D'ailleurs,  dans  la  Préface  du  présent  Ouvrage,  il  dit  fort 
judicieusement  :  «  Certains  de  mes  lecteurs  regretteront  peut-être 
de  ne  pas  retrouver  dans  ce  volume  le  ton  enthousiaste  dont  sont 
imbibés  les  livres  et  pamphlets  écrits  sur  ce  sujet  (avec  l'exception 
notable  des  écrits  d'Einstein  lui-même).  Cependant  l'auteur  serait 
le  dernier  homme  à  demeurer  aveugle  a  l'admirable  hardiesse  et  à 
la  sévère  beauté  architecturale  de  la  théorie  d'Einstein.  Mais  il 
semble  que  l'on  augmente  des  beautés  de  ce  genre,  plutôt  qu'on 
ne  les  obscurcit,  en  adoptant  un  ton  sobre  et  une  présentation 
apparemment  froide.  » 

Encore  un  point  en  faveur  de  notre  auteur.  Physicien  distingué 
et  très  au  courant  des  choses  pratiques,  il  est  aussi  très  bien 
informé  sur  tout  ce  qui  se  passe  dans  le  domaine  de  la  géométrie 
pure.  Cette  combinaison  ne  se  rencontre  pas  tous  les  jours  et  elle 
ne  contribue  pas  peu  au  succès  des  écrits  de  M.  Silberstein. 

Jetons  un  rapide  coup  d'oeil  sur  son  ouvrage  où  l'on  retrouve  les 
qualités  de  l'auteur.  11  s'adresse  à  un  public  plus  avancé  que  le 
Traité  de  191  \  et  présuppose  d'ailleurs  la  connaissance  de  la  Rela- 
tivité restreinte.  Dans  le  premier  Chapitre  nous  sommes  introduits 

Bull,  des  Sciences  malhém.,  a«  série,  1.  XLVI.   (Décembre  1912.)         2- 
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au  ds-  de  celte  dernière,  que  l'auteur  met  sous  diverses  formes 
pour  accoutumer  le  lecteur  au  changement  de  coordonnées.  11 
énonce  et  discute  ces  deux  principes  fondamentaux  : 

i°  Les  lignes  ds  =  o  représentent  la  propagation  de  la  lumière 
dans  le  vide. 

2°  Les  géodésiques  définies  par  o  f  ds  =  o  représentent  le 
mouvement  d'un  point  libre  dans  l'Univers  (au  sens  de  Minkowski). 

Ces  principes  sont  encore  n  rais  pour  la  Relativité  générale  pourvu 
que  l'on  adopte  un  ds2  convenable.  L'auteur  discute  la  nécessité 
de  l'introduire  ainsi  que  le  Principe  de  covariance.  Il  montre  enfin 
comment  des  approximations  convenables  conduisent  aux  équa- 
tions du  mouvement  de  Newton. 

Dans  le  troisième  Chapitre  il  y  a  une  discussion  assez  soutenue 
du  Calcul  des  tenseurs  (Calcul  différentiel  absolu  de  Levi-Cività 
et  Ricci  !  nécessité  par  le  Principe  de  covariance.  Suivent,  enfin, 
les  applications  aux  équations  du  champ,  ainsi  qu'une  court. •  dis- 
cussion des  vérifications  maintenant  célèbres  de  la  loi  d'Einstein 
I  périhélie  de  Mercure,  déflexion  des  rayons  lumineux). 

Bref,  cet  Ouvrage  au  style  clair  et  agréable,  sans  être  bien  en- 
tendu au  i  compréhensif  que  le  Traité  dr  M.  Hermann  Weyl, 
offre  au  mathématicien  désireux  de  s'instruire  une  introduction 
excellente  a   une  théorie  qui  ne  cessera  pas  de  sitôt  de  passionner 

les  savants. 

Salomox  Lefschetz. 


EVANS  (G.-C).  —  Functionals  and  theib  applications.  Selected  topics 
inclunding  .meurau  EQUATIONS.  -  American  Mathematical  Society  Col- 
loquium.  Vol.  V.  Part  1.  1918.  Published  by  tl.e  American  Mathematical 

So^irtv..  New-York.  In-8".  xn  ■+-  i36  -+-  3  pages  I  une  Note). 

Tous  les  quatre  ans  lors  de  la  Réunion  d'été  de  Y  American 
Mathematical  Society  il  y  a,  pour  régaler  le  public  savant,  deux 
séries  de  conférences  --  c'est  le  Colloquium  de  la  Société  et  les 
conférences  sont  ensuite  publiées  par  ses  soins. 
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En  K)H»,  MM.  Evans  el  Yeblen  étaient  chargés  de  la  tâche, 
ci  ce  sont  les  conférences  de  M.  Evans  que  nous  avons  à  consi- 
dérer  ici. 

L'auteur,  disciple  fort  distingué  de  M.  \  olterra  et  contributeur 

notable  à  la  théorie  des  fonctions  de  lignes,  nous  a  présenté  sur  ce 
sujet  un  fort  intéressant  <  )uvrage.  Son  but,  annoncé  dans  la  Pré- 
face, de  traiter  surtout  les  questions  encore  en  voie  de  croissance 
rapide,  n'est  certes  pas  pour  en  diminuer  l'intérêt. 

\  joutons,  histoire  de  le  classilier,  que  ce  Livre  trouve  tout  natu- 
rellement sa  place  à  la  suite  des  deux  monographies  bien  connues 
de  M.  \  olterra;  il  les  complète  tant  par  l'addition  de  recherches 
récentes  que  par  celle  de  questions  qui  n'avaient  pu  trouver  place 
dans  les  ouvrages,  cependant  si  riches,  du  grand  géomètre  italien. 

Passons  à  un  examen  par  conférences.  Dans  la  première,  l'au- 
teur traite  des  notions  fondamentales  (continuités,  dérivées,  etc.  >, 
pour  les  courbes  planes  ou  gauches,  avec  un  court  paragraphe  sur 
les  fonctions  de  surfaces  ou  de  variétés.  En  passant,  il  étudie  la 
fonction  de  Green  en  tant  que  fonction  du  contour  frontière  et 
obtient  une  relation  due  à  M.  Hadamard  et  généralisée  par  M.  hév\ 
qui  a  fait  là-dessus  d'importants  travaux. 

La  deuxième  conférence  est  dévouée  aux  fonctionnelles  com- 
plexes, notion  aussi  suggestive  qu'importante,  que  Ton  doit  à 
M.  Volterra  (Acta  mat.,  1889;  voir  aussi  la  Thèse  de  M.  Paul 
Lévy).  Deux  fonctionnelles  complexes 

F[G]  =F1[G]-HtF2fC],        *[C]  =$t[GJ+  i*ï[Ç] 

sont  isogènes  (\  olterra")  quand  le  rapport  de  leurs  accroissements 
pris  comme  pour  une  fonctionnelle  réelle  donne  lieu  à  une  dérivée 

-rr  bien  déterminée  pour  C  connue. 

La  relation  d'isogénéité  conduit  à  des  développements  quelque 
peu  semblables  à  ce  qui  se  rencontre  dans  la  théorie  des  fonctions 
analytiques,  et  dont  on  n'a  certes  pas  encore  dit  le  dernier  mot. 
Opérateur  analogue  au  A-  de  Laplace,  théorème  quasi  de  Green 
se  retrouvent  ici,  bien  entendu  en  beaucoup  plus  compliqué. 
Mentionnons  ce  résultat  fort  intéressant  :  Si  <£  isogène  à  F  n'a 
aucune  singularité  à  l'intérieur  d'une  sur/ace  fermée  1  et  est 
connue  pour  toute  C  fermée  de  o-,  elle  l'est,  également  pour 
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toute  C  fermée  intérieure  à  <r.  Enfin,  il  y  a  toute  une  généralisa- 
tion aux  hypersurfaces  (\  olterra,  fiice,  Institute  Lectures). 

Les  équations  fonctionnelles  implicites  forment  le  sujet  de  la 
troisième  conférence.  L'auteur  traite  d'abord  des  approximations 
successives  puis  s'attache  aux  fonctionnelles  linéaires.  On  dit  que 

a 

T[<p(;r)]  en  est  une  si  T[c,  tst  -+-  Cî'f^]  =  c,  T[c5,|  -+-  CoTfcioJ. 

Ces  fonctionnelles  peuvent  être  représentées  par  une  limite  d'in- 
tégrale (Hadamard),  une  intégrale  de  Lebesgue  (Lebesgue)  ou  de 
Stieltjes  (Riesz).  A  l'occasion  de  cette  dernière  représentation, 
l'auteur  donne  des  intégrales  de  Stieltjes  une  discussion  aussi 
rapide  que  claire. 

Avec  le  sujet  de  la  quatrième  conférence  —  équations  intégro- 
différentielles  du  type  de  Bûcher  —  nous  entrons  dans  un  domaine 
où  M.  Evans  a  du  se  complaire  tout  particulièrement.  Maxime 
Bôcher  fut.  en  effet,  un  de  ses  premiers  maîtres  et  n'a  sans  doute 
pas  peu  contribué  à  l'orienter  vers  la  direction  qu'il  a  choisie. 

Voici  rapidement  de  quoi  il  s'agit.  Considérons,  avec  Bôcher, 

L'équation 

r du(.i\r)  . 
(0  j|  ___f/5  =  a. 

et  supposons-la  vérifiée  par  u  pour  tout  cercle  intérieur  à  un 
domaine  plan  du  type  que  M.  Borel  a  nommé  région  de  Weier- 
strass  (domaine  où  l'on  peut  opérer  le  prolongement  analytique). 
En  évaluant  de  deux  manières 

ffrÎ*°=fft«^ 

on  obtient  le  théorème  de  la  moyenne 

Ceci  permet  de  démontrer  que  u,  solution  de  (i)  et  assujettie  à 
prendre  sur  une  courbe  simple  fermée  une  série  continue  donnée 
de  valeurs,  est  unique.  Comme  il  y  a  déjà  une  fonction  harmo- 
nique satisfaisant  à  ces  conditions,  u  coïncide  avec  elle  et  ( \)  est 
équivalente  à  l'équation  de  Laplace.   Fait  remarquable,  on  le 
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voit,  il  n'y  a  pas  eu  besoin  de  s'occuper  des  dérivées  secondes  qui 
peuvent  même  ne  pas  exister. 

De  même,  au  lieu  de  l'équation  de  Poissoa,  on  aura 


I  Jiids  =  !  f  Jyx- y)drcl-y- 


où  C  est  un  contour  quelconque  de  la  région.  On  conçoit  les 
généralisations  auxquelles  ceci  se  prête  et  qui  forment  l'objet  de 
cette  conférence. 

Enfin,  comme  dernier  sujet,  M.  Evans  nous  offre  certaines 
généralisations  des  équations  intégrales  :  équations  intégrales  de 
Stieltjes,  fonctions  permutables  <  Volterra.  Evans),  surtout  applica- 
tions de  la  General  Analysis,  de  M.  E.-H.  Moore.  La  General 
Analysis  dépasse  de  beaucoup  en  portée  les  équations  intégrales. 
Al.  Evans,  en  quelques  pages  des  plus  habiles,  a  réussi  à  nous 
donner  à  la  fois  une  idée  claire  de  la  doctrine  de  M.  Moore  et  de 
ses  applications  aux  équations  intégrales. 

Salomon  Lefschetz. 


VEBLEN  (Oswald).  —  Analysis  situs.  —  American  Mathematical  Society 
Colloquium.  Vol.  V,  Part.  2,  1922.  PuMished  by  the  Society.  New-York. 
In-8°.  VII  -4-  i5o  pages. 

On  sait  que  l'objet  de  Y  Analysis  situs  est  de  trouver  ce  qu'il 
y  a  d'invariant  dans  une  figure  transformée  de  façon  biunivoque 
et  continue  en  une  autre,  dite  homéomorphe  à  la  première.  Deux 
tendances  y  sont  bien  en  évidence  aujourd'hui.  Ln  premier  groupe 
de  chercheurs,  fort  actif  dans  ces  dernières  années,  étudie  surtout 
les  questions  locales,  où  la  continuité,  les  axiomes,  etc.  jouent  un 
gros  rôle.  Pour  un  autre,  au  contraire,  il  s'agit  surtout  de  "l'étude 
d'une  multiplicité  dans  son  ensemble,  de  la  caractériser  par  certains 
entiers,  certaines  propriétés  simples.  Les  considérations  de  conti- 
nuité ne  disparaissent  pas  complètement,  loin  de  là.  Mais  ayant 
franchi  le  cap  de  quelques  théorèmes  d'existence,  quelques 
axiomes,  il  reste  toute  une  vaste  et  fort  importante  théorie;  on  s'y 
occupe  surtout  de  décrire  les  choses  à  l'œil  nu  (sans  microscope), 
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comme  les  verrait  quelqu'un  emprisonné  dans  la  multiplicité  sans 
chance  d'en  sortir. 

Voilà  27  ans  qu'a  paru  au  Journal  de  l Ecole  Polytechniquele 
magnifique  mémoire  où  Poincaré  a  véritablement  jeté  les  bases  de 
YAnalysis  situs  des  multiplicités,  mémoire  suivi  de  plusieurs 
compléments  considérables.  Des  prédécesseurs,  il  en  eut  de  fort 
illustres,  quoiqu'un  seul,  Betti,  se  soit  occupé  de  multiplicités  à 
plus  de  deux  dimensions.  Après  Poincaré,  la  plupart  des  problèmes 
nouveaux  relatifs  aux  multiplicités  supérieures  étaient  posés  et,  à 
leur  solution,  on  n'a  ajouté  que  peu  à  ce  qu'il  nous  a  laissé.  C'est 
justement  aux  questions  qui  ont  le  plus  intéressé  Poincaré  que 
M.  Veblen  a  consacré  son  livre. 

Partons,  avec  notre  auteur,  de  la  cellule  à  n  dimensions.  En 
langage  technique  c'est  une  figure  homéomorphe  à  la  pyramide 
généralisée.  Pensons  à  une  pyramide  à  n  dimensions  que  l'on 
aurait  déformée  de  façon  à  en  faire  rebomber  les  faces  des  diverses 
dimensions.  Donnons-nous  maintenant  une  collection  de  cellules, 
puis  collons-en  les  faces  deux  à  deux,  de  manière  à  obtenir 
quelque  chose  qui  ressemble  à  une  surface  subdivisée  en  triangles 
curvilignes.  On  aura  ainsi  le  complexe  à  n  dimensions  Crt.  S'il  est 
fermé,  que  chaque  point  en  soit  intérieur  à  une  cellule  en  entier 
dans  C„,  on  a  la  multiplicité  Mw . 

Soient  donc  M„  une  multiplicité  (pour  simplifier  légèrement 
nous  laissons  les  Cw  de  côté),  a*,  a*j  •••■>  axk  ^es  faces  à  À  dimen- 
sions de  ses  cellules,  y,*  un  nombre  égal  :  à  1  si  a\~x  fait  partie  de 
af  ;  à  zéro  autrement.  La  matrice 


1& 


aura  «*_,  lignes  et  a*  colonnes.  L'ensemble  des  n  matrices  Ha 
décrit  complètement  M/2.  Par  exemple,  pour  Fhypersphère  subdi- 
visée complètement  en  pyramides,  elles  seront  toutes  de  la  forme 


1     1 
1     1 


Toute  solution  des  congruences 


Kj 


(1)  ^^^  =  0     fmoda)         (i=i,  2,  ...,  aA_!) 


COMITES  RENDUS  ET  ANALYSES.  \%î 

dé  fi  ni  I  un  circuit  à  /,  dimensions  (cycle).  akj  en  fera  partie  suivant 
que  Xj  est  impair  ou  pair.  Soit  p*  le  rang  de  II/,.  Les  frontières 
des  rt/v+l  sont  des  circuits,  d'où  z/f+l  solutions  distinctes  corres- 
pondantes  du  système  I  i  ).  Le  nombre  total  de  solutions  est  d'ail- 
leurs -//,  —  c/,.  Posons 

R/.—  i  =  y-A  —  p/.  —  p.ft+t- 

Les  i'// fiers  R/,  sont  des  invariants  de  M,,,  en  ce  sens  qu'ils  sont 
les  mêmes  pour  deux  M„  homéomorphes  (Veblen  et  Alexander). 
M.  \  eblen  nomme  II/,  connectivité  d'ordre  k.  L'invariance  n'est 
guère  facile  à  démontrer.  Enfin,  on  a  la  relation  de  dualité 
R.*:=:Rra_A  et  une  sorte  de  généralisation  du  théorème  d'Euler 

n  n—  i 

VM;_  j  )/.-Z/i  =  ,_,_(_,,»  _y  /,-  (_  !/■(  R,,—  i). 

0  1 

Passons  maintenant  aux  multiplicités  orientables.  On  sait 
qu'orienter  un  segment  AB  revient  à  spécifier  l'ordre  dans  lequel 
on  a  nommé  les  extrémités  A,  B.  Prenons  maintenant  n  =  2  et 
soit  A,  A 2  A :J  un  triangle.  On  convient  de  dire  que  A{- Ay  A*  le 
représente  ou  représente  son  opposé  suivant  que  la  permutation 

(.".')  contient  un  nombre  pair  ou  impair  d'inversions.  A  A,A/5 

A;  A/,-,  A/v  A,-,  considérés  comme  éléments  frontières  de  A/  A,  A/, 
on  attribue  le  sens  indiqué  par  la  manière  dont  on  vient  de  les 
nommer. 

Supposons  qu'il  soit  possible  d'orienter,  c'est-à-dire  en  somme 
de  nommer,  les  triangles  d'une  C2  ou  dune  \L  de  manière  que  tout 
côté  commun  à  deux  triangles  en  reçoive  toujours  deux  directions 
opposées.  On  dit  alors  que  G2  ou  M2  sont  arien  laides,  dans  le  cas 
contraire  qu'ils  ne  le  sont  pas.  Quant  à  l'orientation,  si  elle  est 
possible,  elle  peut  se  faire  de  deux  manières,  chacune  déterminant 
par  convention  une  M2  bu  C2  opposée  à  celle  relative  à  l'autre. 
L'extension  à  une  C„  ou  une  M„  est  immédiate. 

Regrettons  en  passant  le  choix  du  terme  orientable,  au  lieu  de 
bilalère  peut-être  un  peu  moins  propre,  mais  certes  largement 
consacré  par  l'usage. 

Attribuons  maintenant  aux  a*  des  sens  bien  définis  et  soit  cette 
fois   ê'=o  si  a\~  '  n'appartient  pas  à  la   frontière  de  a*,  =  zt.  i 
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si  ±  akt~ '  y  appartient.  On  peut  répéter  pour  la  matrice  E*,  dont 
les  e)j  sont  les  termes,  ce  que  l'on  a  dit  pour  les  Ha,  sauf  à  rem- 
placer les  congruences  (  mod  2)  par  des  équations.  Au  lieu  des  R/, 
on  obtient  cette  fois  les  nombres  de  Betti  P*  et  des  relations  que 
nous  nous  dispenserons  d'écrire  (différentes  suivant  que  M„  est 
ou  bien  n'est  pas  orientable). 

On  perçoit  un  avantage  des  nombres  Ry;  :  dans  leur  définition 
la  question  d'orientation  peut  être  laissée  de  côté.  En  pratique,  il 
semble  bien  que  les  nombres  de  Betti  jouent  un  rôle  prépondé- 
rant. Ces  nombres  sont  d'ailleurs  reliés  de  manière  fort  simple. 
Les  diviseurs  élémentaires  sont,  tout  comme  les  P/,  et  les  R/,,  des 
invariants  de  M„  (coefficients  de  lorsion);  soit  o*  le  nombre  de 
ceux  de  E/f  qui  sont  pairs.  On  a 

R/..- —  ''a  =  8/fc-i  -+-  <u. 

\  part  cette  dernière  relation,  la  discussion  relative  aux  nombres 
de  Betti  et  aux  coefficients  de  torsion  remonte  à  Poincaré. 

Ce  coup  d'œil  rapide  aura  donné  au  lecteur  une  idée  du  plan  de 
M.  Veblen.  Il  discute  en  détail  les  cas  71  =  1,  2,  puis  passe  à  n 
quelconque.  Enfin,  dans  un  dernier  Chapitre,  il  effleure  quelques 
autres  questions  se  rapportant  surtout  au  groupe  d'une  Mn. 

Rigueur  parfaite,  langage  précis,  chaque  mot  à  sa  place  et 
aucun  de  trop  (au  contraire  parfois),  caractérisent  tout  autant  ce 
travail  que  les  autres  de  M.  Veblen.  On  voudrait  quelques  appli- 
cations, plus  d'illustrations  pour  une  théorie  si  difficile,  mais  il 
faut  savoir  gre  à  l'auteur  pour  avoir  accompli  une  tâche  fort  loin 
d'être  aisée.  Ce  livre,  le  premier  que  l'on  ait  écrit  sur  V Analysis 
situs,  constitue  une  fort  bonne  introduction  au  genre  d'études  qui 
y  sont  traitées,  une  digne  et  notable  addition  à  la  littérature  scien- 
tifique. 

Salomon  Lefschetz. 
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DEUX  LEÇONS  SUR  CERTAINES  ÉQUATIONS  FONCTIONNELLES 
ET  LA   GÉOMÉTRIE  NON  EUCLIDIENNE 

(  Suite  et  fin  )  ; 
Par  M.   Émilk  PICARD. 


II. 

11.  On  a  donné  diverses  images  de  la  géométrie  non  eucli- 
dienne de  Lobatschewsky.  Une  des  plus  simples  se  rapporte  aux 
points  d'un  demi-plan.  Envisageons  donc  les  points  d'un  demi- 
plan,  par  exemple  du  demi-plan  situé  au-dessus  de  l'axe  des  x. 
Reprenons  à  cet  effet  la  transformation 

az  —  h 
L  = > 

c  z  -+-  a 

a,  b,  c,  cl  étant  réels,  avec 

cul  —  bc  =  i. 
Si  l'on  pose 

z  =  x  •+-  iy, 
Z  =  X-t-iY, 

et  si  l'on  désigne   par  z0  le  conjugué  de  c,  on  a  de  suite 

dx-  -+-  dj'*  =  </~ .  f/^o 
et 

</3  û?20 


</Z  rfZ0 


(cs'-f-  d  i-  t  c  z0-\-d  r- 
Comme 

v  =  ^ , 

(C-  -f-  c/)  (C50+  f/j 

on  obtient  immédiatement 

rf.V+^Y*  _  dx*  ■+■  df* 
Y*  -  Jî 
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On  peut  donc  dire  que 
ds 


y 


,      (  ds1  =  dx*  -+-  dy1  ) 


est  U7i  invariant  pour  une  transformation  linéaire. 

12.   Ceci  posé,  considérons  les  circonférences  normales  à  l'axe 
des  x.  Par  deux  points  a  et  (3  du  demi-plan  supérieur  passe  une 

Fie.  i3. 


circonférence  orthogonale  à  Ox.  Soient  h  le  point  de  rencontre 
avec  cet  axe  tel  que  p  soit  entre  a.  et  h,  et  k  le  point  de  rencontre 
tel  que  a  soit  entre  [i  el  k.  Formons  le  rapport  anharmonique  des 
quatre  points  ?..  'p.  h,  /,  : 

a  —  h       R  —  h 


P(«,  P) 


/,   ' 


/, 


où  a,  (3.  A  et  /.  sont  les  affixes  des  points  représentés  par  les  mêmes 

Fig.  i3. 


H 

B 

sB 

A 

"*~— -^tx/ 

1 

k 

h 

lettres.  La  fonction  p,  on  le  voit  de  suite,  est  une  quantité  positive 

-    i  '       •  t  -            I  a  —  A 
et  supérieure  a  1  unité  car     = - 

par  D(a,  [i)  l'expression 

•ogp(a,  P), 


I  3  —  k.\  ^ ,  . 

>i  et    - — — =-    >  i  •  Désignons 
a  —  A  | 
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où  il  s';igit  cl 1 1  logarithme  népérien.  Nous  donnerons  à  Dfx,  f3)  le 
nom  de  distance  des  deua  points  %  et  [J,  et  nous  allons  voir  faci- 
le m  e  n  t  une  propriété  de  cette  <li-tance. 

\  cel  effet,  faisons  une  inversion  avec  h  comme  centre.  On 
obtiendra  une  droite  III  normale  à  Ox.  Le  rapport  anharmonique 
restant  invariant  par  l'inversion,  on  a  le  rapport  anharmonique  des 
quatre  points  [,  A,  B.  II  sur  la  droite  IH,  ce  qui  donne 

IB 

TA* 

On  conclut  de  là  que.  si  l'on  a  dans  le  demi-plan  trois  points 
x,  3.  v  sur  une  même  circonférence  normale  à  Ox.  on  a 

ip»  ic      rc 

pi  y..  fî).p(p,  v  i  =  "j-^;- J]7  =  Y\  =  'J   *'  '■'   ■ 

Si  donc  nous  appelons  points  en  ligne  droite  trois  points  situés 
comme  l'indique  la  figure,  on  ;i 

D(aJY)  =  D(a,p)  +  D(p,Y). 


G  est  la  propriété  additive  des  longueurs  pour  trois  points  en. 
ligne  droite. 

13.   Cherchons  maintenant  la  distance  élémentaire  entre  deux 
points  z.  z-\-dz.  Partons  de 

IB  AB 

A  cause  de  l'invariance  de  — >  on  a 


y 


ds  _  AB 

T  ~  TT 


puisque,  sur  IAB,  AB  est  l'accroissement  de  IA.  Donc 
logp(3,z-hds)  =  lo-  h+  yj 
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et  ce  logarithme  est  égal  à  —,  aux  infiniment  petits  près  d'ordre 
supérieur.  Nous  avons  ainsi  finalement 

D(z,z  +  dz)  =  —■ 

14.  Nous  sommes  maintenant  en  mesure  de  donner  sur  le  demi- 
plan  une  image  de  la  géométrie  non  euclidienne  de  Lobalschewsky 
au  plan  entier.  Appelons  droites  les  demi-  circonférences  normales 
à  l'axe  Ox.  La  distance  entre  deux  points  a  et  [i  est  l'expression 
D(a,  (ï)  définie  plus  haut,  et  nous  avons  vu  la  propriété  additive 
des  distances  pour  des  points  situés  en  ligne  droite  non  eucli- 
dienne. 

Il  résulte  de  l'invariance  signalée  plus  haut  que  l'on  peut  poser 
le  principe  de  superposition  de  deux  segments  de  droites 
égaux  a  j  et  a'P'.  Ils  sont  susceptibles  de  coïncider  par  un  dépla- 
cement  correspondant  à  une  substitution  du  type  envisagé  plus 

haut 

a  z  -+-  b  '- 
;'  cz-^d 

Les  déplacements  précédents  sont  des  déplacements  à  trois  para- 
mètres. Toutes  les  hypothèses  de  la  géométrie  euclidienne  se 
trouvent  donc  réalisées  ici,  sauf  le  postulat  des  parallèles. 

D'après  la  définition  même  de  la  distance  non  euclidienne,  une 
droite  (dans  l'image  une  circonférence  normale  à  Ox)  a  deux 
points  à  l'infini,  qui  sont,  dans  les  figures  ci-dessus,  les  points  h 
et  k.  On  voit  bien  alors  que,  une  droite  D  étant  donnée,  on  peut 
mener  par  un  point  A  du  plan  deux  parallèles  à  cette  droite,  c'est- 
à-dire  deux  droites  rencontrant  celle-ci  à  l'infini.  Parmi  les  droites 
passant  par  A,  les  unes  rencontrant  D,  les  autres  ne  la  rencontrent 
pas  :  il  y  a  donc  des  sécantes  et  des  non-sécantes  séparées  par  les 
deux  parallèles.  Quant  aux  angles,  les  angles  non  euclidiens  sont 
identiques  aux  angles  de  l'image  sur  le  demi-plan. 

15.  Diverses  remarques  résultent  immédiatement  de  l'image  qui 
vient  d'être  donnée  de  la  géométrie  non  euclidienne.  Ainsi  il  est 
évident  qu'il  y  a  des  triangles  dont  les  trois  angles  sont  nuls. 
Remarquons  aussi  que  pour  deux  droites  non  sécantes  ni  paral- 
lèles, il  y  a  une  perpendiculaire  commune;  il  y  a,  en  effet,  dans  le 


MELANGIiS.  429 

demi-plan,  nue  circonférence  orthogonale  aux  deux  circonférences 
représentant  les  droites,  qui  a  pour  centre  le  point  où  l'axe  radical 
de  ces  deux  circonférences  rencontre  l'axe  Ox. 

Un  point  un  peu  moins  immédiat  est  celui  des  circonférences 
non  euclidiennes.  Menons  par  un  point  A  des  droites  (non  eucli- 
diennes) de  même  longueur;  on  demande  le  lieu  de  leurs  extré- 
mités. Si  a  est  l'affixe  de  A,  les  substitutions  linéaires  du  type 
envisagé  clans  toute  cette  théorie  sont 

Z  —  a  .[.  z  —  a 


Z  —  rt0  z  —  rt0 

Elles  correspondent  à  une  rotation  d'un  angle  H.  Soit  donné  un 
point  B  répondant  à  l'affixe  b,  quel  va  être  sur  le  demi-plan  le  lieu 
des  points  B'  tels  que  la  distance  AB'  égale  la  distance  AB  (circon- 
férence non  euclidienne  de  centre  A)?  Ce  lieu  est  donné  par  l'équa- 
tion 

Z  —  a  .c,  b  —  a 

—  pin . 


b  —  aD 


quand   H  varie,    en  représentant  par  Z  l'affixe  de   B'.  Comme  e'(} 
décrit  une  circonférence,   Z  décrira  une   circonférence.    Donc  la 


O  Kl  ce 

I 
1 
|A0 

circonférence  non  euclidienne  a  pour  image  une  circonférence 
du  demi-plan.  Il  est  aisé  de  voir  que  cette  dernière  circonférence 
coupe  la  perpendiculaire  menée  par  A  à  0%  en  deux  points  C  et  C 
conjugués  harmoniques  par  rapport  à  A  et  à  A„  (symétrique  de  A 
par  rapporta  Ox)\  d'ailleurs,  CC  est  un  diamètre  de  la  circonfé- 
rence. On  voit  ('gaiement  qu'une  circonférence  non  euclidienne 
est  perpendiculaire  à  ses  rayons,  c'est-à-dire  aux  droites  non  eucli- 
diennes passant  par  son  centre. 
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16.  Nous  venons  de  voir  qu'une  circonférence  du  demi-plan  ne 
coupant  pas  l'axe  des  x  représente  une  circonférence  non  eucli- 
dienne. Le  centre  de  celle-ci  correspond  au  point  A  sur  le  dia- 
mètre perpendiculaire  à  Ox,  tel  que  A  et  A„  soient  conjugués  par 
rapport  à  la  circonférence. 

Considérons  le  cas  particulier  d'une  circonférence  du  demi- 
plan  tangente  à  F  axe  Ox  en  un  point  H.  Elle  représente  une  courbe 
qui  esl  normale  à  une  infinité  de  droites  parallèles  (  les  circonfé- 
rences orthogonales  en  H  à  Ox).  On  a  donc  une  courbe  dans  le 
plan  non  euclidien,  dont  toutes  les  normales  sont  des  droites 
parallèles;  c'est  ce  que  Lobatschewsky  appelait  un  horicycle.  On 
peut  la  regarder  comme  la  limite  d'une  circonférence  dont  le  centre 
s'éloigne  indéfiniment  (dans  la  ligure  ci-dessus,  on  avait 

ÏÏA2  =  ÎTc.ïiT;  : 

ici  HC  =  o,  donc  HA  =  o ;  le  centre  non  euclidien  correspondant 
à  A  s'éloigne  par  suite  indéfiniment). 

Je  dirai  un  mot  des  équidistantes  à  une  droite.  Dans  la  géomé- 
trie non  euclidienne,  une  droite  étant  donnée,  le  lieu  des  points 
équidistants  d'une  droite  n'esl  pas  une  droite.  On  démontre  faci- 
lement que  le>,  équidistantes  d'une  droite  sonl  représentées  par  des 
circonférences  coupant  l'axe  des  x  aux  deux  points  de  rencontre 
de  cet  axe  avec  la  demi-circonférence  représentant  la  droite.  Ces 
courbes  sont  les  hypercycles  de  Lobatschewsky.  Ln  bypercycle 
est  en  somme  un  cercle  dont  tous  les  rayons  sonl  perpendiculaires 
à  une  même  droite. 

17.  Arrêtons-nous  un  moment  sur  le  quadrilatère  de  Saccheri. 
Quoiqu'il  se  termine  par  une  erreur,  le  travail  d'un  Jésuite  italien, 
le  père  Saccheri.  paru  en  1  -33  sous  le  titre  pittoresque  «  Euclides 
ab  omni  nœvo  vindicatifs  »  restera  dans  l'histoire  de  la  géométrie 
non  euclidienne.  Le  père  Saccheri  veut  démontrer  le  postulatum 
d  Euclide,  en  établissant  que  l'on  rencontre  des  contradictions  si 
l'on  n'admet  pas  ce  célèbre  postulat.  Considérons  avec  lui  un  qua- 
drilatère ABCD,  dans  lequel  deux  côtés  AC,  BD  sont  égaux,  et  où 
les  angles  A  et  B  sont  égaux  à  un  angle  droit.  Par  raison  de  symé- 
trie, les  angles  C  et  D  sont  égaux,  mais  ils  peuvent  être  droits, 
aigus  ou  obtus.  Si  l'on  admet  l'hypothèse  euclidienne,  les  angles  C 
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et  D  sont  droits.  Saccheri  croil  pouvoir  montrer  que  l'on  arrive  à 
des  contradictions,  si  l'on  n'est  pas  dans  le  cas  de  l'angle  droit; 
cette  jtariic  du  Mémoire  est  mauvaise,  mais  l'auteur  fait  auparavant 


Fi».  16. 


IM  l    P 


quelques  remarques  qui  le  placent  malgré  lui  parmi  les  fondateurs 
de  la  géométrie  non  euclidienne.  En  fait,  dans  la  géométrie  de 
Lobatschewsky,  les  angles  C  et  D  sont  aigus,  comme  on  le  voit  de 
suite  sur  la  figure  image  ci-dessus,  où  l'on  a  supposé,  comme  il  est 
loisible,  que  la  droite  EF  joignant  les  milieux  E  et  F  des  côtés  AB 
et  CD  est  représentée  sur  l'image  par  une  droite  perpendiculaire 
à  la  frontière  du  demi-plan. 

La   figure    est    symétrique    par    rapport    à   la   droite    IEF.    Les 
angles   V  et  B  sont  droits,  tandis  (pie  les  angles  C  et  D  sont  aigus. 


18.   On  peut  avoir  une  autre  image  de  la  géométrie  non  eucli- 

Fie.  in. 


dienne  en  [envisageant,  au  lieu  d'un  demi-plan,  l'intérieur  d'une 
circonférence.  11  suffit  en  effet  de  transformer  le  demi-plan  en  un 
cercle,  ce  qui  peut  se  faire  par  inversion.  Les  droites  corres- 
pondent   alors    à    des    circonférences    orthogonales    à    C.   Deux 
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points  a,  ,3  déterminent  une  droite,  et  le  logarithme  du  rapport 
anharmonique,  pris  comme  plus  haut,  des  points  a,  [3,  A,  /,*,  est  la 
distance  des  points  a.  p. 

En  supposant  que  le  demi-plan  soit  transformé  dans  le  cercle 

X>  4-  Y*  =  i , 
un  calcul  facile  donne  comme  carré  de  l'élément  linéaire 

dX2-l-dYS! 


i-X*-  Y*]2 


19.  Une  image  des  géomélries  non  euclidiennes  a  été  donnée 
d'abord  par  Cajley  dans  des  .Mémoires  classiques  et  ensuite  par 
Klein  ;  Beltrami  a  établi  de  son  côté  des  rapprochements  très  inté- 
ressants avec  la  théorie  des  surfaces  à  courbure  constante.  Dans 
son  Livre  Sur  une  classe  de  surfaces  algébriques  (1873), 
Darbouxa  considéré,  pour  la  première  fois,  semble-t-il,  une  image 
des  géomctrics  non  euclidiennes  dans  laquelle  les  droites  étaient 
représentées  par  des  circonférences  normales  à  une  sphère  (ou  à 
une  circonférence  dans  le  plan  ).  Cette  dernière  représentation  a 
été  aussi  utilisée  postérieurement  par  Poincaré  dans  ses  célèbres 
Mémoires  sur  les  groupes  fuchsiens  (1881).  Les  quelques  pages 
qui  précèdent,  se  rapportant  à  la  géométrie,  de  Lobatschewsky, 
suffisent  à  montrer  comment  ces  images,  ces  dictionnaires  comme 
disait  Poincaré,  rendent  presque  immédiates  certaines  propositions 
de  la  géométrie  non  euclidienne,  sur  lesquelles  notre  intuition 
habituelle  des  choses  de  l'espace  manque  de  prise. 


LE  THÉORÈME  DE  LAGUERRE-BOREL  DANS  LA  THÉORIE 
DES  FONCTIONS  ENTIÈRES  : 


I'ai;  M.  Georges  VALIRON. 


Dans  un  .Mémoire  récent  (')  M.  Monlel  a  montré  que  l'emploi 

1  '  1  I'.  Montkl,  Sur  les  fonctions  entières  de  genre  fini  [Bulletin  des  Sciences 
mathématiques,  a*  série,  t.  XLYI,  1922,  ]>.  aSi-aGô). 


MÉLANGES.  |38 

des  suites  normales  de  polynômes  permel  d'obtenir  très  simple- 
ment le  théorème  deLaguerre  relatif  aux  zéros  de  la  dérivée  d'une, 
fonction  entière  réelle  n'ayant  qu'un  nombre,  fini  de  zéros  com- 
plexes. En  fait,  le  théorème  de  Laguerre,  démontré  pour  la  pre- 
mière fois  par  M.  Borel  (*.),  me  semble  avoir  toujours  été  établi 
par  la  eonsidération  d'une  suite  de  fonctions  ayant  pour  limite  la 
fonction  entière  considérée.  Je  me  propose  de  montrer  que  l'appli- 
cation des  méthodes  ordinaires  de  la  théorie  des  fonctions  entières 
conduit  aussi  aisément  au  théorème  de  Laguerre-Borel  et  permet 
de  donner  d'autres  résultats  et  notamment  le  suivant  : 

Le  genre  de  la  dérivée  d une  fonction  entière  d 'ordre  fini 
quelconque  ne  dépasse  jamais  le  geàre  de  cette  fonction. 

La  méthode  consiste  à  utiliser  la  limite  supérieure  du  module 
de  la  dérivée  logarithmique  donnée  notamment  par  Boutroux  et  à 
employer  le  théorème  de  M.  Jensen. 

1.   Je  rappellerai  les  propositions  suivantes  (2)  : 

1.  Si /(s)  est  une  fonction  entière  quelconque  d'ordre  fini  p(3)} 
s  un  nombre  positif  arbitrairement  petit  et  R  un  nombre  positif 
suffisamment  grand,  R  >  R£,  il  existe  entre  R  et  2R  des  nombres  /• 
pour  lesquels 


pourvu  que  le  module  de  ;  soit  égal  à  r. 

II.  Si  f(z)  est  d'ordre  entier  p  et  de  genre  p  — -1,  si  petit  que 
soit  e',  il  existe  une  suite  de  cercles  |  s  |  =  /•  dé  rayons  indéfiniment 
croissants  sur  lesquels  on  a 

(,)  m  <sv. 


/(•*) 


(')  Leçons  sur  les  fondions  entières,  Chap.  II. 

(2)  Les  propriétés  I  et  II  sont  des  conséquences  de  celles  données  par  IJouthocx 
dans  sa  Thèse;  la  première  partie  de  III  est  de  M.  Borel  (  Leçons,  Cliap.  III),  la 
deuxième  résulte  d'un  théorème  île  M.  LindeloF  sur  le,  minimum  du  module 
{Acta  soc.  se.  Fennicœ,  1908,  p.  S).  J'ai  donné  la  proposition  IV  clans  le 
Bulletin  de  (a  Société  mathématique,  mm'i- 

(3)  L'ordre  est  la  limite  supérieure  pour  /'  infini  du  rapport  log3M(/')  :  log/*, 
M(/-)  étant  le  maximum  du  module  de  la  fonction  pour  \z\  =  r. 
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III.  Pour   une   fonction    entière  f(z-)  d'ordre    entier  p   et   de 

genre  p  —  i  le  rapport 

togM(/-):  r? 

tend  vers  zéro  lorsque  r  croît  indéfiniment.  Inversement,  si,  pour 
une  fonction  d'ordre  p,  ce  rapport  tend  vers  zéro  et  si,  en  outre, 
la  série  formée  avec  les  puissances  —  p  des  modules  des  zéros  de 
la  fonction  est  convergente,  le  genre  est  p  —  i. 

IV.  Le  rapport  des  logarithmes  des  modules  maxima  d'une 
fonction  entière  d'ordre  fini  et  de  sa  dérivée  tend  vers  i  lorsque  r 
croît  indéfiniment. 

Enfin,  j'utiliserai  le  théorème  de  Jensen  sous  la  forme  générale 
suivante  :  Si  g(z)  est  une  fonction  méromorphe  dans  la  cou- 
ronne /'0<|j|£y,  n'ayant  ni  pôle  ni  zéro  sur  la  circonfé- 
rence | -ô  |  =  r0,  et  si  N(#)  désigne  le  nombre  des  pôles  et  N'(x) 
le  nombre  des  zéros  de  cette  fonction  dans  la  couronne  r0  <  |  z  \Sj:, 
on  a  l'égalité 

(3)      /      — '-dx=—    /       log  #(/•«'?)    f/=  +  Ki-i-K2log/-. 

J,.o  x  'iT- J0 

K,  et  K2  étant  deux  constantes  dépendant  de  r0  (pour  r0  =  o, 
Ko  est  nul). 

"2.  Considérons  d'abord  une  fonction  entière  réelle  /(s), 
d'ordre  fini  p,  n'admettant  qu'un  nombre  fini  iq  de  zéros  com- 
plexes. Nous  supposerons  que  f(o)  et  f'(o)  ne  sont  pas  nuls,  ce 
qui  ne  restreint  pas  la  généralité  du  résultat  en  vue.  Soit  n(x)  le 
nombre  des  zéros  réels  de  f(z)  dans  le  cercle  |s'f^a?.  D'après  le 
théorème  de  Rolle,  la  dérivée  /"(-)  possède  au  moins  n(x)  —  i 
zéros  réels  dans  ce  même  cercle.  Entre  deux  zéros  réels  consé- 
cutifs de  /'(;)nous  prendrons  au  choix  un  seul  zéro  réel  de/'(.:-), 
ce  sera  le  zéro  fourni  par  le  théorème  de  Rolle,  un  zéro  multiple 
de  degré  s  de  f(z)  fournit  de  même  un  zéro  de  degré  5  —  i 
de  f'(z);  le  nombre  des  zéros  ainsi  donnés  par  le  théorème  de 
Rolle  est  n(x)  —  i  ou  n(x)  ou  n(x)-\-i.  Soit  q{oc)  le  nombre 
des  autres  zéros,  complexes  ou  non,  de  f'(z)  pour  kgj^aï,  q{x) 
est  une  fonction  discontinue  non  décroissante. 

Appliquons  l'égalité  (3)  de  Jensen  à  la  fonction  f'(z)  '■  f{z)  en 
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prenant  /•„  =  o.  N(.r)  est  égal  à  «{#) -f- X(#),  aixi  étant  égal 
à  :i</  a  partir  d'une  certaine  valeur  de  se;  quant  à  \ '(./')  il  est  au 
un »in>  égal  à  11  [  .1  ■)  —  i-\-q(x).  N'(jc)  —  'S(.v),  qui  est  nul  pour 
les  valeur--  ./  intérieures  au  plus  petit  module  k  de*  zéros  de  y  (3) 
et  de  f'(z)i  est  donc  an  moins  égal  à  y1-*")  —  1  —  a^J  le  premier 
membre  de  (3)  est  supérieur  à 


I  [) 


f'C/'X',  M  I' 

/      dx  —  \%  q  -+- 1)  log  r  -+-  K, 


K  étant  une  constante. 

Pour  calculer  une  limite  supérieure  du  second  membre  de 
l'égalité  (3  ).  il  suffit  d'appliquer  les  propositions  1  on  II  suivant 
mie  le  genre  p  de/*!  ;  1  est  supérieur  ou  est  égal  à  p  —  1. 

Dans  le  premier  cas,  le  théorème  1  montre  que  le  second 
membre  de  (3)  est  moindre  que  (p  —  1  -h  e)  log/'  -4-  K,.  En  com- 
parant à  la  limite  inférieure  (  \  1  du  premier  membre  nous  obte- 


nons l'inégalité 


!.. 


(IX  <(î(7  +  0+€)»«r 

X 


valable   pour  une  suite  de  valeurs  indéfiniment  croissantes  de  /•. 

Comme  q  t  .r  )  ne  décroît  pas.  il  ne  peut  donc  pas  surpasser  la 
valeur  2<y  — o-j-s,  c'est-à-dire  iq  -f-  *  puisque  t  est  arbitraire- 
ment petit.  Enfin,  comme  0  diffère  de  p  de  moins  d'une  unité, 
l'entier  q ( x)  est  au  pins  égal  à  p  —  ?.</. 

Dans  le  second  cas.  le  théorème  II  donne  de  même  «ne  inégalité 
valable  sur  une  suite  de  cercles  de  rayons  indéfiniment  crois- 
sants : 


f 


f/tT)  I 

- d.r  <  \iq  -+-  p)  log/'  —  log  :- , 


i  étant  arbitrairement  petit  pourvu  que  r  soil  assez  grand.  11  en 
résulte  que  q(x)  reste  inférieur  à  iq-hz.  et  puisque  dans 
ce  cas  le  genre  p  est  é^al  à  z  —  1,  q(-f')  est  encore  au  plus  éual 
à  27—  p. 

La  première  partie  du  théorème  de  Eaguerre  est  ainsi  démon- 
trée :  en  dehors  des  zéros  donnés  par  le  théorème  de  Rolle  il 
n'y  a  que  \iq  -+- p  zéros  réels  ou  complexes.  Il  en  résulte  que  le 
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nombre  des  zéros  complexes  augmente  au  plus  de  p  par  la  dériva- 
tion, en  particulier  il  n'augmente  pas  lorsque  le  genre  est  o  ou  i . 
On  sait  que  la  limite  ainsi  obtenue  pour  le  nombre  des  zéros  com- 
plexes peut  être  effectivement  atteinte,  elle  l'est  pour  er'+r  si  p 
est  impair  et  pour  xéx   si  p  est  pair. 

La  seconde  partie  du  théorème  de  Laguerre  se  déduit  aisément 
de  ce  premier  résultat.  Tout  d'abord,  si  l'ordre  n'est  pas  entier,  on 
sait  que  le  genre  est  la  partie  entière  de  l'ordre,  il  en  est  de  même 
pour  la  dérivée  puisque  l'ordre  est  le  même  (proposition  IV).  Si 
l'ordre  p  est  entier,  on  s'appuie  sur  ce  que  les  séries  formées  avec 
les  puissances  —  o  des  modules  des  zéros  pour  la  fonction  et  pour 
sa  dérivée  sont  simultanément  convergentes  ou  divergentes  en 
vertu  de  la  première  partie  du  théorème.  Alors,  si  le  genre 
de  /'(:.)  esl  p  —  i,  ces  deux  séries  convergent  et,  d'autre  part,  le 
rapport  log]/'(c  )  |  :  r?  tend  vers  zéro  (théorème  111),  donc  aussi  le 
rapport  Log \f  (s)  |  :  r?  d'après  le  théorème  IV  et,  par  suite,  en 
vertu  de  la  proposition  III.  f'(z)  est  de  genre  p —  i.  Le  même 
raisonnement  montre  que,  si  f'(z)  est  de  genre  p —  i,  il  en  est 
de  même  de  fiz  ).  Dans  tous  les  cas,  le  genre  de  f'(z-)  est  égal 
au  genre  de  f(z).  C'est  la  seconde  partie  du  théorème  de 
Laguerre  (  '  ). 

La  démonstration  s'étend  de  suite  au  cas  d'une  fonction  F(s) 
réelle,  holomorphe  seulement  pour  |.s|_!Ro,  sauf  à  l'infini  qui 
est  un  point  essentiel;  il  suffit  d'utiliser  l'égalité  (3)  avec  r0  =  R0 
et  de  remarquer  que  le  théorème  de  Rolle  ne  fournit  plus  que 
n(x) — -2  zéros  de  la  dérivée  entre  n(x)  zéros  de  la  fonction 
<  à  moins  que  ces  zéros  ne  soient  de  même  signe).  On  obtient  ainsi 
cette  proposition  énoncée  par  M.  Maillet,  sans  avoir  été,  je  crois, 
démontrée  dans  tous  les  cas  par  cet  auteur  : 

Si   la  fonction  réelle   ¥(z)  est  holomorphe  pour   |^|>R0, 

(')  M.  Montel  montre  seulement  que  le  genre  de  f'{z)  est  au  plus  égal  à  celui 
de  /'(s),  il  est  aisé  de  compléter  son  raisonnement.  Sa  méthode  a  l'avantage  de 
montrer  que  si  la  fonction  est  de  genre  pair  et  de  la  forme  e— «=  /{:■),  a  positif 
et  f(z)  de  genre  moindre  que  /?,  le  nombre  maximum  >q  -+- p  des  zéros  com- 
plexes peut  être  remplacé  par  iq-hp —  2;  en  outre  elle  met  en  évidence  ce 
théorème  de  M.  Polyà  :  «  Toute  fonction  réelle  de  genre  0  ou  1  n'ayant 
que  iq  zéro;  complexes  est  la  limite  d'une  suite  de  polynômes  n'ayant  que 
nq  racines  complexes  ». 
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sauf  au  point  à  V  infini  qui  est  un  point  essentiel d 'ordre  fini  p 
et  de  genre  p  [c'est-à-dire  est  définie  par  l'égalité 

Fl  3)  =/|  a)e?t*>, 

f(z)  étant  une  fonction  entière  réelle  de  genre  p  et  d'ordre  p 
et  oie)  une  fonction  réelle  holomorphe  pour  |;|>R0,  l'infini 
compris],  et  si  cette  fonction  n'a  que  iq  zéros  complexes  à 
l'extérieur  du  cercle  |c|^R0,  sa  dérivée  n'a,  en  dehors  des 
zéros  fournis  par  le  théorème  de  Rolle,  que  2 q  +  p  -j-  K2  +  1 
((titres  zéros,  complexes  ou  non,  et  est  aussi  de  genre  p  (K2  esl 
le  nombre  qui  s'introduit  dans  le  théorème  de  Jensen  I. 

Le  résultat  reste  valable  pour  une  fonction  de  la  forme  za  F(  ;  1. 
y.  étant  réel  et  F( '  z )  de  la  forme  indiquée  ci-dessus. 

Le  théorème  de  Poulain  (  '  )  est  une  conséquence  immédiate. du 
théorème  de  Laguerre  :  si  f(z)  est  réelle,  de  genre  p.  et  possède 
iq  zéros  complexes,  la  fonction 

«/(»)H-/'(«)  (*  réel) 

a  au  plus  >q  -4-  p  zéros  complexes  et  est  de  genre  p  à  moins 
que  f(z)  ne  soit  précisément  égal  à  Ae~a~.  Car  les  zéros  de 
cette  fonction  sont  ceux  de  la  dérivée  de  e'xz  f{  z)  qui  est  de 
genre  1  ou  p  suivant  que  p  est  inférieur  ou  égal  à  1  ou  est  supé- 
rieur à  un,  la  proposition  relative  au  nombre  des  zéros  complexes 

en  résulte  de  suite    on  peut  aussi  appliquer  directement  la  méthode 

précédente  en  prenant   g (;)  =  a  +  •      _      •   Pour  ce  qui  est  du 

genre,  les  considérations  précédentes  montrent  que  le  seul  cas  à 
examiner  de  nouveau  est  celui  où  f(z)  est  de  la  forme  ekzo(z), 
o(z)  étant  de  genre  zéro.  On  a  alors 

«/(-)  +/'(■*)  =  *■<  =  ['•?'(  =)  +  (/.-  +  a)  ?(z)] 

et  le  coefficient  de  l'exponentielle  est  de  genre  zéro,  le  genre  est 
bien  1  à  moins  que  ce  coefficient  rie  soit  identiquement  nul,  donc 

w(z)  =  const..  A  =  —  a. 

(l)    Voir   le   .Mémoire   cité   de   M.  MorUel  :  Jensen,  Acta   math.,  t.  36,  et   un 
Mémoire  important  de  M.  Polyà,  /.  fur  die  Math., -Bd.  145. 
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En  répétant  l'opération  qui  consiste  à  passer  de  /('■) 
à  a  f\z)-\-f'(z-),  avec  des  valeurs  de  se  différentes  ou  non,  on 
obtient  le  théorème  de  Poulain  pour  les  fonctions  entières.  Le 
théorème  s'étend  de  suite  aux  fonctions  F  (  z)  admettant  un  point 
singulier  isolé  essentiel  d'ordre  fini  à  l'infini.  Si  l'on  désigne 
par  (N)'  le  nombre  N  ou  N  —  i  suivant  que  N  est  pair  ou  impair, 
l'énoncé  est  le  suivant  :  si  la  fonction  F(  z  )  est  réelle  et  de  genre  p 
et  ne  possède  que  iq  zéros  complexes  pour  |  z-  |^R9  et  si 

g(x)=  V0-h.  . . -+-  \kxk 
est  un  polynôme  à  racines  réelles,  la  fonction 

(5)  A.F(*).-f-  V1F'(*)+...-hA*F.«  {z) 

possède  au  plus  >.q  -+-(/?  +  !  +  &2  )rk  zéros  complexes  et  est  de 
genre  p;  elle  n'a  que  %q  -f-  k{p  -+-  K2+  i)  zéros  en  dehors  de 
ceux  obtenus  par  l'application  réitérée  du  théorème  de  Rolle. 
Dans  le  cas  d'une  fonction  entière,  K2+  i  est  nul  (  R0  =  o)  et  la 
propriété  relative  au  genre  n'est  valable  que  tant  que  /(  z)  n'est 
pas  solution  de  l'équation  différentielle  obtenue  en  égalant  à  zéro 
l'expression  l  5).  Dans  le  cas  du  genre  o  ou  i ,  le  nombre  des  zéros 
complexes  n'augmente  pas,  on  peut  remplacer  sous  certaines  condi- 
tions le  polynôme  g{x  >  par  une  fonction  entière  (  voir  le  Mémoire 
de  M.  Polyà). 

L'application  du  théorème  de  Laguerre-Borel  à  une  fonction  de 
la  forme 

u  i  -  > 

où  Q| ./  )  est  un  polynôme  réel  de  degré  s,  conduit  à  envisager  le 
passage  de  F  (z  >  à 

(6)  s*+tF'(*)-+-R(*)F(*), 

R(  c  i  étant  un  polynôme  réel  de  degré  s.  Ici  encore,  entre  deux 

zéros  réels  de  même  signe  de  F(z)  se  trouve  un  zéro  au  moins 

de  l'expression  (6)  et  l'on  peut  appliquer  l'égalité  de  Jensen  en 

prenant 

F'(z)        R(z) 

rien  ne  sera  changé  au  résultat  obtenu  avec  la  dérivée,  sauf  que  le 
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nombre  Ko  aura  une  valeur  différente.  On  pourra  encore  multi- 
plier ces  opérations.  Considérons  le  cas  particulier  simple  où  l'on 
donne  à  s  la  même  valeur  el  à  R(s)  des  \alenrs  constantes,  y  étant 
une  fonction  de  z,  posons 

D*sy  =  *«  ^ ,        Df y  «  »•  ~  (  Df  -»r ), 

nous  aurons  l'énoncé  suivant  :  si  F(z)  65?  réelle  et  de  genre  p 
et  a  iq  zéros  complexes  pour  |  s  |  ^R0,  et  si 

g(x)  =1  V„-t-. .  .-+-  A^a?* 
est  un  polynôme  à  racines  réelles,  la  fonction 
(7)  A0  F(5)  -+-  A,  DJ  F  -f-. . .+-  A/,  DfF 

a  au  plus  2 q -\- ( p -\- k< -h  1)' k  zéros  complexes  et  est  de 
genre  p. 

Dans  le  cas  des  fonctions  entières  il  importe  de  préciser  la 
valeur  de  K$.  On  peut  appliquer  l'égalité  (3)  avec  r0=o  en 
prenant 

N'(j?)  est  alors  le  nombre  des  zéros  de  zff'i  s)  —  ?■/{-■)  et  N(a?) 
celui  de  f[z).  La  considération  de  la  fonction  £'(-s):  ®*  montre 
que,  dans  un  intervalle  —  x,  x  contenant  u  zéros  réels  de  f(z)j 
zsf  '+  a/  en  possède  au  moins  [à  —  1  si  s  est  pair.  u.  —  2  si  s  est 
impair  et  u.  si  s  est  impair  et  a  positif;  nous  dirons  encore  que  ce 
nombre  minimum  de  zéros  est  le  nombre  des  zéros  donnés  par  le 
théorème  de  Rolle,  et  nous  appellerons  q(x)  le  nombre  des 
autres  zéros  dans  le  cercle  iz  l <  ce.  N' (x)  —  N  (x)  sera  au  moins  égal 
à  q(x)  —  iq  —  1,  q(x) — iq  —  2,  q(x)  —  %q  suivant  les  cas. 
D'autre  part,  la  limite  du  second  membre  de  (3  )  est  celle  obtenue 
dans  la  démonstration  du  théorème  de  Laguerre  augmentée 
de  slogr.  Par  suite,  dans  le  cas  d'une  fonction  entière,  le 
nombre  des  zéros  complexes  de  la  fonction  transformée  par  la 
formule  (-  )  est  au  plus  : 

-iq  +k(s**-j>y, 
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si  s  est  pair; 


si  s  est  impair: 


'iq  -+-  k(s  ■+- p  -h  i)', 


■iq  -t-  k(s  -+- p  —  i)', 


si  s  est  impair  et  si  g{x)  a  ses  racines  négatives. 

Pour  s  =  o  on  retrouve  le  théorème  de  Poulain;  le  seul  au  tic 
cas  où  le  nombre  des  zéros  complexes  puisse  ne  pas  augmenter 
par  la  transformation  (7  )  est  celui  où  s  =  1  et  où  les  zéros  deg(x) 
sont  négatifs.  Ce  sont  les  seuls  cas  qui  pouvaient  être  intéressants 
pour  les  polynômes  ;  le  second  a  été  étudié  par  Laguerre 
(Œuvres,  t.  I,  p.  200),  la  transformation  fait  alors  passer  de  la 
fonction  f(z)  =  'Zanzn  à  la  fonction  ^ang{n)zn.  Lorsque  le 
genre  est  o  ou  1,  on  peut  remplacer  le  polynôme  g.(x)  par  une 
fonction  entière,  à  zéros  négatifs,  de  genre  o  ou  1  ;  la  fonc- 
tion 2anG(n)zn  n'aura  pas  plus  de  zéros  complexes  que  f(z)  et 
sera  au  plus  du  même  genre.  Les  diverses  transformations  indi- 
quées par  Laguerre  s'appliquent  sans  modification  aux  fonctions 
réelles  de  genre  o  ou  1  (  '  ). 

3.  Les  résultats  précédents  s'étendent  au  cas  où  la  fonction 
réelle  F(z)  a  une  infinité  de  zéros  complexes,  le  nombre  de  ces 
zéros  par  rapport  au  nombre  des  zéros  permis  par  l'ordre  étant 
infiniment  petit.  D'une  façon  exacte,  supposons  que  l'exposant  de 
convergence  o,  de  la  suite  des  zéros  complexes  snit  inférieur  à 
l'ordre  p  de  la  fonction.  Soient  N'(#)  et  N(a?)  le  nombre  total  des 
zéros  de  F'(js')  et  F(V)  respectivement  dans  la  couronne 

Rq<|*|^*, 

q(x)  le  nombre  des  zéros  complexes  de  F(z)  et  q' {x)  le  nombre 
des  zéros  complexes  ou  non  de  F' (z)  qui  ne  sont  pas  fournis  par 
le  théorème  de  Rolle.  N'(#)  —  N  (x)  est  supérieur  à 

q'  (  x  )  —  q  (  x  )  —  2 

et   le  second  membre   de   l'égalité   (3)  est  moindre  que  Alog/', 


(1)   M.  Polyà  a  démontré  ce  résultat  par  la   méthode  de  Laguerre  en  utilisant 
son  théorème  cité  dans  la  note  de  la  page  436. 
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li  étant   fixe.  On  aura  donc,  pour  les  valeurs  /■  considérées  dans 
l'énoncé  du  théorème  de  Boutroux, 

C    a' (x)    .  r'  qix)    ,  ,  , 

Or,  en  tenant  compte  de  L'hypothèse  faite  sur  les  zéros  com- 
plexes, on  voit  que  q(.r)  est  intérieur  à  3?P'+E,  quel  que  soit  le 
nombre  positif  e,' pourvu  que  ./•  soit  assez  grand,  il  en  est  donc  de 
même  de  l'intégrale  du  second  membre  de  (8)  et.  par  suite,  de 
celle  du  premier.  Comme  l'inégalité  obtenue  a  lieu  pour  une 
valeur  au  moins  de  /'  entre  R  et  2R,  on  en  déduit  par  la  méthode 
habituelle  que  q' (x)  est  aussi  inférieur  à  .rP,+£  à  partir  d'une 
valeur  de  x.  C'est  dire  que  l'exposant  de  convergence  des  zéros 
autres  que  ceux  donnés  par  le  théorème  de  Rolle  est  au  plus  0,. 
On  en  déduit  encore,  par  la  méthode  indiquée  plus  haut,  que 
le  genre  de  F"(s)  est  égal  à  celui  de  F(r).  D'où  ce  résultai 
général  : 

Si  Von  considère  une  Jonction  réelle  F(;)  qui  est  le  produit 
d'une  fonction  réelle  d'ordre  p  à  zéros  réels  par  une  fonction 
réelle  quelconque  d'ordre  c,  moindre  que  p,  les  zéros  de  F'<  z) 
autres  que  ceux  fournis  par  le  théorème  de  Rolle  ont  un  expo- 
sant de  convergence  au  plus  égal  à  p,,  et  F'(.s)  et,  F(z)  ont  le 
même  genre.  On  a  un  résultat  analogue  pour  les  fonctions  définies 
par  la  transformation  <  7  ). 

On  peut,  de  même,  supposer  que  l'ordre  est  infini.  Les  nota- 
lions  restant  les  mêmes  que  dans  le  cas  précédent,  nous  aurons,  la 
fonction  ¥(z)  étant  réelle  et  n'ayant  qu'un  nombre  fini  de  zéros 
complexes. 


F'|  rc'Ç) 


F(/-e'?/ 


ch. 


Or,  Tordre  de  la  fonction  étant  connu,  on  en  déduit  une  limite 
supérieure  du  module  de  la  dérivée  logarithmique  sur  certains 
cercles  et  l'inégalité  précédente  donne  une  limite  supérieure 
de  q'(x).  Le  résultat  général  que  Ton  obtient  ainsi  est  que  q' {x) 
est  de  C  ordre  de  grandeur  de  log2M(/*),  alors  que  la  fonction 
peut  avoir  un  nombre  total  de  zéros  de  l'ordre  de  logM(r).  On 
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ne  change  rien  en  supposant  que  le  nombre  des  zéros  complexes 
de  F  (.s)  est  de  l'ordre  de  log2M(r). 

Par  exemple,  pour  une  fonction  réelle  telle  que  l'on  ait,  quel 
que  soit  e,  pourvu  que  /•  soit  assez  grand, 

log2M( ;'r)<rT+*, 

et  dont  la  suite  des  zéros  complexes  a  un  exposant  de  convergence 
au  plus  égal  à  y,  la  dérivée  n'aura  en  dehors  des  zéros  réels  donnés 
par  le  théorème  de  Rolle  qu'une  suite  de  zéros  d'exposant  de 
convergence  au  plus  égal  à  y. 

4.  Considérons  maintenant  une  fonction  F(^)  d'ordre  fini  p  et 
absolument  quelconque.  L'égalité  (3)  appliquée  à  la  dérivée  loga- 
rithmique de  cette  fonction  et  le  théorème  I  montrent  que, 
n  i  étant  le  nombre  total  des  zéros  de  F(z)  et  n'(x)  celui 
de  F'|  ;  )  dans  la  couronne  R0  •<  |  ;  )  ^.r,  on  a,  quel  que  soit  r, 

C r  , ,   .  dx       r  ~  '    ,   s  dx 

I      n  {x)  —  <   /        n(x) h  h  lopr. 

*  R„  X         Jr,  X 

En  multipliant  les  deux  membres  de  cette  inégalité  par  r~i~k(k^>  o) 
et  intégrant  de  R0  à  R,  on  obtient 

fli    dr      rrn'tr)dx  ,    /"2R    dr      rrn(x)dx 

h,  étant  une  constante  (').  En  intégrant  par  parties  dans  les  deux 
membres,  "ii  trouve  la  nouvelle  inégalité 


,  R       ,/  ;  ~2I( 


•   i:„         X  Jwa  X 

avec 


-h  h,. 


La  première  intégrale  figurant  dans  o(R)  est  moindre  que 

logM't  R)  -+-  Klogr, 


(')    Voir  mon  article  Sur  les  fonctions  entières  d'ordre  fini  {Bulletin  des 
Sciences  mathématiques,  1921). 
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M'(/>  désignant  le  maximum  du  module  de  ¥'{  [z  )  pour  |  3  |  =  /•, 
cela  résulte  de  la  formule  de  M.  Jensen  appliquée  à  ¥'{&).  En 
s'appuyant  sur  la  proposition  1\  ,  on  obtient 

,ttv    .    IagM(R)       . 
?(R)<a        VJi        +  *»• 

Supposons  alors  (pie  Tordre  p  soit  entier  el  que  le  genre 
soit  p  —  1.  D'après  le  théorème  111,  '^(R)  reste  borné  si  l'on 
prend  k  =  0,  et,  d'autre  part,  l'intégrale  du  second  membre  de 
l'inégalité  (9)  est  bornée  (voir  mon  Mémoire  cité  ci-dessus);  il 
en  est  donc  de  même  de  l'intégrale  du  premier  membre.  La  série 
formée  avec  les  puissances  —  p  des  modules  des  zéros  de  F(;)  est 
convergente.  En  appliquant  le  théorème  111  on  voit  que  le  génie 
de  F'(-s)  est  p  —  1 . 

Le  genre  de  la  dérivée  d'une  fonction  d'ordre  entier  ne 
peut  surpasser  le  genre  de  la  fonction. 

On  sait  que  MM.  Wiman  et  Lindelof  ont  donné  des  exemples 
de  cas  où  le  genre  de  la  dérivée  d'une  fonction  d'ordre  p  est  effec- 
tivement 0  —  1 .  D'après  mon  Mémoire  cité,  pour  que  cette  cir- 
constance se  produise  il  est  nécessaire  que  le  rapport  logM(r)  :  r9 
tende  vers  zéro  tandis  que  l'intégrale 


I 


logM(rr) 

— '—7—, —  dx 

rP+1 


croît  indéfiniment.  Dans  les  autres  cgs  le  genre  se  conserve.  Si 
une  fonction  entière  f(z)  de  genre  p  —  1  est  telle  que  l'intégrale 
précédente  diverge,  sa  dérivée  est  de  genre  0  —  1  d'après  le 
théorème  précédent  et  les  fonctions  f(z)  —  a,  a  ^  o,  sont  toutes 
de  genre  p  d'après  une  proposition  que  j'ai  donnée  ailleurs  (1). 
Les  exemples  de  MM.  Wiman  et  Lindelof  rentrent  dans  ce  cas. 
Mais  peut-il  arriver  que,  toutes  les  fonctions  f(z) — a  étant  de 
genre  p,  la  dérivée  f'(  z)  soit  de  genre  p  —  1  ?  C'est  là  une  ques- 
tion qui  semble  difficile  à  élucider,  M.  Collingwood  m'a  dit  l'avoir 
résolue  par  la  négative. 

(')  Comptes  rendus,  18  avril  192 >. 
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o.  Je  ferai  encore  une  remarque  au  sujet  du  théorème  de 
M.  Hadamard  sur  le  module  minimum  d'un  produit  canonique. 
On  sait  que  cette  proposition  est  une  conséquence  presque  immé- 
diate de  celle  relative  au  module  maximum,  mais  que  l'énoncé  a 
une  forme  différente  par  suite  de  la  nécessité  d'exclure  le  voisinage 
des  zéros.  On  peut  donner  aux  deux  énoncés  une  forme  analogue 
en  introduisant  les  valeurs  moyennes.  Considérons  le  facteur  pri- 
maire de  W  eierstrass 


et  posons 

ip(tt)  =  |  u 

de  telle  sorte  que  Ton  a 


E(m,  p)  =  (i  —  u)e 
I  "  \'' 


Iog(i  +  |  u\). 


O)  \og\E(u,p)    <  ?(«). 

On  en  déduit  de  suite 

un  log|  E(m,/>)|>  —  ?(«)-+-  log(i  —  \u  \)  —  log(i-t-  |  a|) 

Pour  calculer  une  limite  supérieure  du  module  du  produit  cano- 
nique 

p<o=ïïE(£' 


on  utilisera  l'inégalité  (10)  pour  les  n(rir)  premiers  termes  et 
pour  les  autres  l'égalité 


(11) 


E(u,p)  =  e*\«\r*\  |6|<K, 


qui  sert  dans  la  démonstration  du  théorème  de  Weierstrass.  Si 
l'on  désigne  par  P(/')  la  limite  supérieure  calculée  de  cette  façon, 
il  est  clair  que  l'on  aura,  en  vertu  des  inégalités  (n)  et  (12), 


log|P(*)|>-IogP(/-)-2l( 


Le  second  terme  du  deuxième  membre  de  cette  inégalité  n'ayant 
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que  des  infinis  logarithmiques  on  peut  l'intégrer  de  zéro  à  /\  Un 
calcul  élémentaire  montre  que  l'on  a  toujours 


I 


d.i:  =  r  logl  3  —  2  \/l  ). 


et,  par  suite,  si /?(/■)  désigne  le  minimum  de  |P(-s)  |  pour  j  ;  |  =  ?■ 
lorsque  ce  minimum  est  plus  petit  que  i  et  l'unité  dans  le  cas 
contraire,  on  a 

/     I  o  g/?  (  x  )  dx  >  —   /      fog  P  (  ./•  )  dx  —  r  n  (  i  r)  log  (  3  -+-  i  \J i  ) . 

«  o  «■  o 

En  se  reportant  aux  inégalités  (io)  et  (12)011  voit  que  logP(#)est 
supérieur  à  h?u?>x),  h  étant  un  nombre  fixe,  l'intégrale  de  cette 

fonction  entre  -r  et  r   est  supérieure  à  -/in(2r),   et  l'inégalité 

précédente  s'écrit  simplement 

uii  /     logp(x)  dx  >  —  H  j      logP(ar)  dx. 

•  0  *■  0 

C'est  l'inégalité  que  je  voulais  obtenir,  on  en  tirera  aisément  les 
propositions  utiles  pour  la  recherche  du  genre,  par  exemple, 
si  l'ogP(r)  est  moindre  que  erP.  l'intégrale  du  second  membre 
de  (i3)  est  moindre  que  £/?+l,  logyj(/,i  restera  supérieur  à  —  erP 
dans  une  portion  finie  de  tout  intervalle  R,  2R. 

L'inégalité  (i3)  exprime  que  la  valeur  moyenne  entre  zéro  et  ;* 

de  log  — — .  est  inférieure  au  produit   par  un  nombre  fixe  de  la 

^p(x)  l  l 

valeur  moyenne  de  logP(/j.  D'une  façon  [)lus  générale  et  plus 
précise,  on  peut  montrer  que  M(  /)  étant  le  maximum  du  module 
d'une  fonction  entière  pour  \z\  =  /',  m(r')  le  minimum  du  module 
pour  \z  j  =  r  si  ce  nombre  est  moindre  que  1  et  1  dans  le  cas 
contraire,  à  tout  nombre  k  supérieur  à  1  correspond  un  nombre 
fixe  H,  tel  que  l'on  ait 

/     logm(\r)  dx  >  —  H    /       \o«)'S\\  x  )  dx  O  >  R/ ). 
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REVUE    DES    PUBLICATIONS    ACADEMIQUES 
ET  PÉRIODIQUES. 


ANNALES   SCIENTIFIQUES  DE   L'ECOLE   NORMALE   SUPÉRIEURE. 
T.  XXXIV  (.9.7)  (')• 

Boussinesq  (./.).  —  Poussée  des  terres  :  recherche  des  lois 
générales  de  i  état  ébouleux  produit  dans  un  massif  de  sable 
par  des  déformations  planes  parallèles  à  un  plan  vertical  i  1-79). 

Ce  Mémoire  s'occupe  principalement  de  l'étude  de  l'équilibre- limite  d'une 
masse  sablonneuse,  c'est-à-dire  de  l'état  précédant  immédiatement  l'ébqulement  ; 
cette  étude  est  simplifiée  par  l'hypothèse  indiquée  dans  le  titre  sur  la  direction 

des  déformations.  Néanmoins  le  problème  reste  très  compliqué  :  l'auteur,  avant 
formé  les  équations  aux  dérivées  partielles  de  l'équilibre-limite  dans  le  cas  d'un 
profil  supérieur  rectiligne,  montre  que  si  l'on  veut  seulement  avoir  la  direction 
des  pressions  principales,  on  est  ramené  à  un  système  de  deux  équations  aux 
dérivées  partielles  du  troisième  ordre,  dans  le  cas  général.  Il  faut  dune  com- 
mencer par  des  cas  particuliers,  et  l'auteur  rappelle  celui  de  Macquorn  Itankiue 
et  Maurice  Levy.  II  passe  ensuite  à  l'étude  des  cas  voisins  de  celui-ci,  cas  dont 
il  s'est  déjà  occupé  auparavant;  mais  le  travail  actuel  donne  des  formules  plus 
simples.  Les  cas  d'un  mur  plus  ou  moins  incliné  dans  la  phase  contiguë  au 
massif,  que  le  mur  de  la  solution  de  Maurice  Levy,  sont  examinés  successive- 
ment. M.  Boussinesq  donne  ensuite  diverses  méthodes  de  calcul  pratique  et 
indique  quelques  expériences  qui  ont  été  faites  comme  vérification  de  la  théorie. 

(')  Voir  Bull,  des  Se.  math.,  t.  XLY,  1921,  20  partie,  p.  18. 


6  SECONfc>K    PARTIR. 

Picard  (Emile).  —  La  vie  et  L'œuvré  <le  Gaston Darboux  ( 8i-t>3). 

Biographie  sommaire,  indications  sur  son  œuvre  mathématique  et  les  tendances 
d'esprit  qu'elle  révèle,  et  sur  ses  travaux  d'histoire  des  sciences. 

Delassus  {Etienne).  —  Mémoire  sur  la  théorie  des  liaisons  finies 
unilatérales  (90-179). 

M.  Delassus  remarque  qu'il  n'existe  pas  encore  de  théorie  pour  indiquer,  dans 
ces  liaisons,  quels  sont  les  contacts  qui  persistent.  Il  existe  tout  au  plus  une 
théorie  implicite,  disant  que.  si  la  liaison  finie  unilatérale  est  réalisée  par  des 
contacts  non  surabondants,  chacun  d'eux,  au  point  de  vue  de  sa  persistance 
ou  de  sa  cessation,  suit  la  loi  du  contact  unique  indépendamment  des  autres 
contacts,  c'est-à-dire  persiste  ou  cesse  suivant  que  sa  réaction  partielle  est 
positive  ou  négative;  mais  l'auteur  prouve  par  des  exemples  que  ce  principe 
est  faux;  en  outre,  la  théorie  «  implicite  »  ne  détermine  pas  les  contacts  qui 
persistent  dans  le  cas  de  la  liaison  surabondante.  M.  Delassus  établit  une  théorie 
rationnelle,  prouvant  notamment  qu'il  y  a  toujours  un  mouvement  possible  et 
un  seul.  Sa  théorie  lui  permet  en  outre  de  discuter  les  principes  admis  aupara- 
vant par  d'autres' auteurs,  et  de  confirmer  certains  d'entre  eux,  tels  que  la  con- 
dition de  persistance  de  la  liaison  totale  formulée  par  M.  Appell. 

Denjoy  (Arnaud).  —  Mémoire  sur  la  totalisation  des  nombres 
dérivés  non  sommables  (suite  et  fin)  (  1 8 i-a38). 

L'auteur,  donnant  l'exemple  de  la  fonction  x^s'xa  — -t  dont  la  dérivée  n'est  pas 

sommable  au  sens  de  M.  Lebesgue,  définit  la  totale  indéfinie  d'une  fonction  y 
donnée  sur  un  intervalle  ab.  C'est,  si  elle  existe,  une  fonction  f  qui  :  1"  est 
continue;  2°  est  à  variation  résoluble;  3"  sur  une  pleine  épaisseur  de  ab 
admet  p  pour  dérivée  approximative  ou  généralisée.  Si  elle  existe,  f  est 
déterminée  à  une  constante  près.  M.  Denjoy  définit  alors  trois  opérations  de 
la  totalisation,  consistant  en  sommations  de  M.  Lebesgue.  combinées  avec  des 
additions  et  certains  passages  à  la  limite.  Ces  opérations,  répétées  une  infinité 
dénombrable  de  fois,  permettent  en  particulier  de  totaliser  une  dérivée  ou  un 
dérivé  extiéme  de  îan^;  et  de  côté  fixes  ou  variables.  L'auteur  termine  son 
Mémoire  en  démontrant  que  la  suite  des  opérations  à  effectuer  ne  peut  être 
bornée,  pour  l'ensemble  des  dérivées,  à  aucun  rang  fini  ni  transfini.  Une  -table 
des  matières  des  quatre  parties  du   Mémoire  est  donnée  à  la  suite. 

Garnier  (René).  —  Etude  de  l'intégrale  générale  de  l'équation  VI 
de  M.  Painlevé  dans  le  voisinage  de  ses  singularités  transcen- 
dantes (239-353). 

L'équation  VI  de  M.  Painlevé  est 

I    /  I  -    I  I         \  .  .,  /  I  I  1  |  -  ,  A  (  A  —  I  )  (  A  —  /  ) 

X  —  I  A  —  /  . 


[« 


d 


/  —  I      t—\) 

t1  (  t — 1  )- 

1  •  lu  1  '  \  /_I 

et  (  t  —  1  )  "1 

x>  '  V  '  4/a-o 

(  a  —  t  y-  \  ' 

REVUE  DES  PUBLICATIONS.  ; 

a.  b,  c,  il  étant  des  constantes;  on  Bail  que  -.1  solution  générale  est  méro- 
morphe  dans  tout  le  plan  /.  vnil'  aux  trois  points  o,  1,  x  .  qui  jouent  des  rôles 
équivalents;  M.  Garnier  se  borne  donc  a  étudier  l<-  point  t  —  o.  l'osant 

t  =  t,é*, 

il  considère  la  région  ou  la  partie  réelle  de  T  est  négative.  Nommant  caracté- 
ristique toute  brandie  d'intégrale  suivie  le  long  d'un  rayon  recliligne  issu  de 
l'origine,  situé  dans  la  région.]  sa  méthode  consiste  à  construire,  par  approxi- 
mations successivi».  ces  caractéristiques;  puis,  ayant  démontré  qu'il  a  obtenu 
toutes  celles  qui  sont  possibles,  à  les  associer  de  manière  à  représenter  une 
intégrale.  Pour  construire  les  caractéristiques  par  approximations  successives. 
M.  Garnier  remplace  l'équation  de  M.  Fainlevé  par  le  système 

(■((  —  1)/,-  4a  -+-  '        4^  +  '  4  c  t\d'+  2  1  a 


X*(X  —  l)2(X t)*  A"  (A—  I)2  (X  —  t)1  A(a  —  l)  A(A—  l)(X  —  t) 

{ X  —  t   -  a'  =  —  (  a  —  t)  a  —  2  c  À  (  a  —  1  ), 

dont  les  intégrales  />(/)  non  constantes  sont  les  mêmes  que  celles  de  l'équation 
de  M.  Painlevé.  M.  Garnrer  démontre  sur  les  caractéristiques  dont  l'association 
forme  une  intégrale  une  proposition  qu'il  se  propose  d'appliquer  ultérieurement 
à  un  problème  de  Riemann.  Dans  une  dernière  partie  de  son  Mémoire,  il  vérifie 
les  résultats  obtenus  sur  deux  cas  où  l'équation  de  M.  Painlevé  est  réductible, 
et  montre  que  les  résultats  énoncés  sur  le  même  sujet  par  M.  Richard  Fuchs 
sont  sans  valeur. 

Picard  t  Emile  \.  —  Sur  une  équation  fonctionnelle  se  présentant 
dans  la  théorie  de  la  distribution  de  l'électricité  avec  la  loi  de 
Neumann  (355-36 1). 

Si  le  potentiel  électrique  est  du  type 

g     Ht 

—  <A>0), 

considéré  par  Neumann,  la  distribution  de  l'électricité  dans  un  conducteur 
conduit  à  l'équation 

(1)  p  -—  /   ff(r)cos<k.Pade  =  U,. 

où 

et  où  <l  désigne  l'angle  que  fait  avec  la  normale  intérieure  en  s  la  droite  joignant 
le  point  s  au  point  7,  et  U,  une  fonction  donnée.  M.  Picard  démontre  ici  que 
les  valeurs  singulières  de  a  sont  réelles  et  ont  une  valeur  absolue  supérieure 
à  l'unité;  il  avait  seulement  énoncé  ce  résultat  dans  un  Mémoire  antérieur. 
Dans  la  distribution  de  l'électricité,  on  doit  faire  X  =  i,  de  sorte  qu'on  peut 
utili-er  le  développement  de  p  en  série  entière  en  X. 

Georges  Giuvtn. 
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MEMOR1E  DELLA  REALE  ACCADEMJA  BELLE  SCIENZE  DI  TORINO  ; 
séries";  Torino,  G.  Glausen  ('). 

Tome  LIH,  igo3. 

Jadanza  i  V|.  —  [T3a|  Alcuni  sistemi  diotirici  speciali  ed 
una  nuova  forma  di  teleobiettivi  [Sur  cerlains  systèmes  diop- 
triques  spéciaux   et    sur    une    nouvelle   forme    de    téléobjectif] 

(72-78)- 

Garbùsso  {A.).  —  [T3c]  Tepria  elettromagnetiea  dell'emis- 
sione  délia  luce  [Théorie  électromagnétique  de  l'émission  de  la 
lumière]  (127-158). 

Fubini  [G.  1.  —  [J  -i]  Sui  gruppi  di  trasfôrmazioni  geodetiche 
[Sur  les  groupes  de  transformations  géodésiques]  (2Ôi-3i3). 


Une  transformation  infinitésimale 

-  v  t   _ 
dx 


*-*xé- 


est  géodésique  (transforment  les  géodésiques  en  géodésiques)  pour  l'espace  S„ 

ds*  =  £aa  dx;  dxk 

sous  des  conditions  qui  renferment  les  dérivées  secondes  des  \. 

\vee  des  artifices  remarquables,  l'auteur  trouve  des  autres  équations  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Entre  les  conséquences  que  l'auteur  lire 
des  équations  trouvées,  citons  les  suivantes  : 

I  n  espace  S„  admettant  un  groupe  géodésique  (engendré  par  des  transforma- 
tions infinitésimales  géodésiques)  à  re(n-f-s)  paramètres  est  un  espace  à  cour- 
bure constante,  et  le  groupe  correspondant  est  le  groupe  projectif  des  espaces 
à  /'  dimensions. 

En  se  fondant  sur  des  résultats  de  Dini,  généralisés  par  M.  Levi-Cività, 
l'auteur  trouve  un  autre  type  d'équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  pour  les  ç  et  en  fait  l'application  à  Ja  résolution  du  problème  de  Lie 
pour  n  =  2,  c'est-à-dire  de  la  détermination  des  surfaces  admettant  un  groupe 
géodésique.  Ensuite,  il  résout  le  même  problème  pour  n  =  3.  Enfin,  même 
recherche  pour  n  quelconque. 

(l)  Voir  Bull,  des  Se.  math.,  t.  XXXVII,,  p.  90. 
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Tome  LIV,  1904. 

Seve/'i  (F.).  —  [M,!2|  Sulle  corrispondenze  fra  i  punti  di  una 
curva  âlgebrica  e  sopra  certe  classi  di  superficie  [Sur les  corres- 
pondances entre  les  points  d'une  courbe  algébrique  et  sur  cer- 
taines classes  de  surfaces]  (1-49). 

Si  les  poinls  y  correspondant  à  un  point  variable  x  de  la  courbe,  prisflfeca; 
compté  y  fois,  forment  un  groupe  variable  dans  une  série  linéaire,  la  correspon- 
dance s'appelle  à  valence  y. 

Le  groupe  des  points  unis  dans  une  telle  correspondance  appartient  à  la  série 
linéaire  qui  est  la  somme  de  f  groupes  canoniques  et  des  séries  contenant  le 
point  x  compté  y  fois  et  ses  homologues  dans  la  correspondance  directe  et  dans 
l'inverse.  Le  nombre  des  coïncidences  est 

a-+-.p  -+■  zyp, 

étant  a.  £  les  indiees  de  la  correspondance  et  p  le  genre  de  la  courbe. 

Soient  T,  une  correspondance  qui  a  une  valence  Y,,  et  Y,,  V,  les  groupes  des 
points  homologues  de  a,  ci.  Alors,  en  faisant  varier  le  point  a,  le  groupe  de  ses 
homologues  -h  y,  fois  le  point  a  même  (c'est-à-dire  l'homologue  de  a  dans 
l'identité  I)  varie  dans  une  série  linéaire,  ce  qui  s'exprime  en  disant  que  les 
deux  groupes  sont  équivalents  (comme  appartenant  à  une  même  série  linéaire) 
et  en  écrivant 

Y,  -+-  Yi  a  ss  Y',  -+-  y,  a'. 

Cela  peut  s'exprimer  aussi  en  disant  que  T,  et  l'identité  I  sont  dépendantes 
suivant  les  nombres  (  l,  y,  ).  On  trouve  de  même  que  les  correspondances  T,,  T2 
de  valences  respectives  y,,  y-,  sont  dépendantes  suivant  les  nombres  (y,,  —  y,). 
Cette  notion  de  dépendance  peut  aussi  s'établir  entre  un  nombre  quelconque 
de  correspondances,  et  indépendamment  du  fait  que  celles-ci  aient  ou  n'aient 
pas  une  valence.  Etant  Y';  le  groupe  des  homologues  de  a'  dans  T„  la  dépen- 
dance a  lieu  lorsqu'il  est 

\  Y,  -t-. .  .-+-  XA  Y/,  ==  X,  Y',  -+-... -f-  /.a  Y  'k 

avec  des  /.  positives  ou  négatives,  qui  ne  soient  pas  toutes  nulles.  Autrement,  les 
correspondances  sont  indépendantes. 

Si  l'on  a  k  correspondances  d'indices  (a„  Ji,  ),  ...,  («/,-,  otA)  dépendantes sui- 
vantes nombres  \,  ...,  \/c,  et  ayant  respectivement  ùu  ....  u/;  points  unis, 
on  a 

A,M,-t-.  .  .-\~\kUlt  =  \(ai  +  ?l)  +••  •+^(aA-)-   P*)- 

Sur  une  courbe  de  genre  />,  on   ne  peut  avoir  plus  de   ipn-  correspondances 
indépendantes.    La    démonstration    résulte    de    la   représentation  des  correspon- 
dances par  des  intégrales  abéliennes  (Hurwitz).  Etant  a  le  plus  grand  nombre 
de    correspondances   indépendantes    T,,  ....  T  ,  toute   autre  T  constitue  avec 
Bull,  des  Se.  math.,  2"  série,  t.  XL VI.  (Février  1922.)  R.2 
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celles-ci  un  ensemble  de  correspondances  T,  Tn T^  dépendantes  suivant  les 

nombres  (i.   a, X„),  et,  ayant  posé 

c,=  a,-t-  p; —  u\, 
on  a  pour  T 

u  =  a  -+-  p  -+-  c, X,  -4-. . '.-+-  c^  X^. 

Dans  la  seconde  Partie,  on  étudie  les  surfaces  représentant  les  couples  de 
points  d'une  courbe  ou  de  deux  courbes.  L'existence  d'un  nombre  fini  de  cor- 
respondances indépendantes  sur  une  courbe  conduit  à  démontrer  que,  sur  une 
surface  représentant  les  couples  de  points  de  deux  courbes,  toute  courbe  s'ob- 
tient par  somme  et  différence  en  partant  d'un  nombre  fini  de  courbes  de  base  et 
des  courbes  des  deux  faisceaux  unisécants  existant  sur  la  surface.  Analogue- 
ment,  sur  une  surface  représentant  les  couples  de  points  d'une  courbe,  en  par- 
tant d'un  nombre  fini  de  courbes  de  base  et  des  courbes  du  système  d'indice  2 
et  de  degré   1.   De  là  on  déduit  le  théorème  île  Bezout  pour  ces  surfaces. 

Bisconcini  (G.).  —  [T2r/8]  Salle  vibrazioni  di  una  membrana 
che  si  possono  far  dipendere  da  due  soli  parametri  [Sur  les 
vibrations  d'une  membrane  qui  peuvent  se  faire  dépendre  de 
deux  seuls  paramètres]  (5i-8o). 

La  relation  entre  le  problème  actuel  et  celui  des  potentiels  dépendant  de 
deux  seules  coordonnées  traité  par  M.  Levi-Civiià  (voir  ces  Mémoires,  2e  série, 
t.  XLIX,  1899)  résulte  du  fait  que  l'équation 

»    ,       (f'f       à1/       if-f 

A„  f  —  — —   H —  H —   =  O 

J       ijx1-        oy-       ds5 

en  y  posant  z  =  it  se  change  en 

u  J      0x>  +  dy1       dt>         ' 

qui  définit  les  vibrations  d'une  membrane.  Dans  le  problème  des  potentiels,  les 
lignes  suivant  lesquelles  le  potentiel  est  constant  ne  peuvent  être  que  les  tra- 
jectoires d'un  groupe  infini  de  similitudes  ou  bien  les  congruences  rectilignes 
isotropes.  Pour  cela,  l'auteur  commence  par  déterminer  dans  le  champ  x,  y,  t 
les  sous-groupes  réels  du  groupe  résultant  de  celui  des  similitudes  loisqu'on  y 
fait  z  —  it.  Puis  il  détermine  les  trajectoires  engendrées  par  les  transformations 
infinitésimales  correspondantes  pour  trouver  ensuite  l'équation  des  vibrations. 
Puis  il  traite  le  cas  correspondant  à  celui  des  droites  d'une  congruence  isotrope. 
Enfin,  il  considère  aussi  le  cas  correspondant  à  celui  où  les  lignes  équipolen- 
tielles  sont  de  longueur  nulle, 

ôx  oy  6z 

avec 

X2+ Y--)-Z2=  o, 

que  M.  Levi-Cività  excluait,  comme  imaginaires,  dans  l'étude  des  potentiels, 
mais  dont  le  cas  correspondant  pour  les  membranes  peut  être  réel. 
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Perazzo  ((/.).  —  [Q2ref.  I*  i]  Sulla  incidenza  <li  rette,  piani 
c  spazi  ordinari  in  uno  spazio  a  cinque  dimensioni  e  su  al  eu  ne 
corrispondenze  birazionali  fra  piani  e  sjpazi  ordinari  (Sur  l'inci- 
dence de  droites,  plans  el  espaces  ordinaires  dans  un  espace  de 
cinq  dimensions  et  sur  certaines  correspondances  birationnelles 
entre  plans  et  espaces  ordinaires]  (149-182). 

Étude  de  variétés  formées  pur  les  droites,  plans  et  espaces  de  Ss.  A  remar- 
quer, des  réglées  rationnelles  du  quatrième  ordre  et  une  réglée  elliptique  du 
sixième.  Correspondances  birationnelles,  en  particulier  deux  transformations  du 

cinquième  ordre  entre  deux  espaces. 

L°vi  ( B.  ).  —  [Ql]  Fondamenti  di  metrica  projettiva  [Fonde- 
ments de  métrique  projective]  1  aSi-354  )• 

La  coordination  de  la  géométrie  métrique  à  la  géométrie  projective,  qui  se 
trouve  effectuée  dans  les  Vorlesungen  de  Pasch  au  moyen  de-  postulats,  laisse 
de  côté  le  cas  de  la  géométrie  elliptique.  L'auteur  donne  un  système  de  postu- 
lats comprenant  les  trois  géométries  ainsi  que  d'autres  métriques,  entre-  autres 
celles  de  Delni  1  Matk.  Ann..  t.  LUI)  et  la  métrique  du  champ  extérieur  à  une 
quadrique.  Dans  le  Chapitre  II,  l'auteur  établit  les  fondements  de  la  géométrie 
projective.  y  compris  la  représentation  par  coordonnées.  Le  Chapitre  III  con- 
tient l'examen  des  postulats  et  de  leur  indépendance. 

Les  notions  primitives  adoptées  sont  celles  de-  point  et  de  congruence  de 
deux  couples  de  point*. 


Tome   LV,  i9<»5. 

Mnrera  (G.).  -  [R55)  Sulla  atlrazione  degli  ellissoidi  e  Mille 
funzioni  armoniche  ellissoidali  di  seconda  specie  [Sur  l'attrac- 
tion des  ellipsoïdes  et  sur  les  fonctions  harmoniques  ellipsoï- 
dales de  deuxième  espèce]  (i-2.5). 

Etant  s,  la  plus  grande  racine  de 


la  fonction 

x-i  yl 


i.3...(jn  +  i)      /        V         a--+-s        b--rs        c'-i-sj 
v„=  • — j /         ■ ===== as, 

où   s,=  s,  ou  bii-n    s0=  o.  suivant  que  le  point  {x,  y,  z)  est   extérieur  ou  inté- 
rieur à  l'ellipsoïde,  est  la  fonction   potentielle   de  l'ellipsoïde  à  courbes  h'omo- 
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I  hétiq  Lies  de  densité 

fi_  °L.  _  II  _ 
i .  3 . . .  (  2  n  -+- 1  )    y         a2         6- 


En  posant 


■.!"  +  1  n  !  \-abc 

o"  U„ 


'"'r       rfaac  oîj'f  da" 


(^  H- gr -I- /•  =  n), 


U  est  un  polynôme  de  degré  «,  et  ces  dérivées  sont  ce  que  l'auteur  appelle 
1rs  fondions  harmoniques  élémentaires  de  deuxième  espèce.  Il  démontre 
que,  par  une  combinaison  linéaire  des  U pqr(p  H-  q  -+-  r  §  n  ),  on  peut  toujours 
former  une  fonction  harmonique  à  l'intérieur,  et  qui  sur  l'ellipsoïde  se  réduit 
à  une  fonction  rationnelle  entière  de  degré  n,  arbitrairement  donnée. 

La  démonstration  se  fonde  sur  un  lemme  algébrique.  Etant   F (x1xix,)  une 
forme  ternaire  de  degré  in  et  en  posant 


F 


d"F 


i"i'       àx?  dx'l  0xr 
n\ 


pi  q\ 


■  x{}  x'J  xr, 


on  peut  considérer    les   F    comme    les    dérivées    partielles   d'une  certaine  forme 
quadratique  <1>  par  rapport  aux  u.  En  supposant  en  particulier 

(0  V  =  (axx]-\- a^x\-{- a^xl)"  , 

le  lemme  consiste  en  ce  que  la  forme  quadratique  <t>  appartenant  à  (i)  est  tou- 
jours positive. 


Pieri  (M.).  —  [K-7]  Nuovi  principii  di  Geometria  projettiva 
complessa  [Nouveaux fondements  de  Géométrie  projective  com- 
plexe] (189-235). 

Les  notions  primitives  sont  au  nombre  de  trois  :  le  point  projectif  com- 
plexe, la  classe  de  points  joignant  deux  de  ces  points,  et  la  classe  de  points 
appelée  chaîne  de  trois  points.  Les  postulats  relatifs  à  ces  notions  sont  au 
nombre  de  trente.  Sur  ces  bases,  l'auteur  construit  la  géométrie  projective 
complexe,  y  inclus  Vantiprojectivité  considérée  par  Juel  (Acta  math.,  t.  XIV) 
et  Segre  (Atti  de  Turin,  t.  XXV). 

Amaldi  (U.).  —  [P3]  I  gruppi  continui  reali  di  trasformazioni 
conformi  dello  spazio  [Les  groupes  continus  réels  de  transforma- 
tions conformes  de  l'espace]  (3 1 1-34 1  )• 

En  considérant  dans  l'espace  S4  le  groupe  des  projectivités  qui  transforment 
en  elle-même  une  sphère  (de  trois  dimensions),  ce  groupe  donne  sur  la  sphère 
un  groupe  subordonné;  de  ce  dernier,  par  représentation  stéréographique  sur 
l'espace  ordinaire,  on  obtient  le  groupe  conforme.  A  la  suite  de  cette  observa- 
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lion,  l'auteur  commence  par  déterminer  un  système  complet  de  sous-groupes 
maxima  pour  le  groupe  projectif  d'une  quadrique,  et  puis,  en  particulier,  d'une 
sphère  réelle.  Ces  sous-groupes  (pour  le  cas  de  la  sphère)  se  réduisent  au 
groupe  transformant  en  elle-même  une  droite  extérieure  et  aux  groupes  lais- 
sant en  repos  un  point  extérieur  ou  un  point  intérieur  ou  un  point  de  la  sphère. 
On  arrive  ainsi  à  la  classification  des  groupes  réels  de  mouvements  euclidiens, 
elliptiques  et  hyperboliques  que  l'auteur  fait  par  voie  géométrique.  Enfin,  il 
trouve  que  tout  sous-groupe  réel  du  groupe  conforme  de  l'espace,  qui  n'est  pas 
équivalent  à  un  groupe  de  mouvements  et  de  similitudes,  peut  être  transformé 
par  une  transformation  conforme  réelle  en  un  (et  un  seul)  de  certains  dix 
groupes  dont  il  assigne  les  types. 


Rien. 


Tome  LVI,  1906. 


Tome  LVII,  1907. 


Amaldi  {U.).  —  [P6e]  Sui  gruppi  continui  infmiti  di  trasfor- 
mazioni  di  eontatto  dello  spazio  [Sur  les  groupes  continus 
infinis  de  transformations  de  contact  de  l'espacej  (i4  1-220). 

Groupes  infinis  de  transformations   de   contact   admettant    un   système  inva- 
riant oc'  d'équations  aux  dérivées  partielles 

*/  à*    dz\ 

<t>  [  x,  y,  z,  —  >  -—     =  const. 
V  '  -r  '     '  ox    dyj 

Cette  équation  peut  se  réduire,  par  une  transformation  de  contact,  à   la  forme 

y  =  const. 

Alors  les  groupes  considérés  sont  ceux  qui  transforment  les  unes  dans  les  autres 
les  00'  variétés  de  oo4  éléments  de  surface,  considérés  aux  points  des  plans  paral- 
lèles au  plan  xz.  Il  y  a  deux  catégories  de  ces  groupes  :  ceux  de  la  première 
laissent  en  repos  toute  variété  y  =  const.;  ceux  de  la  seconde  subordonnent 
dans  les  00'  variétés  y  =  const.,  un  groupe  ce',  oo2,  ce3  ou  le  groupe  total  en 
une  variable,  respectivement,  et  se  partagent  ainsi  en  quatre  classes.  De  tous 
ces  groupes,  l'auteur  assigne  les  types. 

Pizzetti  (P-)-  —  [U10]  Intorno  al  grado  di  approssimazione 
che  si  raggiungc  nel  risolvere  i  triangoli  geodetici  sopra  una 
superficie  qualunque  [Sur  le  degré  d'approximation  qu'on 
obtient  en  résolvant  les  triangles  géodésiques  sur  une  surface 
quelconque]  (255-286). 
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Tome  LVIII,  1908. 

Garbasso  (A.).  —  [T3]  11  miraggio  [Le  mirage]  (1-07,  deux 
planches). 

Rolla  (L.).  —  [T3]  Su  la  riproduzione  sperimentale  del  mi- 
raggio [Sur  la  reproduction  expérimentale  du  mirage]  (363-3^4? 
une  planche). 

Tome  LIX,  1909. 

Perazzo  (U.).  —  f  N,,  N2]  Sopra  alcune  varietà  di  relie  e  in  par- 
ticolare  su  vari  tipi  di  complessi  cubici  [Sur  certaines  variétés 
de  droites  et  en  particulier  sur  divers  types  de  complexes 
cubiques]  (1 09-1 3-). 

Complexes,  congru ences  et  surfaces  réglées  correspondant  à  des  variétés 
engendrées  par  des  systèmes  de  droites,  de  plans  et  d'espaces,  incidents  ù  des 
espaces  donnés  dans  Ss. 

Giambelli  (G.-Z.).  —  [Q*2]  Risoluzione  del  problema  géné- 
rale numerativo  per  gli  spazi  plunsecanti  di  una  curva  alge- 
brica  [Résolution  du  problème  général  énumératif  pour  les 
espaces  plurisécants  d'une  courbe  algébrique]  (433-5o8). 

Transformer  en  une  somme  de  conditions  caractéristiques  la  condition  pour 
un  espace  de  rencontrer  plusieurs  fois  une  courbe  générale  d'ordre  n  et  de 
genre  p. 

Tome  LX,  1910. 

Boggio  (T.).  —  [^3]  Sulla  risoluzione  di  una  classe  di  equa- 
zioni  algebriche  etie  si  presentano  nella  matematica  finanziaria 
e  attuariale  [Sur  la  résolution  d'une  classe  d'équations  algé- 
briques qui  se  présentent  dans  la  mathématique  financière  et 
actuarielle]  (io--i38). 


Équations  de  la  forme 


>     a,v'=  A, 


v  étant  l'inconnue  et  A,  at  positifs. 
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Comessatti  (A.).  —  |M,2|  Sulle  ciinc  doppie  di  génère  qua- 
lunque  e  particolarmente  sulle  curve  ellittiche  doppie  [Sur  les 
courbes  doubles  de  genre  quelconque  et,  en  particulier,  sur  les 
courbes  elliptiques  doubles]  (3i3-35o). 

Courbes  algébriques  contenant  des  involutions  irrationnelles  du  deuxième 
ordre  el  de  genre  re,  spécialement  pour  -  —  i.  Conditions  d'identité  biration- 
nelle  de  deux  de  ces  courbes. 

Laura  ( E '.).  —  |T-|  Sopre  i  nioti  vibratori  armonici  semplici 
e  smorzati  di  un  mezzo  omogeneo  elastico  ed  isotropo  [Sur  les 
mouvements  vibratoires  harmoniques,  simples  et  amortis  d'un 
milieu  homogène  élastique  et  isotrope]  ( 477-022). 

Toute  vibration  amortie  d'un  solide  élastique  isotrope  est  donnée  par  la 
superposition  de  deux  vibrations  simples  en  différence  de  phase  de  — •  La  vibra- 
tion amortie  est  déterminée  d'une  manière  unique  par  les  tensions  superfi- 
cielles. Suit  l'étude  des  vibrations  harmoniqnes  appelées  caractéristiques,  sui- 
vant une  dénomination  de  M.  Somigliana.  Puis  l'auteur  donne  les  formules  de 
représentation  des  intégrales,  et  enfin  des  théorèmes  analogues  à  celui  de  la 
moyenne  que  Gauss  a  donné  pour  les  fonctions  harmoniques. 


Tome  LXJ.  191 1. 

Colonnetli  (G.).  —  [T2]  I  sistemi  elastiei  trattati  col  metodo 
délie  linee  d'influenza  [Les  systèmes  élastiques  traités  par  la 
méthode  des  lignes  d'influence]  (177-185,  une  planche). 


Tome  LXIIj  1912. 

Ricci  (C.-L.).  —  [T2]  L'ellisse  di  élasticité  trasversale  e  le 
sue  applicazioni  nelle  scienza  délie  eostruzioni  [L'ellipse  d'élas- 
ticité transversale  et  ses  applications  dans  la  science  des  cons- 
tructions] (i-5i,  une  planche). 

Colonnetti  (G.).  —  [T-]  L'equilibrio  elastico  dal  punto  di 
vista  energetico  [L'équilibre  élastique  au  point  de  vue  énergé- 
tique] (479-302). 
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Tome  LXIII,  igi3. 

Sluyvaert  (M.).  —  [N,  1  e\  Un  complexe  cubique  de  droites  [en 
français]  (1-18). 

Zanolti  Bianco  (G.).  — [U6]  Le  idée  di  Lagrange,  Laplace, 
Gauss  e  Schiaparelli  sull'  origine  délie  comète  [Les  idées  de 
Lagrange,  de  Laplace,  de  Gauss  et  de  Schiaparelli  sur  l'origine 
des  comètes]  (.09-1 10). 

Garbasso  (A.).  —  |T7]  Eccitatori  di  Hertz  con  spettro  d'emis- 
sione  a  più  righe  [Excitateurs  de  Hertz  à  spectre  d'émission  de 
plusieurs  raies]  (257-2-0,  une  planche). 

Somigliana  (C.)  et  Vercelli  (F.).  —  [T4a]  Sulla  previsione 
matematica  délia  température  ne'  grandi  trafori  alpini  [Sur  la 
prévision  mathématique  de  la  température  dans  les  grands  creu- 
sages des  Alpes]  (32^-368,  neuf  tableaux  de  calculs  et  une 
planche).  Scipione  Rindi. 
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ACTA    MATHEMAT1CA. 

Tome  37,  19 1 4- 

Bernstein  {Serge).  —  Sur  la  meilleure  approximation  de  |  x  \ 
par  des  polynômes  de  degrés  donnés  (i-5~  L 

M.  Bernstein  dé.mo»tre  que  si  E.in  est  la  meilleure  approximation  de  |  x  |  dans 

l'intervalle  ( — 1,  -+-1)  par  un  polynôme  de  degré  2/1,  on  aura  d'une  part 


>  E,.  > 


î(n-  \Jî)(2'n—'i) 
et  d'autre  part 

li  m  (  2  /;  E  ln  )  =  a. 

n  =  00 

X  étant  égal  à  0,282,  avec  une  erreur  moindre  que  0,004.  Le  Mémoire  ne  sup- 
pose  pas  connue  la  théorie  générale  publiée  par  l'auteur  dans  les  Mémoires 
publiés  par  l'Académie  Royale  de  Belgique,  1912. 

Stackel  (Paul).  —  Periodische  Funktiorien  und  Système  von 
unendlich  vielen  linearen  Gleichungen  (Fonctions  périodiques  et 
systèmes  d'une  infinité  d'équations  linéaires)  (39-73). 

M.  Stackel  recherche  à  quelle  condition  la  fonction 


/<»>-£<•  5 


possède  la  période  c,  de  valeur  absolue  plus  petite  que  le  rayon  de  convergence; 
cela  le  conduit  au  système  d'une  infinité  d'équations  linéaires 


7  a..j  1  — r  =  o         (  n 


auquel    les    théories   ordinaires   ne  s'appliquent   pas.    L'auteur   remarque   qu'on 
obtient  cependant  des  solutions  en  identifiant  avec  des  séries  telles  que 


2  a,  —  • 

v  =  —  « 

Il  considère  ensuite  le  cas  où  les  an  sont  liés  par  des  relations  de  récurrence  à 
coefficients  constants.  (  Voir  plus  loin  le  Mémoire  de  M.  Oskar  Perron.) 

Steffensèn  (J.-F.).  —  Uber  eine  Klasse  von  ganzen  Funktionen 
und  ihre  Anvvendung  auf  die  Zahlentheorie  (Sur  une  classe  de 
Bull,  des  Sciences  niatkém.,  a'  série,  t.  XLVI.  (Mars  1922.)  H. 3 
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fonctions  entières  et  sur  son  application  à  la  théorie  des  nombres) 
(7S-1  12). 

Ce  Mémoire  est  un  abrégé  de  la  thèse  danoise  de  l'auteur  (Copenhague,  1912). 

Il  ne  contient  guère  que  les  énoncés  des  théorèmes,  les  démonstrations  pouvant, 

estime  l'auteur,  être  facilement  reconstituées  sans  l'original  danois.  Les  fonctions 

entières   considérées   sont   principalement   des    fonctions  prenant   des    valeurs 

données  quand   la   variable  est  entière;  on  les  obtient  par  des  formules  telles 

que 

e\x)^  s'"~r  Y  (  — ')"'»  (/") 
-       jLm        x  —  m 

duc  à  M.  Hadamard,  ou 

-   v  2  it       —  \  m  —  x        mjJ 

duc  à  l'auteur. 

Wigert  (S.).    —    Sur  quelques  fonctions  arithmétiques  (11 3- 

140). 

Ce  travail  est  consacré  à  la  fonction  <t(h  )  telle  que  na(n)  soit  la  somme  des 
diviseurs  de  n.  M.  Wigert  démontre  d'abord  que  la  plus  grande  des  limites, 
pour  n  infini,  de 

g  (M) 

log  Logn 

est  ec,  où  C  est  la  constante  d'Euler.  Il   étudie  ensuite  diverses  fonctions  liées 
à  s(/i),  notamment  les  fonctions 

y     a{  n  )(x  —  n  /, 


dont  il  donne  une  représentation  analytique. 

Young  [Grâce  Chisholm).  —  A  Note  on  Dérivâtes  and  Diffe- 

rential   Coefficients   (Note  sur  les  dérivés  et  sur  les  coefficients 

différentiels)  (1.4 1-1  54). 

Le  principal  théorème  obtenu  dans  ce  Mémoire  est  que,  sauf  aux  points 
cVun  ensemble  dénombrable,  le  dérivé  inférieur  d'un  certain  côté  ne  surpasse 
pas  le  dérivé  supérieur  de  Vautre  côté.  L'auteur  en  déduit  la  définition  d'un 
dérivé  symétrique  moyen  qui  existe  partout,  sauf  peut-être  aux  points  d'un 
ensemble  dénombrable. 

Hardy  [G. -H.)  and  Littlewood  (J.-E .).  —  Some  Problems  of 
Diophantine  Approximation  (Quelques  problèmes  d'approximation 
diophantine)  (  1 55- 1 9 1  et  1 98-289). 

Le' premier  de  ces  deux  Mémoires  est  consacré  principalement  à  la  démons- 
tration du  théorème  suivant  : 
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Soient  8,.  0.,.  ....  9m  des  nombres  irrationnels  linéairement  indépendants j 

*,.,,,        (P==i,  2,  ...,  k;  q  =  i,  a,  ...,  m) 

des  nombres  donnés,  î  un  nombre  positif  arbitraire;  il  est  possible  de  trouver 
des  entiers  n „ ,  et  s  tels  que 

\sP(iq—  "r,;—  a/v/  I  <£         (/'  =  >,  ^   •••,  /;  Y  =  '•  2.  •••.  "O- 
Dans  le  second  Mémoire  sont  étudiées  les  séries 

dans  le  cas  où  |  q  |  =  i. 

Rémoundos  (Georges).  —  Sur  les  familles  de  fonctions  admet- 
tant des  valeurs  exceptionnelles  dans  un  domaine  (24i-3oo). 

L'auteur  établit  des  théorèmes  analogues  à  ceux  de  M.  Landau  sur  les 
familles  de  fonctions  algébroïdes  finies  dans  un  domaine  qui  admettent  deux 
valeurs  exceptionnelles,  ou  un  domaine  exceptionnel,  ou  une  ligne  exeepiion- 
nelle.  Dans  le  cas  de  fonctions  ayant  un  -domaine  exceptionnel,  ou  une  ligne 
exceptionnelle,  il  montre  qu'elles  forment  une  famille  normale,  ce  mot  ayant 
un  sens  voisin  de  celui  adopté  par  .M.  Montel.  L'auteur  généralise  ensuite  des 
théorèmes  connus  sur  la  convergence  des  séries  de  fonctions  liolomorphes,  et 
fait  quelques  applications  aux  fonctions  ayant  une  infinité  de  branches. 

Perron  (OsAar).  —  Periodische  Funktionen  und  Système  von 
unendlich  vielen  linearen  Gleichungen  (Auszug  aus  einem 
Schreiben  an  Herrn  Stàckel)  [Fonctions  périodiques  et  sys- 
tèmes d'une  infinité  d'équations  linéaires  (extrait  d'une  lettre  à 
M.  Stàckel)]  (3ot-3o4). 

Reprenant  la  question  posée  par  M.  Stàckel  (voir  plus  haut)  sur  le  cas  où 
les  an  sont  liés  par  une  relation  de  récurrence  à  coefficients  constants. 
M.  Perron  en  donne  la  solution  complète. 

Wiman  (A.).  —  Uber  den  Zusammenhang  zwischen  demMaxi- 
malbetrage  einer  analytischen  Funktion  und  dem  grôssten  Gliede 
der  zugehorigen  Taylor'schen  Reihe  (Sur  la  dépendance  entre  la. 
plus  grande  valeur  d'une  fonction  analytique  et  le  plus  grand 
terme  de  la  série  de  Taylor  correspondante)  (3o5-32Ô). 

Pour  |  z  |  =  r,  soient  M(r)  la  valeur  absolue  maximum  d'une  fonction 
entière,  m(r)  la  valeur  absolue  maximum  des  termes  de  son  développement 
en  série  de  Taylor.  L'auteur  démontre  que,  pour  certaines  valeuisde  /•  croissant 
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indéfiniment,  pn  a 

i 

Mi  /■)    :  m(r)[logm(rY]s     '. 

M.  YS  iman  trouve  aussi  des  résultats  analogues  pour  des  fonctions  non 
entières,  et  des  résultats  plus  précis,  soit  pour  les  fonctions  d'ordre  fini,  soit,  à 
l'aide  des  fonctions  log,ni(r),  log,mO),  etc.,  pour  les  autres  fonctions 
entières. 

Nôrlund  I  -A  .-£".).  —  Sur  les  séries  de  facultés  (32--38^). 

(  Considérons  la  série 

+  * 

(I  fi-. 71=      >      — ^J 

—  ,r  (  x  -  -  i  ) . .  .  i  x  +  s  • 

.v  =  0 

ou  x  =  a  —  /t.  Ces  séries-  «mit  convergentes  pour  s  assez  grand.  M.  Nôrlund 
démontre  l'existence  d'un  nombre  B  tel  que,,  pour  u  >  B,  on  ait  également  un 
développement 


(2)  il  <  X  )    - 


=  V 


x   a  —M'...!./-  —  sœ  i 


ce  développemenl  étant  impossible  pour  u  <  B.  Il  donne  alors  des  caractères 
-impies  pour  le->  fonctions  qui,  u  étant  assez  grand,  admettent  un  développe- 
ment tel  que  (2),  et  pour  l'abscisse  de  convergence.  L'étude  de  la  multiplica- 
tion des  série-  de  faculté-  et  de  la  différentiation  d'une  série  de  facultés  termine 
ce  Mémoire  dans  lequel  M.  Nôrlund  s'attache  à  faire  ressortir  la  commodité  de 
■-  -  rie-  dans  maintes  questions  d'analyse. 

Georges  Giraud. 
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Fvreyth  |  A. -II.  ).  —  Equations  in  plane  geometry  expressed  by 
means  of  comptes  variables  [Equations  en  géométrie  plane 
exprimées  au  moyen  de  variables  complexes]  (  i-4o). 

Le  point  œ,  y  est  représenté  par  le  nombre  complexe  z  =  x  -t-  iy.  Si  z  est 
foni  lion  d'un  paramètre  réel,  le  point  x,  y  décrit  une  ligne.  Par  exemple 
z  —  s,  =  c(  3  —  z„),  où  c  est  un  paramètre  réel,  représente  la  droite  qui  joint 
les  points  ;,  et  z7.  De  même  z  —  zx=  ç,eA{z  —  zt),  où  0  et  6  sont  des  para- 
mètre- réels  reliés  par  une  équation  de  la  forme 

Po:—  (P  H-  S)p  cosô  —  Rp  sinO-t-  S  =  o, 
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représente  une  droite.  L'équation 

>.,  (  ;  -  ;,  j  +  a.  '  ;  -  :.  j  -  )..  i  :  —  z3  )  =  o, 

où  Xj,  À»,  a.  seuil  des  paramètres  réels  reliés  [ > fi r 

X,   -t-    Xj-H     A;    =    I, 


représente  le  cercle  passant  par  les  points  a„  zt,  s3. 

L'auteur  traite  ensuite  par  cette  méthode  de?  coniques,  puis  des  cubiques. 


IVatson  (G.-JV.).  —  The  singularities  of  fonctions  defîned  bv 
Taylor's  séries  [Les  singularités  de  fonctions  définies  par  des 
séries  de  Taylor]  (  4 * -53  |. 

Soit  la  série 


2,    gme        L      _  m       m-S 

où  g,n ,  /.',  c0.  c,.  l,„  sont  réels  et  assujettis  à 


-.m  <  C_. 

pour  les  valeur?  de  m  plus  grandes  qu'un  certain  entier  s.  La  fonction  définie 
par  cette  série  admet  le  percle   \  x  \  =  i  pour  coupure. 

Y  ou  n  g  (M .-//.).  —  On  functiorrs  of  bounded  variation   [Sur  les 
fonctions  à  variation  bornée]  (  54-85). 

Les  résultats  obtenus  par  des  auteurs  précédents,  notamment  pat   Lebégue, 

sont  rappelés  avec  des  démonstrations  souvent  simplifiée-.  Tonte  Fonction 
à  variation  bornée  a  une  dérivée  finie,  sauf  pour  des  valeurs  du  x  formant  un 
ensemble  de  mesure  nulle.  Toute  fonction  qui  est  une  intégrale  est  l'intégrale 
de  ses  nombres  dérivés.  Toute  fonction  continue  qni  a  un  nombre  dérivé  fini 
est  l'intégrale  de  ce  nombre  défini.  Les  nombres  dérivés  d'une  fonction  à  varia- 
tion bornée  sont  sommâbles.  Tour  une  fonction  monotone  croissante,  l'exi  es  de 
la  fonction  sur  l'intégrale  commune  de  se-  nombres  dérivés  est  une  foin  lion 
monotone  croissante. 


Glaisher  (  J.-U.-L.).  —  On  a  class  of  relations  Connecting  ;m\ 
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n  consécutive  Bernoullian  functions  [Sur  une  classe  de  relations 
entre  n  fonctions  de  Bernoulli  consécutives]  (86-i53). 

La  fonction  de  Bernoulli  X„(x)  est  définie  par 

text    _  ^    l"  v«(  x) 


— 
n  =  0 


et  la  fonction  V„(x)  par 


'a?l. 
«  =  i 


qui, 

pour 

X 

= 

0, 

«1 

onne 

»-H 

.)B„- 

ni 

/; 

— 

1  )     2/1  —  I 

i . 

2 

3 

=  0. 

Les  formules  développées  ici  offrent  cette  particularité  qu'elles  ne  contiennent 

que  les  fonctions  depuis  l'indice    —  ou  jusqu'à  l'indice  n.  On  en  déduit  des 

relations  du  même  genre  entre  les  nombres  de  Bernoulli,  ceux  d'Euler,  etc. 
Exemple  : 

(2n+i)V2„W+"  "~'}  2/;3~'  X2n-i(x)+.  ..~h(n-h2)Y/l+l  (x)  ou  -t-Y-nté) 

=   -     4-  ÏX"(X  —  l)"(2X—  1)1 
2    dx 


B,^, +  ...  +  (  —  I)2("     '     (  « -f- 2  )  Brt+1    OU    (— l)2"Bn 


Dickson   (L.-E.).  —  Note  on  modular  invariants   [Note  sur  les 
invariants  modulaires]  (i58-i6i). 

Soit  B  une  forme  à  m  variables,  à  coefficients  entiers,  invariante  (mod/> 
premier)  par  les  substitutions  linéaires  homogènes  d'un  groupe  G. 

Soit  f  un  facteur  de  B,  irréductible  (  rnod  p).  Appliquons  à  /  toutes  les  trans- 
formations de  G,  ne  considérons  pas  comme  distincts  deux  résultais  obtenus 
s'ils  ne  diffèrent  que  par  un  facteur  constant.  Soient /,=/ et /2, /3,  ...,/  les 
résultats  obtenus.  Le  produit  /,,  /„,  ..-,/„  est  un  facteur  de  B  et  est  un  inva- 
riant relatif  de  G  qu'on  appellera  élémentaire.  Tous  les  invariants  de  G  sont 
des  produits  des  y.  Ce  résultat  n'est  d'ailleurs  démontré  que  dans  des  cas  par- 
ticuliers. 

Dickson  [L.-E.  ).  —  On  non  vanishing  forms  [Sur  les  formes  non 
annulables]  (162-176). 

Une  forme  F(xl,  x?,  ...,  x„)  est  dite  non  annulable  dans  un  certain  domaine 
lorsqu'elle  ne  s'annule  dans  ce  domaine  que  pour  les  voleurs 


Le  domaine  considéré  dans   ce  travail   est  celui   des   entiers  (mod2).  Alors, 
si  F(.r,,  x.,.  . .  .,  x„)  est  une  forme  non  annulable,  la  fonction  obtenue,  en  rem- 
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plaçant  toute  puissance  de  x^  par  .r.:  rsi        (niod  •»  )  à 


n 


(l  +  j?,-)  — I. 


Le  problème  de  la  séparation  de  ces  formes  en  classes  non  équivalentes  est 
traité  complètement  pour  la  forme  à  3  variables  de  degré  4-  et  en  partie  pour 
la  forme  à  3  variables  de  degré  6. 

Basset  {A. -B.).  — The  connection  between  the  singularises  of 
surfaces  and  double  refraction  [Rapports  entre  les  singularités 
des  surfaces  et  la  double  réfraction]  (171-176)-. 

La  théorie  des  singularités  des  surfaces  fournit  une  preuve  convaincante  de 
l'exactitude  de  la  théorie  de  la  double  réfraction  de  Fresnel.  Car  dans  toute 
autre  théorie  que  cette  dernière,  la  surface  des  ondes  posséderait  des  singula- 
rités donnant  naissance  à  certains  phénomènes  optiques,  lesquels  n'ont  jamais 
été  observés. 

Miller  [G. -A.).  —  Effect  on  the  produit  when  its  factors  are  per- 
muted  in  every  possible  manner  [Effet  sur,  le  produit  quand  ses 
facteurs  sont  permutés  de  toutes  les  manières  possibles] 
(177-180)/ 

Soient  «.opérateurs  d'un  groupe  : 

i°  Les  71  !  produits  qu'on  peut  former  avec  ces  n  opérateurs  peuvent-ils  être 
tous  distincts?  Réponse  :  oui. 

a"  Quel  est  le  plus  grand  nombre  d'ordres  distincts  possibles  pour  ces  pro- 
duits? Réponse  :  (n — 1)! 

Et  l'on  apprend  à  former  des  groupes  pour  lesquels  il  en  est  ainsi. 

Hardy  {G. -H.)  and  Chapman  (S.).  —  À  gênerai  view  of  the 
theory  of  summable  séries  [Vue  générale  de  la  théorie  des 
séries  som  niables]  (181-21 5). 

Les  auteurs  montrent  que  les  méthodes  de  sommation  connues  (Cesàro, 
Riesz,  Leroy,  Rorel  )  peuvent  être  considérées  comme  des  cas  particuliers  de  la 
suivante.  Soit  f(n,  p,  v)  satisfaisant  aux  conditions  suivantes  : 

f  —  0  pour  v  >  |  n  |  ; 

/  tend  vers  une  limite  pour  /(  — >--f-  oo  et  pour  n  — > x  ; 

f  tend  vers  1  pour  p  — >  00  ; 

lini  lim      f  =  o  ; 

lim  li  m       /  =  x  : 

lim  lim      /  =  1  ; 

P  — y  =0       n  — y  ■+■  -a 

lim  lim     f  =  1. 
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Soit  aussi  une  série  S«,.  On  définit  S(rt,  p)  par 

>■  =  [«] 
S(n,  p)  =\   uvf(n,  p,  v) 

c  =  0 

et  l'on  définit  alors  la  somme  s  =  Sm„  par  l'une  ou  l'autre  des  équations 
s  =    lirn  lim     S(n,  p) 

p   ^    »  «    ^-    00 

011 

*  =    lim  lim     S(n,  p) 

si  l'une  ou  l'autre  de  ces  limites  existe. 

Ces  considérations  permettent  une  vue  plus  claire  des  méthodes  connues. 
Elles  permettent  de  les  classer.  Elles  conduisent  à  des  généralisations  de  pro- 
priétés connues  et  à  de  nouvelles  questions. 

Nicholson  (J.-ll  .).  —  Notes  on  Bessel  fonctions  [Notes  sur  les 
fonctions  de  Bessel]  (216-224). 

Démonstration  de  diverses  formules.  Par  exemple  : 

1      C  a"  V  C  a  x  ) 

K„ (x\= /       - dz  In  entier  ^o). 

—    '  1  -j-  x:                                     — ' 
«•  0 

Basset  (A. -Et.).  —  Singular  tangents  to  surfaces  [Tangentes  sin- 
gulières aux  surfaces]  (p.  2  2  5-236). 

Revision  des  résultats  un  peu  obseurs  donnés  par  Salmon. 
N  étant  le  degré  de  la  surface,  il  y  a  en  général 

5N(N  —4)  (7N  —  12) 

tangentes  touchant  la  surface  en  5  points  confondus,  il  y  en  a 

2 N ( N  —  4)  ( N  —  5 )  ( 3 N  —  5)  ( N  +  6 ; 

touchant    la    surfaee    en    4    points    confondus    et   en    deux    autres  points   con- 
fondus, etc. 

Les  tangentes  qui  touchent  la  surface  en  4  points  confondus  engendrent  une 
surface  réglée  de  degré 

•>N(N-3)(3N-2),     .... 

Richards  iT.-J.').  —  A  geometrical  proof  of  some  of  the  pro- 
perties  of  nodal  quartics  [Preuve  géométrique  de  quelques 
propriétés  des  quartiques  à  points  doubles]  (236-24o). 

Repose   sur    la    transformation    suivante.   Etant   donnés   une  conique  C  et  un 
point  O,  à  tout  point  P  du  plan    on    fait    correspondre  le   point  P'  situé  sur  la 
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droite  OP  et  conjugué  de  P  par  rapport  à  la  conique.  Une  courbe  d'ordre  n  se 
transforme  en  général  en  une  courbe  d'ordre  m  ayant  des  points  d'ordre  n  au 
point  0  et  aux  deux  points  de  contact  des  tangent.-  menées  de  O.  On  en  déduit 
certaines  propriétés  des  quartiques  à  points  doubles,  par  exemple  :  les  six  points 
de  contact  des  tangentes  menées  à  nue  quai-tique  ayant  un  point  double,  par  ce 
point  double,  sont  sur  une  conique, 

ALlan  Cunningham  and  Wpodall(H.-J.).  — On  hautpt  expo- 
nents  of  2  [  Sur  les  exposants  de   2  par  rapport   à  un  module  ] 

(24t-25o). 

Introduction  à  une  Table  donnant  ces  exposants  pour  les  modules  premiers 
depuis  10 000  jusqu'à  3oooo;  suite  de  la  Table  parue  au  Volume  XXXVII. 

Milne  (William-P.L.). —  The  cross  ratio  of  the  four  tangents 
to  a  cubic  [Le  rapport  anharmonique  de  quatre  tangentes  à  une 
cubique]  (201). 

Démonstration  élémentaire  de  ce  fait  que  les  quatre  tangentes  à  une  cubique 
issues  d'un  point  variable  de  cette  cubique  ont  un  rapport  anharmonique  cons- 
tant. 

Ode  II  Lovett  {Edgar).  —  Generalizations  of  the  problem  of 
several  bodies,  its  inversion,  and  an  introductory  account  of 
récent  progresses  in  its  solution  [Généralisation  du  problème 
des  n  corps,  son  inversion  et  un  compte  rendu  préliminaire  des 
récents  progrès  faits  vers  sa  solution]  (p.  252-3 1 5). 

Les  vingt-quatre  premières  pages  de  ce  Mémoire  constituent  le  compte  rendu 
annoncé  dans  le  titre.  La  suite  contient  quelques  résultats  nouveaux.  Il  s'agit 
de  trouver  les  forces  d'un  système  conservatif  central,  capables  de  maintenir  un 
système  de  m  points  matériels  sur  des  trajectoires  données  dans  un  espace 
à  n  dimensions.  Les  composantes  des  vitesses  sont  déterminées  seulement  dans 

le  cas  où  m  =  -  n(n-\-i).  Les  forces  sont  déterminées  dans  le  cas  de  m  =  2/1 —  1. 
2 

Il  en  résulte  que  les  vitesses  et  les  forces  sont  déterminées  simultanément  dans 

le  cas  de  m  —  n  =  1  et  dans  celui  de  m  —  i,  n  =  2.  Dans  ce  dernier  cas,  l'auteur 

construit  de  nouveaux  problèmes  intégrables  sur  trois  corps  soumis  à  des  forces 

dépendant  seulement  de  leurs  masses  et  de  leurs  distances. 

YVhitehead  (C.S.).  —  On  a  generalization  of  the  functions 
berx,  beix,  kerx,  keix  [Sur  une  généralisation  des  fonctions 
berx,  beix,  kerx,  keix]  (3 16-342). 

Ces  fonctions,  généralisations  des  fonctions  berx,  beix,  de   L.  Kelvin,  et  des 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  XLVI.  (Avril  nj22.)  R.4 
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fonctions  kerx  et  keix  de  Russel,  sont  définies  comme  suit 

berrx  ■+■  i  beir  x  =  Jr(a#), 

herrx  -t-  i  heirx  =  Jr(oca;)  -+-  iYr(a.x), 

où  a  =  e     * ,  Jr  est  la  fonction  de  Bessel 


/i        \r+*-s 


J.(ax)  = 

—      s!l'(r  +  s  +  i)     ' 

.5=0 

Yr  est  défini  par 

Y.  (aa:)  =  - — f  cosrit  Jr(  ax  )  —  J_r(  eux)]. 

sin  (rit)  L 

Relations    entre   ces    fonctions,    développements   suivant   les   puissances   de  x, 
croissantes  ou  décroissantes. 

Muir  (Thomas).  —  A  fifth  list  of  uritings  on  déterminants  [Une 
cinquième  liste  d'écrits  sur  les  déterminants]  (343-3^8). 

Fait  suite  aux  quatre  listes  déjà  parues  dans  le  Quaterly  Journal.  Elle  com- 
prend la  suite  de  la  quatrième  liste,  et  un  supplément  aux  quatre  premières. 
Suit  un  Index  des  noms  d'auteurs  pour  la  quatrième  et  la  cinquième  liste. 

Bennctt  (G. -T.).  —  Mutually  inscribed  tetrahedra  [Tétraèdres 
inscrits  l'un  dans  l'autre]  (3~9-386). 

L'auteur  obtient  par  des  moyens  élémentaires  la  figure  formée  par  seize  points 
et  seize  plans,  tels  que  par  chaque  point  passent  six  des  plans  et  dans  chaque 
plan  se  trouvent  six  des  points.  On  en  déduit  une  infinité  de  couples  de 
tétraèdres  inscrits  l'un  dans  l'autre. 

E.  Ca.hen. 
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Sire  («/•).  —  Sur  les  fonctions  entières  de  deux  variaJoles  d'ordre 
apparent  total  fini  et  à  croissance  régulière  par  rapport  à  l'une 
des  variables  (i-3^). 

Complément  à  une  thèse  parue  dans  le  Circolo  Matematico  di  Palermo  (') 
et  solution  d'un  cas  particulier  d'un  problème  posé  par  M.  Borel  (2). 


(')  Tome  XXI,  p.  1-91. 

(2)  E.  Borel,  Leçons  sur  les  Fonctions  entières,  p.  112. 
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Vessiot  (E.).  —  Sur  la  propagation  par  ondes  et  sur  le  problème 
de  Majer  ( 39-71)). 

M.  Vessiol  a  longuement  étudié  les  conséquences  analytiques  du  principe 
d'Huygehs  considéré  comme  définissant  la  propagation  infinitésimale  des  ondes 
dans  un  milieu  à  un  nombre  quelconque  de  dimensions,  et  de  nature  quel- 
conque; il  sYst  occupé  spécialement  des  rapports  de  cette  propagation  par  ondes 
avec  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  et  des 
systèmes  canoniques,  avec  le  calcul  des  variations  et  avec  la  dynamique  analy- 
tique. 

Ce  Mémoire  est  un  complément  aux  travaux  qui  viennent  d'être  énumérés. 
C'est  l'étude  du  cas  le  plus  général  possible,  celui  où  les  ondes  élémentaires 
ont  00"— «— «  points  et  00  " -'  plans  tangents. 

Une  question  de  minimum  intéressante  (  problème  de  Mayer)  tient  une  large 
place  dans  ce  travail. 

Nôrlund    (N.-E.).     —     Sur    une    classe    d'intégrales    définies 

(77-88,. 

Cette  Note  est  consacrée  à  l'étude  d'équations  aux  différences  finies  et  à  la 
formation  de  systèmes  fondamentaux  de  solutions  qui  *se  représentent  par  cer- 
taines intégrales  définies  étendues  sur  des  produits  de  fonctions  T,  intégrales 
rencontrées  précédemment  par  M.  Pincberle. 

Duhem  (P.).  —  Sur  le  diamagnétisme  (89-164)- 

L'étude  thermodynamique  des  corps  diamagnétiques  a  suscité  un  certain 
nombre  de  paradoxes  embarrassants;  de  grands  esprits  ont,  en  ce  chapitre  de 
la  Physique,  énoncé  des  erreurs,  dont  la  principale  fût  que  le  diamagnétisme  ne 
peut  se  rencontrer  dans  la  nature;  car  on  ne  peut  traiter,  comme  on  l'a  fait, 
du  mouvement  du  magnétisme  sur  un  corps  en  faisant  abstraction  des  courants 
électriques  dont  il  est  le  siège. 

Tout  raisonnement  correct  sur  le  mouvement  du  magnétisme  (et  les  pro- 
blèmes de  stabilité  d'équilibre  sont  des  problèmes  de  mouvement)  exige  qu'on 
recoure  aux  lois  de  rÉIeclrodynamique  et  de  l'Éleclromagnétisme  ;  l'emploi  de 
ces  lois  a  tôt  fait  de  montrer  l'inexactitude  des  raisonnements  qui  prétendaient 
s'en  passer  et  de  faire  évanouir  les  propositions  paradoxales  auxquelles  ces  rai- 
sonnements avaient  conduit. 

Teixeira  (G.).  —  Extrait  d'une  lettre  à  M.  Haton  de  la  Goupil- 
lière  (  165-170). 

Démonstration  d'intéressantes  propositions  de  Géométrie  analytique  : 

1.  Les  foyers  d'une  courbe  sont  aussi  les  foyers  de  sa  développoïde   (la  déve- 

loppoïde  est  l'enveloppe  d'une  droite  faisant  en  un  point  de  la  courbe  un  angle 

constant  avec  la  tangente). 
'2.  La   polaire   d'une   courbe   quelconque   par  rapport    à    un   cercle  ayant  son 

centre  en  un  foyer  de  cette  courbe  passe  par  les  points  circulaires  à  l'infini. 
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Maillet  (E.).  —   Sur  les  systèmes   de   réservoirs  et  divers  pro- 
blèmes d'Algèbre  et  d'Analyse  corrélatifs  (171-281). 

Etude  de  cette  question  d'une  extrême  généralité,  ainsi  que  le  sont  d'ordi- 
naire les  travaux  de  M.  Maillet  :  soient  n  o'ojeis  ou  réservoirs  S,,  ....  S„  qui 
jouissent  d'une  propriété  ou  d'un  étal  défini  pour  chacun  par  une  certaine  quan- 
tité caractéristique  variable  z1:  .  . . ,  s«,  qui  s'influencent  réciproquement ,  el  dont 
chacun  peut  subir,  en  oulre,  des  actions  extérieures  zt  ou  du  temps  t ;  quelles 
sont  les  variations  de  zr  ...,  z„  ? 

M.  Maillet,  pour  des  cas  éiendus  :  1"  établit  les  systèmes  d'équations  différen- 
tielles et  implicites  du  problème  général  ;  20  montre  que,  avec  une  alimentation 
limitée,  les  quantités  s„  ....  z„  restent  limitées,  sous  certaines  conditions; 
3°  étudie  la  stabilité  du  régime  permanent,  les  petites  perturbations  périodiques 
et  les  régions  voisines  de  ce  régime. 

Il  s'agit  ici  d'une  suite  à  des  études  qui  ont  été  déjà  signalées  dans  le  Bulletin 
lors  de  l'Analyse  de  ce  même  Journal,  année  190p. 

Plâtrier  (Ch.).  —  Sur  les  mineurs  de  la  fonction  déterminante 
de  Fredholm  et  sur  les  systèmes  d'équations  intégrales  linéaires 

(a33-3o4). 

Innombrables  sont  les  travaux  auxquels  l'équation  étudiée  par  Fredholm 

/       b{ x,  s)  ds  =  c(x) 
J  a 

a  donné  naissance,  ainsi  que  l'équation  plus  générale 

a(x)<p(x) —  hf       b(x,  s)  9(5)  ds  =  c{x), 

dont  Abel  avait  déjà  envisagé  un  cas  particulier. 

En  son  temps,  l'auteur  de  ce  Mémoire  a  apporté  une  contribution  intéres- 
sante à  ce  beau  Chapitre,  en  certains  points  définitif,  de  l'Analyse. 

Il  a  étudié  notamment  la  résolvante  d'un  noyau  donné  et  divers  systèmes 
d'intégrales  linéaires. 

Gevrey  (M.).  —  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  du  type 
parabolique  (3o5-47i). 

Ce  Mémoire  est  consacré  à  l'étude  de  la  belle  question  des  équations  aux 
dérivées  partielles  du  type  parabolique;  la  plus  simple  est  l'équation  de  la 
chaleur 

(I)  dx2  ~  dy' 

c'est,  parmi  les  équations  à  deux  variables  du  type  paraboliqne,  l'analogue  de 
l'équation  de  Laplace  dans  les  équations  du  type  elliptique. 
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MM.  Hulgrem  (')  etLevi(2)  ont  traité  l'équation  (1)  en  [907  el  1908, en  s'inj- 
pirant  des  théories  modernes  relatives  aux  équations  intégrales  el  en  particu- 
lier  de  la  méthode  employée  par  M.  Picard  dans  son  Mémoire  sur  les  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  (3  ). 

M    Gevrej  étudie  l'équation  (1)  e1  l'équation  plus  générale 

&*        "z 

en  s'occupa nt  spécialement  de  la  délicate  question  de  la  résolution  du  problème 
aux  limites. 

Puis,  rappelant  que  M.  Hadamard  a  donné  en  1911  la  solution  fondamentale 
de  l'équation 

u*z  dz         .dz  .  ,  ,       . 

-—•-+-a- h6-+f3=û        (&>o), 

ox*  nx  rly 


en  la  ramenant  au  type 


d2z       àz 
dx-       ôy 


par  un  procédé  de  réduction  spécial    au   cas   de  deux  variables,  M.  Gevrey  fait 
l'extension  au  cas  de  plusieurs  variables  de  la  méthode  de  M.  Hadamard. 


6e  série,  tome  X,  it)i4- 

Roche  (L.).  , —  Sur  la  surface  des  ondes  dans  la  polarisation  rota- 
toire  magnétique  et  dans  quelques  phénomènes  plus  généraux 

0-95)- 

M.  Hoche  répond  à  la  question  suivante,  posée  par  M.  Boussinesq  :  étudier 
certaine  biréfringence  spéciale,  engendrée  dans  un  corps  isotrope  transparent 
par  un  champ  magnétique  et  l'altération  qu'elle  produit  dans  la  forme  circu- 
laire des  trajectoires  pour  des  ondes  inclinées  sur  Taxe  du  champ. 

L'altération  dont  il  s'agit  concerne  l'inégalité  créée  par  le  champ  magnétique 
entre  les  trois  coeftîcients  o,  b.  c  figurant  dans  les  trois  équations  du  mouve- 
ment de  Péther,  et  dont  le  troisième  c,  corrélatif  à  l'axe  du  champ  pris  pour  Oz, 
cesse  d'être  égal  aux  deux  premiers  a  et  b.  Cette  inégalité  a  poureffet  de  rendre 
les  corps  biréfringents  à  la  manière  d'un  cristal  uniaxe.  dont  l'axe  optique  ou 
principal  coïnciderait  avec  la  ligne  des  pôles  de  l'aimant. 

Ce  fait  a  suggéré  à  l'auteur  l'idée  d'une  généralisation  à  deux  degrés,  large- 
ment utilisée. 


Médaille  de  Weierstrass  (1916). —  Règles  posées  pour  le  concours  (p. 96). 


(')  Arkiv  fur  Matematik,  Bd  III,  IV,  1907-1908. 

(■  )  Annali  di  Maternaiica,  1908. 

(i)  Journal  de  Mat.  pures  et  app.,  1890. 
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Jordan  (C).  —  Des  polynômes  invariants  par  une  substitution 

linéaire  (97-104)- 

Une  substitution  linéaire  S  étant  mise  sous  une  certaine  forme,  qui  est  le 
produit  de  deux  autres  substitutions,  il  en  résulte  que  tout  polynôme  F  inva- 
riant par  la  substitution  S  est  une  somme  de  formes  invariantes  <t>  homogènes 
par  rapport  à  chacune  des  séries  variables  qui  figurent  dans  S,  et  isobares;  réci- 
proquement, tout  polynôme  invariant  pourra  être  obtenu  par  ce  procédé.  Voir 
aussi  p.  187. 

Gevrey  {M.).  —  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  du  type 
parabolique  (ioo-i48). 

Fin  du  Mémoire  analysé  précédemment  (année  1913  ).  A  signaler  l'étude  du 
problème  du  raccordement. 

Car  tan  (E-)-  —   Les  groupes   projectifs   continus    réels  qui  ne 
laissent  invariante  aucune  multiplicité  plane  (  1 49_1 86). 

L'auteur  a  indiqué  par  ailleurs  (')  comment  on  peut  former  tous  les  groupes 
linéaires  continus  ne  laissant  invariante  aucune  multiplicité  plane,  en  supposant 
que  les  paramètres  et  les  variables  sont  complexes. 

Il  s'occupe  ici  du  cas  où  les  paramètres  sont  réels  et  les  variables  complexes, 
puis  du  cas  où  paramètres  et  variables  sont  réels. 

Les  résultats  ont  des  applications  relatives  à  la  théorie  des  groupes;  ils  en 
ont  aussi  pour  la  représentation  des  points  imaginaires;  par  des  figures  réelles. 

Prix  Léon  Marie  (annuel.  5oor' )  (p.  188).  —  Règlement  du  concours.  — 
L'Institut  des  Actuaires  français,  5,  rue  Las-Cases,  Paris,  est  chargé  de 
décerner  le  prix. 

Le  Roux  (./•)•  —  Sur  le  problème  de  Dirichlet  (  i8ç)-23o). 

Beaucoup  de  théories  mathématiques  et  de  problèmes  d'application  conduisent 
à  envisager  les  fonctions  qui  dépendent  de  toutes  les  valeurs  que  prennent  des 
fonctions  arbitraires  dans  un  certain  domaine. 

Les  fonctions  de  celte  nature  ont  été  l'objet  de  recherches  de  MM.  Volterra, 
Arzela,  Hadamard. 

Considérant  l'intégrale  de  Dirichlet  et  l'équation  de  Laplace,  chacune  comme 
limite  d'une  somme  finie,  M.  J.  le  Roux  étudie  la  variation  de  celte  somme  par 
un  procédé  qui  consiste  à  déduire  le  passage  à  la  limite  de  la  variation,  ce  qui 
lui  permet  d'envisager  les  cas  où  l'intégrale  limite  n'existerait  pas. 

Villa t  (/■/.)•  —  Sur  la  validité  des  solutions  de  certains  problèmes 
d'Hydrodynamique  (281-290;. 
La  théorie  du  mouvement  discontinu  des  fluides  a  donné  lieu  à  de  nombreux 

(*)  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  XLI,  1913,  p;  53-96. 
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travaux,  parmi  Lesquels  ceux  de  M.  Villal  font  autorité,  surtout  en  ce  <|ui  con- 
cerne le  problème  de  l'écoulement  d'un  courant  fluide,  illimité  ou  non,  autour 
d'un  obstacle  de  forme  donnée,  les  parois,  s  il  y  en  a,  ayant  aussi  des  formes 
données  à  l'avance. 

Mais,  en  raison  de  difficultés  signalées  par  M.  Brillouin.  les  solutions  aux- 
quelles on  arrive  restent  illusoires,  car  il  se  présente  diverses  impossibilités 
1res  difficiles  à  déceler  a  priori. 

M.  Villal  établit  quelques  conditions,  d'une  application  pratique  très  aisée, 
concernant  la  fonction  arbitraire  dont  dépend  la  forme  de  l'obstacle  supposé 
placé  dans  le  courant,  conditions  telles  que  la  solution  correspondante  est  géné- 
rale et  acceptable.  II  étudie  d'abord  le  cas  du  lluide  indéfini,  puis  celui,  beau- 
coup plus  complexe,  du  fluide  limité  par  deux  parois. 

Il  insiste  m-tamment  sur  les  obstacles  convexes  en  forme  de  proue,  d'où  les 
lignes  de  glissement  se  détachent  avec  un  rayon  de  courbure  non  nul,  ce  qui  est 
le  plus  intéressant  pour  l'application  pratique,  et  il  énonce  des  cas  étendus  où 
les  vitesses  et  les  lignes  de  glissement  sont  toujours  acceptables. 

Liénard  et  Chipar t.  —  Sur  le  signe  de  la  partie  réelle  des  racines 
d'une  équation  algébrique  (291-346). 

Signalons  une  des  rares  études  d'Algèbre  parue  depuis  les  travaux  de 
Laguerre;  les  auteurs  se  sont  trouvés,  à  propos  de  recherches  de  Physique 
mathématique  et  de  Mécanique  rationnelle,  en  présence  de  ce  problème  inté- 
ressant : 

«  Etant  donnée  une  équation  algébrique  à  coefficients  réels,  trouver  les  con- 
ditions pjur  que  ses  racines  soient  de  la  l'orme  —  K2+  (3  \/ — 1,  K  étant  essen- 
tiellement différent  de  zéro  et  fi  pouvant  prendre  une  valeur  quelconque,  zéro 
compris.  » 

Appelant  quantités  pseudo-positives  les  expressions 

à}-\-bi    (a-  positif;  b  positif,  négatif  ou  nul) 

et  pseudo-négatives  les  expressions 

—  aJ-t-  bi     (a2  positif;  b  positif,  négatif  ou  nul), 

les  racines  d'une  équation  se  classent  dans  l'une  des  catégories  :  pseudo-posi- 
tives, pseudo-négatives,  nulles,  purement  imaginaires. 

Les  auteurs  donnent  les  conditions  pour  que  les  racines  de  l'équation  soient 
pseudo-négatives. 

À  rapprocher  de  travaux  simultanés  de  Houlh  sur  la  même  question,  comme 
le  font  MM.  Liénard  et  Chipart. 

Peut-être  la  question  mériterait-elle  d'attirer  de  nouveau  l'attention  des 
algébristes. 

Duhem  (P.).  —  Le  problème  général  de  l'Electrodynamique  pour 
un  système  de  corps  immobiles  ( 347~4 16). 

Ce  n'est  pas  précisément  une  suite  au  Mémoire  analysé  plus  haut  (année  1910), 
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mais  l'étude  par  des  procédés  différents  (un  autre  biais,  dit  modestement  le 
grand  physicien)  du  cas  où,  au  lieu  d'un  seul  corps  diamagnétique  homogène, 
on  se  trouve  en  présence  de  systèmes  composés  de  plusieurs  corps  de  nature 
différente. 

La  méthode  suivie  ici  consiste  à  tracer  la  voie  qu'il  conviendrait  de  prendre 
si  l'on  voulait  résoudre  de  manière  effective  le  problème  général  de  l'Électro- 
dynamique,  tel  que  la  théorie  de  von  Helmholtz  le  pose  pour  un  système  de 
corps  immobiles. 

La  solution  de  ce  problème  se  ramène  à  la  détermination  de  quatre  fonctions, 
la  fonction  potentielle  électrostalique  et  les  trois  fonctions  de  Helmholtz,  pro- 
blèmes qui  dépendent  eux-mêmes  de  l'intégration  d'équations  aux  dérivées 
partielles  du  deuxième  et  du  troisième  ordre. 


7e  série,  tome  I,  igi 5. 

Pérès  (</•)•  —  Sur  les  fonctions  permutables  de  première  espèce 
de  M.  Volterra  (1-97). 

La  théorie  des  fonctions  permutables  de  première  espèce,  c'est-à-dire  telles 
que 

f'/(x,  \)9{l,y)d\=f     -Hx,l)/a,y)dl 

a  été  développée  par  M.  Volterra,  qui  en  a  indiqué  les  applications  a  la  théorie 
des  fonctions  intégrales  ('),  puis  par  M.  Yessiot  (2). 

Le  but  de  ce  Meinuire  est  la  détermination  des  fonctions  permu  ables  avec 
une  fonction  donnée,  en  partant  des  premières  notions  concernant  le  sujet,  ce 
qui  permet  de  suivre  aisément  l'auteur. 

Cette  correspondance  entre  fonctions  semble  promettre  des  résultats  assez 
intéressants  pour  que  M.  Volterra  en  ait  fait  l'objet  de  Leçons  à  l'Université  de 
Rome. 

Duhem  (P.).  —  Note  sur  le  problème  général  de  l'Electrodyna- 
mique  (99-103). 

Rectifications  concernant  le  Mémoire  analysé  plus  haut  (année  igi4)- 

Denjoy  (A.).  —  Mémoire  sur  les  nombres  dérivés  des  fonctions 
continues  (io5-24o). 

Étude  des  nombres  dérivés  des  fonctions  continues  les  plus  générales. 

Conclusion  essentielle  :  Si  l'on  néglige  un  ensemble  de  mesures  certainement 
nulles,  en  un  point  quelconque,  les  dérivés  extrêmes  d'une  même  fonction 
continue  se  groupent   suivant  l'un   des  quatre   modes  suivants  :   1°  les   dérivés 

(')  Rend.  Lincei,  1910-1911  (premiers  semestres). 
(2)  Comptes  rendus,  1912  (1"  semestre). 
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extrêmes  smii  +'oo  cl  — »  pour  chaque  côté;  ■■"  Iç  dérivé  supérieur  clroil 
esl  '  .  li'  dérivé  inférieur  gauche  est  —  x  ,  les  deux  autres  dérivés  extrêmes 
étanl  Unis  ri  égaux;  3*  il  existe  une  dérivée  bilatérale  linie;  4"  'es  nombres 
dérivés  .extrêmes  "ni  le--  mêmes  valeurs  qu'au  sefcond  cas,  les  côtés  étant 
échangés. 

Ce  Mémoire  a  pour  hase  l'étude  des  Leçons  sur  l' Intégration,  de  M.  Le- 
besgue  (l)s  et  les  Leçons  sur  les  Fonctions  discontinues,  de  M.  Baire  ('). 
Il  pourra  être  utile  île  leur  joindre  les  Leçons  professées  au  Collège  de 
France,  de  M.  de  la  Vallée  Poussin  (')  :  car  ces  questions  ne  s«>ni  pas  de  celles 
qu'il  soit  possible  de  suivre  sans  profondes  réflexions. 

Goursat  [E\  ).  —  Sur  quelques  points  de  la  théorie  fies  invariants 
intégraux  (24i-2;")()  ). 

M.  Goursal  complète  ici  les  résultats  d'un  Mémoire  antérieur  ( même  Journal, 
1908). 
Il  montre  que  :  de  tout  invariant  intégral  absolu  I,  d'un  système 

dxl  _  dx.:  dx„  _ 

on  peut  en  général  déduire  un  invariant  I  ,  attaché  aux  caractéristiques  de  ce 
système. 

Obtient-on  par  ee  procédé  tous  les  invariants  intégraux  attachés  aux  carac- 
téristiques ? 

Un  invariant  intégral  étanl  donné,  comment  reconnaître  s'il  est  attaché  aux 
caractéristiques  ? 

L'auleur  donne  une  solution  très  simple  de  ces  deux  questions. 

Woronetz  (P.).  —  Sur  le  mouvement  d'un  point  matériel,  soumis 
à  une  force  donnée,  sur  une  surface  fixe  et  dépolie  (261-2- 5  ). 

Dans  cette  Note,  M.  Voronetz  obtient,  d'abord  an  moyen  des  coordonnées  cur- 
vilignes u,  v  de  Gauss,  l'équation  différentielle  de  la  trajectoire  d'un  point 
matériel  M,  soumis  à  une  force  CI>  et  contraint  à  se  mouvoir  sur  une  surface  fixe 
dépolie;  ensuite  il  suppose  que  le  mouvement  du  point  M  ait  lieu  sur  S  par- 
faitement polie,  sous  l'action  de  la  même  force  <I>  :  c'est  ce  qu'il  appelle 
«  problème  non  troublé  »;  enfin,  il  considère  les  constantes  d'intégration  du 
problème  non  troublé  comme  variables  dans  le  problème  «  troublé  »  (S  dépolie), 
et  il  développe  les  équations  différentielles  qui  définissent  ces  nouvelles  varia- 
bles en  fonction  du  temps  t. 

Boussinesq  (./.).  —  Comment  le  débit  d'un  tuyau  de  conduite 
affecté  d'un  rétrécissement  notable  mais  graduel,  peut  se  déduire 
de  rabaissement  dé  pression  qui  s'y  produit  le  long  de  la  partie 
rétrécie  ( 277-288'). 

Il  résulte  des  observations   de   l'ingénieur  américain    démens   Hershell,  con- 

(')  Collection  Borel,  Gauthier- Villars,  Paris. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2"  série,  t.  XLVI.  (Mai   1922.)         K.5 
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lirmé  par  d'autres  plus  récentes,  que  le  débit  d'une  conduite  alfecté  d'un  rétré- 
cissement notable  mais  graduel,  se  déduit  facilement,  au  centième  près,  de  la 
différence  des  deux  pressions. 

M.  Boussinesq  a  remarqué  la  présence  d'un  paradoxe  dans  cette  théorie.  Il 
l'explique  en  montrant  qu'il  a  son  origine  dans  deux  petites  erreurs  de  calcul, 
de  sens  contraires. 

Boussinesq  («A).  —  Rapport  du  prix  Boileau  d'hydraulique  pour 
l'année  1 9  t  5  (285-289). 

Un  seul  candidat  :  M.  Umberto  Puppini.  M.  Boussinesq  analyse  le  Mémoire 
présenté  par  M.  Puppini  (  Le  principe  de  réciprocité  pour  les  nappes  arté- 
siennes) et  conclut  à  ce  que  le  prix  lui  soit  attribué. 

Boussinesq  (J.).  —  Complément  à  un  Mémoire  du  deuxième 
fascicule  du  Journal  a'e  Mathématiques  pour  191 2,  sur  la 
théorie  géométrique  des  déplacements  bien  continus  des  corps 
déformables  :  remarques  et  calculs  montrant  que  la  complication 
des  formules  pour  les  grands  déplacements  est  due  non  aux 
déformations,  mais  aux  rotations  (291-296). 

Afin  de  mieux  apprécier  le  degré  de  complication  que  les  rotations  intro- 
duisent dans  le  sujet,  M.  Boussinesq  traite  en  détail  le  cas,  de  beaucoup  le  plus 
simple,  où  les  deux  coordonnées  x,  y,  avec  les  deux  déplacements  §,  t,,  sont 
seules  à  considérer. 

Jager  (/'•)•   —   Sur  les    marées  d'un  bassin  à    parois   verticales 

(297-352). 

Ce  travail  important  a  pour  principal  objet  l'étude  des  marées  proprement 
dites,  c'est-à-dire  des  oscillations  contraintes  d'un  bassin  limité  par  des  parois 
verticales,  en  tenant  compte  de  la  force  centrifuge  composée,  due  à  la  rotation 
dé  la  Terre. 

L'attraction  exercée  sur  lui-même  par  le  bourrelet  liquide  est  négligée,  ainsi 
que  le  frottement;  la  croûte  terrestre  est  supposée  indéformable. 

Le  problème  est  mis  en  équation  selon  la  méthode  de  Poincaré.  La  démon- 
stration de  l'existence  de  la  solution  est  obtenue  à  l'aide  des  équations  de 
Kredholm  ;  à  cet  effet,  une  méthode  introduite  par  M.  Picard  dans  son  Mémoire 
Sur  la  solution  du  problème  général  de  Diiichtet,  est  utilisée. 

Une  bibliographie  bien  étudiée,  et  réduite  aux  principaux  travaux,  aidera  à 
l'étude  de  cette  question. 

Gonggryp  (B.).  —  Quelques  théorèmes  concernant  la  relation 
entre  les  zéros  d'un  polynôme  et  ceux  d'un  polynôme  de  degré 
inférieur  (353-365  )■. 

De  nombreux  mathématiciens  se  sont  efforcés  d'étendre  le  théorème  de  Bolle 
aux  racines  imaginaires  des  équations. 
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D'après  l'auteur  de  cette  Note  :  aucun  des  zéros  de  la  dérivée  /'(•»)  d'un 
|icil\  iiunic  /"(  ;  )  ne  peut  se  trouver  en  dehors  du  polygone  limite  des  zéros 
de  f(z).  Il  en  résulte  :  quand  tous  les  zéros  du  |)id  yiiome  /(  z  )  sont  situés  en 
dehors  d'un  cercle,  décrit  de  l'origine  comme  centre  avec  an  rayon  R,  tous  les 
zéros  de  n/(z)  —  zf'[z)  se  trouvent   aussi  en  dehors  du  mime  cercle. 

Bohlin   i  K.  .    —   Sur  Le  développement   des   intégrales    du  pro- 
blème des  trois  corps  I  >0--4o6). 

Ce  travail  de  grande  envergure  est  la  mise  au  net,  si  l'on  peut  dire,  d'impor- 
tantes études  de  l'auteur  relatives  au  mouvement  d'un  corps  C  de  masse  nulle, 
attiré  par  deux  autres  corps  A,  B,  dont  chacun  décrit  autour  de  l'autre  une 
orbite  circulaire. 

En  prenant  pour  origine  des  coordonnées  le  centre  de  gravité  de*  corps  A 
et  B;  en  désignant  par  r  le  rayon  vecteur  du  corps  C  et  par  v  la  longitude  du 
rayon  vecteur  r  par  rapport  à  la  situation  de  la  ligne  AB  à  l'origine  du  mou- 
vement; en  représentant  par  x,  y  les  coordonnées  recti lignes  correspondantes, 
par  w  la  longitude  du  rayon  vecteur  AB  par  rapport  à  la  même  direction  ini- 
tiale. M.  Thye  a  calculé  des  valeurs  de  ces  coordonnées  s'accordant,  à  cinq  déci- 
.  maies  près  au  moins,  avec  des  résultats  obtenus  précédemment  par  v.  Haerdtl. 

De  l'orbite  ainsi  déterminée,  M.  Bohlin  déduit  les  expressions  analytiques  qui 
représentent  le  mouvement  dans  le  problème  des  trois  corps  dont  il  s'agit. 

L'orbite  relative  est  une  courbe  de  forme  triangulaire,  pour  laquelle  les 
formules 

r  =  A  [  i  —  e,  eos  u  —  e2  cos  v  ] , 

nt  =  u  —  e\  Si  m  —  e'.  Si  v, 

nt  =  v  —  e]  Si  u  —  e:;  Si  v 

fournissent  déjà,  avec  des  valeurs  con\enables  des  excentricités,  une  repré- 
sentation assez  approchée.  Les  valeurs  des  [excentricités  sont  différentes  pour 
le  rayon  vecteur  r  et  pour  chacune  des  équations  képlériennes  généralisées 
de  nt.  Il  devient  pourtant  nécessaire  d'ajouter  des  éléments  variables,  notam- 
ment longitude  de  périhélie,  longitude  d'époque,  et  d'autres  pour  lesquels  l'au- 
teur a  déduit, rpar  des  calculs  numériques  à  un  certain  degré  schématiques,  des 
développements  déforme  autologue,  procédant  suivant  les  multiples  des  anoma- 
lies u,  v.  Quatre  tableaux  jouent  les  traits  des  fonctions  élémentaires  des  deux 
variables,  qui  sont  employées  pour  la  représentation  dont  il  s'agit. 

Les  formules  obtenues  ont  sur  les  développements  antérieurement  usités 
l'avantage  de  pouvoir  être  étendus  à  des  puissances  très  élevées  des  excen- 
tricités  et  des  autres  éléments. 


-e  série,  tome  II.   191 6. 

Globa-Mikhaïlçnko   (B.).    —    Sur   quelques    nouvelles    figures 
d'équilibre  d'une  masse  fluide  en  rotation  (i-~8). 

L'auteur  apporte  ici  une  importante  contribution  au  problème  posé  et  illustré 
par  les  travaux  des  plus  grands  mathématiciens. 
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<  >n  s'est  à  l'origine,  dès  la  découverte  de  l'attraction  universelle,  proposé  de 
trouvei-  les  figures  d'équilibre  d'une  masse  liquide  et  homogène  qui  tourne  uni- 
formément autour  d'un  axe  fixe  et  dortl  les  particules  s'attirent  d'après  la  loi 
de  Newton. 

Une  autre  question,  encore  plus  ardue,  est  de  reconnaître  -i  les  figures  obte- 
nues sont  stables  ou  instables,  ce  dernier  cas  n'étant  pas  acceptable,  évidem- 
ment, au  point  de  vue  physique. 

L'introduction,  conjointement  à  l'attraction,  des  forces  capillaires  qui  pro- 
duisent une  faible  pression  superficielle,  proportionnelle  à  la  courbure  moyenne 
de  la  surface,  fait  l'originalité  de  ce  travail  en  raison  de  cette  conclusion  :  ces 
forces  rendent  impossibles  les  ligures  ellipsoïdales  d'équilibre. 

\u  contraire,  quand  ces  seules  forces  interviennent,  c'est-à-dire  quand  l'at- 
traction newtonienne  n'existe  pas  (liquides  de  Plateau),  les  ligures  d'équilibre 
du  repos  se  transforment  en  anneaux  quand  on  les  fait   tourner  autour  de  leur 


Humbert  {G.).  —  I.   Sur  la  .méthode  d'approximation  d'Hermite 

(70,-103.).  II.     Sur    les    fractions  continues    ordinaires    et 

les  formes    quadratiques    binaires     indéfinies     (  1  o4  -  1 5  4  )•    — 
III.  Remarques  sur  certaines-  suites  d'approximation  (i.V>-i(i-  1. 

I.  H  ermite  a  indiqué  une  méthode  remarquable  pour  l'approximation  d'un 
nombre  irrationnel  positif  w.  Humbert  étudie  cette  méthode,  que  l'emploi  d'une 
interprétation  géométrique  simple  rend  d'une  lumineuse  clarté.  Il  résout  les 
problèmes  suivants  : 

i°  Etant  données  deux  fonctions  d'Hermite  consécutives,  trouver  la  suivante, 

c'est-à-dire  former  directement  la  suite  d'Hermite; 

3°   Reconnaître  si  une  fraction  donnée  appartient  à  cette  suite: 

3"   Etudier   la    liaison    entre    l.s    réduites    ordinaires    de    fi>    et    les    fractions 

d'Hermite. 

Humbert  est  de-  plus  conduit  à  un  développement  de  <o,  analogue  au  dévelop- 
pement en  fraction  continue,  dont  il  expose  les  propriétés  principales. 

II.  Ce  travail  est  divisé  en  trois  parties  : 

i°  Exposé  d'une  interprétation  géométrique  des  fractions  continues  (dérivée 
de  travaux  de  Stephen  Smith),  analogue  à  celle  qui  est  utilisée  dans  le 
Mémoire  I;  cette  interprétation  conduit  à  une  démonstration  tics  simple  du 
théorème  de  Lagrange  sur  la  périodicité  et  rend  intuitives  plusieurs  propriétés 
des  réduites  ; 

2*  Etude  du  nombre  de  certaines  formes  réduites  équivalant  à  une  forme 
quadratique  binaire  indéfinie  /,  à  coefficients  entiers; 

3°  Calcul  du  nombre  des  réduites  d'Hermite  équivalant  à  f. 

III.  Démonstrations  simples  de  propositions  dues  à  M.  Hurwitz,  d'une  autre 
proposition  due  à  M.  Markoff  et  complément  à  ces  proposition-. 

Cet  ensemble  de  travaux,  qui  pourrait  servir  de  base  à  un  beau  chapitre  de 
l'Algèbre,  ajoute  à  nos  regrets  d'avoir  vu  disparaître  prématurément  le  savant 
mathématicien  que  fut  Humbert. 
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fCelleher    ($.-B.).  Des    Limites    des    jéros    d'un    polynôme 

(  1 69- 171). 

La  fond  ion  enl  ière 

1  -+-  a,  ;  -t-  asz2-+-. . . 

n'a  pas  île  zéros  à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon 

1 
1  :  (1+  |  fl, |2+  |a2[2-4-...)S 
si  la  série 

1  -f-  |  a,  |-+  |  a.,  |-  -+-.  . . 
est  convergehtft. 

Bohlin  (  K.  ).  —  Sur  le  développement  des  intégrales  du  problème 
des  trois  corps  (  17  3-2 00). 

Fin  du  Mémoire  analysé  précédemment  (année  iqi5). 

/>«?  Afontessus  de  Ballore  (/?.)••  —  Sur  les  courbes  gauches  algé- 
briques (20  i-25a). 

I.  Une  courbe  gauche  étant  représentée  par  des  équations  de  la  forme 

z,(x,  y)  =  q,         s/  (a;,  r)  —  4(.r,  7  )  =  o, 

on  peut  étudier  complètement  ses  singularités  en   partant  des  singularités    des 
courbes  planes 

p  =  O,  y    =  o,  ']/  ic;   0. 

II.  Extension  à  des  courbes  gauches  ayant  des  singularités  et  aux  courbes 
gauches  ayant  des  points  à  l'infini  d'une  célèbre  proposition  d'Halphen  relative 
aux  courbes  gauches  dépourvues  de  singularités  et  de  points  à  l'infini:  appli- 
cation à  la  courbe 

(  2  y  —  1)  (  x3  ■+-  y* —  2x) 


y  —  y 


qui  a  des  points  à  l'infini. 


(  x  —  y  )  \x(x'-->r-  r  •  )  -+-  x7  —  y'2  ] 


Jordan   (C).    —   Sur  les   groupes  linéaires  (niodjo)  à  invariant 
quadratique  (263-280  ). 

M.  Dickson  (')  a  déterminé  l'ordre  et  la  structure  des  groupes  de  substitu- 
tions linéaires  (mod  p)-,  p  premier,  qui  laissent  invariante  une  forme  quadra- 
tique F  (.r,,  x,,,  ...,  xn)  mod  p. 

Il  restait  toutefois  une  Lacune,  que  précise  Jordan,  à  combler  :  le  R.  P. 
de  Séguier  a  pu  le  faire  (2j  (voir  l'Analyse  du  Mémoire  suivant)  et,  en  consé- 
quence, la  théorie  de  M.   Dickson  peut  être  considérée  comme  achevée. 

Elle  est  cependant  susceptible  de  simplifications  :  c'est  ce  que  montre  Jordan. 

(')  Linear  Groupes,  Teulmer,  Leipzig,  1901. 
(-)  Comptes  rend  as  Acad,  Se.,   tax'i. 
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De  Séguier  (J.-A.).  —  Sur  les  groupes  à  invariant  bilinéaire  ou 
quadratique  dans  un  champ  de  Galois  (28 1-366). 

Le  R.  F.  de  Séguier  étudie  d'abord  la  théorie  des  groupes  linéaires  à  inva- 
riant quadratique  dans  un  champ  de  Galois,  en  prenant  cet  invariant  sous  la 
forme  d'une  somme  de  rectangles  augmentée  d'une  forme  quadratique  à  une  ou 
deux  variables. 

Cette  méthode  est  due  à  Jordan. 

A  l'aide  de  la  même  méthode,  le  K.  P.  de  Séguier  étudie  ensuite  le  groupe 
linéaire  à  invariant  hermitien,  puis  le  groupe  linéaire  à  invariant  bilinéaire 
gauche. 

Il  arrive  à  de  nouveaux  et  remarquables  résultats. 


7e  série,   10111e  III,    1917. 

v 

Mon  tel  (/■*•)■  —  Sur  la  représentation  conforme  (i-54). 

La  représentation  conforme  d'un  domaine  D,  limité  par  un  seul  contour  C  ri 
contenu  dans  le  plan  de  la  variable  Z,  sur  un  domaine  D'  limité  par  un  seul 
contour  C,  se  ramène  à  la  représentation  conforme  de  chacun  de  ces  domaines 
sur  un  cercle  d  de  rayon  un,  limité  par  une  circonférence  c  et  contenu  dans  le 
plan  des  ;. 

L'auteur  s'occupe  d'abord  de  la  représentation  conforme  d'un  domaine  sim- 
plement connexe  D  sur  le  cercle  d;  il  montre  la  possibilité  de  la  représenla- 
t  on  conforme  pour  un  domaine  simplement  connexe  quelconque  dont  la  fron- 
tière ne  se  réduit  pas  à  un  seul  point. 

Il  apporte  ensuite  quelques  compléments  à  l'étude  que  MM.  Caraihéodory  et 
Lindelof  ont  faite  de  la  correspondance  entre  les  points  frontières  d'un  domaine 
simplement  connexe  D,  limité  par  une  frontière  C,  el  la  circonférence  c  d'un 
cercle  d  correspondant  à  D. 

Barrau    (./.-  [.).  Mouvements     algébriques     dans    le    plan 

l  55-76). 

La  position  d'un  plan  mobile  {x,  y)  dans  le  plan  fixe  (X,  Y)  est  donnée  par 
les  relations 

(1,  x  )  \  =  xc-^js-+-a,        Y  =  xs  — yc  -+-  b 

(  c  =  coso,  s  —  sin  9  ), 
(3)  CÎ-HSÎ^I. 

Un  mouvement  est  déterminé  si  a,  b  sont  connus  en  fonction  du  temps  /:  si 
r,  s,  a,  b  sont  liés  par  des  relations 

(  '1,  5)  fl  (c,  s,  a,  b)  =  o,        /,  (c,  s,a,  b)  —  o. 

La  trajectoire  F (X,  Y)  =  o  du  point  as  =  ùsx,  y  ==yx  du  plan  mobile  dans  le 
plan  fixe  est  obtenue  par  l'élimination  de  c,  s,  a,  b  entre  les  équations  (1)  à  (5). 
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i  in  peut  i  onsidérer  la  suite  des  râleurs  de  »,  c,  a,  b  connue-  une  courbe  dans 
tin  espace  à  quatre  dimensions,  ce  qui  permet  de  donner  ;i  toute  la  géométrie 
de  l'espace  à  quatre  dimensions  une  interprétation  cinématique  dans  le  p'an 
ordinaire  de  lYspaee  a  deux  dimensions. 

Montessus  de  Ballore  (  R.  de).  -  Sur  les  quartiques  gauches  de 
première  espèce,  leurs  représentations  paramétriques  el  leur 
classification  (77-  ■  6g  |. 

1.  Représentation  paramétrique  des  quartiques  (ou  ^quadratiques)  gauches, 
de  première  espèce,  qui  sont  les  intersections  de  deux  surfaces  du  second  ordres 
à  l'aide  des  fonctions  sn,  en,  dn  ;  calcul  dans  les  divers  cas  possibles  des  fonc- 
tions/,,/., /3,  /,  utilisées  pour  cette  représentation  : 


t\    -i\u.  cou,  dm/)        f.2(snu,  en  h.  dn//) 


f3  (  sn  //.  en  //.  dn  //  i         /',  (  sri  //,  en  //,  dn  //  ) 

Cas  de  dégénérescences.  Remarque  de  M.  Vogl. 

II.  Classification,  précisant  et  complétant  les  classifications  antérieures,  basée 
sur  les  résultats  qui  précèdent. 

Hamy  i  M .  ) .  —  Sur  un   cas  particulier  de  diffraction  des  images 
des  astres  circulaires. 

L'auteur  étudie  le  problème  suivant  : 

Un  astre  circulaire,  de  diamètre  2e,  étant  observé  au  foyer  d'une  lunette 
diaphragmée  par  une  fente  rertiligne.  trouver  les  variations  de  l'intensité 
lumineuse,  te  long  de  l'axe  de  symétrie  de  l'image  parallèle  au  grand 
côté  h  de  la  fente,  dans  une  direction  faisant  l'angle  f  avec  la  droite 
allant  de  l'observateur  au  centre  de  l'astre. 

Cette  question  se  pose  à  propos  d'une  méthode  expérimentale  imaginée  par 
M.  Hamy  pour  mesurer  le  diamètre,  mal  connu  encore,  du  Soleil  et  en  éfcisdier 
les  variations,  méthode  consistant  à  observer  l'astre  au  foyer  d'une  lunette  dont 
l'objectif  est  recouvert  d'un  écran  opaque,  percé  d'une  fente  de  grande  lon- 
gueur. 

Hancock     (M.  !..  Problèmes     de     (iéométrie     arithmétique 

(2i,;-245  >. 

La  géométrie  arithmétique,  ou  géométrie  des  nombres,  désigne  la  théorie  où 
des  théorèmes  numériques  sont  inspirés,  expliqués,  illustrés  par  des  notions 
géométriques. 

La  géométrie  arithmétique  peut  se  borner  aux  nombres  naturels  rationnels 
ou  entiers  (Gauss)  ou  s'élever  aux  nombres  algébriques,  transcendants  (Min- 
kowski  i. 

M.  H.  Hancock  s'occupe  ici  des  nombres  naturels  entiers. 
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Le  principe  qu'il  met  en  œuvre  est  de  compter  combien  de  fois  un  phénomène 
donné  peut  se  présenter  dans  une  construction  géométrique  convenablement 
choisie. 

Ouand  ce  calcul  pouvant  être  effectué  de  deux  manières,  conduit  à  des  for- 
mules non  identiques,  l'équation  qui  exprime  l'identité  des  deux  résultats 
correspond  à  l'énoncé  d'une  proposition  arithmétique. 

C'est  ainsi  que  l'auteur  retrouve  très  élégamment  cette  proposition  due 
à  Sylvestre  : 

La  probabilité  pour  que  trois  nombres  entiers  choisis  au  hasard  n'aient 
pus  de  diviseur  commun  est  -• 


Burstall  {F.-W  .).  —  Gongruenee  s<j  rapportant  aux  nombres  de 
Bernoulli  el  d'Euler  au  module  p**'  (247-264). 

Kummer  a  donné  une  congruence  générale  se  rapportant  aux  nombres  de 
Bernoulli  et  d'Euler.  L'auteur  de  cette  \ote  développe  cette  congruence  et  lui 
donne  des  formes  plus  générales,  à  l'aide  d'une  nouvelle  congruence  qui  traite 
des  dillèrences  de  zéro,  attendu  que  ces  dilférences  se  prêtent  facilement  à 
l'étude  des  fonctions  périodiques  dans  la  théorie  des  nombres. 

Jordan  (C).  —  Mémoire  sur  les  groupes  résolubles  (26.V3-4  ). 

L'objet  principal  du  célèbre  Traité  des  substitutions  de  C.  Jordan  est  la 
solution  des  questions  suivantes  : 

Problème  A. —  Construire  les  groupes  résolubles  ma  xi  ma  de  substitutions 
entre  n  lettres. 

Problème  B.  —  Construire  les  groupes  résolubles  primaires  maxima  con- 
tenus dans  le  groupe  des  substitutions  linéaires  homogènes  à  n  variables 
(  mod  p). 

Problkme  C. —  Opérer  la  même  construction  en  n'employant  que  des  substi- 
tut ions  assujetties  à  reproduire  à  un  facteur  près  une  forme  <I>  (  tnod  p)  (qua- 
dratique si  p  =  1,  bilinéaire  gauche  à  deux  systèmes  de  variables  cogrédientes 
si  p  est  impair)  et  de  discriminant  ^  o  (\uoàp). 

C.  Jordan  avait  obtenu  la  solution  simultanée  de  ces  trois  problèmes  par 
l'établissement  d'une  échelle  de  récurrence  qui  les  ramène  les  uns  aux  autres 
jusqu'au  moment  où  le  résultat  peut  être  écrit  immédiatement. 

Dans  un  Mémoire  postérieur  {Memorie  délia  Pontificia  Accademia  Roniana 
dei  Nuovi  Lincei,  vol.  XXVI),  C.  Jordan  avait  simplifié  son  analyse  et  l'avait 
étendue  au  cas  où,  dans  le  problème  C.  on  suppose  soit  <P  quadratique  et  p  im- 
pair, soit  <t>  bilinéaire  et  p  =  2. 

C'est  la  discussion  exposée  dans  le  Mémoire  des  Nuovi  Lincei,  qui  est  reprise 
et  complétée  ici. 

R.    DE  MoNTESSUS  DE  BaLLORE. 
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WWLE5    SGIÈIS  TIEIQUES  DE   L'ÉCOLE   .NORMALE   SUPÉRIEURE. 
Tome  XXXV  r  1918  )  (,'). 

Boussinesq  (J.)-  —  Complément  à  un  récent  Mémoire  des 
Annales  scientifiques  de  l'Ecole  Normale  supérieure  sur  la 
poussée  des  terres  et  l'état  ébouleux  (2  j,  avec  quelques  idées 
générales  sur  la  Mécanique  des  ^emi-fluides,  et  application  de 
ces  idées  aux  corps  plastiques  (1-128). 

M.  Boussinesq  considère  ici  le  cas  où  la  surface  libre  ou  la  paroi  cessent  d'être 
planes,  mais  restent  cylindriques,  et  le  cas  où  l'on  introduit  une  seconde  paroi 
en  arrière  de  la  première.  Il  cite  comme  exemple  important,  mais  sans  doute 
difficile  à  calculer,  d'état  ébouleux  l'écoulement  du  sable  dans  un  sablier,  et 
indique  une  explication  du  fait  que  les  massifs  pulvérulents  étouffent  le  son. 
Après  quelques  aperçus  sur  la  mécanique  des  semi-fluides  en  général,  contenant 
aussi  d'intéressants  résultats  sur  les  corps  durs  et  cassants,  M.  Boussinesq 
s'attache  à  expliquer  les  lois  par  lesquelles  Tresca  a  représenté  les  résultats  de 
ses  expériences  sur  le  poinçonnage  des  métaux. 

Gevrey  (  Maurice  ».  —  Sur  la  nature  analytique  des  solutions  des 
équations  aux  dérivées  partielles  (premier  Mémoire)  (1 29-1  go). 

M.  Gevrey.  généralisant  une  notion  introduite  à  propos  des  équations  du  type 
parabolique,  nomme  fonctions  de  classe  a  celles  dont  la  dérivée  n^me  est  infé- 
rieure en  valeur  absolue  à  M  — - >  notion  qui   s'étend  ensuite  aux  fonctions 

de  plusieurs  variables.  Soient 

(1)  F(x,y,  z,  p,q,  r,s,t)  =  o, 

(2)  f  (x,y,  -./>,  q,  >•)       =  o 

des  équations  du  type  elliptique  et  du  type  parabolique 


On  suppose  que  F  et  /  sont,  ou  de  classe  a  en  a;  et  continues  en  y,  ou  de 
classe  3  en  y  et  continues  en  x,  ou  de  classe  a  en  x  et  3  en  y.  et,  dans  tous 
les  cas,  de  classe  y  en  (z,  p,  q,  r,  s.  t)  (  x,  3,  y  ^1).  Dans  ces  conditions,  toute 
solution  régulière  de  ces  équations  sera  de  même  nature  que  f  ou  que  F  par 
rapport  à  x  et  y. 

En  outre,  si  l'équation  (1)  admet,  dans  le  cas  où  a  =  3  =  7  =  1,  d'un  certain 
côté  d'une  droite  AB  parallèle  à  Oy,  une  solution  régulière  se  réduisant  sur  Oy 
à  une  fonction  analytique  de  y,  celte  solution  est  prolongeable  analytiquement 


I  '  1   \  "ii-  Bull,  des   Se.  math.,  t.  XL VI,  1922,  2'  partie,  p.  5. 
|  Ibid. 

Bull,  des  Sciences  inathern..  >'  série,  t.  \L\  *.  (Août  1922.)  R.6 
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au  delà  de  AB.  Ce  résultat    n'est    d'ailleurs  valable   que   sous   certaines    hypo- 
thèses, énoncées  au  début  par  M.  Gevrey,  comme  le  montrent  les  équations 

(rt  —  s-)  (i.+  p*-i-qi)-"-=  R-% 

[ï-hp-)t  —  ipqs+-  (i+  g-)r]  (  +  /+f)     -  =  aR-', 

qui  admettent  toutes  deux  la  solution 


;  =  —  yR2 —  x2  —  y"*, 

nulle  sur  le  cercle  de  centre  0  et  de  rayon  R,  et  cependant   non  prolongeahle 
au  delà.  I  n  résultai  analogue  est  obtenu  pour  l'équation  (2). 

Lebesgue  (Henri ).  —  Remarques  sur  les  théories  de  la  mesure  et 
de  l'intégration  (191-2.50). 

Comparaison  entre  les  procédés  de  M.  Borel  et  ceux  de  M.  Lebesgue;  indi- 
cations sur  les  conséquences  de  la  découverte  par  MM.  Lusin  et  Souslin  du  fait 
que  la  projection  sur  un  axe  d'un  ensemble  mesurable  B  peut  être  un  ensemble 
non  mesurable  B:  discussion  sur  des  questions  de  priorité. 

Villat  (Henri).  —  Sur  un  calcul  de   résistance  dans  un  courant 
fluide  limité  par  un  mur  (25i-t5l2  |. 

M.  Villat  montre  que  la  composante  de  la  résistance  directement  opposée  au 
courant,  dont  il  a  donné  antérieurement  une  expression,  peut  recevoir  une 
forme  explicite,  débarrassée  de  tout  signe  de  quadrature.  Il  donne  ensuite 
quelques  applications  d'où  il  résulte  notamment  que  la  présence  du  mur  peut 
modifier  la  résistance  éprouvée  par  l'obstacle  plongé  dans  le  fluide,  soit  en 
l'augmentant,  soit  en  la  diminuant  :  cela  dépend  de  l'orientation  de  l'obstacle 
sur  la  direction  du  mur. 

Leau    ( Léopold ).  —    Sur   la     mesure     des    ensembles    linéaires 
(3I3-392J. 

M.  Leau  donne  de  la  mesure  des  ensembles  de  certaines  familles  une  défi- 
nition qui  se  réduit  à  celle  de  MM.  Borel  et  Lebesgue  quand  celle-ci  donne  une 
mesure  positive,  mais  qui  en  diffère  dans  le  cas  où  la  mesure  (de  Borel- 
Lebesgue)  serait  nulle.  Pour  cela,  M.  Leau  étudie  les  ensembles  bornés  situés 
dans  un  même  milieu  de  translation  :  un  milieu  de  translation  est,  par  défi- 
nition, un  ensemble  qui  peut  être  superposé  à  lui-même  par  certaines  transla- 
tions (ou  périodes)  aussi  petites  que  l'on  veut. 

La  notion  de  mesure  est  ensuite  étendue  aux  milieux  homogènes  (milieux 
de  translation  admettant  pour  période  la  différence  d'abscisses  de  deux  quel- 
conques de  leurs  points  )  et  à  des  milieux  de  translation  plus  généraux,  c'est-à-dire 
à  certaines  familles  d'ensembles  non  bornés. 

Enfin  M.  Leau  étend  la  notion  de  mesure  à  l'ensemble  des  ensembles  mesu- 
rables faisant  partie  des  milieux  qu'il  vient  d'étudier. 

Georges  Giraud. 
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\TTI   DEL  REÀLE  [STITUTO  VENETÔ  Dr  SCIENZE, 
LETTERE  ED  AKTI. 

T.  LXXV1II  (1918-1919). 

Favaro  (A.).—  Oppositori  di  Galileo.  —  III.  Gristoforo  Scheiner 
[Oppositeurs  de  Galilée.  —  III.  Christophe  Scheiner]  (1-107). 

Severi  (F.).  —  Sulle  côrreziôni  al  tfro  d'artiglieria  dipendenti 
dalle  variazioni  di  densità  dell'  aria  [Sur  les  collections  au  tir 
d'artillerie    dépendant    des    variations    de    densité    de     L'air] 

I   2  '.--322). 

Da  ftios  (L.-S.).  —  Interpretazione  dinamiea  dei  movimenti 
indotti  in  un  liquido  da  un  campo  vorticoso  [Interprétation 
dynamique  des  mouvements  déterminés  dans  un  liquide  par  un 
champ  lourbillonnaire  ]  (33i-336). 

Dans  un  liquide  où  ont  lieu  dus  tourbillons,  l'auteur  suppose  qu'aient  origine 
des  forces  ordinaires  de  masse.  Dans  le  cas  d'un  unique  lube  tourbillonnaire,  il 
propose  un  contrôle  expérimental  de  cette  hypothèse. 

Catta/ieo  ( P-). —  Sulla  congruenza  a;B_,  =  (modK)  [Sur  la  con- 
gruçnce  .zn_4  =  1  (mod«)l  ( 33J-344 )• 

Cas  de  n  quelconque. 

Del  Vecchio  {E .).  —  La  soluzione  fondamentale  per  •—-? =  o 

La  .solution  fondamentale  pour  t— ; «  =  o     (35q-382). 

1  ox*         oy-  \    K       J 

II  s'agit  de  la  fonction  qui,  par  rapport  à  l'équation  donnée,  se  comporte 
comme  la  fonction 

\    —  •»'!- 

e~  4(Y]-y| 


par  rapport  à  ['équation  de  la  chaleur.  La  fonction  en  question  est 


-^r  1  r,  -  y) 
F,.  1 


"-.  —  x,  r,  — y)=  I       d<i. 


■7=(H—  y)  -t-p-(?  — ar) 

S    8 


Favaro  (A.).  —  A  proposito  délia  rislampa  di  alcuni  documenti 
relativi  al  proeesso  di  Galileo  [A  propos  de  la  réimpression  de 
quelques  documents  relatifs  au  procès  de  Galilée!  (  55 --56-). 
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Palatini  {A .).  —  Moti  einsteiniani  stazionari  [Mouvements  ein- 
steiniens  stationnaires]  (589-606). 

Les  trajectoires  d'un  point  matériel  libre  qui  se  meut  dans  un  champ  einstei- 
nien  stationnaire  coïncident  avec  un  faisceau  de  trajectoires  des  points  d'un 
système  dynamique  irréversible  ayant  trois  degrés  de  liberté. 

Ser'ini  (B.).  —  Sulle  leggi  ereditarie  che  conservant)  i  massimi 
[Sur  les  lois  héréditaires  conservant  les  maxima]  (783-788). 

T.  LXXIX  (1919-1920). 

Favaro  (A.).  —  Oppositori  di  Galileo.  —  IV.  Claudio  Berigardo 
[Opposileurs  de  Galilée.  —  IV.  Claude  Berigardo]  (39-92). 

Da  Bios  (L.-S.).  —  Sulle  conclu sioni  del  Weingarten  infcorno 
ai  vortici  [Sur  les  conclusions  de  Weingarten  au  sujet  des  tour- 
billons] (93-98). 

Weingarten  trouva  qu'en  des  points  voisins  à  des  filets  tourbillonnaires  très 
minces,  la  pression  est  négative  et  très  grande  en  valeur  absolue.  L'auteur 
prouve  qu'à  la  suite  de  l'hypothèse  faite  par  lui  dans  sa  Note  du  Tome  pré- 
cédent (p.  33i)  on  peut  avoir  des  filets  tourbillonnaires  sans  qu'il  s'ensuive  une 
pression  négative. 

Bordiga  (G.).  —  Elia  Millosevich.  Commémoration  (23-27). 

Pensa  (A.).  —  Geometria  assoluta  délie  formazioni  geometriche 
in  un  Srt  euclideo  [Géométrie  absolue  des  formations  géomé- 
triques dans  un  S«  euclidien]  (275-292),  Note  II  (737-761). 

Palatini  (A.).  —  ds2  einsteiniani  in  rappresentazione  conforme 
con  lo  spazio  euclideo  [ds2  einsteiniens  représentables  confor- 
mément sur  l'espace  euclidien]  (32  1-325). 

Ce  sont  seulement  ceux  qui  correspondent  aux  solutions  longitudinales  de 
Levi-Cività,  lesquels  renferment  comme  cas  particuliers  les  espaces  de  Schwarz- 
schild. 

Favaro  (A.).  —  Note  vinciane  [Note  sur  L.  de  Vinci]  (4o5-432). 

Parvopassu  (C).  —  Sulla  resistenza  al  traino  dei  veicoli  [Sur  la 
résistance  au  traînement  des  véhicules]  (609-627). 

Voir  aussi  une  Note  de  M.  Levi-Cività  sur  ce  sujet  dans  le  Tome  LXXIII  de 
ces  Bendiconti. 

Severi  (F.).  —  Una  rapida  ricostruzione  délia  geometria  sopra 
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una  curva  algebrïca  |1  ne  rapide  reconstruction  d<-  la  géométrie 

sur  une  courbe  algébrique]  (929-938). 

L'auteur  réussi!  <i  employer  la  tractation  de  Rrill  cl  Nôther  en  la  délivrant 
de  l'usage  du  théorème  A/  +  B  :  et  de  l'analyse  des  singularités  au  moyen  de 
transformations  quadratiques  successives.    Les   notions  employées  par  l'auteur 

sont  les  suivantes  :  transformations  birationnelles;  séries  linéaires  g'n  simples 
et  composées  ;  séries  linéaires  complètes  et  partielles  ;  unicité  de  la  série  linéaire 
complète  individuée  par  un  groupe  donné  de  points  ;  image  projectïve  d'une  g'n 
simple  au  moyen  de  la  série  linéaire  des  sections  hyperplanes  d'une  courbe  C 
d'ordre  n  appartenant  à  un  espace  Sr. 

Viaro  (B..).  —  Sulla  risoluzione  dell'  equazione  di  Keplero  [Sur 
la  résolution  de  l'équation  de  Kepler  (965-979). 

Antoniazzi  (A. -M.). —  Di  un  rapido  procedimento  didattico  per 
la  trattazione  dei  principali  problemi  dell'  Astronomia  [Sur  une 
méthode  didactique  rapide  pour  traiter  les  principaux  problèmes 
de  T Astronomie]  (1  187-1246^. 

Emploi  du  calcul  vectoriel. 

T.  LXXX  (1920-1921). 

Favaro  (A.).  —  Oppositori  di  Galileo.  —  VI.  Maffeo  Barberini 
[Oppositeurs  de  Galilée.  —  VI.  Maffeo  Barberini]  (1-46). 

D  Arcais  (F.).  —  Sviluppo  di  funzioni  di  variabile  eomplessa  in 
série  di  facoltà  analitiche  [Développement  de  fonctions  d'une 
variable  complexe  eu  série  de  facultés  analytiques]  (io5-i24)- 

Aliprandi  (G.  1.  —  Sul  numéro  délie  radici  primitive  (mod/?) 
[Sur  le  nombre  des  racine>  primitives  |  m-odLjp  1]  (32  1-326  1. 

Ces  racines  sont  données  par  tous  et  seulement  les  résidus  non  quadratiques 
lorsque,/?  —  1  étant  résidu,  p  est  de  la  forme  i"-\-\.  Elles  sont  données  par 
tous  et  seulement  les  résidus  non  quadratiques,  à  l'exception  de  p  —  1,  lorsque, 
p  —  1  étant  non  résidu  et  p  =  a'xbî. . .-(-  1,  est  satisfaite  la  condition 

,<,->=  ^- 

Bompiani  (F.).  —  Del  parallélisme  in  una  varietà  qualunque 
[Sur  le  parallélisme  dans  une  variété  quelconque].  I'e  Partie 
(355-386 ),  IIe  Partie  (83^-85^). 

Soient  P  un  point  d'une  V„.  ';,.  \.,  deux  directions  sortant  du  point  P  et  g  la 
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géodésique  déterminée  par  P  et  £,.  En  P',  point  infiniment  rapproché  de  P 
sur  g  et  dans  la  surface  géodésique  déterminée  par  (P,  \u  !;.,),  on  construit 
la  direction  formant  avec  g  l'angle  (|j,H2);  puis  en  P",  infiniment  rapproché 
de  P',  et  dans  la  surface  géodésique  (P',  Ç,,ÇS)  la  direction  analogue,  et  ainsi 
de  suite.  On  arrive  ainsi  à  un  point  quelconque  Q  de  g  et  l'on  obtient  la  paral- 
lèle à  ;„  en  Q  {parallèle  de  Levi-Civita). 

Si,  au  lieu  de  changer  la  surface  géodésique  d'un  point  à  l'autre,  on  fait  la 
construction  toujours  dans  la  première  surface  géodésique  (P,  £j,  ç,),  on  obtient 
en  Q  une  autre  ligne  {la  parallèle  de  Severi). 

Dans  l'expression  de  l'angle  (  LS  )  de  ces  deux  lignes,  il  entre  un  invariant  J 
de  V„  que  l'auteur  appelle  courbure  de  direction.  Étant  K  la  courbure  rieman- 
nienne,  les  variétés  pour  lesquelles  on  a 

J  =  K-, 

et  pour  lesquelles  les  deux  parallélismes  se  confondent  entre  eux,  sont  à  cour- 
bure moyenne  de  Ricci  constante  en  tout  point.  Les  deux  invariants  J  et  K 
peuvent  être  remplacés  avec  avantage  par  un  vecteur  invariant  que  l'auteur 
appelle  vecteur  lienta/tnien. 

Dans  la  seconde  Partie,  on  commence  par  traiter  la  question  suivante.  Si  une 
direction  sortant  de  P  sur  V„  subit  un  déplacement  parallèle  (de  Levi-Civita) 
suivant  un  circuit  infiniment  petit  passant  par  P.  lorsqu'on  revient  en  P  elle 
aura  généralement  changé.  Les  formules  donnant  ce  changement  de  direction 
ont  été  trouvées  par  Pérès  {Rendiconti  des  Lincei,  t.  XXVIII,  1919).  En  con- 
sidérant l'étoile  formée  par  toutes  les  directions  de  Y„  en  P,  on  voit  que  cette 
étoile,  après  le  mouvement,  est  congruente  avec  l'étoile  primitive.  Les  deux 
directions  |,  t,  considérées  en  P  déterminent  l'orientation  d'une  petite  face 
en  Y„.  Si  n  est  impair,  la  transformation  de  l'étoile  considérée  précédemment 
produit  une  rotation  de  la  petite  face,  ce  qui  n'a  pas  lieu  généralement 
lorsque  n  est  pair.  La  recherche  de  l'a\e  de  rotation  se  fait,  pour  n  >  3,  au 
moyen  de  certains  pfaffiens  qui  constituent  une  extension  des  symboles  de 
Ricci.  En  étudiant  la  déviation  d'une  direction,  on  trouve,  relativement  aux 
petites  faces  et  aux  directions,  des  invariants,  dont  quelques-uns  sont  de  ceux 
que  l'on  rencontre  dans  la  théorie  de  la  relativité. 

Comessatti (A .).  —  Osservazioni  di  Geometria  délia  relia  in  uno  S,- 
[Observations  de  Géométrie  de  la  droite  dans  un  Sr]  (38~~4o5). 

L'auteur  emploie  la  représentation  sur  la  variété  Vd,  appelée  grassmannienne, 
que  l'on  obtient  en  interprétant  les  coordonnées 

de  la  droite  comme  coordonnées  d'un  point  d'un  byperespace.  Suit  une  étude 
des  systèmes  linéaires  surabondants  de  droites.  Un  système  K(  est  linéaire  si 
la  variété  Vt  correspondante  est  l'intersection  complète  de  la  grassmannienne  Y,, 
avec  un  espace  linéaire,  c'est-à-dire  s'il  est  représenté  par  un  certain  nombre 
d'équations  linéaires  entre  les  xik  {  représentant  autant  de  complexes  linéaires 
indépendants);  mais  il  peut  arriver  que  K,  appartienne  à  un  nombre  de  com- 
plexes linéaires  indépendants  supérieur  à  celui  qui  suffit  pour  le  déterminer. 
Un  tel  système  K,  est  appelé  par  l'auteur  un  système  surabondant. 

Chisini  (O.).  —  Le  singolarità  di  un  ranio  superlineare  di  curva 
piana  definite  mediante  un  prodotto  di  sostituzioni   [Les  singu- 
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lârités  d'une   branche  superlinéaire  de  courbe  plane,  définies 
par  un  produit  de  substitutions]  (4 1 9-440*)  ■ 

Si  une  fonction  algébrique  y(x)  varie  avec  continuité  et  dans  le  point  a?  =  o 
viennent  à  se  confondre 

u.     points  de  diramation  relatifs  au  cycle  (12,  ...,  v), 
Fi  »  »  (I2 vi)> 


\x„x-\  points  de  diramation  relatifs  au  cycle  (j2,  . . .,  •'„,_,), 

étant  vt  le  plus  grand  diviseur  commun  de-v  et  p.;  v,  celui  de  v,  et  pp  ... 
et  vm_1,  [J.m_i  premiers  entre  eux,  on  a   à    la   limite  un  développement  dey  en 

série  de  puissances  de   xv ,  où  les  exposants   des    termes  caractéristiques  sont 

p.        "p.  -+-  jx,                      p. -f- p.,  H-.  .  .-+- p.„,_, 
—  ,      _— —  ,       .  . . ,      . 

V  V  V 

Réciproquement,  toute  branche  qui  a  ces  termes  caractéristiques  peut  s'ob- 
tenir par  un  semblable  passage  à  la  limite  et  peut,  par  conséquent,  se  repré- 
senter par  le  produit  des  substitutions 

(12,     ...,    Vm_1)!^n-l...(l2,    ...,V,)P,(,3,    ...,V)P, 

Finzi  (A.).  —  Sulla  rappresentabilità  conforme  di  due  varietà  ad 
n  dimension!  l'una  sull  altra   [Sur  la  représentation   conforme 
d'une  variété  de  n  dimensions  sur  une  autre]  (777-789). 
Si,  entre  les  éléments  linéaires  des  deux  variétés 
cls2  =  Sa,;  dxi  dxk, 
ds"2  =  Za'ik  dxt  dxki 

on  pose  la  relation 

ds'2=  e2*  .ds-, 

on  trouve,  pour  qu'on  puisse  déterminer  la  fonction  t,  des  relations  entre  les 
symboles  de  Riemann.  L'auteur  traite  d'abord  le  cas  de  la  représentation  sur  un 
espace  euclidien,  et  puis  le  cas  complètement  général.  Il  y  a  un  système  triple 
covariant  qui  doit  être  le  même  pour  les  deux  variétés  et  qui,  lorsque  l'une 
d'elles  est  un  espace  euclidien,  est  nul  identiquement. 

Brusotti  {L.).  —  Sui  centri  critici  di  un  fascio  reale  di  curve 
piane  algebriche  [Sur  les  centres  critiques  d'un  faisceau  réel  de 
courbes  planes  algébriques]  (791-820). 

Un  centre  critique  est  un  point  qui  est  double  pour  une  (seule)    courbe  du 
faisceau.  Il  y  a  des  faisceaux    réels,  algébriquement    génériques,  d'ordre   n,  qui 
ont pr  points  de  base  réels  et  2  (n  —  i)2-+-  qs  centres  critiques  réels,  lorsqu'il  est 
jB  =  j  +  i  =  ''  =  J  +  i  =  n         (mod2), 

p  =  q  + >  =  n> 

r  £  s  -4-1  </». 

Autres  propositions,  conséquences  de  ce  théorème.  Suit  un  théorème  analogue, 
mais  plus  général,  où  entre  le  nombre  des  centres  critiques  tac-nodaux. 
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Cattaneo  (P.).  —  Sullo  sviluppo  in  frazione  continua  délie  radici 
quadrate  dei  numeri  razionali  [Sur  le  développement,  en  frac- 
tion continue  des  racines  carrées  des  nombres  rationnels] 
(1007-1015). 

On  a 


^ 


Démonstration  de  la  proposition  réciproque,  c'est-à-dire  que  toute  fraction 
continue  périodique  mixte  de  cette  forme  est  la  racine  carrée  d'un  nombre 
rationnel. 

Bompiani  (E.).  —  Studi  sugli  spazi  curvi.  La  seconda  forma  fon- 
damentale di  una  ^  ,„  in  ^  „  [Etudes  sur  les  espaces  courbes.  La 
seconde  forme  fondamentale  d'une  A  m  en  \  „]  (  1  1 1 3—  1  1 45 ). 

La  méthode  de  l'auteur  se  rattache  à  la  notion  de  parallélisme  Levi-Civita 
considérée  dans  la  note  de  la  page  355  (voir  ci-dessus).  Soit  S  une  direction 
de  V„,  par  un  point  P;  si  on  la  transporte  parallèlement  suivant  une  autre 
direction  PP  ou  d,  en  faisant  le  transport  une  fois  dans  Yn  et  une  autre 
dans  V„,,  on  a  deux  directions  par  P'  qui  sont  généralement  différentes,  et 
qu'un  appellera  oa,  oh  respectivement.  L'expression  du  carré  de  la  distance  entre 
les  extrêmes  de-  éléments  oa  et  o/(  est  une  forme  différentielle  du  quatrième 
degré  que  l'auteur  appelle  seconde  forme  fondamentale  de  \~„,  en  V„,  et  qui 
posée  égale  à  zéro  donne  les  directions  asymptotiques.  Les  questions  traitées 
ensuite  sont  les  suivantes  :  Variété  géodésique  osculatrice.  Surfaces  pour  les- 
quelles la  seconde  forme  fondamentale  est  le  carré  d'une  forme  quadratique. 
Courbure  moyenne.  Surfaces  minima.  Théorème  de  Meusnier. 

D 'Arcais  (  F.).  —  Una  formola  che  contiene  corne  caso  particolare 
quella  del  Frullani  [Une  formule  renfermant  comme  cas  parti- 
culier celle  de  Frullani]  (1 245-1252). 

La  formule  est 

fx  a"î(bx)  -bn't(ax)  ^       a"  b"    ()  a 

J9      ~ ^=_>>(o)log_, 

qui,  pour  n  =  o,  donne  la  formule  de  Frullani 

/        — ! ote=?(o)log-- 

•-'o  x  ° 

Applications  au  calcul  d'intégrales  définies. 

S.  RlNDI. 
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Roy  (  Louis).  —  Les  ondes  électromagnétiques  planes  périodiques 
el  le  problème  de  leur  réflexion  et  de  leur  réfraction  (1-46). 

Si  l'on  se  borne  à  considérer  des  ondes  planes  périodiques,  les  équations  de 
Maxwell  relatives  aux  milieux  conducteurs  se  ramènent  à  celles  d'un  milieu 
fictif  non  conducteur,  dont  le  pouvoir  inducteur  spécifique  serait  imaginaire  ; 
de  là  une  grande  simplification.  Le  problème  de  la  réflexion  métallique  peut 
être  traité  avec  la  même  facilité  que  celui  de  la  réflexion  vitreuse. 

Les  équations  de  Helmliollz,  y  compris  la  condition  aux  limites  supplémen- 
taire (condition  qui  a  fait  l'objet  de  vives  discussions  entre  Duhem  et  M.  Roy), 
jouissent  de  la  même  propriété  que  celles  de  Maxwell  ;  il  est  dès  lors  aisé  de 
traiter  le  problème  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction  sans  imposer  aux  deux 
milieux  d'autres  conditions  que  l'homogénéité  et  l'isotropie. 

Julia  (Gaston).  —  Mémoire  sur  l'itération  des  fractions  ration- 
nelles (  ■  )  (  4"-245  ). 

Dans  ce  Mémoire  fondamental.  M.  Julia  étudie  les  substitutions  rationnelles 
aune  variable;  il  introduit  systématiquement  les  points  invariantsoù  le  module 
du  multiplicateur  est  supérieur  à  l'unité;  leur  propriété  distinclive  est  d'être 
des  points  de  répulsion. 

Les  travaux  antérieurs,  ceux  notamment  de  M.  Kcenigs,  avaient,  pour  une 
substitution  S,  zx  =  ç(~),  à  une  variable,  conduit  à  la  notion  des  points  d'at- 
traction. 

M.  Julia  montre  que,  si  l'on  entoure  un  point  de  répulsion  d'un  domaine  arbi- 
trairement petit,  les  conséquents  successifs  de  ce  domaine  finissent  par  com- 
prendre à  leur  intérieur  tous  les  points  du  plan,  sauf  un  ou  deux  au  plus  :  on 
trouve  ici  une  analogie  avec  une  proposition  de  M.  Picard. 

L'ensemble  parfait  E',  dérivé  de  l'ensemble  E  des  points  de  répulsion,  joue 
dans  l'itération  le  rôle  fondamental.  M.  Julia  étudie  ses  propriétés,  observe 
qu'il  peut  être  continu  linéaire  ou  discontinu,  et  que,  s'il  est  superficiel  dans 
une  de  ses  parties,  il  comprend  nécessairement  tout  le  plan. 

Les  points  de  E'  sont  les  points  singuliers  essentiels  pour  les  fonctions  limites 
de  la  suite  p(£),  -?[?(*) ],  •  •  ••  Si  l'on  connaît  l'allure  de  cette  suite  quand  z 
reste  dans  un  domaine  arbitrairement  petit  intérieur  à  D,  on  connaît  par  là 
même  son  allure  dans  tout  D. 

Tout  domaine  immédiat  contient  au  moins  un  point  critique  de  la  fonction 
algébrique  inverse  de  s  (s);  le  nombre  des  points  d'attraction  estjini. 

L'auteur  détermine  le  domaine  total  de   convergence  vers   un  point  attractif 

(')  Mémoire  couronné  par  l'Académie  des   Sciences  :  Grand    Prix  des  Sciences 
mathématiques,  1918. 

Bull,  des  Sciences  mat  hé  m.,  1'  série,  t.  XLVI.  (Octobre  1922.)  R.7 
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et  donne  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  se  réduise  au  domaine 
immédiat. 

La  dernière  partie  du  Mémoire  étudie  le  cas  des  points  invariants  dont  le 
multiplicateur  a  le  module  i  et  achève  d'établir,  en  toute  généralité,  la  propo- 
sition relative  au  nombre  fini  des  points  d'attraction. 

De  belles  applications  illustrent  ces  théories. 

Clapier  (F.-C).  —  Les  surfaces  minima  ou  élassoïdes  (247-808^. 

En  premier  lieu,  rappel  des  propriétés  géométriques  les  plus  importantes 
des  surfaces  minima  ou  élassoïdes,  application  des  formules  de  Ribaucour. 

Puis,  étude  déduite  des  représentations  sphériques,  application  à  l'intégration 
de  certaines  équations  aux  dérivées  partielles,  groupement  en  familles  comme 
trajectoires  orthogonales  de  certaines  congruences. 

Ce  Mémoire  permet  une  initiation  rapide  au  beau  sujet  qu'il  traite. 

Cerf  (G.).  —  Sur  les  transformations  des  équations  aux  dérivées 
partielles  d'ordre  quelconque  à  deux  variables  indépendantes 
(3o9-4i2). 

La  recherche  des  transformations  des  équations  aux  dérivées  partielles  peut 
se  rattacher  à  l'intégration  des  systèmes  différentiels  les  plus  généraux. 

Dans  ce  travail,  il  est  traité  de  transformations  des  équations  à  deux  variables 
indépendantes  que  l'on  déduit  de  l'étude  des  systèmes  de  quatre  équations  à 
deux  inconnues  z  et  z',  fonctions  de  deux  variables  indépendantes,  respective- 
ment x,  jk  et  x\  y'  :  les  méthodes  employées  permettent  d'ailleurs  d'étudier  des 
systèmes  plus  généraux. 

Le  problème  que  se  pose  M.  Cerf  peut  s'énoncer  de  manière  à  généraliser  le 
problème  de  Bàcklund  :  déterminer  un  couple  de  surfaces  (s)  et  (s'),  l'une  d'un 
espace  (e),  l'autre  d'un  espace  (e'),  entre  lesquelles  il  soit  possible  d'établir 
une  correspondance  ponctuelle  telle  que  les  coordonnées  d'éléments  d'ordre  m 
de  (s),  d'ordre  m'  de  (s'),  en  deux  points  correspondants,  satisfassent  aux 
relations 

FL(x',yl,  «',>!,»»  ■••)  Po,/«,'î  ,r'^'  *i/»«.ai  •••»  />(vO=0' 
m'-fîm',        m<m        (i'  =  i,  2,  3,  4)- 

La  méthode  employée  s'appuie  sur  des  résultats  nouveaux. 
L'auteur  donne  des  applications  aux  équations  du  troisième  ordre;  il  étudie 
aussi  des  classes  particulières  de  transformations. 


Série  VIII,  tome  II,  1 9 1 9. 

De  Séguier  (J.-A.).  —  Sur  les  constituants  transitifs  de  certains 
groupes  linéaires  à  invariant  bilinéaire  dans  un  champ  de  Galois 

(1-80). 
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Ce  travail  est  une  suite  au  Mémoire  du  même  auteur  sur  les  groupes  à  inva- 
riant bilinéaire  ou  quadratique  dans  un  champ  de  Gaiois  (J.  M.  P.  A.,  1 91 G  ). 

Il  se  rapporte  aux  constituants  transitifs  des  groupes  hermitiens,  gauches  et 
quadratiques  dans  un  champ  galoisien  quelconque,  et  aux  groupes  de  formes 
bilinéaires  symétriques  dans  un  champ  galoisien  d'ordre  2*. 

Dans  une  Note,  M.  de  Séguier  achève  de  préciser  la  composition  de  certains 
groupes  quadratiques  dont  il  a  déterminé  précédemment  la  composition  dans 
ses  traits  essentiels. 

Myller-Lebedeff  (Mme  Vera).  —  Sur  les  racines  primitives  et  les 
systèmes  de  bases  et  indices  dans  le  corps  quadratique  général 
(8.-98). 

Un  idéal  premier  P  d'un  corps  algébrique  quelconque  possède  des  racines 
primitives  au  nombre  de  <?(/>■' — >)•  Ces  racines  primitives  existent-elles  si  le 
module  est  un  idéal  quelconque?  Cette  question  est  étudiée  ici  pour  le  corps 
quadratique  général  R(^'m). 

Les  trois  corps  où  l'étude  analogue  a  été  faite,  mais  où  l'on  n'a  pas  besoin 
d'introduire  des  idéaux,  à  savoir  le  corps  rationnel,  le  corps  R(i)  et  le 
corps  R(i/ — 3),  sont  compris  comme  cas  particulier. 

Garnier  [René).  —  Sur  les  singularités  irrégulières  des  équations 
différentielles  linéaires  (91-200). 

Rechercher  si  l'on  peut  concevoir  une  intégrale  irrégulière  de  rang  quel- 
conque d'une  équation  linéaire  d'ordre  quelconque,  comme  la  limite  d'une  inté- 
grale possédant  un  nombre  convenable  de  points  réguliers  infiniment  voisins,  et 
appartenant,  dans  leurs  domaines,  à  des  exposants  infiniment  grands  :  tel  est 
le  problème  traité  dans  ce  travail,  et  résolu  par  l'affirmative. 

Par  la  simplicité  de  son  algorithme,  par  la  souplesse  et  la  fécondité  des  résul- 
tats dont  la  théorie  des  équations  différentielles  lui  est  redevable,  la  méthode 
des  approximations  successives  de  M.  E.  Picard  était  tout  naturellement  dési- 
gnée comme  pouvant  donner  la  solution  du  problème  posé. 

Les  résultats  établis  par  M.  Garnier  permettent  de  regarder  tout  point  irré- 
gulier d'une  équation  linéaire  comme  identique  à  un  ensemble  de  points  régu- 
liers infiniment  voisins. 

On  en  a  un  exemple  simple  dans  l'équation 

xy'-h  yy'  —  y  =  o. 

Il  en  résulte  que  l'étude  d'un  point  irrégulier  doit  comporter  deux  phases 
bien  distinctes  :  représentation  d'intégrales  particulières  de  l'équation  dans  des 
secteurs  déterminés  (problème  local),  calcul  des  coefficients  des  relations  de 
structure  (problème  général). 

L'auteur  applique  ses  procédés  à  l'étude  d'équations  importantes,  en  particu- 
lier à  certaines  équations  envisagées  précédemment  par  M.  Painlevé. 

Crudeli  (Ijmberto).  —  La  notion  d'énergie  utile  de  la  Thermo- 
dynamique (201-210). 
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Exposé  simplifié  de  résultats  obtenus  par  Reltrami,  qui  a  montré  comment 
on  peut  établir  la  notion  d'énergie  utile  d'un  système  thermodynamique,  dont 
l'état  génériqne  est  déterminé  par  un  ensemble  fini  de  paramètres  indépendants 
c,,  v„....,  v„,  6. 

Véronnet  {Alex.).  —  Figures  ellipsoïdales  d'équilibre  d'un 
liquide  en  rotation.  Variation  du  grand  axe  avec  moment  de 
rotation  constant  (211-247). 

Une  masse  liquide  homogène  peut  prendre  en  tournant  la  forme  d'un  ellip- 
soïde de  révolution  aplati  ou  celle  d'un  ellipsoïde  à  trois  axes.  On  obtient 
toutes  les  figures  intermédiaires  entre  la  sphère  et  le  disque  aplati,  et  aussi  l'ai- 
guille allongée. 

M.  \ éronnet  étudie  la  variation  de  ces  figures  eu  faisant  varier  la  vitesse  de 
rotation  u>,  le  moment  de  rotation  u.  =  Iu>,  la  densité  p,  en  prenant  comme 
paramètre  le  grand  axe  de  l'ellipsoïde;  il  obtient  ainsi  la  variation  de  la  gran- 
deur des  figures,  en  même  temps  que  la  variation  de  la  forme,  ce  qui  lui 
permet  de  calculer  les  éléments  réels  correspondant  aux  différents  cas  et  aux 
différentes  formes. 

Il  fait  les  calculs  numériques  pour  une  masse  analogue  à  la  Terre  et  il  arrive 
à  cette  conclusion  importante,  qui  montre  l'inanité  de  certaines  traditions 
anciennes,  que  le  système  Terre-Lune  n'a  pu  provenir  du  dédoublement  d'un 
système  unique  préexistant. 

Bell  ( E .-T.).  —  Sur  les  représentations  propres  par  quelques 
formes  quadratiques  de  Liouville  (249-271). 

L'auteur,  après  avoir  éclairci  brièvement  les  principes  généraux  qui  s'appli- 
quent à  toutes  les  formes  quadratiques  homogènes,  démontre  les  formules  P(«) 
de  Liouville  [P(/i)  désigne  le  nombre  de  représentations  propres  par  la  même 
forme]  pour  lesquelles  n  n'a  plus  qu'un  seul  facteur  premier  spécial  ou  deux 
facteurs  premiers  spéciaux. 

Globa-Mikhaïlenko.  —  Contribution  à  l'étude  d'une  masse  fluide 
en  rotation  (273-340). 

Ce  Mémoire,  inspiré  par  M.  Appell,  a  pour  but  l'étude  des  figures  d'équilibre 
relatif  d'une  masse  fluide  homogène  en  rotation  uniforme  autour  d'un  axe  fixe 
et  assujettie,  soit  aux  seules  forces  capillaires,  soit  aux  seules  forces  newto- 
niennes. 

Tout  d'abord,  les  conditions  admises  sont  celles  de  Plateau.  La  masse  fluide 
est  un  cylindre  liquide,  soumis  aux  seules  forces  capillaires;  la  hauteur  de  ce 
cylindre  est  supposée  finie,  il  est  limité  par  deux  disques  circulaires  horizon- 
taux de  même  axe  et  de  même  rayon. 

Vient  ensuite  l'étude  des  figures  d'équilibre  d'une  masse  fluide  en  rotation 
soumise  aux  seules  forces  newtoniennes,  celles  des  figures  creuses  limitées  par 
des  ellipsoïdes  ou  des  cylindres  elliptiques  ;  il  est  démontré  que  seule  la  couche 
cylindrique  de  révolution  présente  une  figure   d'équilibre.  Ici,  comme  dans  le 
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cas  des  ligures  ellipsoïdales,  il  se  présente  des  bifurcations   et  des  figures  nou- 
velles amorcées  à  ces  bifurcations. 

Puis  une  erreur  de  calcul  de  Poincaré  donne  lieu  à  un  cliapiire  spécial  con- 
cernant le  problème  des  petits  mouvements  d'une  masse  fluide  en  rotation 
autour  de  sa  position  d'équilibre  horizontal,  où  l'impossibilité  des  oscillations 
simples  (sorte  de  clapotis  sur  la  surface  de  l'ellipsoïde)  est  démontrée. 

R.   DE  MoNTESSLS  DE  BALLORE. 


RENDIGONTI  DEL  R.  IST1TUTO  LOMBARDO 
DI  SCIENZE  E  LETTERE. 

2e  série,  T.  XLVII,  191 4- 

Vergerio  (A.)  —  Sulle  equazioni  integrali  di  Fredholm  di  prima 
specie  [  Sur  les  équations  intégrales  de  Fredholm  de  première 
espèce]  (172-176). 

Rectification  de  quelques  points  d'une  Note   de   M.  Popolï  (Comptes  rendus, 
22  décembre  igi3)  sur  la  résolution  de  l'équation 


f(x)=  f 


K{xy)F{y)dy, 


sous  l'hypothèse   que   la    fonction    inconnue    F  (y)   soit   représentable  par  une 
série  de  puissances. 

Bompiani  (  E .).  —  Sullo  spazio  d'immersione  di  superficie  pos- 
sèdent dati  sistemi  di  curve  [  Sur  l'espace  d'immersion  de 
surfaces  possédant  certains  systèmes  de  courbes]  ( •  77_1 92  )• 

Une  surface  admettant  un  double  système  de  courbes  asymptotiques  appar- 
tient à  un  espace  de  trois  dimensions.  L'auteur  recherche  une  propriété  analogue 
pour  les  surfaces  d'un  hyperespace.  Les  asymptotiques  sont  ici  remplacées  par 
les  courbes  dont  les  hyperplans  osculateurs  Sn_,  sont  tangents  à  la  surface  au 
point  d'osculation,  et  que  l'auteur  appelle  courbes  quasi  asymptotiques.  Une 
de  ces  courbes  est  indiquée  par  y,  B_,  pour  faire  remarquer  que  le  plan  tangent 
à  la  surface  contient  le  domaine  du  premier  ordre  du  point  de  contact,  tandis 
que  le  S„_,  osculateur  à  la  courbe  en  contient  le  domaine  (n  —  i)— ième.  Citons 
les  résultats  suivants  : 

Condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  surface  appartienne  à  un  S4 
est  qu'elle  possède  un  double  système  conjugué  et  un  système  oc2  de  quasi- 
asymptotiques  y,  2. 

Condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  surface  appartienne  à  un  Ss 
est  qu'elle  possède  un  système  co  3  de  quasi-asymptotiques  y,  4. 
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Okken  (P. -A.).  —  Sur  quelques  transformations  planes  Irration- 
nelles involutives  de  la  cinquième  classe  [en  français]  (226-230). 

Modification  de  quelques  résultats  regardant  la  classification  de  ces  transfor- 
mations (Berzolari,  Ann.  di  Matematica,  série  II,  t.  16,  1888,  p.  191). 

Viterbi  (A.).  —  Alcune  considerazioni  su  le  superficie  rigate 
[Quelques  considérations  sur  les  surfaces  réglées]  (190-204). 

Propriétés  regardant  principalement  la  courbure  géodésique  des  trajectoires 
orthogonales  et  la  distribution  des  plans  tangents  sur  une  génératrice. 

Chisini  (O.).  —  Sul  teorema  di  Schwarz-Klein  concernente  le 
trasformazioni  birazionali  di  una  curva  in  se  stessa  [Sur  le  théo- 
rème de  Schwarz-Klein  regardant  les  transformations  biration- 
nelles  d'une  courbe  en  elle-même]  (346-349). 

Toute  transformation  biralionnelle  d'une  courbe  algébrique  en  elle-même  est 
cyclique  lorsque  le  genre  de  la  courbe  est  >i. 

De  ce  théorème  que  l'auteur  démontre,  on  déduit  celui  de  Schwarz-Klein. 

Turrière  {E.). —  Sur  les  surfaces  panalgébriques  de  M.  Gino 
Loria  [en  français]  (358-36-). 

M.  Loria  a  étudié  les  courbes  planes  panalgébriques  qui  sont  des  courbes 
transcendantes,  intégrales  d'une  équation  différentielle  du  premier  ordre  ration- 
nelle par  rapport  à  x,  y  et  y'  (Sitzungsberichte  der  k.  boni.  Gesellschaft  der 
Wissenscha/ten,  Prag,  1901;  Le  Matcrnatiche  pure  ed  applicate,  t.  II,  1902; 
Spezielle  algebr.  und  transz.  Kurvèn,  2  Aull.,  Bd  2,  1 9 1 1  ) ;  puis  il  a  consi- 
déré aussi  les  sur/aces  panalgébriques,  surfaces  transcendantes  intégrales 
communes  de  deux  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  ration- 
nelles par  rapport  à  x,  y,  z,  p  et  q  {Pend,  del  R.  Ist.  Lomb.,  t.  XLW,  191 1). 
L'auteur  éludie  ici  les  congruences  des  normales  à  ces  surfaces  et  les  lignes 
d'ombre  de  celles  qui  sont  de  révolution. 

Les  congruences  mentionnées  appartiennent  toujours  à  un  complexe  algé- 
brique. 

Sibirani  (F.).  —  Sulla  lunghezza  délie  linee  e  sull' area  délie 
superficie  [Sur  la  longueur  des  lignes  et  sur  l'aire  des  surfaces] 
(383-398). 

Difficultés  qui  naissent  lorsque  les  dérivées  deviennent  infinies  en  quelques 
points  et  qui  sont  évitées  par  les  définitions  de  Minkowski  {Jahresbericht  der 
deutschen  Mathematiker  Vereinigung,  vol.  IX,  1901)  qui  dépendent  de  la 
notion  de  volume. 
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Brusotti  (L.).  —  Nuovi  melodi  coslruttivi  di  curve  piane  d'ordine 
assegnato.  dotale  del  massimo  numéro  di  circuiti  [Nouvelles 
méthodes  de  construction  de  tourbes  planes  d'ordre  assigné, 
douées  du  nombre  maximum  de  circuits]  (489-.004),  Note  IIe 
(797-811)  [il  y  a  aussi  une  Note  IIIe  dans  le  Tome  XLYIII 
(182),  et  puis  dans  le  Tome  XLIX  les  Notes  IVe  (493-5 10), 
\  "(5::-58S)  et  YP  (905-919)]. 

L'auteur  appelle  base  de  rang  r,  pour  une  courbe  C",  une  portion  de  C" 
contenant  nr  points  qui  forment  l'intersection  complète  avec  une  Dr.  Toute 
base  de  rang  r  est  aussi  une  base  de  rang  sr  étant  s  un  entier  quelconque  (car 
on  peut  prendre  comme  une  Dir  la  Dr  comptée  s  fois).  Alors  soit 

/.=  o 

une   C   douée  de   deux    ou   de    plusieurs   bases  de  rang  n  et  ayant  le  nombre 

(»— 1)  (n—  2)  "  .      .     c. 

maximum h  1  de  circuits.  Si 

2 

6',     6",     ...,     6« 
sont  ces  bases  et 

h,       h,        ■••>       »,-»'       t- 

est  une  succession  d'entiers  £  h.  différents  de  zéro  et  entre  eux.  soit 

S     =0 

Bpn 

une  courbe  qui  coupe  la  base  9'V  en  pri1  points  distincts,  et  formons  les  équa- 
tions 

FB   =  /„  -4-  tx  gn  =  o, 

F2„=F„/„         +t,g,n=o. 


les  t  étant  suffisamment  petites.  Les  courbes  FnJ  ...,  F  déduites  de  la  /„ 
(courbe  génératrice)  sont  douées  du  nombre  maximum  de  circuits.  Cette 
métliode  est  appelée  par  l'auteur  méthode  de  multiplication  par  g.  Il  introduit 
aussi  une  symbolique  nouvelle  pour  représenter  une  courbe  par  un  schéma 
indiquant  ses  circuits.  Dans  les  Notes  11"  et  III*  (celle-ci  dans  le  Tome  suivant, 
p.  182  j,  il  donne  le  moyen  de  déduire  du  schéma  de  la  courbe  génératrice  ceux 
des  courbes  déduites. 

Ce  travail  se  rattache,  tout  en  obtenant  des  résultats  nouveaux,  à  ceux  de 
Harnack  (Math.  Ann.,  Bd  X),  Hilbert  (Math.  Ann.,  Bd  XXXVIII),  Bagsdale 
(American  Journ.  of  Math.,  vol.  XXVIII),  Hulburt  (American  Journ., 
vol.  XIV)  et  à  d'autres  travaux  de  l'auteur  (ces  mêmes  Bendiconli,  t.  XLUI, 
njio.  p.  i^^,  et  Annali  di  Mat.,  série  3a,  t.  XXII,  1 9 1 3,  p.  117). 

Veneroni  (E '.).  —  Sopra   una  variété   cubica  con  quindici  punti 
doppi  dello  spazio  a  cinque  dimensioni  [Sur  une  variété  cubique 
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à   quinze    points    doubles    de    l'espace    de    cinq    dimensions] 
(5ai-523),  Note  IIe  (704-718). 

• 
Berzolari  (L.).  —    Sulla   deterininazione    d'una    curva   o    d'una 
superficie  algebrica  e  su  alcune  questioni  di  postulazione  [Sur 
la  détermination  d'une  courbe  ou  d'une  surface  algébrique  et 
sur  quelques  questions  de  postulation]  (556-564). 

Sur  une  C",  même  non  irréductible,  mais  qui    n'ait  pas  de  parties  multiples, 

,      n  (  n  H-  3  )       .  . 

on  peut   prendre  ■ points  simples  par  lesquels  ne   passe  aucune  autre 

courbe  d'ordre  n.  Question  analogue  pour  les  surfaces  et  indication  du  passage 
à  l'hyperespace.  Voir  aussi,  sur  ce  sujet,  une  Note  de  M.  Cherubini  dans  le 
Tome  XLVIII,  p.  144. 

VercelU  (F.).  —  Sulle  température  lungo  la  progettata  galleria 
attraverso  allô  Spluga  [Sur  les  températures  dans  le  tunnel  pro- 
jeté à  travers  le  Spluga]  (645-675). 

Viterbi  (A.).  —  Su  la  risoluzione  approssimata  del  problema  di 
Dirichlet  [Sur  la  résolution  approchée  du  problème  de  Dirichlet] 

(762-796). 

Baroni  (M.).  —  Vene  fluenti  nelle  macchine  idrauliche  [Veines 
fluides  dans  les  machines  hydrauliques]  (817-843). 

Martinotti  (P.)-  —  Su  i  limiti,  continuità  e  derivate  délie  funzioni 
di  due  variabili.  Successioni  e  série  di  funzioni  di  una  variabile 
[Sur  les  limites,  la  continuité  et  les  dérivées  des  fonctions  de 
deux  variables.  Successions  et  séries  de  fonctions  dune  variable] 

(844-878). 

Pour  les  fonctions  de  deux  variables,  l'auteur  prend  en  considération  une 
nouvelle  espèce  de  continuité,  intermédiaire  entre  la  continuité  absolue  et  celle 
qui  a  lieu  par  rapport  à  chaque  variable  séparément.  Pour  l'inversion  des  déri- 
vations, il  donne  une  condition  suffisante  moins  restrictive  des  autres  connues. 

Garbasso  (A.).  —  Azione  simultanea  di  un  campo  elettrico  e  di 
un  campo  magnetico  sulla  riga  rossa  dello  spettro  dell'idrogeno 
[Action  simultanée  d'un  champ  électrique  et  d'un  champ  magné- 
tique sur  la  raie  rouge  du  spectre  de  l'hydrogène]  (812-816). 
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Cheritbino  (S.).  —  Sulle  curve  e  su  lie  superficie  algebriche  con 
uno  spéciale  tipo  di  trasformazioni  birasionali  in  se  [Sur  les 
courbes  et  les  surfaces  algébriques  admettanL  un  type  spécial  de 
transformations  birationnelles  en  elles-mêmes]  (959-982). 

Les  transformations  birationnelles  sont  supposées  du  type 

a,x  -+-  b; 

X    =    — y-, 

<\  X  -f-  cl- 

<xl{x)y-+-rfii{x) 

[i  =  o,  I,  2,  ...,  (n—i)], 

(|ue   l'auteur   appelle   groupes  seini-projectifs.  Pour  |i=y  =  o,  on    a    le  type 
réduit. 

Toute  courbe  d'ordre   ni  =  qn-h's  (s<Cn),  dépourvue   de   parties  multiples. 
admettant  un  de  ces  groupes,  d'ordre  n,  peut  se  déterminer  par 

N  =  q  (  m  —  - n  h 


points  simples,  distribués  sur  q  ou  sur  q  -M  droites  parallèles,  suivant  que  ■?  =  o 
ou  bien  s  >  o. 

Questions  analogues  pour  les  surfaces. 

Pannelli  (M.).  —  Sopra  alcune  relazioni  fra  gli  elementi  fonda- 
mentale» di  due  spaziin  corrispondenza  birazionale  [Sur  quelques 
relations  entre  les  éléments  fondamentaux  de  deux  espaces  en 
correspondance  birationnelle]  (io4i-io52). 


T.  XLVIII,  igi5. 

Terracini  {A.).  —  Su  alcune  superficie  rigate  razionali  [Sur  cer- 
taines surfaces  réglées  rationnelles]  (62--C)). 

Le  théorème  de  Clifford,  que  les  Sr_,  osculaleurs  à  une  C  rationnelle  nor- 
male, sont  en  correspondance  involutive  avec  les  points  d'osculation,  est  étendu 
par  l'auteur  aux  surfaces  réglées  rationnelles  normales.  Cela  conduit  à  une 
extension  de  la  polarité  sur  les  surfaces  réglées  rationnelles.  Le  même  théorème 
est  appliqué  à  des  surfaces  réglées  rationnelles  ayant  des  points  d'hyperoscu- 
lation.  Enfin,  il  démontre  le  théorème  suivant  : 

«  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  surface  réglée  rationnelle 
générale  du  quatrième  ordre  de  S3  ait  quatre  points  d'hyperosculation  en  ligne 
droite,  est  que  le  complexe  linéaire  auquel  appartiennent  les  génératrices  et 
celui  qui  est  déterminé  par  la  cubique  nodale  soient  en  involulion.  » 

Bull,  des  Sciences  niathém.,  2'  série,  t.  XLVI.  (Novembre  1922.)         H. 8 
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Usai  (G.).  —  Sulle  condizioni  di.  indipendenza  di  un  intégrale 
sempliee  dal  parametro  [Sur  les  conditions  sous  lesquelles  une 
intégrale  simple  est  indépendante  du  paramètre]  (77-90). 

Vïvanli  (G.).  —  Sui  nuclei  simmetrizzabili  [Sur  les  noyaux 
symétrisables]  |  121-127).  , 

Brusotti{L.).—  Nuovi  metodi  costruttivi  di  eurve  piane  d'ordine 
assegnato,  dotate  del  massimo  numéro  di  circuit  [Nouvelles 
méthodes  de  construction  de  courbes  planes  d'ordre  assigné, 
douées  du  nombre  maximum  de  circuits].  Note  IIIe  (182-196). 
[Voir  le  Tome  précédent  où  se  trouvent  les  Notes  I  (489-604) 
et  II  1797-81  il] 

Cherubino  (S.).  —  Sopra  un  metodo  di  postulazione  [Sur  une 
méthode  de  postulation]  (1  ^i-iog). 

M-, ne  sujet  que  celui  de  la  Note  .le  M.  Berzolari  (t.  XLVII,  p.  556),  mais  en 
supposant    que    les    points   qui    doivent   déterminer   la    C"  soient   pris    sur  des 


mr    , 


courbes  C,  ',   .  . .,  Cr  r  élant 

mA-h. .  .-¥-  mr—  m, 

et  questions  analogues  pour  les  courbes  et  pour  les  surfaces. 

Pascal  (A.).  —  L'apparécchio  polisettore  di  Tommaso  Ceva  e  una 
leltera  inedita  di  Guido  Grandi  [L'appareil  plurisecteur  de 
Thomas  Ce\a  et  une  lettre  inédite  de  Guido  Grandi]  (173-181). 

Thomas  Ce%a.  frère  de  Jean,  celui  du  théorème  connu,  construisit  un  instru- 
ment à  parallélogrammes  articulés  pour  la  division  d'un  angle.  Cel  instrument 
est  décrit  dans  un  opuscule  (Instrumentant  pro  sectione  etc.  Thomae  Cevae 
c  S../.:  Mediolani,  i6q5)  qui  se  trouve  à  la  Bibliothèque  Braidense,  de  Milan. 
La  lettre  de  G.  Grandi  est  relative  à  la  question  de  la  priorité  du  Ceva  vis-à-vis 
de  De  L'Hospital,  qui  avait  inséré  la  description  de  l'instrument  dans  son  Traité 
des  sections  coniques,  publié  en  1707  après  la  mort  de  l'auteur. 

Boita  1  P.  i.  —  Il  concetto  di  Scienza  e  le  nuove  intuizioni  scien- 
tifiche  di  Nicolô  Gusano  [La  conception  de  la  Science  et  les 
nouvelles  intuitions  scientifiques  de  Nicolas  de  dise]  (249-277). 

Bottasso  (M.).  —  Sugli  assi  d'equilibrio  e  sulla  stabilità  ed  insta- 
bilité dell1  equilibrio  nei  sistemi  astatici  [Sur  les  axes  d'équilibre 
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et  sur  La  stabilité  >■[  L'instabilité  <l»j  l'équilibre  dans  les  systèmes 
astatiques  ]  (278-294). 

Les  droites  invariablemcnl  liées  au  corps,  el  (]tii  peuvent  devenir  des  axes 
d'équilibre,  sont  appelées  par  l'auteur  des  axes  virtuels  d'équilibre.  Étant 
donné  un  point  A  du  corps  et  étant  F  le  vecteur  du  système,  on  peut  chercher 
les  axes  virtuels  passant  par  A  lorsqu'on  suppose  appliqué  en  A  un  vec- 
teur —  F. 

Conditions  pour  l'existence  des  axes  virtuels  pour  un  système  où  F  ==  o;  de 
même  pour  un  système  où  un  point  A  est  fixé,  comme  on  l'a  indiqué  ci-dessus; 
lieu  des  points  A  où  il  y  a  de  ces  axes  et  lieu  de  ces  axes;  distinction  des 
espèces  d'équilibre. 

Cherubino   (S.).   —    Sulle   curve   e   sulle   superficie  algebriche 
ammettenti  un    gfuppo   finito  e    ridotto  di    semiprojettività  di 

prima  e  seconda  specie  in  se  [Sur  les  courbes  et  les  surfaces 
algébriques  admettant  un  groupe  fini  et  réduit  de  semi-projec- 
tivités  de  première  et  de  seconde  espèce  en  elles-mêmes] 
(347-36i). 

Note  se  rattachant  à  celle  du  Tome  \LYII,  page  959.  L'équation 

/(*,)  =  ? 

d'une  courbe  ou  surface  C  étant  à  coefficients  complexes,  on  envisage  la  C 
représentée  par 

/(*,)  =  . o, 

où  tous  les  coefficients  sont  remplacés  par  leurs  conjugués.  Entre  G  et  C,  il  3  a 
la  correspondance? 

1=  U-  =  ~:. 

et  si 

C  =  PC, 

F  étant  une  opération  birationnelle  algébrique,  la  C  est  transformée  en  elle- 
même  par  l'opération  (non  algébrique) 

Q  =  PI. 

C'est  cela  que  l'auteur  appelle  une  transformation  birationnelle  de  seconde 
espèce,  et  qui  avait  été  appelée  antibirat 'tonnelle  par  M.  Comessatti  {Math. 
Ann.,  Bd  73,  1912),  par  une  dénomination  qui  rappelle  Yantiprojectivitê  de 
Segre  {Atti  de  Turin,  1889- 1890  et  1890-1891,  et  Math.  Ann.,  Bd  40,  1S92). 

L'auteur  détermine  le  type  d'équations  qui  donnent  les  courbes  ou  surfaces 
admettant  les  transformations  mentionnées  et  donne  le  moyen  de  connaître  si 
deux  d'entre  elles  peuvent  se  déduire  l'une  de  l'autre   par  ces  transformations. 

Chisini   (O.). —  Sulla    risolubilità    per  radicali    délie    equazioni 
contenenti  linearmente   un  parametro  [Sur  la    résolubilité  par 
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radicaux  des  équations  contenant  linéairement  un  paramètre] 

(  382-4oa). 

Équations  de  degré  premier  p  en  x  et  de  la  forme 

/,(*)  -tf,{x)  =  Q. 

A  toute  valeur  de  t  correspond  un  groupe  G  de  p  racines.  Ceux  de  ces 
groupes  qui  contiennent  des  racines  multiples  sont  généralement  en  nombre 
de  ip —  2;  mais  dans  le  cas  de  la  résolubilité  par  radicaux,  ils  présentent  un 
des  cas  suivants  : 

i°  Deux  groupes  dont  chacun  est  formé  par  une  racine  /?-uple; 

2°  Un  d'une  racine /7-uple  et  deux  de  — racines  doubles  et  une  simple; 

3°  Quatre  de  racines  doubles  et  une  simple; 

49  Trois  de  — - —  racines  triples  et  une  simple; 

-  •     P  —  '  •••  -i  •■-        a     P  —  * 

>"  l  n   de racines  doubles  et  une  simple,  et  un  troisième  de  =— ■ - —  racines 

2  0 

sextuples  et  une  simple; 

6°  Un  de  — racines  douilles  et  une  simple,  et  deux  autres  de  — ; — racines 

2  r  4 

quadruples  et  une  simple. 

Réciproquement,  à  chacun  de  ces  cas  correspond  une  équation  résoluble  par 
radicaux,  et  cela  quel  que  soit  p  dans  les  cas  i°,  2%  3°,  et  pour  p —  1  multiple 
de  3,  6,  \  respectivement  dans  les  cas  4°)  5°  et  6°.  , 

Loria  (G.).  —  Per  la  biografîa  di  Giovanni  Ceva  [Pour  la  biogra- 
phie de  Jean  Ceva]  (45o-452). 

Usai  (G.).  —  Sul  calcolo  délie  variazioni  per  il  caso  di  un  inté- 
grale doppio  [Sur  le  calcul  des  variations  pour  le  cas  d'une  inté- 
grale double]  (628-652). 

Condition  pour  que  l'intégrale 

(  i  =  1,  2,  3;    h,  k,  l  =  r,  2) 

soit  indépendante  des  paramètres  v,,  vr 

Andreoli  (G.).  — Nuova  dimostrazione  del  teorema  di  Poincaré 
sulle    caratteristiche   topologiche    di    una   superficie    [Nouvelle 
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démonstration  du  théorème  de  Poïncaré  sur  les  caractéristiques 
topologiques  d'une  surface]  (868-877,  quatre  planches). 

Le  théorème  est  celui  qui  prouve  qu'une  suiface  Est  toujours  et  seulement 
déterminée  au  point  de  vue  de  \* Analysa  situs  lorsqu'on  en  connaît  le  genre, 
les  bords  et  la  latéralité. 

Vergeiio  (A.).  —  Sull' equazioni  intégral)  di  seconda  specic  a 
li mit l  costanti  [Sur  les  équations  intégrales  de  seconde  espèce  à 
limites  constantes]  (878-890). 

Sibirani  (F.).  —  Sopra   alcuni   sistemi    di   equazioni   vettoriali 
[Sur  certains  systèmes  d'équations  vectorielles]  (919  946). 
Condition  vectorielle  de  possibilité  et  solutions. 

Cherubino  (S.).  —  Identité  ed  auto-identità  semi-projettiva 
ridotla  di  due  forme  algebriche  ad  n -+-  1  variabili  [Identité  et 
auto-identité  semi-projective  réduite  de  deux  formes  algébriques 
à  11  -f-  1  variables]  [Note  I  (99.3-10 1 5),  Note  II  (1026-1049)]. 

T.  XLIX,  1916. 

Darbi  (G.).  — •  Sopra  una  classe  di  equazioni  aile  derivate  par- 
ziali  [Sur  une  classe  d'équations  aux  dérivées  partielles] 
(3a4-335). 

On    obtient    cette   classe   d'équations  en   éliminant   /*„,  /*, h„   entre    les 

équations 

dz  ,    dz 

ox  °  dy 

dh.  ,    dz 

-T— "  =    fl,    > 

dy  dy 


dhn   ,        ,     dz 

=  h„-T- 


dy       '    "  dy 
(h„=  ty  +  g), 

les  /*,  étant  des  fonctions  de  x,  y  et  les  t,  g  de  x  seulement. 

Cïsolti  (  U.).  —  Sulle  capacité  elettrostatica  dei  conduttori  sfe- 
roidali  [Sur  la  capacité   électrostatique  des  conducteurs  sphé- 
roïdaux]  (393-898). 
La  capaciié  est  égale  au  rayon  moyen. 
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Berzolari  (  L.).  —  Sulla  polarità  rispetto  ad  un  quadrilatère  piano 
completo  [Sur  la  polarité  par  rapport  à  un  quadrilatère  plan 
complet]  (463-473). 

Travail  se  rattachant  a  l'autre  de  l'auteur  :  Sulla  lemnisçata  proj ettiva  (ces 
Rendiconti,  t.  XXXVII,  1904.  p.  277  et  Ho^  ),  ainsi  qu'à  un  travail  de  Milinowski 
(Zeitschrift  fur  Molli,  u/id  Phys.,  Bd  '20,  1870,  p.  17)  axant  pour  but  d'établir 
d'une  manière  purement  géométrique  la  théorie  des  pôles  et  des  polaires.  (Sur 
ce  sujet,  voir  aussi  la  Note  de  Lazzeri  dans  ces  Rendiconti,  t.  XXIV,  1891, 
p.  1021.) 

Brusotli  (L.).  —  Nuovi  metodi  costruttivi  di  curve  piane  d'or- 
dine  assegnato  dotate  del  massiuio  numéro  di  circuiti  [Nouvelles 
méthodes  de  construction  de  courbes  planes  d'ordre  assigné, 
douées  du  nombre  maximum  de  circuits]  [Note  IV  (  igS-oio), 
Note  Y  (575-588),  Note  \  1  i  905-919,  deux  planches)]. 

Voir  les  Notes  précédentes  dans  le  Tome  XLYII  aux  pages  4%  et  797,  et  dans 
le  Tome  XLVIIl  à  la  page  182.  Ici  l'auteur  appelle  front  d'une  courbe  d'ordre  n 
un  segment  de  la  courbe  ayant  en  commun  avec  une  droite  n  points  distincts 
également  ordonnés  sur  le  segment  et  sur  la  droite,  et  il  donne  deux  méthodes 
récurrentes  pour  construire  des  courbes  génératrices  à  deux  fronts.  Dans  la 
Note  Y,  il  traite  le  cas  des  génératrices  à  trois  fronts.  Dans  la  Note  VI,  il 
traite  d'autres  génératrices  particulières. 

Vergèrio  (  t.).  —  Sulle  rappresentazione  délie  funzioni  continue 
mediante  série  di  funzioni  ortogonali  [Sur  la  représentation  des 
fonctions  continues  par  des  séries  de  fonctions  orthogonales] 
(5i  i-5a4)- 

Soit 

<?'i(*)i     <Pî(*)i     ••• 

un  système  «P   de  fonctions  définies  en  ab,  intégrables  au  sens  de   Lebesgue  et 
orthogonales,  c'est-à-dire  telles  qu'il  soit 


(1)  /       zjs)z.,(s)ds 


f  M*)*;.to 


0  pour     u.  Z  v, 

1  pour     ;jl  —  v, 


le  système  (I»  est  fermé  s'il    n'y   a    pas   d'autres  fonctions  6(s)  satisfaisant  à  la 
condition 

rh 

(2)  /       s., (s)  <}(s )  ds  =  o. 

«•  « 

Lorsque  <I>  n'est  pas  fermé,  il  y  a  un  autre  système  W  [complémentaire  sui- 
vant Lauricella  (Rend,  des  Lincei.  1912,  1"  semestre,  p.  075)]  formant  avec  <!> 
un  système  fermé  4>  -+-  4*.  Lorsqu'il  n'y  a  pas  de  solutions  continues  des  équa- 
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lions  (a),  le  système  'l>  est  appelé  par  l'auteur  un  système  semi-fermé,  et  si  le 
système  n'est  pas  même  semi-fermé  il  j  a  toujours  un  système  4».'  {supplémen- 
taire) tel  que  <I>  -+-  <l>'  est  semi-fermé.  Ces  systèmes  peuvent  servir  à  la  repré- 
sentation des  fonctions  continues. 

Cisutti  {(J.).  —  Sul  moto  <li  uno  sferoide  in  un  liquide»  indefi- 
nito  [Sur  le  mouvement  d'un  sphéroïde  dans  un  liquide  indéfini] 
(602-612). 

Détermination  du  potentiel  .le  vitesse  sans  employer  les  développements  en 
série  de  fonetions  sphériques  et  en  faisant  entrer  dans  la  recherche  la  déviation 
du  sphéroïde  de  la  forme  sphérique.  Application  des  méthodes  sectorielles. 

Sibirani  (F.).  —  Intorno  ad  alcune  soluzioni  del  problema  ris- 
tretto  dei  tre  corpi  [Sur  certaines  solutions  du  problème 
restreint   des    trois  corps]    (661-667).   Addition   à    cette   Note 

(920-922). 

Cas  où  les  trois  niasses  ne  restent  pas  dans  un  même  plan  et  où  l'on  peut 
négliger  l'action  de  l'une  d'elles  P  sur  les  deux  autres,  qui  tournent  uniformé- 
ment autour  de  leur  barycentre  et  attirent  P  suivant  la  loi  newtonienne.  Pro- 
priétés relatives  aux  mouvements  de  P  dans  le  voisinage  des  centres  de  libra- 
tion. 

Osai  (G.).  —  Sul  calcolo  délie  variazioni  e  sulle  equazioni  di 
Eulero  [Sur  le  calcul  des  variations  et  sur  les  équations  d'Euler] 
(678-690  ).  Observations  et  additions  (994-1000). 

Application  des  équations  d'Euler  pour  les  variations  des  intégrales  simples 
aux  deux  cas  considérés  par  l'auteur  dans  ces  Rendiconti  (voir  les  Notes  de 
l'auteur  dans  le  Tome  XLVIII,  p.  77  et  628). 

Buralî-Forti  (C).  —  Soprà  alcuni  baricentri  di  linee,  aree, 
volumi  [Sur  certains  barycentres  de  lignes,  d'aires  et  de  vo- 
lumes] (932-954). 

Les  diverses  queslions  traitées  ici  par  le  calcul  vectoriel  sont  du  genre  de  la 
suivante  : 

Soient  O  un  point  fixe,  S  une  surface,  u  une  partie  finie  de  1  et  dont  H  fait 
le  barycentre,  v  le  volume  du  cône  ayant  O  pour  sommet  et  <s  pour  base  et  G  le 
barycentre  de  ce  cône,  on  veut  déterminer  les  surfaces  1  pour   lesquelles   on   a 

G  =  O  h-  7  (  H  —  O  ) , 

quelle  que  soit  la  partie  j  de  -. 

Ce  sont  toutes  et  seulement  les  surfaces  dont  les  plans  tangents  ont  une  dis- 
tance constante  du  point  O. 
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T.  L.  19. 7. 

Veneroni  (JE.).  —  Sulle  corrispondenze  piane  simnietriclie  (2,  2) 
délia  classe  zéro  [Sur  les  correspondances  planes  symétriques 
(2,  2)  de  la  classe  zéro]  (4  £7-464),  Note  II  (55o-56;),  Note  III 
(65 1-667). 

Cisotti  ((/.)■  —  Sulle  azioni  dinamiche  di  masse  fluide  continue 
[Sur  les  actions  dynamiques  de  masses  fluides  continues] 
(5o2-5i5). 

Celoria  (G.).  —  Giovanni  Schiaparelli  e  l'opéra  sua  [Giovanni 
Schiaparelli  et  son  œuvre]  [Inauguration  de  l'inscription  avec 
médaillon,  dédiée  à  lui  dans  la  cour  d'honneur  du  palais  de 
Bréra]  (536-54<>) • 

T.  IJ.  1918. 

Vivante  (G.).  —  La  Matematica  e  il  mondo  reale.  Discorso  inau- 
gurale, ecc.  [La  Mathématique  et  le  monde  réel.  Discours 
d'inauguration,  etc.]  (49-63). 

Cisotti  (U.).  —  Sulle  onde  superliciali  progressive  di  tipo  perma- 
nente [Sur  les  ondes  superficielles  progressives  à  type  perma- 
nent] (85-g4). 

Sibirani  {F.).  —  Sulle  radiali  délie  curve  gobbe  [Sur  les  radiales 
des  courbes  gauches]  (1 1 9-1 33). 

Les  radiales  ont  été  considérées  pour  les  courbes  planes  par  Tucker  (Proc. 
0/  the  London  Math.  Soc,  t.  I,  i865),  et  pour  les  courbes  gauches  par  Burali- 
Forli  {Rend,  del  Cire.  mat.  di  Palermo,  t.  XVI,  1902)  et  Rossi  (Giorn.  di 
Battagtieri,  t.  \LVII,  1909).  On  définit  par 

.  du 

inod  -t— 
ds 

la  valeur  absolue  de  la  courbure  relative  au  vecteur  unitaire  u  invariablement 
lié  au  trièdre  fondamental  (/,  n,  b)  et  par 


H..  = 


du 
ds 


"  m 
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le  rayon  fie  courbure  relatif  à  u  en  un  point  de  la  courbe.  La  radiale  par  rap- 
port au  point  0  et  au  vecteur  u  esl  le  lieu  des  points  Q  donnés  par 


Del  Be  {A.)  —  Hamiltoniani  e  gradienti  particolari  nell'  analisi 
ad  n  dimensioni  di  Grassmann  [Hamiltoniens  et  gradients  pat  ti- 
culiers  dans  l'analyse  à  n  dimensions  de  Grassmann]  (i54-i6o). 

Généralisations  de  la  divergence,  de  la  rotation  et  de  la  fonction  de  Lagrange. 

Serini  {B.).  —  Deformazioni  longiludinali  e  trasversali  di  un 
corpo  elastico  omogeneo  ed  isotrope  [Déformations  longitudi- 
nales et  transversales  d'un  corps  élastique  homogène  et  iso- 
trope]. Note  1  (  177-184 ),  Note  II  (34 i-34p)- 

Cas  du  plan  et  cas  de  la  sphère.  Une  Note  III  contenant  le  cas  général  se 
trouve  dans  le  Tome  LU,  p.  4°!»- 

Berzolari  (L.).  —  Le  confîgurazioni  (ioGj  i54)  di  punti  e  piani 
[Les  configurations  (ioc,  i5.i)  de  points  et  plans]  (243-2.58). 

•  luire  les  dix  points  singuliers  et  les  quinze  plans  singuliers  d'une  congruence 
du  troisième  ordre  et  de  la  deuxième  classe,  il  y  a  une  autre  (seule)  de  ces 
configurations  qui  est  en  rapport  avec  le  système  de  deux  cubiques  gauches  en 
position  octaédrique  (Kohn.  Sitzun^sberichte der  Ak.  der  Wiss.  in  Wien,  1899), 
c'est-à-dire  invariantes  simultanées  par  rapport  à  un  groupe  octaédrique  de 
collinéations. 

Sibirani  (F.).  —  Sulla  estrazione  délie  radice  funzionale  /tesima  di 
una  data  funzione  [Sur  l'extraction  de  la  racine  niem*  fonction- 
nelle d'une  fonction  donnée]  (271-290). 

Fonction  z  dont  ['itérée  «i*m«  est  la  fonction  donnée. 

Caldonazzo  (B.).  —  Sulla  fusione  di  vene  liquide  [Sur  la  fusion 
de  veines  liquides]  (317-328). 

Caldonazzo  (B.).  — ■  Sulla  contrazione  di  vene  liquide  che  si  fon- 
dono  [Sur  la  contraction  des  veines  liquides  qui  se  fondent  entre 
elles]  (35o-35o,). 

Cisotti  {U.)-  —  Lna  formola  générale  relativa  ai  moti  permanenti 
di  liquidi  pesanti  e  sue  applicazioni  [Une  formule  générale  rela- 
Bull.  des  Sciences  mathém.,  2'  série,  t.  XLVI.  (Décc.nbre  1922.)        H. 9 
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tive    aux    mouvements    permanents    de   liquides  pesants  et  ses 
applications]  (36o-366  ). 

Brusotti  (L.).  —  Discriminanti  e  fasci  nella  topologia  proiettiva 
del  piano  [Discriminants  et  faisceaux  dans  la  topologie  projec- 
tive  du  plan]  ( 36j-3-3). 

I  n  point  double  réel  à  tangentes  distinctes  peut  être  : 

i°  Point  de  croisement,  s'il  est  commun  à  deux  circuits  distincts; 
2°  Point  d'entrelacement,  s'il  est  double  pour  un  circuit; 
3°  Point  isolé,  s'il  est  à  tangentes  imaginaires. 

Un  faisceau  réel,  algébriquement  générique,  sans  points  de  base  ou  à  deux 
seuls  points  de  base  réels,  a  une  et  une  seule  courbe  à  point  de  ernisemem. 

Une  courbe  possède  un  nombre  pair  ou  impair  de  circuits,  suivant  que  le 
discriminant  est  positif  ou  négatif. 

Veneroni  [E .).  —  Sulle  corrispondenze  piane  simmetriche  [2,  2] 
délia  classe  unn  [Sur  les  correspondances  planes  symétriques 
[2,  2]  de  la  classe  un]  (3^4-387). 

Berzolari  {L.).  —  Sul  significato  geometrico  di  alcune  identité 
lineari  tra  quadrati  di  forme  algebriche  [Sur  la  signification 
géométrique  de  certaines  identités  linéaires  entre  des  carrés  de 
formes  algébriques]  (  ^j 3 1  -4 54)- 

Gerbaldi  (/'.). —  Sulle  ridotte  d'una  frazione  continua  di  Halphen 
[Sur  les  réduites  d'une  fraction  continue  d'Halphen]  (523-546). 

Bi  usotti  (E.).  —  Esistono  fasci  di  curve  piane  d'ordine  11  a  punti 
base  e  centri  critici  tutti  reali  [11  y  a  des  faisceaux  de  courbes 
planes  d'ordre  n  à  points  de  base  et  centres  critiques  réels] 
(612-618). 

Porro  (  7'\).  —  Sulla  stabilité  dei  sistemi  secondari  perturbati  dal 
Sole  [Sur  la  stabilité  des  systèmes  secondaires  perturbés  par  le 
Soleil]  (619-624  I. 

Laura  {E .).  —  Sopra  i  potenziali  generalizzati  di  Helmholtz  [  Sur 
les  potentiels  généralisés  de  Helmholtz]  (644-653).  Note  II 
(712-723). 
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Venerani  (E.).  —  Principal]  ii|>i  di  corrispondense  piane  simme- 
triche  [>.,  >.\  délia  classe,  uno  [Sur-ies  types  principaux  de  cor- 
respondances planes  symétriques  |  a,  2]  de  la  classe  un].  Notes  1 
et  II  (753-777). 

Cisùtti  \  (  .).  —  Sopra  alcune  relazioni  intégral!  relative  a  funzioni 
di  variabile  complessa  e  a  funzioni  armoniche  [Sur  quelques 
relations  intégrales  relatives  aux  fonctions  d'une  variable  com- 
plexe et  aux  fonctions  harmoniques]  iv 796-805). 

Condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  u  soit  une  fonction  réelle  harmo- 
nique et  régulière  dans  les  points  P  intérieurs  au  champ  connexe  A,  est  qu'il 
soit 


/(■ 


cl  \ogz        du  , 

—  \ogz    <fc  =  o, 


dn  dn 

s  étant  le  contour  d'une  portion  finie  quelconque  du  champ. 

Btirali-Forti  (C).  —  Traiettorie  ortogonali  di  un  sistema  00'  di 
superficie  sferiche  [Trajectoires  orthogonales  d'un  système  00' 
de  surfaces  sphériques]  (899-908  ). 

T.  LU.  1919. 

Do  Rios  (S.).  - —  Sulla  dinamica  dei  fluidi  eomprimibili  [Sur  la 
dynamique  des  fluides  compressibles]  (98-10.3). 

Expression    de    la    résultante    des    forces   extérieures  en  tenant    compte   des 
variations  de  densité  du  fluide.  Le  résultat  peut  intéresser  l'aéronautique. 

Usai  (G.  ).  —  Sulle  variazioni  di  un  intégrale  doppio  con  le  deri- 
vate  quarte  [Sur  les  variations  d'une  intégrale  double  avec  les 
dérivées  quatrièmes]  [1  1 5 - 1 3 4 ) • 

Intégration  des  conditions  sous  lesquelles  l'intégrale  est  indépendante  de  deux 
paramètres. 

Sibirani  (F.).  —  Sulla  rappresentazione  approssimata  di  una 
funzione  e  sue  derivate  secondo  Tchebvcev  [Sur  la  représenta- 
tion approchée  d'une  fonction  et  de  ses  dérivées  suivant  Tché- 
bycheff]  (1 35-i  43). 
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Caldonazzo  [B.).  —  Vene  confluenti  con  una  regione  spartiacque 
[  \  eines  confluentes  avec  une  région  divisant  les  eaux] 
(i49-i56). 

Laura  (E.).  —  Sopra  il  metodo  del  Sig.  Eôlvôs  per  la  determina- 
zione  délia  rotazione  délia  Terra  [  Sur  la  méthode  de  M.  Eôtvôs 
pour  la  détermination  de  la  rotation  de  la  Terre]  (259-267). 

Lazzarino  (O.).  —  Sulla  rotazione  di  un  corpo  nel  caso  di  moti 
interni  monoeicliei  f  Sur  la  rotation  d'un  corps  dans  le  cas  de 
mouvements  intérieurs  monocy cliques]  (3*ji-3-8). 

Serini  (R.).  —  Deformazioni  longitudinali  e  trasversali  di  un 
corpo  elastico  ed  isotropo  [Déformations  longitudinales  et  trans- 
versales d'un  corps  élastique  et  isotrope].  Note  III  (409-416). 

Ayant  traité  le  ras  du  plan  et  de  la  sphère  dans  les  Notes  I  et  II  (t.  LI, 
p.  177  et  34i),  l'auteur  traite  ici  le  cas  général. 

Pensa  (A.).  —  Geometria  assoluta  dei  vettori  e  délie  omografie 
vettoriali  in  un  Sw  euclideo  [Géométrie  absolue  des  vecteurs  et 
des  homographies  vectorielles  dans  un  S„  euclidien]  (43o-453). 

Rompta ni  {E.).  —  Determinazione  délie  superficie  integrali  d'un 
sistema  di  equazioni  a  derivate  parziali  lineari  ed  omogenee 
[Détermination  des  surfaces  intégrales  d'un  système  d'équations 
aux  dérivées  partielles  linéaires  et  homogènes]  (6 10-623). 
\oteIl(82o-83o). 

Les  surfaces  intégrales  d"un  système  d'ordre  v,  contenant 

équations,  possèdent  un  système  de  courbes  dans  les  espaces  Sv_j(v  —  /(  )-oscu- 
lateurs  à  une  courbe  ou  bien  sont  situées  dans  l'espace  Sîv_h.  Les  surfaces  inté- 
grales d'un  système   d'ordre  v,  contenant  équations,  appartiennent  à 

l'une  des  trois  classes  suivantes  : 

i°  Surfaces  de  S2v; 

20  Surfaces  avec  un  système  de  courbes  dans  les  Sv,  v-osculateurs  à  une 
courbe; 

3°  Surfaces  avec  un  double  système  conjugué  ou  un  simple  système  d'asymp- 
totiques. 
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Examen  des  autres  «as  de  systèmes  d'ordre  v  formés  par  un  nombre  moindre 
d'équations. 

Ces  recherches  ont  pour  but  la  tractation  du  problème  suivant  que  l'auteur 
annonce  comme  étant  en  cours  de  publication  dans  les  Rendiconti  des  Lincei. 
Trouver  les  plus  petites  dimensions  des  espaces  où  existent  des  surfaces  appli- 
cables d'espèce  v  et  quels  caractères  invariants  doivent  avoir  ces  surfaces  par 
rapport  aux  dimensions  des  espaces  ambiants.  Dans  la  Note  II  est  étudié  en 
particulier  le  cas  d'une  ou  plusieurs  équations  du  troisième  ordre  pour  déter- 
miner les  systèmes  de  courbes  que  possède  la  surface  intégrale  correspon- 
dante. 

Sibirani  {F.).  —  Sulle  superficie  che  si  deducono  da  una  data 
attribuendo  ad  un  sistema  00'  di  curve  di  questa,  traslazioni  che 
siano  funzioni  continue  di  un  parametro  [Sur  les  surfaces  que 
l'on  déduit  d'une  surface  donnée  en  attribuant  à  un  système  oc' 
de  courbes  de  celle-ci  des  translations  qui  soient  des  fonctions 
continues  d'un  paramètre]  (712-722). 

T.  LUI.  1920. 

Ciani  (E .).  — Intorno  ad  alcuni  covarianti  di  curve  algebriche 
piane  [Sur  quelques  invariants  de  courbes  algébriques  planes] 

(88-96). 

Sur  chacune  des  droites  conduites  par  un  point  P  on  prend  un  covariant 
(naturellement  binaire  et  toujours  le  même)  du  groupe  des  «intersections.  On 
a  ainsi  une  courbe  covariante.  Application  aux  courbes  du  troisième  ordre. 

Brusotti  (  L.).  —  Sopra  un  notevole  fascio  reale  di  cubiche  piane 
[Sur    un     faisceau     remarquable     réel    de     cubiques     planes] 

(188-192). 

Faisceau  ayant  un  seul  point  de  base  réel  et  douze  centres  critiques  réels. 
Rappelons  que  les  centres  critiques  sont  les  points  dont  chacun  est  double 
pour  une  (seule)  courbe  du  faisceau. 

Lombardi  (  U.).  — •  Aflfondamento  ed  aderenza  délie  ruote  délie 
trattrici  agrarie  e  dei  motocoltori  [Enfoncement  et  adhérence 
des  roues  des  tractrices  agricoles  el  des  motoculteurs]  (4 1  5-434). 

Bruni  (S.  \.  —  Equazioni  caratteristiche  dei  piccoli  moti  trasver- 
>ali  nei  canali  rettilinei  [Equations  caractéristiques  des  petits 
mouvements  transversaux  dans  les  canaux  rectilignes]  (55o-56o). 
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Chisini  (O.).  —  Sulla  forma  délie  quartiche  gobbe  di  prima 
specie  e  délie  curve  ellittiche  normali  [Sur  la  forme  des  quar- 
tiques  gauches  de  première  espèce  et  des  courbes  elliptiques 
normales  (691-599). 

Sur  une  courbe  fermée  (branche  d'une  courbe  algébrique)  soit  une  corres- 
pondance réelle  [n,  1]  faisant  partie  d'une  correspondance  algébrique  [m,  1]. 
Si  la  correspondance  [n,  1]  est  discordante,  c'est-à-dire  si  un  point  P  *e  meut 
en  sens  contraire  à  chacun  îles  ri  points  correspondants  P,-,  il  y  a  n  -+- 1  points 
unis.  Ce  théorème  démontré  par  l'auteur  est  ensuite  appliqué  à  la  correspon- 
dance qui  a  lieu  sur  une  cubique  plane  entre  un  point  de  la  courbe  et  le  tan- 
gentiel  relatif,  pour  déterminer  la  forme  de  la  cubique.  Au  moyen  dis  résul- 
tats obtenus  pour  la  cubique  plane  on  étudie,  au  même  point  de  vue,  la 
quartique  gauchs  et  les  courbes  elliptiques  normales. 

Gabba  (L.).  —  Giovanni  Celoria  [Notice  commémorative] 
(652-654). 

Cisotti  (£/•)■  —  Sui  piccoli  moti  vorticosi  in  un  canale  a  fondo 
rettilineo  [Sur  les  petits  mouvements  tourbillonnaires  dans  un 
canal  à  fond  rectiligne]  (670-679  |. 

Sibirani  (F.).  —  Sugli  inviluppi  di  linee  e  di  superficie  [Sur  les 
enveloppes  de  lignes  et  de  surfaces]  (701-755). 

T.  LIV,  1931. 

Scherillo  {M.).  —  Commemorazione  di  Giuseppe  Colombo  [Com- 
mémoration de  G.  Colombo]  (79-89). 

Berzolari  (L.).  —  Idem  (90-96). 

Paladini  (E.).  —  Idem  (97-106). 

Jorini  {A. -F.).  —  Idem  (107-1  10). 

Fantoli  (G.).  —  Idem  (1 1 1-1 15  ). 

Veneroni  (F.).  —  Sulle  congruenze  [2,  1]  di  coniche  nello  spazio 
[Sur   les    congruences    [2,    1]     de     coniques     dans    l'espace] 

(166-174). 
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Bedarida  \  t. -M.).  —  11  génère  nelle  forme  arilmetiche  cli 
Dirichlet  seeondo  un  Leorema  di  Eisenstein  [Le  genre  dans  les 
formes  arithmétiques  de  Dirichlet  suivant  un  théorème  d'Eisen- 
stein]  (  2o4-2  i5). 

Les  formes  dont  les  coefficients  et  les  variables  sont  des  entiers  dans  le  corps 

k\y — 1)     (  formes  de  Dirichlet) 

peuvent  se  distinguer    en    genres  en  disant  de  même   genre  deux   formes  qui 
peuvent  se  transformer  l'une  en  l'autre  par  une  substitution  d'Eisenstein 


a 

n 

n 

Y 

8 

n 

n 

où  n  est  premier  avec  (i-t-i)D,  D  étant  le  déterminant  de  la  forme.  Le 
nombre  des  genres  est  fini.  Deux  formes  de  même  classe  sont  aussi  de  même 
genre.  Caracières  des  formes  de  Dirichlet. 

Veneroni  (E.).  —  Tipi  particolari  di  sistemi  [2,  1]  di  coniche 
nello  spazio  [Types  particuliers  de  systèmes  [2,  1]  de  coniques 
dans  l'espace]  (' 383-3q4)- 

Sibirani  ( F.).  —  Sulle  congruenze  rettilinee  di  egual  pendenza 
[Sur  les  congruences  rectilignes  de  pente  égale]  (io-i-iiS). 

Congruences  dont  chaque  développable  de  l'un  des  deux  systèmes  est  une  sur- 
face de  pente  égale  par  rapport  à  une  même  direction,  l'angle  pouvant  varier 
d'une  développable  à  l'autre. 

L'orle  (G.).  —  11  principio  di  dualità  per  le  funzinni  plurisimme- 
triche  relative  a  due  gruppi  di  variabili  incidenti  [Le  principe 
de  dualité  pour  les  fonctions  plurisymétriques  relatives  à  deux 
groupes  de  variables  incidentes]  (459-462). 

Palatini  {A.).  —  Sulle  equazioni  délia  statica  einsteiniana  in 
seconda  approssimazione  [  Sur  les  équations  de  la  statique- ein- 
steinienne  en  seconde  approximation]  (460-470  ». 

Usai  (G.).  —  Processi  ridultivi  su  equazioni  integrali  [Procédés 
de  réduction  sur  les  équations  intégrales]  (477-189). 
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Etant  <?(x)  la  solution  de 
(i)  f(x)  =  ?(#)-  a  /      (a?  —  y)<?(y)dy 

et/(o)  =  o,  l'équation 

f'(x)  =  <fl(x)  —  \  I      {x—  y)  <plV>)  dy 

a  pour  solution 

?,(#)  =  f(ar). 

Ce  théorème  a  été  démontré  par  l'auteur  dans  les  Bendiconti  del  Circolo 
Mat.  di  Palermo,  1920.  Ici  il  donne  la  résolution  de  (i),  la  détermination  com- 
plète des  noyaux  K(x,  y)  pour  lesquels  le  théorème  a  lieu  [et  qui  doivent 
avoir  la  forme  ty  (x — y)], et  des  méthodes  de  réduction  applicables  aux  équa- 
tions de  ce  type.  Dans  les  solutions  entrent  des  déterminants  qui  rentrent 
comme  cas  particuliers  dans  les  déterminants  récurrents  de  M.  Pascal. 

Comessatli  (A.).  — Nuovi  contributi  geometrici  alla  teoria  délie 
forme  binarie  [Nouvelles  contributions  géométriques  à  la  théorie 
des  formes  binaires]  (  54 1-55 1  ). 

Chisini  (O.).  —  Il  teorema  d'Abel  e  il  jm.  ;oio  di  corrispondenza 
nel  loro  aspetto  topologico  [Le  théorème  ^Abel  et  le  principe 
de  correspondance  dans  leur  aspect  topologique]  (552-56g). 

Pour  qu'un  groupe  variable  G„  de  points  sur  une  courbe  algébrique  de  genre  p 
varie  dans  une  série  linéaire,  il  faut  que  la  somme  des  valeurs  que  chacune 
des  p  intégrales  abéliennes  de  première  espèce  a  en  ces  n  points  soit  constante 
(théorème  d'Abel).  Lorsque  G„  revient  au  groupe  initial,  tout  point  du  groupe 
ayant  décrit  un  cycle  riemannien,  la  somme  des  cycles  par  les  n  points  est 
homologue  à  zéro.  Ce  qui  peut  s'exprimer  en  disant  que  toute  série  s„  de 
groupes  G„  appartenant  à  une  série  linéaire  est  à  circulation  nulle.  Ici  l'auteur 
démontre  que  toute  série  à  circulation  nulle  est  renfermée  dans  une  série 
linéaire. 

Palatini  (A.).  —  L'analogo  einsteiniano  dei  potenziali  cilindiïci 
in  seconda  approssimazione  [L'analogue  einsteinien  des  poten- 
tiels cylindriques  en  seconde  approximation]  (  5^0-5^6). 

Berzolari  (L.).  —  Max  JNoether  [Note  commémorative]  (600-600). 
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COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES 


ANDOYER  (H.),  membre  de  l'Académie  des  Sciences  et  du  Bureau  des 
Longitudes,  professeur  à  la  Sorbonne.  —  L'Œuvre  scientifique  de 
Laplace. 

C'est,  un  noble  et  vaste  but  que  celui  de  faire  mieux  connaître 
un  illustre  savant  et  de  faire  revivre  aux  yeux  du  lecteur  une 
période  de  l'histoire  de  la  Science  aussi  brillante  que  celle  des 
cinquante  années  (1773-1827)  pendant  lesquelles  la  carrière  scien- 
tifique de  Laplace  se  développa.  C'est  une  œuvre  utile,  car  l'histoire 
de  la  Science  est  trop  délaissée  en  France.  C'est  aussi  une  tâche 
difficile  que  seul  pouvait  entreprendre  un  astronome  éminent. 
M.  Andoyer  a  su  la  réaliser  en  un  petit  volume  de  162  pages,  qui 
ne  laisse  de  côté  aucune  partie  du  sujet,  ni  l'exposé  des  travaux 
mathématiques  de  Laplace,  des  belles  méthodes  qu'il  a  conçues 
dans  la  doctrine  des  probabilités,  des  admirables  recherches  de 
mécanique  céleste  qui  ont  rendu  son  nom  immortel,  ni  sa  contri- 
bution aux  progrès  de  la  physique,  ni  son  œuvre  de  philosophie 
et  de  vulgarisation,  pour  ainsi  définir  l'objet  de  Y  Essai  sur  les  pro- 
babilités, ouvrage  qui  correspond  à  un  siècle  de  distance  au  livre 
de  M.  Borel  intitulé  le  Hasard  et  l'objet  de  l'Exposition  du  système 
du  monde  qui  contient  la  célèbre  hypothèse  sur  la  formation  du 
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système  solaire,  ni  enfin  l'histoire  de  sa  vie  et  la  physionomie  de 
son  époque  que  M.  Andoyer  a  rendues  vivantes  par  de  nombreux 
extraits  de  Laplace,  de  ses  contemporains  les  plus  illustres  notam- 
ment d'Alemberi.  Lagrange  et  Legendre,  et  aussi  de  ceux  qui  les 
suivirent,  Arago  et  Joseph  Bertrand  par  exemple. 

Le  Livre  de  M.  Andoyer  se  compose  de  cinq  Chapitres  que  nous 
allons    examiner. 

I.  Résumé  biographique.  Premier  aperçu  de  V œuvre  de  Laplace.  — 
En  quelques  pages  se  trouvent  résumées  la  vie  et  aussi  l'œuvre  de 
Laplace.  Né  en  1749*  dans  une  modeste  famille  de  cultivateurs, 
Laplace  fut  distingué  par  d'Alembert  et  Condorcet,  devint  l'une 
des  gloires  scientifiques  de  la  France,  et,  ne  bornant  pas  là  son 
ambition,  comme  son  aîné,  son  émule  Lagrange,  il  rechercha  et 
obtint,  après  s'être  retiré  à  Melun  pendant  la  période  révolution- 
naire, les  charges  et  dignités  suivantes  :  Ministre  de  l'Intérieur 
au  18  brumaire,  sénateur,  comte  de  l'Empire,  pair  et  marquis  sous 
la  Restauration  et  il  mourut  en  1827,  ayant  soutenu  jusqu'au 
bout  la  politique  de  Charles  X.  Ces  circonstances  de  la  vie  de 
Laplace  ont  été  parfois  jugées  avec  une  sévérité  singulièrement 
grossie  en  raison  de  la  valeur  de  l'homme.  Elles  sont  ici  relatées 
rapidement  et  sobrement,  ainsi  qu'il  convient. 

II.  Les  caractéristiques  de  V œuvre  de  Laplace.  - —  C'est,  dans  ce 
Chapitre  qu'on  trouvera  une  véritable  histoire  des  idées  au  temps 
de  Laplace.  Il  y  a  là  une  étude  des  plus  attrayantes  sur  les  mé- 
thodes dans  les  sciences  et  sur  les  limites  de  la  science.  Les  considé- 
rations sur  les  probabilités  par  lesquelles  se  termine  le  Chapitre 
mettent  bien  en  évidence  qu'à  cette  époque,  celle  des  beaux  jours 
du  calcul  des  probabilités,  on  alla  trop  loin,  sous  l'influence  du 
généreux  Condorcet,  dans  les  applications  de  ce  calcul  aux  sciences 
morales  et  sociales  et  que  le  prudent  Laplace  ne  put  se  défendre 
de  suivre  l'exemple  de  Condorcet  bien  qu'il  eût  écrit  que  le  philo- 
sophe vraiment  utile  est  celui  qui  réunit  à  une  imagination  pro- 
fonde une  grande  sévérité  dans  le  raisonnement. 

M.  Andoyer  parle  ici  de  la  critique,  impitoyable  dans  son  ironie, 
que  Joseph  Bertrand  a  tracée  des  travaux  de  Condorcet,  de 
Laplace,  de  Poisson,  relatifs  à  des  applications  hasardées  du  calcul 
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des  probabilités,  notamment  aux  décisions  de  J;i  justice.  .Mais  je 
-nais  bien  i'Iihiik'  s"il  adoptait  cet  I*.'  critique  tout  ml  iè're.  Ajoutons 
que  l'auteur  de  V Essai  philosophique  sur  les  probabilités  ne  mérite 
pas,  au  moins  sous  cette  forme  brève  et  sévère,  le  jugement  de 
Joseph  Bertrand  qui  a  écrit  et  récrit  que  la  difliculté  du  Traité  ana- 
lytique dès  probabilités  de  Laplace  était  une  des  causes  de  l'état 
d'abandon  dans  lequel  étail  laissé  le  calcul  des  probabilités. 

III.  U œuvre  de  Laplace  en  mécanique  céleste.  —  M.  Andoyer 
analyse,  et  cela  en  détail,  les  Mémoires  qui  constituent  cette 
œuvre  prodigieuse.  Une  première  partie  est  relative  à  la  méca- 
nique céleste  proprement  dite  et  donne  une  idée  des  méthodes 
d'approximation  employées  par  Laplace  pour  intégrer  les  équa- 
tions du  mouvement  des  corps  célestes.  Une  seconde  partie 
s'occupe  de  ses  recherches  sur  le  problème  de  l'attraction  (attrac- 
tion des  sphéroïdes,  figure  des  planètes,  calcul  des  marées,  etc.). 

On  ne  peut  parcourir  ce  Chapitre  sans  rester  confondu  de  ce 
qu'en  moins  d'un  siècle,  des  hommes  d'un  tel  génie,  Leibniz, 
Xewton,  Euler,  Clairaut.  d'Alembert,  Lagrange,  Laplace  se  soient 
trouvés  pour  développer  des  vues  aussi  hautes  et  pousser  aussi 
loin  leurs  conséquences.  M.  Andoyer  suppose  naturellement  que 
le  lecteur  est  familiarisé  avec  l'histoire  des  progrès  de  la  mécanique 
céleste.  Il  ne  pouvait  la  reprendre  à  ses  débuts,  puisque,  au  con- 
traire, son  sujet  était  de  l'exposer  au  moment  où  elle  s'est  épanouie, 
au  moment  où  Laplace  s'occupa  du  calcul  exact  des  marées,  des 
lois  du  mouvement  des  satellites  de  Jupiter,  des  inégalités  de 
Jupiter  et  de  Saturne,  de  la  stabilité  du  système  solaire;  et  aussi 
des  inégalités  de  la  Lune  qui  furent  les  découvertes  qu'admirèrent 
le  plus  les  contemporains  de  Laplace,  parce  que  ses  calculs  con- 
firmèrent brillamment  les  résultats  obtenus  par  les  fameuses  expé- 
ditions scientifiques  du  xvine  siècle,  entreprises  pour  mesurer 
l'aplatissement  de  la  Terre  et  pour  observer  le  passage  de  Vénus, 
c'est-à-dire  pour  mesurer  indirectement  la  distance  du  Soleil 
à  la  Terre. 

IV.  Les  travaux  de  Laplace  sur  la  théorie  des  probabilités.  — ■ 
Signalons  particulièrement  l'exposé  de  ces  deux  questions  :  le  rôle 
important   de   Laplace   dans   l'élaboration   des   idées   émises   par 
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Bayes  sur  les  problèmes  de  probabilités  des  causes,  dans  l'étude 
de  leur  application  à  l'inversion  du  célèbre  théorème  de  Jacques 
Bernoulli  et  dans  la  discussion  des  espoirs  exagérés  que  l'on 
fondait  sur  ces  idées  pour  préciser  la  notion  de  probabilité  statis- 
tique; en  second  lieu  ses  importants  travaux  sur  le  problème  des 
erreurs  expérimentales,  sur  la  recherche  de  la  loi  des  erreurs  dans 
le  cas  des  séries  normales,  sur  la  règle  des  moindres  carrés,  toutes 
questions  où  son  nom  restera  associé  à  ceux  de  Legendre  et  de 
Gauss. 

V.  Recherches  de  Laplace  sur  des  sujets  dwers.  U  exposition  du 
système  du  monde.  Le  traité  de  mécanique  céleste.  La  théorie  analy- 
tique des  probabilités.  — -  Dans  ce  Chapitre  sont  tout  d'abord 
indiqués  les  travaux  de  Laplace  sur  les  phénomènes  capillaires, 
les  réfractions  astronomiques,  la  mesure  barométrique  des  alti- 
tudes, la  vitesse  du  son,  etc. 

Enfin,  le  Livre  de  M.  Andoyer  se  termine  par  l'analyse  des 
grands  ouvrages  dans  lesquels  Laplace  a  rassemblé  et  coordonné 
ses  Mémoires.  A  propos  de  Y  Exposition  du  système  du  monde, 
quelques  pages  intéressantes  sont  consacrées  à  l'hypothèse  cosmo- 
gonique  de  Laplace  qui,  on  le  sait,  suit  les  transformations  du 
système  solaire  depuis  le  temps  lointain  où  il  ne  formait  qu'une 
nébuleuse.  Dans  cet  ordre  d'idées,  les  conceptions  de  Descartes, 
deBufïon.  de  Kant,  si  intéressantes  soient-elles,  ne  pouvaient  pré- 
tendre être  des  contributions  précises.  L'hypothèse  de  Laplace  est 
la  première  qui  forme  une  véritable  doctrine  scientifique  sur  les 
origines  du  inonde  solaire.  Elle  a  vieilli,  il  est  vrai.  Elle  a  été  dis- 
cutée par  Faye  parce  que  des  mouvements  rétrogrades  ont  été 
découverts.  Mais  elle  a  conservé  ses  mérites  que  M.  Andoyer  met 
en  lumière  et  au  sujet  desquels  il  cite  la  chaude  défense  que  Poin- 
caré  en  a  présentée. 

Th.    Leconte. 
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PAINLEVÉ  (J'ali.).  —>  Les  axiomes  de  la  Mécanku  i  :  examen  critique. 
Note  suit  la  propagation  de  la  lumière.  In-16,  xvm-II2  pages. 
Gauthier-Villars  et  Cie,  «  Les  Maîtres  de  la  Pensée  scientifique  »,  [922. 

Le  petit  Livre  de  M.  Painlevé  qui  vient  de  paraître  dans  la 
collection  :  «  Les  Maîtres  de  la  Pensée  scientifique  »,  reproduit 
(p.  1  -44) ?  un  Chapitre  du  volume  intitulé  :  «  La  Méthode  dans  les 
Sciences  »  (Alcan,  1909),  et  (p.  4^-79)  une  communication  faite 
le  ier  décembre  1904  a  la  Société  française  de  Philosophie  (Bulletin 
de  cette  Société,  t.  V,  1906,  p.  27-50).  L'auteur  y  a  ajouté  une 
Note  sur  la  propagation  de  la  lumière  et  une  Note  sur  le  principe 
de  l'action  et  de  la  réaction. 

La  partie  principale  du  Livre  a  été,  comme  on  le  voit,  écrite 
avant  les  grandes  controverses  suscitées  par  les  théories  de  la 
relativité,  et  auxquelles  du  reste  M.  Painlevé  a  pris  la  part  bril- 
lante que  l'on  sait.  Elle  n'en  est  que  d'une  lecture  plus  suggestive. 
Au  commencement  de  ce  siècle,  la  Mécanique  classique,  dans  le 
triomphe  des  admirables  conquêtes  qui  ont  marqué  son  développe- 
ment, surtout  depuis  Newton,  pouvait  se  croire  fondée  sur  des 
bases  inébranlables.  M.  Painlevé  énonce  et  précise  les  axiomes  qui 
peuvent  lui  servir  de  fondement  logique,  en  les  examinant  tant 
du  point  de  vue  historique  que  du  point  de  vue  critique.  Une  ana- 
lyse ne  peut  remplacer  la  lecture  directe  de  ces  pages  lumineuses. 
Je  me  contenterai  d'indiquer  quelques  réflexions  que  m'a  sug- 
gérées cette  lecture. 

Elles  se  rapportent  surtout  au  premier  axiome,  celui  que 
M.  Painlevé  met  à  part  des  autres,  le  Principe  de  causalité,  qu'il 
regarde  comme  la  base  même  de  toute  science.  Son  énoncé  général 
est  le  suivant  : 

Lorsque  les  mêmes  conditions  sont  réalisées,  ci  deux  instants  diffé- 
rents, en  deux  lieux  différents  de  F  espace,  les  mêmes  phénomènes  se 
reproduisent,  transportés  seulement  dans  V espace  et  le  temps. 

I  n  tel  énoncé  n'a  de  sens,  comme  le  remarque  l'auteur,  que  si 
l'on  sait  répondre  aux  deux  questions  suivantes  : 

i°  Qu  est-ce  que  c  est  que  des  phénomènes  se  reproduisant  les 
mêmes,  transportés  dans  l'espace  et  le  temps? 

20  Quelles  sont  les  conditions  dont  la  réalisation,  à  deux  instants 
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différents  et  en  deux  lieux  différents,  suffit  pour  assurer  la  reproduc- 
tion des  mêmes  phénomènes  ? 

Pour  répondre  à  la  première  question,  il  faut  évidemment  avoir 
défini  une  fois  pour  toutes  un  système  de  mesures  permettant  de 
caractériser  quantitativement  un  phénomène,  en  ce  qui  concerne 
ses  propriétés  physiques  (mécaniques,  thermiques,  électriques,  etc.). 
Quant  au  transport  lui-même  dans  l'espace  et  le  temps,  transport 
qui  bien  entendu  ne  doit  pas  altérer  les  résultats  numériques  des 
mesures  dont  il  est  question  ci-dessus,  il  ne  soulève  aucune  diffi- 
culté théorique  si  l'on  admet  avec  Newton  la  notion  du  temps 
absolu  et  de  l'espace  absolu.  La  localisation  d'un  phénomène  dans 
l'espace  et  dans  le  temps  se  fait  analytiquement  au  moyen  de 
quatre  nombres  x]  y.  z.  t.  une  fois  qu'on  s'est  donné  une  origine 
du  temps,  un  système  de  référence  fixe  dans  l'espace,  une  unité  de 
temps  et  une  unité  de  longueur.  Le  transport  d'une  succession  de 
phénomènes  dans  l'espace  et  dans  le  temps  se  traduit  analytique- 
ment par  une  transformation  portant  sur  x,  y,  z,  t  (changement  de 
coordonnées  ordinaire  en  x,  y,  z  d'une  part,  changement  de  t 
en  t  +  c  d'autre  part),  et  toutes  ces  transformations  forment  un 
groupe  (le  groupe  de  Newton). 

Le  développement  même  de  la  Mécanique  a  conduit  à  modifier 
en  partie  les  idées  de  Newton  ;  on  a  abandonné  la  notion  d'espace 
absolu,  tout  en  conservant  celle  de  temps  absolu.  M.  Painlevé 
montre  très  clairement  les  difficultés  que  ce  nouveau  point  de  vue 
introduit  dans  l'interprétation  du  principe  de  causalité.  C'est  qu'en 
effet  la  localisation  dans  l'espace,  exigeant  l'emploi  d'un  système 
de  référence  dont  on  ne  peut  dire  s'il  est  fixe  ou  mobile,  nest  plus 
indépendante  de  la  localisation  dans  le  temps.  Le  transport  d'une 
succession  de  phénomènes  dans  l'espace  et  dans  le  temps  se  traduit 
encore  analytiquement  par  une  transformation  sur  x,  y,  z,  t,  mais 
les  formules  qui  donnent  les  nouvelles  valeurs  de  x,  y,  z  peuvent 
dépendre  de  t.  Ce  qui  reste  essentiel  pour  que  le  principe  de  causalité 
ait  un  sens,  c'est  que  ces  transformations  forment  un  groupe. 

En  définitive,  si  l'on  veut,  tout  en  en  conservant  la  substance, 
rendre  le  principe  de  causalité  indépendant  de  toute  notion  par- 
ticulière de  l'espace  et  du  temps,  on  peut  l'énoncer  de  la  manière 
suivante   : 
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77  existe  un  groupe  de  transformations  de  l'espace-temps  tel  que, 
les  mêmes  conditions  riant  réalisées  à  deux  instants  différents,  en 
deux  lieux  différents  de  l'espace,  les  mêmes  phénomènes  se  repro- 
duisent, à  une  transformation  près  de  ce  groupe. 

A  cet  égard,  la  Mécanique  de  la  relativité  restreinte  satisfait, 
aussi  bien  que  la  Mécanique  classique,  au  principe  de  causalité 
de  M.  Painlevé;  mais,  tandis  que  le  groupe  fondamental  de  la 
seconde  est  le  groupe  dit  de  Galilée,  celui  de  la  première  est  le 
groupe  de  Lorentz-Minkowski. 

Je  n'insisterai  pas  sur  la  seconde  question  que  pose  l'énoncé  du 
principe  de  causalité,  à  savoir  la  définition  de  ce  qu'il  faut  entendre 
par  les  conditions  qui  déterminent  une  succession  de  phénomènes. 
On  trouvera  dans  le  livre  de  M.  Painlevé  des  pages  très  intéres- 
santes sur  ce  qui  distingue  à  cet  égard  la  Mécanique  scholastique 
de  la  Mécanique  de  Copernic.  La  comparaison  entre  la  Mécanique 
classiqueet  la  Mécanique  de  la  relativité  restreinte  montre,  là  encore, 
de  grandes  analogies;  dans  l'une  et  dans  l'autre,  les  conditions  rela- 
tives à  un  point  matériel  sont  définies  par  un  certain  vecteur 
d'Univers;  avec  un  système  de  référence  de  Galilée,  les  compo- 
santes d'espace  de  ce  vecteur  définissent  la  quantité  de  mouvement, 
la  composante  de  temps  définit  la  masse.  Ce  qui  distingue  l'une  et 
l'autre  mécanique  provient  de  la  nature  du  groupe  fondamental; 
si  l'on  choisit  un  système  de  référence  de  Galilée  arbitraire,  la 
composante  de  temps  du  vecteur  est,  en  Mécanique  classique,  indé- 
pendante du  système  de  référence  (c'est  la  masse)  ;  en  Mécanique  de 
la  relativité,  c'est  la  racine  carrée  d'une  certaine  combinaison 
quadratique  des  quatre  composantes  qui  est  indépendante  du 
système  de  référence  (c'est  la  masse  au  repos). 

M.  Painlevé  insiste  avec  raison  à  plusieurs  reprises  dans  son 
Introduction  sur  ce  fait  essentiel  que,  dans  la  Mécanique  de  la 
relativité  restreinte,  il  y  a,  comme  dans  la  Mécanique  classique,  des 
systèmes  de  référence  privilégiés  (ceux  par  exemple  par  rapport 
auxquels  le  principe  d'inertie  est  vrai).  On  a  peu  remarqué,  semble- 
t-il,  que  la  Mécanique  classique  admet  un  groupe  fondamental  d'es- 
pace-temps beaucoup  plus  étendu  que  celui  qu'on  désigne  sous  le 
nom  de  «  groupe  de  Galilée  ».  En  effet,  si  l'on  a  une  succession  possible 
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de  phénomènes  mécaniques  définis  analytiquement  par  certaines 
formules  lorsqu'on  prend  des  axes  (rectangulaires  ou  obliques)  de 
Galilée,  ces  mêmes  formules,  interprétées  avec  un  autre  système 
d'axes  {rectangulaires  ou  obliques)  de  Galilée,  définissent  encore 
une  succession  possible  de  phénomènes  mécaniques  :  ce  sont  en 
un  sens  les  mêmes,  transportés  dans  l'espace  et  le  temps  d'une 
manière  plus  générale  qu'on  ne  le  conçoit  d'habitude.  Autrement 
dit,  la  Mécanique  classique  repose,  non  pas  sur  une  Géométrie 
métrique,  mais  sur  une  Géométrie  simplement  affine.  Le  théorème 
du  mouvement  du  centre  de  gravité,  celui  des  moments  cinétiques 
sont  de  nature  affine.  Le  théorème  des  forces  vives  lui-même  ne 
contredit  pas  ce  qui  précède;  en  réalité,  il  y  a  une  infinité  de  théo- 
rèmes des  forces  vives,  tous  différents,  mais  tous  également  vrais, 
fondés  chacun  sur  une  métrique  qui  peut  être  choisie  arbitraire- 
ment. Ce  n'est  que  lorsque  la  Mécanique,  sortant  des  généralités 
théoriques ,  aborde  des  problèmes  physiques  déterminés  (Mécanique 
céleste,  Mécanique  des  corps  solides,  des  fluides  parfaits)  qu'elle 
devient  métrique.  La  Mécanique  de  la  relativité  restreinte,  au 
contraire,  est  dès  le  début  de  nature  métrique,  par  sa  conception 
même  de  la  quantité  de  mouvement  et  de  la  masse;  cela  tient  sans 
doute  à  ce  qu'elle  est,  beaucoup  plus  que  la  Mécanique  classique, 
sortie  de  la  Physique,  de  l'Electromagnétisme  en  particulier,  qui 
est  une  science  essentiellement  métrique. 

Si  la  Mécanique  de  la  relativité  restreinte  se  conforme,  dans  ce 
qu'il  a  d'essentiel,  au  principe  de  causalité  de  M.  Painlevé,  il  n'en 
est  pas  tout  à  fait  de  même  de  la  relativité  généralisée.  C'est  qu'en 
effet,  dans  cette  dernière  théorie,  l'espace  et  le  temps  ne  sont  plus 
de  simples  cadres,  nécessaires  sans  doute  pour  nous  représenter  les 
phénomènes,  mais  incapables,. comme  dit  M.  Painlevé,  de  jouer  le 
rôle  de  causes  efficientes;  la  description  physique  des  phénomènes  ne 
peut  plus  être  séparée  de  leur  description  géométrique  et  ciné- 
matique, puisque,  jusqu'à  un  certain  point  tout  au  moins,  les  pro- 
priétés physiques  ne  sont  qu'une  simple  manifestation  des  pro- 
priétés géométriques  de  l'espace-temps.  D'autre  part,  l'espace- 
temps  n'admet  plus  de  groupe  de  transformations.  Ce  n'est  pas 
à  dire  que  rien  ne  subsiste  du  principe  de  causalité  de  M.  Painlevé, 
à  condition,  bien  entendu,  de  lui  donner  une  forme  moins  rigide. 
Là  encore  la  notion  de  groupe  joue  un  rôle  prépondérant,  là  encore 
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il  y  a  réellement  des  systèmes  de  référence  privilégiés.  Mais  ce  n'est 
pas  iri  le  lini  d'aborder  ces  questions.  Je  me  contenterai  de  signaler 
la  Note  sur  la  propagation  de  la  lumière,  dans  laquelle  M.  Pain- 
levé  cherche  à  montrer  que,  sans  sortir  du  cadre  de  la  Mécanique 
classique,  bien  des  hypothèses  restent  ouvertes  qui  rendraient 
peut-être  compte  des  contradictions  apparentes  entre  cette  Méca- 
nique et  la  Physique.  Tout  cela,  encore  une  fois,  est  à  lire  et  à 
méditer.  Elie   Cartan. 


VILLAT  (Henri).  — Aperçus  théoriques  sur  la  résistance  des  fluides. 
Un  volume  in-8°  de  101  pages.  Collection  Scienlia.  Paris.  Gauthier- Villars. 
1920. 

Ce  petit  livre  a  pour  but  d'exposer  l'état  actuel  d'une  théorie 
d'Hydrodynamique  déjà  ancienne,  mais  dont  les  progrès  impor- 
tants datent  seulement  de  quelques  années.  Il  est  bien  connu  depuis 
fort  longtemps  que  les  équations  de  l'Hydrodynamique,  appliquées 
à  un  fluide  parfait  incompressible,  illimité,  au  repos  à  l'infini  et 
contenant  un  solide  se  déplaçant  d'un  mouvement  de  translation 
uniforme  conduisent  à  la  conséquence  inattendue  que  la  résistance 
opposée  par  le  fluide  au  déplacement  du  solide  est  nulle.  Ce  fait 
anormal,  contredit  formellement  par  l'expérience,  constitue  le 
paradoxe  de  d'Alembert.  En  186S,  Helmholtz  imagina  pour 
tourner  cette  difficulté  que  dans  le  sein  du  fluide  en  mouvement 
pouvaient  exister  des  discontinuités  pour  les  vitesses,  disconti- 
nuités réparties  sur  certaines  nappes  le  long  desquelles  les  parti- 
cules du  fluide  glissent  les  unes  sur  les  autres,  au  repos  d'un 
côté  de  la  nappe,  en  mouvement  de  l'autre  côté.  Kirchhofî  en  a 
immédiatement  donné  quelques  exemples  basés  sur  l'emploi  de  la 
représentation  conforme  et  des  variables  imaginaires.  Puis  la 
théorie  resta  à  peu  près  stationnaire  et  ce  n'est  qu'en  1907, 
qu'un  Mémoire  fondamental  de  M.  Levi-Civita,  lui  fit  faire  un 
progrès  décisif.  En  1909,  M.  Brillouin  fit  du  Mémoire  de  M.  Levi- 
Civita  l'objet  de  son  cours  au  Collège  de  France  et  de  cette  date 
à  peu  près  partent  les  recherches  de  M.  Villat,  qui  a  su  dégager  la 
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véritable  méthode  de  résolution  du  problème  et  qui  a  développé  la 
théorie  dans  diverses  directions.  Ses  nombreux  Mémoires  sur  la 
question  en  font  à  l'heure  actuelle  incontestablement  le  savant  le 
plus  qualifié  en  France  pour  présenter  au  public  un  exposé  de  la 
théorie. 

Après  avoir  rappelé  rapidement  les  théorèmes  généraux  et  les 
principes  fondamentaux  de  l'Hydrodynamique,  l'auteur  consacre 
un  Chapitre  à  une  étude  purement  mathématique  du  problème  de 
Dirichlet  dans  le  cercle  et  l'anneau.  Alors  que  les  mathématiciens 
purs  s'attachent  plus  spécialement  aux  théorèmes  d'existence, 
ceux  qui  s'occupent  de  mathématiques  appliquées  ont  surtout 
besoin  de  solutions  explicites  et  maniables  des  problèmes  ren- 
contrés. M.  Yillat  a  su  mettre  la  solution  du  problème  de  Dirichlet 
dans  le  cercle  et  l'anneau  sous  une  forme  simple  pratiquement 
utilisable,  grâce  à  d'ingénieux  passages  à  la  limite  et  à  un  emploi 
habile  des  fonctions  elliptiques.  Ici  encore,  alors  que  dans  une 
étude  purement  théorique,  on  peut  à  la  rigueur  se  borner  à  l'étude 
des  fonctions  elliptiques  pour  en  dégager  l'idée  essentielle  et  en 
faire  ressortir  la  beauté  logique,  ici  au  contraire  il  est  nécessaire 
pour  comprendre  pleinement  les  calculs  ultérieurs  d'être  rompu  à 
tous  les  détails  d'application  de  cette  trigonométrie  fort  com- 
pliquée des  fonctions  de  Weierstrass  et  de  Jacobi  dont  l'usage  sera 
constant  par  la  suite. 

Le  Chapitre  suivant  est  consacré  à  l'exposition  du  paradoxe  de 
d'Alembert.  à  l'introduction  de  l'idée  des  surfaces  de  disconti- 
nuité de  Helmholtz-Kirchhoff  et  à  un  paradoxe  dû  à  M.  Brillouin 
montrant  que  l'on  n'échappe  aux  anomalies  précédemment 
signalées  sur  la  résistance  que  si  l'espèce  de  sillage  que  les  nappes 
de  discontinuité  forment   derrière  le  corps  s'étendent  à  l'infini. 

Les  Chapitres  suivants  sont  relatifs  à  l'étude  fondamentale  du 
mouvement  du  corps  solide  dans  le  liquide  et  à  la  détermination 
de  la  résistance  éprouvée  par  lui.  Après  le  cas  simple,  connu  depuis 
longtemps,  d'un  obstacle  plan,  se  présente  naturellement  à 
l'esprit  le  cas  d'un  obstacle  anguleux  formé  de  deux  plans  rac- 
cordés. Traitant  ce  cas  comme  application  de  résultats  précédem- 
ment acquis,  M.  Villat  montre  qu'il  soulève  déjà  de  grosses  diffi- 
cultés et  il  a  su  le  premier  montrer  comment  il  fallait  étendre 
l'hypothèse  de  Helmholtz  pour  donner  au  problème  toute  la  gêné- 
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ralité  nécessaire.  Les  calculs  sont  longs  et  'compliqués,  mais 
l'auteur  a  su  leur  donner  une  forme  telle  qu'ils  ne  sont  pas  pénibles 
pour  peu  que  l'on  soit  familiarisé  avec  l'emploi  des  fonctions  ellip- 
tiques. 

Ensuite  l'auteur  indiqué  dans  quelques  Chapitres  les  diverses 
généralisations  possibles  du  problème  principal  :  cas  d'un  obstacle 
frappé  par  une  veine  liquide  de  largeur  finie  se  bifurquant  derrière 
lui,  obstacle  placé  dans  un  canal  ou  bien  plongé  dans  un  fluide 
limité  d'un  côté  par  une  paroi  fixe. 

Enfin  un  dernier  Chapitre  signale  une  singularité  bien  inat- 
tendue; dans  le  cas  relativement  simple  de  l'obstacle  anguleux 
tournant  sa  concavité  vers  le  courant,  on  aurait  pu  s'attendre  à 
ce  que  le  problème  soit  déterminé  et  n'ait  qu'une  solution.  Or 
M.  Villat  a  réussi  à  mettre  en  évidence  deux  solutions  de  nature 
très  différentes  satisfaisant  à  toutes  les  conditions  mathématiques 
du  problème  et  qu'aucune  considération  physique  ne  permet  de 
départager.  Il  y  aurait  dans  l'étude  de  leur  stabilité  le  sujet  de 
belles  recherches,  qui  malheureusement  paraissent  extrêmement 
difliciles  avec  les  moyens  actuels. 

L'ensemble  du  petit  Livre  porte  ainsi  sur  des  questions  diverses 
qui  ont  fait  l'objet  de  nombreux  Mémoires  et  il  est  remarquable 
que  M.  Villat  ait  réussi,  dans  le  cadre  restreint  de  la  collection 
Scientia,  à  exposer  simplement  et  sans  négliger  les  détails  utiles 
l'ensemble  d'une  œuvre  fort  étendue.  Il  est  souvent  difficile  aux 
débutants  de  consulter  les  Mémoires  originaux  dans  lesquels  ils 
risquent  un  peu  de  se  perdre;  des  ouvrages  comme  celui-ci  leur 
sont  alors  d'un  précieux  secours.  La  théorie  ainsi  constituée  a  déjà 
une  certaine  ampleur  et  il  serait  peut-être  malaisé  de  la  compléter 
en  ligne  directe,  mais  les  à  côtés  fourmillent  en  points  intéressants 
qui  peuvent  être  le  départ  de  recherches  fécondes.  L'extension 
des  problèmes  traités  ici  à  l'espace  à  trois  dimensions  (on  ne  sait 
traiter  jusqu'à  présent  que  le  cas  plan),  l'étude  des  discontinuités 
en  mouvement  non  permanent,  le  raccord  de  cette  théorie  avec  ce 
qu'on  sait  sur  les  fluides  à  faible  viscosité  offrent  un  vaste  champ 
aux  recherches  nouvelles  et  il  est  à  souhaiter  que  le  livre  de 
M.  Villat  amène  de  nouveaux  adeptes  à  une  branche  de  la  science 
un  peu  négligée  en  France,  alors  que  dans  d'autres  pays,  en  Alle- 
magne notamment,  des  résultats  importants  sont  obtenus  par  les 
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efforts  concentriques  de  chercheurs  travaillant  en  groupe  et  par 
le  contrôle  constant  de  leurs  études  avec  les  données  expérimen- 
tales. René  Thiry. 


KEYSER  (Cassids  J.).  —  Mathematical  Philosophy.  A  Stidy  of  Fate  and 
Freedom.  New  York,  E.  P.  Dutton  and  C°  (sans  date;  Gopy  Right  igri), 
S"r  p.  vin -46(i. 

Personne  n'ignore  que  les  fondements  des  sciences  exactes,  telles 
que  nous  les  cultivons  depuis  désormais  2000  ans,  ont  été  posés 
par  les  philosophes  de  la  Grèce  ;  ensuite  une  séparation  entre  deux 
branches  s'est  produite,  les  mathématiques  ayant  suivi  la  route 
frayée  et  balayée  par  les  célèbres  géomètres  de  la  période  gréco- 
alexandrine.  Mais,  lorsqu'il  a  fallu  donner  à  la  géométrie  une 
tournure  et  une  direction  nouvelles,  ce  sont  deux  célèbres  philo- 
sophes, Descartes  et  Leibniz,  qui  se  sont  chargés  de  les  découvrir. 
De  nos  jours,  G.  Cantor  d'un  côté  et  II.  Poincaré  de  l'autre  (pour 
nous  borner  aux  personnalités  de  premier  ordre)  ont  donné  de 
confirmations  éclatantes  de  l'opinion  que  c'est  à  des  considérations 
générales  qu'il  faut  avoir  recours  si  l'on  veut  découvrir  de  nou- 
velles régions  dans  l'immense  royaume  mathématique.  C'est  la 
constatation  des  obligations  que  les  mathématiciens  ont  envers  les 
philosophes  qui  a  suggéré  à  M.  Keyser,  l'illustre  professeur  de  la 
Columbia  University,  de  faire  un  cours  destiné  aux  étudiants  en 
philosophie,  ayant  pour  but  de  leur  montrer  quels  sont  les  con- 
cepts fondamentaux  des  mathématiques  modernes.  Toutefois, 
en  livrant  à  l'impression  ses  conférences,  il  voulut  s'adresser  à  un 
public  plus  étendu,  comprenant  :  les  mathématiciens  qui  ne  sont 
pas  dépourvus  de  goût  pour  la  contemplation,  d'un  point  de  vue 
élevé,  des  principes  de  leur  science;  les  professeurs  qui  ne  veulent, 
pas  être  dominés  par  la  technique;  les  étudiants  des  sciences  natu- 
relles qui  désirent  connaître  ce  qui  caractérise  une  science  si  par- 
faite qu'elle  mérite  d'être  choisie  pour  modèle;  les  critiques;  les 
physiologistes;  les  sociologues;  les  ingénieurs  animés  par  la  noble 
aspiration  de   donner   à  leur  spécialité  la   direction  qu'exige  la 
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société  moderne;  enfin  toutes  les  personnes  cultivées  aspiranl  à  se 
pénétrer  de  l'espril  d'une  science  que  Platon  disail  divine. 

Je  souhaite  de  toul  cœur  que  l'éminenl  savani  trouve  ce  public 
nombreux  et  varié;  mais  il  faut  reconnaître  que.  malgré  le  charme 
exceptionnel  de  son  style  d'écrivain  hors  ligne,  l'étude  de  son 
Livre  exige  une  attention  et  une  concentration  d'esprit  dont  peu 
de  personnes  sont  capables  dans  cette  époque  dominée  parla  hâte. 
En  effet,  dans  le  deuxième  Chapitre  (le  premier  contenant,  plutôt 
qu'un  programme  détaillé  du  cours,  l'exposé  des  idées  domi- 
nantes de  tout  l'Ouvrage),  nous  trouvons  les  postulats  choisis, 
par  M.  I  lilbert  pour  fonder  un  système  géométrique,  avec  la  recom- 
mandation au  lecteur  de  les  étudier  à  fond  dans  le  Mémoire  original 
du  célèbre  mathématicien  allemand.  C'est  que  M.  Keyser  se  sert 
de  ce  système  pour  établir  un  concept  nouveau  et  très  important, 
auquel  il  donne  le  nom  de  «  fonction  doctrinale  ».  Pour  y  parvenir 
il  remarque  cpie  les  postulats  de  Hilbert  établissent  les  qualités  de 
trois  espèces  d'êtres,  qu'il  appelle  «  points  >>,  «  droites  >>,  «  espace  », 
mais  qu'on  pourrait  bien  appeler  par  d'autres  noms  et  que  l'on 
pourrait  interpréter  de  toute  autre  manière,  chaque  interprétation 
donnant  naissance  à  une  théorie  particulière.  Pour  mieux  éclaircir 
cette  remarque  assez  abstraite,  il  expose  tout  au  long  trois  inter- 
prétations particulières,  deux  géométriques,  la  troisième  arithmé- 
tique (il  s'agit,  en  effet,  de  considérer  le  «  point  »  de  Iîilbert  comme 
un  couple  de  nombres  réels).  Malheureusement,  je  ne  dispose  pas 
d'un  espace  suffisant  pour  donner  ici  une  idée  assez  complète  des 
développements  et  des  remarques  qu'expose  M.  Keyser  sur  les 
conditions  auxquelles  doit  satisfaire  un  système  de  postulats  pour 
mériter  une  place  dans  la  science;  mais  il  me  semble  que  la  notion 
de  «  fonction  doctrinale  »  mérite  désormais  d'être  accueillie  dans 
toute  exposition  philosophique  des  bases  des  mathématiques. 

Dans  ces  sciences  on  rencontre  plusieurs  autres  idées  dues,  dans 
la  plus  grande  partie,  aux  recherches  faites  par  les  mathématiciens 
modernes  ou  même  contemporains;  tels  sont  les  suivantes  :  trans- 
formation, invariant,  groupe,  variable,  limite,  infini,  hyperespace, 
géométrie  non  euclidienne;  à  chacune  l'auteur  consacre  un  Cha- 
pitre particulier,  dans  lesquels  ces  idées  sont  définies,  expliquées, 
appliquées  de  la  manière  la  plus  heureuse. 

Deux  autres  Chapitres  sont  consacrés  à  la  «  Mathématique  de  la 
Bull,  des  Sciences  math.,  2e  série,  t.  Xf.VII   (Janvier  iiy!  |  2 
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Psychologie  »  et  à  la  «  Psychologie  des  Mathématiques  ».  Le  noyau 
des  développements  qu'on  lit  dans  le  premier  est  représenté  par 
la  célèbre  «  loi  de  Fechner  »  et  par  là  ce  Chapitre  nous  rappelle 
le  remarquable  essai  de  M.  Jules  Tannery  sur  «  La  psyehophysique  » 
que  nos  lecteurs  connaissent  sans  doute,  car  il  a  été  reproduit  par 
M.  Borel  dans  la  collection  d'articles  du  regretté  savant  ayant 
pour  titre  Science  et  Philosophie  (Paris,  Alcan,  1912).  M.  Keyser, 
évidemment,  ne  l'a  pas  connu,  car  il  l'aurait  certainement  cité, 
suivant  l'honnête  système  qu'il  a  adopté  de  signaler,  pour  chaque 
question  qu'il  traite,  les  auteurs  qui  s'en  sont  occupés  auparavant. 
Non    moins    remarquables    sont    les    observations    exposées    par 
M.  Keyser  sur  la  psychologie  des  mathématiques;  on  y  rencontre, 
par  exemple,  la  subtile  mais  juste  distinction  entre  «  perception  » 
et  «  imagination  ».  pour  expliquer  les  obstacles  rencontrés  par  cer- 
tains concepts  nouveaux  (par  exemple  celui  d'espace  à  plusieurs 
dimensions)  avant  d'obtenir  l'accès  dans  notre  science. 

Comme  j'écris  dans  une  revue  ayant  un  programme  bien  déter- 
miné, je  dois  m'abstenir  de  m'étendre  sur  des  idées  générales  ou 
étrangères  aux  mathématiques,  quelles  que  soient  l'originalité  et 
l'importance  que  j'y  trouve;  mais  je  dois  signaler  à  ceux  qui  se 
sont  voués  aux  applications  les  remarques  d'une  vérité  parfaite 
que  M.  Keyser  écrivit  sur  la  haute  mission  de  l'ingénieur  dans  la 
société  présente  et  future. 

L'étude  du  beau  volume  du  professeur  américain  finie,  il  me  vint 
à  l'esprit  cette  pensée  que  si  quelque  mathématicien  connaissant 
bien  l'anglais  voulait  le  traduire  en  français,  en  cette  langue  de 
haute  perfection,  capable  d'exprimer  toutes  les  nuances  de  la  pensée, 
de  se  plier  à  toutes  les  tournures  d'esprit,  il  rendrait  un  service 
signalé  non  seulement  à  la  science  en  général,  mais  aussi  à  la  civi- 
lisation; car  l'Ouvrage  que  nous  venons  d'analyser  rapidement 
est  de  ceux  qui  ont  le  privilège  d'élever  notre  âme  au-dessus  des 
basses  considérations  de  nature  matérielle  dont  on  est  aujourd'hui 
affligés  par  les  déplorables  conditions  où  la  grande  guerre  a  plonge 

l'humanité   entière.  . 

Gino  Loria. 
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SUR  LE  MOUVEMENT  DUNE  PLANETE  DANS  UN  MILIEU  RÉSISTANT 

Par  M.  P.  FATOU. 


1.  Les  astronomes  et  les  géomètres  qui  se  sont  préoccupés 
depuis  plus  d'un  siècle  de  rechercher  la  limite  d'exactitude  de  la 
loi  d'attraction  newtonienne  et  d'expliquer  les  petits  écarts 
constatés  entre  les  mouvements  calculés  et  observés  des  planètes 
et  des  comètes  ont  été  conduits  à  étudier  l'influence  d'un  milieu 
résistant  sur  ces  mouvements';  l'hypothèse  de  l'existence  d'un  tel 
milieu  au  voisinage  du  Soleil  et  même  dans  une  région  comprenant 
le  périhélie  de  Mercure  et  de  quelques  comètes  périodiques  étant, 
a  priori,  assez  naturelle.  En  outre,  si  cette  influence  est  actuelle- 
ment négligeable  —  et  elle  paraît  l'être  en  effet,  sauf  en  ce  qui 
concerne  la  comète  d'Encke  —  elle  a  pu  jouer  un  rôle  considérable 
dans  le  passé,  quand  l'atmosphère  solaire  s'étendait  bien  au  delà 
de  ses  limites  actuelles,  et  M.  Sec  a  pu  faire  de  cette  hypothèse  la 
base  fondamentale  d'une  théorie  cosmogonique  aussi  raisonnable 
que  beaucoup  d'autres  et  qu'on  peut  regarder  comme  renfermant 
une  part  de  vérité. 

Si  actuellement,  à  part  l'exception  signalée  plus  haut,  cette 
influence  est  devenue  beaucoup  trop  insignifiante  pour  qu'il  y  ait 
lieu  d'en  tenir  compte  dans  l'état  actuel  de  l'astronomie  pratique, 
elle  peut  cependant  se  faire  encore  sentir  au  bout  d'un  nombre 
considérable  de  siècles  et  modifier  les  conclusions  relatives  à  la 
stabilité  du  système  solaire  tirées  de  l'étude  analytique  du  pro- 
blème des  n  corps.  Pour  ces  différentes  raisons,  il  apparaît  non 
seulement  que  le  problème  du  mouvement  d'une  planète  dans  un 
milieu  résistant  ne  peut  pas  être  négligé,  mais  encore  qu'il  y  a  lieu 
de  ne  pas  se  borner  au  calcul  approximatif  des  inégalités  qui  en 
résultent  par  l'emploi  de  la  méthode  de  variation  des  constantes 
ainsi  qu'on  l'a  fait  jusqu'à  présent,  et  qu'on  doit  également  traiter 
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le  problème  du  point  de  vue  qualitatif  en  recherchant  les  carac- 
tères généraux  des  lois  asymptotigu.es  du  mouvement.  C'est  ce  que 
j'ai  tenté  de  faire  récemment  dans  un  article  publié  dans  le  Bul- 
letin astronomique  (2e  série,  i,e  Partie,  t.  I,  fasc.  6,  1922,  p.  2g3- 
3oi).  Depuis  la  publication  de  cet  article,  j'ai  remarqué  que  l'on 
pouvait,  sans  presque  rien  changer  aux  raisonnements  employés, 
tirer  des  conclusions  plus  précises  dune  part,  et,  d'autre  part,  plus 
générales,  en  ce  sens  qu'elles  subsistent  au  moins  en  partie  quand 
on  ne  précise  pas  la  loi  de  résistance  adoptée.  J'ai  résumé  ces  con- 
clusions dans  deux  Notes  des  Comptes  rendus  de  l  Académie  des 
Sciences  (t.  17  {■,  p.  1 162,  séance  du  iermai  1922;  p.  i33o,  séance 
du  22  mai  1922). 

M.  Chazv  a  indiqué  de  son  côté  (C.  R.  Acùd.  Se.,  t.  171, 
p.  1280,  séance  du  S  mai  192  >)  des  résultats  analogues,  mais 
cependant  moins  précis. 

2.  Négligeant  la  résistance  de  milieu  qui  pourrait  résulter  de  la 
translation  du  système  solaire,  nous  regarderons  le  Soleil  comme 
fixe  et  nous  étudierons  simplement  le  mouvement  d'un  point 
matériel  attiré  par  un  centre  fixe,  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance,  et  soumis  d'autre  part  à  une  force  de  résistance,  dirigée 
en  sens  inverse  de  la  vitesse,  fonction  de  cette  vitesse  et  de  la  posi- 
tion du  mobile.  On  reconnaît  immédiatement  que  le  mouvement 
est  plan  et  l'on  obtient  aisément  les  équations  du  mouvement,  pour 
lesquelles  d'ailleurs  nous  renverrons  aux  Leçons  sur  les  hypo- 
thèses C(jsmogoniques  de  II.  Poincaré  (  2''  édition,  Paris,  Hermanu. 
191  >,  Chap.  VI,  p.  117-124). 

Appelons  /•  et  0  les  coordonnées  polaires,  v la  vitesse,  R  la  résis- 
tance du  milieu  (en  valeur  absolue),  e  la  base  des  logarithmes 
népériens.  Le  théorème  des  moments  conduit  à  l'équation 

(0  ,2_=c0,A      . 

Le  théorème  des  forces  vives  peut  s'exprimer  par  les  deux  équa- 
tions : 

/  ,       '2!x         f* 

|  2)  v9-  =  -i C, 

/■  a 

Ci)  £  =  ii  -+-a  f  \\v<!t, 

a  (In  .  I. 
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a  représente  le  demi-grand  axe  de  l'orbite  osculatrice  quand  celle- 
ci  csl  elliptique;  supposons  qu'il  en  soit  ainsi  au  début  du  mouve- 
ment (r  =  o);  alors  «0  étant  positif,  ainsi  que  la  fonction  sous  le 

signe    /    au  second  membre  de  (3),  il  est  visible  que  a  reste  positif 

et  décroit  constamment;  l'orbite  osculatrice  reste  elliptique  et  son 
grand  axe  diminue. 

baisons  maintenant  sur  R  les  hypothèses  suivantes  :  R  est  une 
fonction   essentiellement  positive  de  r,  /•,  G  ;  nous  admettons  que 

R  f,    .  .  ,1  1,1 

—  reste  unie  pour  e  tendant  vers  zéro,  -  restant  borne,  de  sorte 

que  d'après  (1)  la  vitesse  ne  devient  jamais  nulle  au  bout  d'un 
temps  fini  en  dehors  du  centre  attractif.  En  outre  nous  admettons 
que,  v  restant  supérieure  à  une  quantité  positive,  il  en  est  de 
même  de  R;  si  l'on  adopte  pour  R  l'expression  souvent  admise 

a  et  [3  étant  des  constantes  positives,  nos  hypothèses  seront  véri- 
fiées pourvu  que  a  soit  supérieur  ou  égal  à  l'unité.  Nous  verrons 
plus  loin  comment  nos  conclusions  peuvent  être  modifiées  si  l'on 
supprime  la  première  hypothèse. 

Enfin,  le  cas  du  mouvement  rectiligne  étant  exclu  pour  le  moment, 
C0  n'est  pas  nul  et  peut  être  supposé  positif. 

Démontrons  maintenant  la  proposition  suivante  :  il  est  impos- 
sible que  t  tendant  vers  une  limite  T  finie  ou  infinie,  la  position 
limite  du  mobile  soit  indéterminée. 

Plusieurs  cas  sont  à  distinguer  : 

i°  r  possède  deux  limites  d'indétermination  supérieure  et  infé- 
rieure distinctes  :  p  et  0'  (p  <<  p').  Nous  allons  voir  qu'on  aboutit 
à  une  contradiction.  Soient  p,  et  p2  deux  longueurs  telles  que 

P   <   pi  <   P2<  P'- 

Il  résulte  de  la  continuité  de  la  trajectoire  et  de  la  définition  de  p 
et  de  p'  qu'il  existe,  pour  des  valeurs  du  temps  comprises  entre  o  et 
T,  une  infinité  d'arcs  de  trajectoire  joignant  deux  points  des  cir- 
conférences de  rayon  0|  et  o2  respectivement  et  de  centre  O,  ces 
arcs  étant  compris  dans  la  couronne  pl<^r<CP2-  Observons, 
d'autre  part,  que  a  décroissant  constamment  tend  vers  a{  quantité 
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positive,  car.  en  vertu  de  l'inégalité 

r  <C,  ia, 

si  a  tendait  vers  zéro,  il  en  serait  de  même  de  r. 

Sur  chacun  des  arcs  de  trajectoire  crue  nous  venons  de  définir 
on  a 

r  <  p2, 

et,  comme  toutes  les  limites  de  ;*  sont  au  plus  égales  à  aa(,  on  a 


O»  <  O'I  'M 


I; 


2  |JL  jJL  2  |JL  [Jl 

r         ax         p2         a, 


v  est  donc  supérieure  à  un  nombre  fixe  :  il  en  est  de  même  de  R, 
en  vertu   des    hypothèses  faites  sur  cette    résistance.    L'intégrale 

/  Hvdt  ou  /  Rrfs,  étendue  à  l'un  des  arcs  considérés,  est  donc 
supérieure  à  K  /  cls,  K  étant  un  nombre  positif  fixe.  Mais  la  lon- 
gueur /  ds  de  cet  arc  étant  supérieure  à  p2 —  p(,  on  voit  que  l'in- 
tégrale   /  2Ïivdt,  étendue  à  tous  les  arcs  considérés,  a  une  valeur 

infinie,  puisque  ces  arcs  sont  en  nombre  infini;  il  en  est  de  même, 
a  fortiori,  de  l'intégrale  étendue  à  l'intervalle  de  temps  (o,  T). 
Mais  alors,  d'après  l'équation  (3),  la  limite  a,  de  a  serait  nulle  et 
de  même  c  et  c'  :  la  contradiction  énoncée  apparaît  donc,  et  l'on 
doit  conclure  que  r  tend  régulièrement  vers  une  limite. 

2°  Supposons  maintenant  que  /'  tende  vers  une  limite  positive  /•, 
quand  t  tend  vers  T;  l'angle  polaire  H  croît  constamment,  en  vertu 
de  l'équation  (i)  et  des  hypothèses  faites  sur  les  quantités  qui  v 
figurent;  dans  ces  conditions,  si  la  position  limite  du  mobile  est 
indéterminée,  c'est  que  H  croît  au  delà  de  toute  limite;  nous 
admettrons  qu'il  en  est  ainsi. 

Comme,  d'autre  part,  a  tend  en  décroissant  vers*?,,  v-  tend  vers 
la  limite 


2  fX  [t 

/-,        a, 


Si   pj^o,   on  constale   immédiatement   que   le  raisonnement    de 
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L'alinéa  précédenl  es!  encore  applicable  et  conduit  ainsi  à  une  con- 
tradiction. Si  i>^==o,  il  y  a  lieu  d'appliquer  le  lemme  suivant  de 
la  théorie  des  fonctions  qui  est  d'un  emploi  commode  dans  l'étude 
des  équations  différentielles  dans  le  domaine  réel  : 

«  Si  une  fonction  fix)  d'une  variable  réelle  x,  continue 
ainsi  que- ses  n  premières  dérivées,  admet  au  moins  une  limite 
d'indétermination  finie  pour  x  infini,  les  dérivées  en  question 
admettent  la  limite  d'indétermination  zéro.   » 

La  démonstration  de  ce  lemme  est  bien  simple;  si/'(/)(;r),  fonc- 
tion continue,  n'admet  pas  la  limite  d'indétermination  zéro  pour  j? 
infini,  c'est  que  pour  x  >»  xQ  on  a  constamment 

f"(x)>% 
ou  constamment 

a  étant  une  constante  positive.  Dans  la  première  éventualité,  on 
aura,  en  intégrant  de  x0  à  .r, 

/  "-v(x)>  a(x  —  Xo)-t-f{"-lH*o~)- 

Une  nouvelle  intégration  donne 

et  ainsi  de  suite;  finalement 

/■ ,» . (-^'  -/ .-  ■  ,„)  "-*'£'  +•  ■  ■+/<*>)■ 

Le  second  membre  étant  un  polynôme  de  degré  n  en  x  — ■  x0  où  le 
coefficient  de  (x — #0)"-  est  positif  tend  évidemment  vers  H- x 
avec  x:  contrairement  à  l'hypothèse  quey*(.r)  possède  une  limite 
d'indétermination  finie  :  la  conclusion  s'ensuit.  Le  raisonnement 
est  analogue  dans  la  seconde  éventualité. 

Ceci  posé,  considérons  les  équations  intrinsèques  du  mouvement  ; 
celle  qui  donne  l'expression  de  la  composante  normale  de  la  force 
appliquée  au  mobile  s'écrit  : 
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«&  désignant  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire,  m  la  masse  du 
mobile.  On  a  donc 

-1— P  c'H  COS7  =  me'2, 

'l  désignant  l'angle  de  la  normale  et  du  vecteur.  En  désignant 
par  u  l'inverse  du  rayon  vecteur  et  par  des  points  les  dérivées 
prises  par  rapport  à  6,  l'expression  bien  connue  du  rayon  de  cour- 
bure en  coordonnées  polaires  permet  d'écrire  l'équation  qui  précède 
sous  la  forme 

u--+-  ?V2         c2 

1   1  )  ~ TT    =  77  • 


Comme,  par  hypothèse,  u  tend  vers  —  pour  H  infini,  ù  admet- 
trait la  limite  d'indétermination  zéro  en  vertu  du  lemme  que  nous 
venons  de  démontrer;  donc,  d'après  (4),  —  aurait  une  limite  d'in- 
détermination au  moins  égale  à  — ;  comme  nous  avons  supposé  que 
la  limite  de  v-  est  nulle,  la  contradiction  est  manifeste. 

3.  Il  résulte  de  cette  discussion  qu'il  ne  peut  pas  se  présenter 
d'indétermination  pour  la  position  limite  du  mobile,  au  bout  d'un 
temps  fini  ou  infini.  L'application  des  théorèmes  généraux  de 
Cauchy  permet  alors  d'affirmer  que  le  mouvement  se  poursuit 
régulièrement,  au  sens  attribué  par  M.  Painlevé  à  cette  expression 
dans  ses  Leçons  sur  les  équations  de  la  Mécanique  (Paris,  Her- 
mann,  i8g5,  p.  2i3  et  suiv.)  du  moins  tant  que  le  mobile  n'atteint 
pas  le  centre  attractif.  Il  suffit  pour  s'en  convaincre  de  constater 
que  les  équations  du  mouvement  forment  un  système  d'équations 
différentielles  du  premier  ordre  par  rapport  aux  variables  /•,  fy, 

;■'=  -n  9'  =  —-)  et  à  la  variable  auxiliaire  r2=  r'2-f-  r2W-,  système 
dt  <it  '   - 

qui,  d'après  nos  hypothèses,  peut  toujours  être  résolu  par  rapport 

aux  dérivées  premières  de  ces  variables,  tant  que  /'  ne  devient  pas 

nul('). 

Supposons  que  le  mobile  ne  tombe  sur  le  centre  attractif  qu'au 


(')  Il  est  d'ailleurs  un  peu  plus  simple  pour  faire  celte  véiification  d'écrire  les 
équations  du  mouvement  en  coordonnées  cartésiennes. 
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bout  d'un  temps  infini;  je  dis  que  l;i  position  limite  du  mobile, 
position  iltinl  l'existence  a  été  démontrée  |>Iiin  liant,  ne  peut  êlre 
que  le  centre  attractif  lui-même,  c'est-à-dire  L'origine  des  coor- 
données. Admettons,  en  effet,  que  pour  t  infini,  /•  et  H  tendent 
respectivement  vers  /-,  et  h,  (/•,  ^z£o);  on  sait  d'ailleurs  que  a  tend 

vers   rt,^-i^>o.    En    outre,   r- -j-   étant    positif    et    décroissant, 

d'après  (i\  tend  vers  une  limite  déterminée  et  finie;  comme  r2  a 

une  limite  positive,  -r-  a  une  limite    finie,   nécessairement  nulle 

puisque  H  tend  vers  0,  qui  est  Uni.  Enfin  v-  tend  vers 


r,         a,' 

donc  d'après  l'équation 

/  rfe  \ 2     rdi 


\dt  )     '    \  dt 

dr 

-r-  tend  vers  une  limite  finie,  d'ailleurs  nécessairement  nulle  puisque 

la  limite  de  /•  est  elle-même  finie  ;  il  en  résulte  que  v  tend  vers  zéro, 

et  comme  -  reste  borné,  la  résistance  R  tend  vers  zéro,  en  vertu 
r 

de  notre  première  hypothèse  sur  R.  Ecrivons  alors  la  première  des 

équations  cartésiennes  du  mouvement,  en  prenant  pour  axe  des  x 

l'axe  OM,  qui  contient  la  position  limite  M,  : 

d1*  \xx 

Le  second  membre  tendant  vers  la  limite  négative  —  -^>  xne  peut 

pas,  contrairement  à  l'hypothèse,  tendre  vers  la  limite  finie  r(,  en 
vertu  du  lemme  que  nous  avons  déjà  utilisé. 

Ainsi  donc  lorsque  ï orbite  osculatrice  initiale  est  elliptique, 
la  planète  tombe  sur  le  centre  attractif  au  bout  cl  un  temps  fini 
ou  infini^  le  mouvement  étant  régulier  avant  le  choc. 

De  plus,  l'équation  (2  )  entraîne  l'inégalité 

2  'J. 
pS>    — 

et,  a  fortiori. 

.  /  dd  \  *       -l 'j. 

r'-{di)  >—•> 
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d'où,  en  tenant  compte  de  (i), 

Ç2      —2  |      -,lt 
2  [Jt. 

—  dt.  étendue  à  toute  la  trajec- 
toire, est  divergente.  De  là  cette  conséquence  que  le  demi-grand 
axe  a  tend  vers  zéro;  sinon  c2  d'après  (2)  tendrait  vers  l'infini, 

/R 
—  dt  étant  divergente,  l'intégrale 

/  R  v  dt  =    !  -  t>2  dt 

le  serait  a  fortiori,  ce  qui  implique  d'après  (3)  que  a  tend  vers 
zéro. 

4.  Examinons  le  cas  du  mouvement  hyperbolique,  bien  qu'il  soit 
moins  intéressant  au  point  de  vue  des  applications  astronomiques. 
Supposons  donc  que  l'orbite  osculatrice  initiale  soit  une  hyperbole 
et  écrivons  l'équation  (1)  des  forces  vives  sous  la  forme 

r2  =  -L  -+.  /, . 
r 

Au  début  du  mouvement,  /*  est   une  quantité  positive  égale  à 

-h-,   ia  désignant  l'axe  transverse  de   l'hyperbole   osculatrice; 

h  décroît  constamment  par  suite  du  travail  de  la  résistance  et  peut 
changer  de  signe,  le  mouvement  képlérien  oscillateur  devenant 
alors  elliptique,  ce  qui  nous  ramène  au  cas  précédent.  Mais  dans 
tout  intervalle  où  h  ^o,  la  variation  de  cette  quantité  et,  par  suite, 

la  valeur  correspondante  de  l'intégrale    /  Rvdt  (qui  exprime  le 

travail  de  la  résistance)  est  une  quantité  finie.  Le  raisonnement 
fait  plus  haut  pour  démontrer  la  non-existence  du  cas  d'indétermi- 
nation de  M.  Painlevé  demeure  applicable  (').  La  discussion 
ultérieure  est  également  valable,  mais  ici  avec  cette  différence 
que  /•  peut  tendre  vers  l'infini  pour  une  valeur  infinie  du  temps  /, 
tandis  que  dans  le  cas  elliptique,  /•  restait  borné. 

(')  On  doit  s'appuyer  sur  ce  fait  que,  r  oscillant  entre  des  limites  finies,  c2  reste 
supérieur  à  une  quantité  positive,  ce  qui  est  ici  évident  puisque  A=o. 


l'hypothèse  que  l'expression  —  reste  finie  en  dehors  de  l'origine 
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11  nous  reste  à  examiner  le  cas  du  mouvement  recliligne  qui  se 
produit  quand  la  vitesse  initiale  est  dirigée  vers  le  centre  attractif. 
Les  conclusions  sont  les  mêmes  que  dans  le  cas  où  la  constante 
des  aires  initiale  est  différente  de  zéro,  c'est-à-dire  que  trois  hypo- 
thèses sont  seulement  possibles  :  ou  bien  le  mobile  tombe  sur  le 
centre  attractif  au  bout  d'un  temps  fini,  ou  bien  il  s'en  rapproche 
indéfiniment  quand  le  temps  croît  au  delà  de  toute  limite,  ou  bien 
encore  il  s'éloigne  à  l'infini.  Les  démonstrations  sont  les  mêmes 
avec  quelques  simplifications  et  il  n'y  a  pas  lieu  d'y  insister.  11  est, 
en  outre,  à  peu  prés  évident  que  la  vitesse  change  de  signe  une  fois 
au  plus,  le  mouvement  se  poursuivant  dans  le  même  sens  jusqu'à 
l'origine  quand  la  vitesse  est  dirigée  de  M  vers  O. 

Faisons  encore   une  dernière  remarque   :   si  on  laisse  de  côté 

quand  v  tend  vers  zéro,  en  supposant  toutefois  que  R  s'annule  en 
même  temps  que  c,  les  raisonnements  et  conclusions  qui  précèdent 
demeurent  applicables  sauf  sur  un  point  :  à  savoir  que  la  vitesse 
peut  alors  devenir  nulle  au  bout  d'un  temps  fini,  le  mouvement 
devenant  ensuite  recliligne,  de  sorte  que  le  mouvement  dans  son 
ensemble  n'est  plus  régulier;  du  moins  c'est  une  hypothèse  qu'on 
ne  peut  pas  exclure  a  priori. 

5.  Nous  devons  maintenant  nousdemanderquellepeutêtrelaforme 
des  trajectoires;  une  première  remarque  résulte  immédiatement  de 
l'équation  intrinsèque  du  mouvement  que  nous  avons  utilisée  plus 
haut;  c'est  que  la  courbure  de  la  trajectoire  est  en  chaque  point  la 
même  que  celle  de  l'orbite  osculatrice;  il  en  résulte  que  cette  tra- 
jectoire a  constamment  sa  concavité  dirigée  vers  l'origine. 

Plaçons-nous  dans  le  cas  où  l'orbite  osculatrice  restant  ellip- 
tique, la  trajectoire  tend  vers  l'origine.  Il  peut  arriver  alors  que 
l'angle  polaire  H  augmente  indéfiniment,  la  trajectoire  s'enroulant 
en  spirale  autour  de  l'origine.  S'il  n'en  est  pas  ainsi,  c'est  que  8 
tend  vers  une  limite  finie  quand  /•  tend  vers  zéro  (/est  évidemment 
une  fonction  uniforme  de  9",  la  tangente  ne  passant  jamais  par  l'ori- 
gine). Si  l'on  prend  pour  axe  des  x  la  position  limite  du  rayon 
vecteur,  la  courbe  est  ainsi  tangente  en  O  à  Ox.  Je  dis  que,  dans 
ces  conditions,  /•  est  à  partir  d'un  certain  moment  une  fonction 


28  PREMIERE   PARTIE. 

monotone  de  8,  et  que,  de  pli/s,  la  tangente  à  la  courbe  reste 
continue  à  V origine. 

Supposons,  en  effet,  que  r  présente  une  infinité  de  maxima  et 
de  minima  aux  points  M,,  M2,  .... 

Soit  V  l'angle  de  la  tangente  et  du  rayon  vecteur  défini  par 


tancV  = 


IF' 


tang\    n'est  jamais  nulle,   car,   la  vitesse    n'étant  jamais  infinie, 

dr      .  .  .      .     „    .  r/0      ,  .  .  in  i      i    •     i 

-r-  n'est  jamais  infini   et  -r-  n  est  jamais    nul,   d  après   la  loi   des 

aires  (i).  Soit  a  l'angle  de  la  tangente  avec  Taxe  des  x.  On  a 

%  =  V  -t-  0, 

as 

s  étant  l'arc  de  trajectoire.  Comme  R  garde  un  signe  constant, 
a  varie  toujours  dans  le  "même  sens  et  décroît,  par  exemple, 
quand  on  marche  de  M  vers  O  ;  l'angle  8  tendant  vers  zéro 
quand  AI  tend  vers  O,  et  l'angle  V  restant  borné  puisque  tang  V  ne 
devient  jamais  nul,  a  =  V+  6  reste  borné  et,  comme  il- décroît,  il 

tend  vers  une  limite  finie  laquelle  ne  peut  être  que  -  ,  puisqu'en  M, , 
Mo,  Ms.  ...  on  a  V  =  —  et  8  infiniment  petit.  Donc  V  tend  lui— 

-7  7  g  J 

même  vers  —  et  cot  V  vers  zéro  ;  mais  ceci  est  incompatible,  comme 
on  va  le  voir  avec  l'hypothèse  que  r  tend  vers  zéro.  On  a,  en  effet, 

/•  r/0 

COt  =    — r—  > 

dr 

dû 
—  K  <  r  —  <  +  K. 


En  intégrant  entre  deux  points  stalionnaires  consécutifs  M;  et 
M/+l,  on  a 

dr 


f\- 

J        r 


<K|0,-0(>1|; 


lng-i±î  \<K\Qt'-9M\; 

1 1 
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< k\  1 0/- et+.  I  =  K(o,-e„)   ;  ko,, 


r„  ne  tendrait  doue  pas  vers  zéro  avec  — 

Il  faut  Jonc  que,  à  partir  d'un  certain  point  de  la  trajectoire, 
/•  décroisse  constamment  en  même  temps  que  0.  Dans  ces  condi- 
tions, cot\   n'étant  jamais  négative,  V  oscille  entre  o  et  -;  comme 

a  =  *J  -f-  V  décroît  en  même  temps  que  9,  et  qu'il  reste  borné,  il 
tend  vers  une  limite  et  \  tend  vers  la  même  limite;  cette  limite  est 
d'ailleurs  nécessairement  nulle,  sinon  on  aurait,  comme  il  résulte 
de  ce  qui  précède, 

•    loi:-     '  KO, 
'     ;■ 

et  /■  ne  tendrait  pas  vers  zéro. 

Ainsi  la  tangente  à  la  courbe  en  M  a  pour  limite  la  tangente  Ox 
en  O,  quand  M  tend  vers  O.  En  outre,  /'  étant  une  fonction  mono- 
tone de  8,  x  et  y  sont  des  fonctions  de  0,  à  variation  bornée,  et  la 
courbe  possède  une  longueur  finie  ainsi  qu'il  résulte  des  théorèmes 
de  MM.  Jordan  et  Lebesguë  (  '). 

En  résumé,  quand  l'orbite  osculatricc  initiale  est  elliptique,  deux 
cas  généraux  peuvent  se  présenter  quant  à  la  forme  de  la  trajec- 
toire :  i°  cette  trajectoire  s'enroule  en  spirale  autour  de  l'origine \ 
2°  la  trajectoire  atteint  l'origine  avec  une  tangente  qui  reste 
continue  en  ce  point  et  une  longueur  finie,  le  rayon  vecteur  étant 
à  partir  d'un  certain  moment  constamment  décroissant.  Dans  l'un 
et  l'autre  cas.  la  courbe  tourne  constamment  sa  concavité  vers 
l'origine. 

Les  deux  cas  se  présentent  effectivement.  Pour  avoir  un  exemple 
du  deuxième  cas,  considérons  par  exemple  une  courbe  analy- 
tique et  régulière  en  O,  de  courbure  non  nulle  en  ce  point  et 
cherchons,  au  moyen  des  équations  intrinsèques  du  mouvement, 
quelle  loi  de  résistance   il  faut  admettre  pour  que  le  mobile  M 


(')  (le  poifit  est  d'ailleurs  évident  en  remarquant  qu'une  ligne  convexe  enve- 
loppée esl  plus  courte  qu'une  ligne  enveloppante.  Il  s'ensuit  que  si  A.MI5  est  un 
arc  de  courbe  tournant  sa  concavité  vers  O,  l'angle  AOB  =  A9  étant  <  7:,  la  lon- 
gueur de  l'arc  sera  inférieure  à  p(2-t-A9),  0  désignant  le  maximum  du  rayon 
vecteur  O.M  pour  l'arc  considéré. 
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décrive  cette  courbe  sous  l'influence  de  cette  résistance  et  de 
l'attraction  newtonienne  du  centre  O.  L'axe  des  x  étant  supposé 
tangent  en  O  à  la  trajectoire,  l'équation  de  celle-ci,  au  voisinage  de 
l'origine,  peut  s'écrire  en  appelant  toujours  u  l'inverse  du  rayon 
vecteur  : 

c 


«  =  F(0)  =  --H(af-f-eO-f-. 
On  déduit  de  là,  d'après  (2)  et  (4), 


(c>o). 


I  vl  u1  -4-  u2 

—  =  2  U =111 

a  \x  u  -+-  il 


3    £ 
2    Ô 


E(6), 


E(fy)  désignant  une  série  entière  en  0.  On  a  donc  a  exprimé  en 
fonction  holomorphe  de  H  sous  la  forme 

a-  ~  0-+-.... 
ic 

Si  s  désigne  l'arc  de  trajectoire  compté  à  partir  de  l'origine,  la 

formule 

ds*  =  dr"-  -+-  /-s  rf9» 

permet  d'exprimer  s  en  fonction  de  0,  ou  inversement.  Si,  par 
exemple,  l'on  choisit  d'abord  s  comme  variable  indépendante,  on 
trouve  facilement  : 

f)  =  es  -+- .  .  .  , 

r  =  s  +  (     )  s3 -h.  .  ., 


f2=    -! =   -i-  +  E(j), 


E(s)  désignant  une  série  entière  en  s;  l'expression  obtenue  pour  v'1 
est  bien  positive  pour  s  suffisamment  petit  et  positif. 

L'équation  du  mouvement  projeté  sur  la  tangente  donne  (en 
prenant  pour  unité  la  masse  du  mobile) 


On  a,  d'ailleurs, 


dv        u.        ,r       1  di  r2)        u,        , 

-; r-   "4  COS  V    =   -    —. 1 COS  \ 

dt         r1  2      as  r2 


C0SV  =  ^=IH"(     ^'-••■- 
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Finalement 

R=_  JL  -+--g[i  +  E,(*)][i -4-  Es(*)]  =  7  g  -  E,(*). 

|  S-  S-  l\    S' 

l)renons  maintenant  e2  comme  variable  indépendante.  5  s'obtient 
en  fonction  de  pa  sous  forme  d'une  série  entière  en  —  qui  com- 
mence  par  le  terme  -*-=•  En  substituant,  on  obtient,  pour  R,  une 
expression  de  la  forme 

le  second  membre  étant  convergent  pour  des  valeurs  suffisamment 
grandes  de  r.  L'expression  obtenue  pour  R  est  bien  positive  et 
représente  donc  une  résistance  de  milieu.  Soit  v0  une  valeur  telle 
que,  pour  p^c'o,  la  série  précédente  soit  convergente,  positive  et 
■croissante;  s0  la  valeur  correspondante  de  l'arc,  M0  le  point  corres- 
pondant de  la  courbe.  Si  l'on  abandonne  en  AI0  un  mobile  animé 
de  la  vitesse  initiale  r„  dirigée  suivant  la  tangente  à  la  courbe 
dans  le  sens  de  M0  vers  O,  et  si  ce  mobile  est  soumis  à  l'attraction 

newtonienne  £-  de  O  et  à  la  résistance  de  milieu  R  =  4>(v2) 

r'1  u        ^      ' 

dirigée  en  sens  inverse  de  la  vitesse,  sa  trajectoire  coïncidera  avec 
la  courbe  considérée.  D'ailleurs,  il  est  clair  que  l'arc  OM  =  s  étant 
fini  et  la  vitesse  v  tendant  vers  l'infini,  le  mobile  arrive  en  O  au 
bout  d'un  temps  fini. 

Remarquons  que  l'on  aurait  pu  également  exprimer  R  en  fonc- 
tion des  trois  variables  r.  h  et  r.  ce  qui  peut  se  faire  naturellement 
d'une  infinité  de  manières. 

Considérons,  par  exemple,  une  circonférence  tangente  en  O  à 
l'axe  Ox  et  de  rayon  b.  On  obtient,  en  appliquant  les  formules 
précédentes, 

(*       i 
\b   sin6 

5  =   2Ô8, 

R=— —  cosO, 

i-1 

ces  formules  étant  valables  dans  le  premier  quadrant.  Si  l'on  se 
donne  a  priori  un  point  M0  dans  le  premier  quadrant  et  la  loi  de 
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résistance  qui  précède  en  fonction  des  variables  v  et  9,  on  peut 
toujours  donner  au  mobile  une  vitesse  initiale  telle  qu'il  décrive 
l'arc  M0O  tangent  en  O  à  Ox. 

Pour  avoir  un  exemple  de  mouvement  en  spirale,  donnons-nous 
par  exemple,  a  priori,  la  spirale  hyperbolique 

r 
L'application  des  formules  précédentes  donne 
r2=  C[j.  (  0  -t-  —  ) 


On  en  déduit  pour  R,   en  fonction  de  c,  une  expression  de  la 
forme 


*=M-».(?)] 


La  résistance  est  ici  de  l'ordre  du  carré  de  la  vitesse,  qui  croît 
indéfiniment  avec  0.  Enfin,  le  mobile  arrive  encore  en  O  au  bout 
d'un  temps  fini,  comme  il  résulte  de  l'expression 


r  d{)      >  -i  - 


'0      cî.xH)ï 


Si  Ton  se  donne,  comme  trajectoire,  la  courbe 

-  =  c6«  <a>  o), 

on  trouve  pour  v-  et  R  des  expressions  dont  les  termes  principaux 
sont  respectivement  c\xH'x  et  -u.ac2ô2a—  ',  de  sorte  que  R,  exprimée 

4— - 

en  fonction  de  r,  a  pour  terme  principal  un  terme  en  v     a. 

Il  est  inutile  de  multiplier  ici  ces  exemples  élémentaires  qui, 
toutefois,  ne  sont  pas  sans  intérêt.  Quand  on  se  donne,  en  effet, 
une  loi  de  résistance  en  fonction,  par  exemple,  de  la  sevde  vitesse, 
la  recherche  de  la  forme  des  trajectoires  est  un  problème  extrême- 
ment difficile  pour  la  solution  duquel  on  ne  possède  aucune 
méthode  générale.  La  solution  du  problème  inverse,  dans  de  nom- 
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hreux  cas  particuliers,  donne  une  méthode  heuristique  pour  le 
résoudre,  de  même  que  la  connaissance  des  dérivées  de  fonctions 
élémentaires  permet  d'effectuer  inversement  de  nombreuses  inté- 
grations ;  malheureusement,  il  arrive  ici  que  les  trajectoires  les  plus 
simples  correspondent  à  des  lois  de  résistance  relativement  com- 
pliquées. Il  v  aurait  donc  lieu  de  rechercher  comment  varient  les 
trajectoires  quand  <»n  remplaceiine  loi  de  résistance  par  une  autre 
qui  en  diffère  assez  peu.  les  termes  principaux  restant  les  mêmes, 

par  exemple  : 

R  =*t»*, 

R  =  kv*-  +  E( -)  ■ 

.Mais  la  question  ainsi  posée  n'est  pas  facile  non  plus. 

Donnons  maintenant  une  autre  propriété   générale  des  trajec- 
toires, pour  le  cas  d'une  orbite  osculatrice  elliptique.  On  a 

2  >.  /  I 

P2<    —    =   2  l±U 


ou.  avec  les  notations  déjà  emplovées, 


u-  -1-  a- 
<2«, 


ce  qui  peut  s'écrire 

[2  u  à  —  i  ù  a        it  ~\ 
; 
u1  —  u1              u  J 


ou,  en  posant 


S  =  u2  -r-  ù2, 
.     d  ,      S 

"•Zelos«>0' 


s 


c'est-à-dire  que  —  varie  dans  le  même  sens  que  a. 
On  a  d'ailleurs 


;    !  i    ^  >     ,„  ,  dit  ~  —  M'  <-l  J  " 

ds-  =  dr-  —  /-  db-  — ■ 


OU 


par  suite 

Bull,  des  Sciences  math.,  2Q  série,  t.  XLVII.  (Janvier  1923.) 


S  ,  ds* 

u  db- 
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mais,  en  appelant  ■!/  l'angle  de  la  normale  et  du  rayon  vecteur,  on  a 


cls 


</6        cos1^        ii  cosij; 


a         ii1  cofc2  'l         r  cus-'L 

On  a  donc  le  résultat  suivant  :  le  long  de  la  trajectoire  r  cos2,|» 
varie  dans  le  même  sens  que  r.  La  quantité  rcos2^  est  d'ailleurs 
le  demi-paramètre  de  la  parabole  de  foyer  O,  tangente  en  M  à  la 
trajectoire.  On  verra  facilement  qu'au  voisinage  de  M  la  trajectoire 
est  intérieure  à  celte  parabole. 

G.  ÎNous  allons  maintenant  démontrer  quelques  propriétés  du 
mouvement  :  i°  dans  le  cas  d'une  résistance  proportionnelle  à  la 
\  itesse  :  2n  dans  le  cas  d'une  résistance  proportionnelle  au  carré  de 
la  \  itesse. 

Plaçons-nous,  d'abord,  dans  la  première  hypothèse,  en  suppo- 
sant toujours  que  l'on  reste  dans  le  cas  elliptique.  Soit  donc 

R  =  kv. 
L'équation  (i)  fournil  ici  une  intégrale  première 

L'inégalité  (5)  nous  donne  ensuite 

2  U 

d'où  celte  conséquence  que  r  ne  peut  devenir  nul  qu'au  bout  d'un 
temps  fini. 

Grâce  à  l'existence  de  cette  intégrale  première,  l'équation  diffé- 
rentielle qui  définit  r  en  fonction  de  /  est  ici  du  second  ordre  : 


ce  qui  peut  aussi  s  écrire 

at  J      /•-  \  p. 


kr-\-   i     -^  (  i — —  )  dt  —  const. 
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Si,  xnh  le  signe  d'intégration,  le  second  (acteur  n'admettait  pas 
la  limite  d'indétermination  zéro,  c'est-à-dire  s'il  demeurait,  pour 
t  /,.  constamment  supérieur  à  un  nombre  positif  fixe,  ou  con- 
stamment inférieurà  Un  nombre  négatif  fixe,  l'intégrale  du  premier 
membre  sérail  évidemment  infinie  en  même  temps  que  la  limite 

supérieure  t  d  intégration,  car  le  premier  facteur-^  est  supérieur  à 

un  nombre  positif  fixe,  r  étant  borné.  Or,  cela  est  impossible,  car 

r  étant  borné  et  -j-  admettant  par  suite  zéro  comme  limite  d'indé- 

,,  dr  .  .  .  . 

le  nu  mat  ion.  1  expression  -r-  +  /./■  est  bornée  pour  certaines  valeurs 
infiniment  grandes  de  t. 

Il  existe  donc  des  valeurs  de  l  aussi  grandes  qu'on  le  veut  pour 
lesquelles  on  a 

(I_E)^r!it<r<(,  +  6)^e    ikt 
•J.  \X 

s  étant  aussi  petit  que  l'on  veut.  Une  analyse  un  peu  plus  appro- 
fondie permet  de  démontrer  que  l'inégalité  précédente  a  toujours 
lieu  pour  certaines  valeurs  de  /  comprises  dans  un  intervalle 
(/'.  t' -\- h)  de  grandeur  h  constante,  lorsque  t'  est  suffisamment 
grand.  Nous  renverrons  pour  la  démonstration  de  ce  point,  dont 
nous  n'aurons  pas  à  faire  usage  par  la  suite,  à  notre  article  déjà  cité 
du  Bulletin  astronomique. 

Nous  allons  maintenant  démontrer  que  r  tend  vers  zéro  avec  - 

(ce  que  nous  savons  déjà  par  l'élude  du  cas  général),  et  même  on 
résultat  beaucoup  plus  précis,  à  savoir  que  /entend  aussi  vers 
zéro.  Remarquons  que.  dans  ce  qui  précède,  nous  nous  sommes 
appuyés  seulement  sur  le  fait  que  /■  demeure  borné,  ce  qui  résulte 

de  l'inégalité 

/•  ><  •>  a . 

a  étant  décroissant  en  vertu  du  théorème  des  forces  vives. 
Faisons,  dans  l'équation  (6),  le  changement  de  variable 

e*<  =  -., 
il  s'ensuit 

dr  dr 

dl  ~~  x  "7h  ' 
d-r  _         2  d2r  dr 

dl-      .       "    d-'1  "  d~. 
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L  équation  (6)  devient 

d2r  dr         [i         Gg     ) 

dx2  dx        r2         ;-3    x2 

Faisons  ensuite  le  changement  de  fonction 

p  =  r~.  =  ?■  ekt . 

11  vient 

d2  r  _  i   d2  p         2    rfp        2  p 

^  =  x  ^  ~  ^  5x"  +  ~' 

rfr         i    dp  i 

dx~  =  'z'dT  ~  x~lp' 

Notre  équation  differentielle'devient  alors 

a?'2  p  jjl    x"2  ;ji/?0    x 

:^  +  Fp«       F"  p1  =  °' 

en  posant 

G- 
p0  =  — -         (  paramètre  osculateur  initial). 
H- 


Posons  encore 


-£■ 


L'équation  différentielle  s'écrit  alors 

(7)  ^i-^pT-TT^0- 

En  multipliant  par  — —  elle  prend  la  forme 


d  \  (*2\*.    cJll\ 

dx[\dx)   +    y-  J 


=  iCZ-di 


Appelons,  pour  abréger,  P,  la  quantité  essentiellement  positive 
Notre  équation  devient 


'-$)'-£■ 


ou 


d? 

dx 

d1- 

0 

dl- 

P 

i     dF 

da 

■2  ex   dx. 
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On  en  déduit,  au  moyen  d'une  intégration  par  parties, 


P  rzPd~ 

H  étant  une  constante 


(8)  ^jL+f^  +  H, 

2  et      J      act1 


On  a  d'ailleurs 


H  =  _L  __  Po_ L(*Z\ 


?o  =  r0, 

u 
c  = 


d?\  t  /  rfr  , 

k\dl)0' 


m- 


d'où 

r0        2r§        ml\clt/0  °.J 

Si  p  =  re*(  ne  tend  pas  régulièrement  vers  zéro,  il  admet  une 
infinité  de  maxima  et  de  minima  quand  (  tend  vers  l'infini;  on  sait, 
en  effet,  qu'il  admet  zéro  comme  limite  d'indétermination,  puisque 
pour  certaines  valeurs  infiniment  grandes  de  t,  r  est  de  Tordre  de 
e~'2kt,  comme  nous  l'avons  démontré  plus  haut.  Si  l'on  choisit 
comme  instant  initial,  celui  du  premier  de  ces  maxima,  par  exemple, 
on  a 

H  =  -i-A>o, 
''0       2 /"S 

car  /•(,  >  —  >  d'après  les  formules  du  mouvement  képlérien.  Comme 
d'après  (8),  on  a 

!>H,  - 

pour  t  >  1  ou  /  >>  o,  il  s'ensuit  que 

P<H> 

c'est-à-dire  que  r  eht  demeure  borné  pour  t  infini.  Nous  avons  donc 
une  nouvelle  démonstration,  pour  le  cas  particulier  actuel,  du  fait 
que  /•  tend  vers  zéro,  avec  une  précision  de  plus  sur  son  mode  de 


38  PREMIÈRE    PARTIE. 

décroissance.  On  en  déduit,  par  le  raisonnement  du  paragraphe  3, 
que  a  tend  aussi  vers  zéro. 

On  peut  aller  un  peu  plus  loin  et  démontrer  que  r  ekt  tend  vers 

zéro.  Choisissons  un  instant  initial  où  ( -r-)  <î  °-  ce  qui  est  pos- 
sible puisque  r  décroît,  au  moins  dans  certains  intervalles.  L'éga- 
lité (9)  donne  alors 

„     -i      po      '-'o2     ^         ,  raK  en     k* 

**  -^  —  7  —  0  —  I  '  0  ■>  ô  > 

r0        2  /-jf        2  <x       2{jl  2  ^  [  /o  'ô  J        2  I-* 

en  posant  (  -r  )   =  /''0-  Gomme  on  a 


il  vient 


3J*     jj_  q; 

^0   —  —  —  '  0    ^        2 

'0  «0  '  u 


I  „  1  k- 

-  >  H  > 

p  2  a  0        2  [jl 


pour  tout  instant  postérieur  à  l'instant  initial  /„,  au  moins  si  ce 
dernier  appartient  à  un  intervalle  de  décroissance  de  r;  comme  — 

tend  vers  l'infini  et  r0  vers  zéro  avec  — ,  il  s'ensuit  que  p  tend  vers 

1 
zéro  avec  -  •  c.  q.  f.  n. 

D'après  l'équation  (1),  l'angle  polaire  8  est  donné  par  la  formule 
Comme 


6>  C0H*    C  ekt  dt. 


L'angle  polaire  augmente  donc  indéfiniment  :  le  mobile  tourne  en 
spirale  autour  de  l  origine. 

Enfin  la  vitesse  croît  au  delà  de  toute  limite  ;  on  a,  en  effet, 
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et  celte  dernière  expression  tend  bien  vers  l'infini  puisque  rehl 
tend  vers  zéro.  On  a  là  une  démonstration  rigoureuse,  pour  le  èàs 
particulier  actuel,  du  fait  déjà  remarqué  qtte  la  présence  d'un 
milieu  résistanl  peut  avoir  pour  effel  d'augmfenter  la  vitesse  d'un 
point  matériel  libre  (cf.  Poiwcaré,  loc.  cit.,  Ghap.  VI,  p.  i>>.o). 

Nous  avons  donc  pu  obtenir,  dans  un  cas  particulier,  des  ren- 
seignements assez  précis  sur  le  mouvement,  et  cela  par  l'étude  des 
inéquations  différentielles  qui  se  déduisent  des  équations  du  mouve- 
ment. Nous  ne  sommes  pas  parvenus,  toutefois,  à  fixer  d'une 
manière  précise  le  mode  de  croissance  de  /•  en  fonction  du  temps. 
11  parait  vraisemblable  que  la  double  inégalité 

\  <-/•'>  /•>  Be-î" 
que  nous  avons  établie  pourrait  être  remplacée  par 


Ar!/''>  /■  >  B  e-2 


kt 


laquelle  est  d'ailleurs  vérifiée  pour  certaines  valeurs  de  t,  mais 
nous  n'avons  pu  démontrer  qu'elle  subsisté  toujours. 

Je  signale  seulement,  en  passant,  l'étude  du  mouvement  reeti- 
ligne  régi  par  l'équation  différentielle 

d-  r         ,  dr         a 
dt°-  dt         r- 

laquelle  se  ramène  au  premier  ordre,  puisque  la  variable  indépen- 
dante n'y  figure  pas.  On  démontre  aisément  que  si  le  mobile  ne 
s'éloigne  pas  à  l'infini,  il  tombe  sur  le  centre  attractif  au  bout  d'un 
temps  fini. 

Considérons  maintenant  le  cas  d'une  résistance  proportionnelle 
au  carré  de  la  vitesse.  L'équation  (i).et  l'inégalité  (5)  deviennent 

dO 


r  >  -S  e 

•>  'j. 


il  <r-iks 


en  appelant  s  Tare  de  trajectoire  compté  à  partir  de  la  position 
initiale.  Cette  dernière  inégalité  montre  que  la  longueur  de  la  tra- 
jectoire de  M0  en  O  est  infinie.  Cela  suffit  pour  prouver,  en  vertu 
de  ce  que  nous  avons  démontré  au  paragraphe    5  que  le  mobile 
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tourne  en  spirale  autour  de  V origine,  comme  dans  le  cas  précé- 
dent. 

Une  étude  plus  détaillée  des  circonstances  du  mouvement  paraît 
encore  plus  difficile  dans  ce  cas  que  dans  le  précédent,  et  nous 
n'avons  pas  obtenu  de  résultats  bien  précis.  Nous  nous  contenterons 
d'indiquer  une  forme  intéressante  de  l'équation  différentielle  des 
trajectoires  : 

(IO  --  __    =    _-«***. 

r        dv-        p0 

s  étant  lare  de  trajectoire  compté  à  partir  de  la  position  initiale  du 
mobile  et  p0  le  paramètre  de  l'orbite  osculatrice  initiale.  Cette 
équation  différentielle  est  en  réalité  du  troisième  ordre,  s  repré- 
sentant l'intégrale 


L 


idr*-  --  r»rf9.»)*. 


Des  considérations  dépourvues  de  rigueur  m'ont  fait  admettre 
que  le  mobile  rencontre  l'origine  au  bout  d'un  temps  fini  (quand 
on  reste  dans  le  cas  elliptique)  ;  mais  je  n'ai  pu  le  démontrer  d'une 
manière  satisfaisante. 

Quant  à  la  forme  de  la  trajectoire,  je  me  contente  d'indiquer  le 
résultat  suivant  dont  la  démonstration  se  déduit  de  l'équation  (io) 
et  des  considérations  du  paragraphe  o;  si  r  =  F(0)  est  l'équation 
de  la  trajectoire,  8F(9)  admet  au  moins  une  limite  d'indétermina- 
tion finie  et  différente  de  zéro  pour  0  infini. 


UNE  DÉMONSTRATION  D  UN  THÉORÈME  DE  CORIOLIS; 
Par  M.  B.  NIEWENGLOWSKI. 


Soient  M  et  M' les  positions  d'un  mobile  aux  époques  t  et  t  -f-  dt. 
On  sait  que  si  l'on  prend  sur  la  tangente  à  la  trajectoire  en  M 
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le  vecteur  MA  =  v.dt,  v  désignant  le  vecteur  vitesse  MY.  l'accélé- 

Fig.  i. 


ration  y  au  point  M  est  le  vecteur  équipollent  à  Km 

si  l'on  considère  la  vitesse  movenne  MU  =  —3—  >  on  a 

"  dt 


%  A  M' 
dt 


Donc 


v  =  Hm 


v.  VU 

dt 


Cela  posé,  un  point  se  meut  sur  la  courbe  C  qui  se  déplace,  sans 
se  déformer;  le  mobile  considéré  est  en  M  à  l'époque  t,  il  serait 


Fis.  ■?. 


M'        i  N, 


en  N,  sur  la  courbe  C,  à  l'époque  t  +  dt,  si  la  courbe  C  était  immo- 
bile. Le  point  de  la  courbe  C,  coïncidant  avec  M  à  l'époque  t, 
vient  en  M1  à  l'époque  t  +  dt.  La  courbe  C  est  venue  alors  occuper 
la  position  C  ;  on  peut  regarder  cette  position  comme  provenant 
d'une  translation  qui  amène  C  ou  Cl5  suivie  d'une  rotation  autour 
d'un  axe  mené  par  Mv  Finalement  M  viendra  en  M'  de  telle  sorte 
que  arc  Mj  M'  =  arc  Mx  Nx  —  arc  MN.  Le  point  M  décrit  ainsi 
la  courbe  MM'.  Soient  vc  la  vitesse  du  point  coïncidant  avec  M 
à  l'époque  t,  sur  sa  trajectoire  MMX;  vr  la  vitesse  relative  de  M 
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sur  C  et  v„  la  vitesse  dite  absolue  sur  MM'.  On  a 


'a  —  ve  ^  «T- 


(0 

Posons 


MM  -        MM,  -        MN        M,N, 


Un  =     77-  J  Ue   =  ,.        1  Ur  = 


dt   '  e~~    dt    7  '        dt  dt 


et  enfin 


M ,  M 

w  = 


dt 


On  a 

(•i)  Ua  =  Ue-\-  W  =  Ue-\-  Ur-h  ((*> —  M,.), 


do 


ne 


"./  —  t\,=  («e—  O  "+-  («r—  Vr)  4- (  W  —  Mr). 

Multiplions  par  -4-  et  faisons  tendre  cfa  vers  zéro.  On  a 


lim-^(«a  —  Va)  =Ya, 
^m  —  (ue—  Ve)  ='Ye, 
,im^(M'—  ''  '  =  Y'" 


Quant  à  2 — ; — -  ■  sa  limite  est  la  vitesse  de  rotation  de  l'extré- 
^-  dt 

mité  du  vecteur  vitesse  vr  autour  de  l'axe  instantané  passant 

par  M.  On  obtient  ainsi  iwv,  sin  (u>,  v,)  et  par  suite 

Ta  —  Ye-t-  Y»-*-  '2wt»rain(u>,  é,.) 
ou 
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NOTE  RELATIVE  A  L'ATTRACTION  D'UN  ELLIPSOÏDE: 
Par  M.  Jean  MASCART. 


On  rencontre,  clans  les  questions  de  magnétisme  induit,  un  pro- 
blème qui  intéresse,  plus  généralement,  celui  de  l'attraction 
lorsqu'il  s'agit  de  déterminer  l'attraction  d'un  ellipsoïde  homo- 
gène sur  un  point  intérieur  situé  sur  l'axe  moyen  :  la  solution  n'a 
pas  besoin  d'être  complète  et  il  suflit  qu'elle  soit  développée  sui- 
vant les  rapports  des  axes. 

Soient  donc  R  l'attraction  d'un  ellipsoïde  homogène  de  densité  c 
sur  un  point  situé  sur  l'axe  moyen  à  la  distance  r  du  centre  ;  M  la 
masse  de  l'ellipsoïde;  a,  b,  c  (a>  b  >  c)  les  demi-grands  axes;  on 
a,  en  vertu  de  formules  connues 


R  = 


b3       'X     t   /         ^-c*~      /  ai^W 


en  désignant  par  y.  la  masse  du  point  attiré  et  par  _/' l'attraction  de 
deux  unités  de  masse  à  l'unité  de  distance. 
Si  l'on  pose 


h 


=  l>r,. 


il  vient 


et 


s  =  «W 


r»  di 


Le  changement  de  variable 

£^i  —  r,2  =  cos'I/  avec  r,  =  siiv!/ 


i& 
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donne 


R       ,    ,  r,        r- 

—  —  \~  î  \>-- r   /     -= 

r  J  '  '   i  —  rfj^  SJZ2(1 


CO«2  il  d'I 


Tj2  ï  -+-  (l  —  s2)  cos2^ 

R        ,      ,  -rj  co«2'W-i 

-  =  4*/W ;    /        ,  '  > 

r  I  —  V./y   v/i  —  si^i—  ri—  ^«in2^ 

et  en  posant 


£2  = 


I  —  £2T,2 


t«*Ww> 


(l  —  r-     /i 


Jo     v/i  —  /f'-sin2-;      -'o      /i— £2«in2'lJ 


Telle  est  la  quantité  qu'il  s'agit  de  calculer,  en  particulier  dans 
le  cas  où  z  et  r,  sont  petits,  ce  qui  fait  que  k  est  voisin  de  l'unité. 

Pour  étudier  la  seconde  intégrale    j       il  suffit  de  remarquer  que 

l'on  a 

o  <  «in!,I<  <  «in2 y, 


OU 


OU 


i< 


< 


y/i  —  k-  «in2 '!>        y  i  —  k"- «in-  <V 


(i)        /       co«2'W^<    /  ■      ' —  <  g- i-  /       cos^rf'i. 

*/o  Jo      \/ 1  —  k'1  «in2  6  \/i  —  i)a    «/0 

Or,  on  a 

r'v  i   rv  i 

/       cos2'^  e?'v  =  -    /       (i  -+-  cosa<!/)  d'b  =  -('V-i-  sin'V co«'V) 
«A  "2  «A 

=  —  [  arc  sin  r(  -+-  r,  /i  —  r,2  J 

2   L  1.2.3  V  '  •  2  /  J 


=^-gV   - 


et  l'inégalité  (i)  devient 


1  —  kt<3+~-- 
o 


/*v       co«2'L-r/i  i 
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et,  si  l'on  néglige  les  termes  du  troisième  ordre,  on  peut  écrire 


-  =  iir/np 


R        '     / 


i      r'1  /t«—  A-' -in2'> 


f 


**J.  •,-^.i,ÙT 


/tî-i 


Les  deux  intégrales  qui  subsistent,  pour  le  cas  où  fr  est  voisin 
de  l'unité,  ont  été  mises  par  Legendre  sous  la  forme 


v/i  —  k"-  «in-1 


-[.+  (i)*(.-i.)-H.(^),(.-i.^...] 


v/i  — A-^ 


r ¥  -  . 

x  L       4       -4-  fi—  i.(i^-Ar»)  +  ...], 


d'où 


--4*/W 


—  il  + 


I— -8*1}»  l  6*(l-V) 


I  —  £2       / 


I—  ê*1f)- 


I  —  e8ïjs   \  I     E2(l  —  Y)2) 


I— £2     /        2     I— î^r,2 

I      ^(I-T)2)2 


16    (I  —  £2T(2)2         '•     ) 


que  l'on  peut  écrire 

-  =  i-Kf  ftp  *1  I  I  -+-  ï)2  —  TTJ  -+-  7  «*-t-  (  —  - 


I    , 


,!)!*Lr] 


en  négligeant  dans  le  crochet  tous  les  termes  du  troisième  ordre, 
ainsi  que  ceux  de  la  forme 

t   '  '    t  -i 

s°L-      et      E*TnL— j 


et  la  quantité  i2h  -  se  réduisant,  à  zéro  pour  t  =  o. 
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Les  approximations  successives  de  R  sont  alors  : 

R        >     f 

On  peul  encore  introduire  la  masse  M  de  l'ellipsoïde  en  rempia- 
çant  4ic/pp7)  par— ^-  e, 

La  première  approximation  suffit  généralement  au  physicien. 
La  seconde  approximation  se  présente  d'elle-même,  sans  difli- 
cultés,  et  n'appelle  comme  remarque  que  la  façon  très  différente 
dont  s'introduisent,  analytiquement,  les  rapports  r,  et  £  entre  les 
axes  de  l'ellipsoïde. 

Mais,  si  l'on  veut  poursuivre  l'approximation,  le  calcul  algé- 
brique se  présente  de  façon  très  pénible  pour  une  question  d'appa- 
rence aussi  simple.  Pour  les  intégrales  de  Legendre,  et  bien  qu'elles 
ne  soient  pas  développées  suivant  les  puissances  de  k,  on  n'éprouve 
pas  grande  dilliculté  à  les  ordonner  suivant  les  puissances  des  deux 
quantités  du  premier  ordre,  :  et  v\.  Mais  il  en  est  tout  autrement 
pour  la  valeur  de 

Ç  v        cos2  '1/  r/'l/ 


in'-d, 


Si  l'on  cherche  à  intégrer  par  les  fonctions  p,  Ç,  3"  de  Weierstrass, 
dont  les  développements  en  série  sont  bien  connus,  les  expressions 
des  invariants  g2  et  g:,  sont  beaucoup  trop  compliquées  en  s  et  r; 
pour  que  l'on  puisse  espérer  poursuivre;  parfaite  au  point  de  vue 
théorique  en  ramenant  l'intégrale  à  un  produit  infini  rapidement 
convergent,  la  transformation  de  Landen  ne  donne  rien  non  plus 
dès  que  l'on  veut  obtenir  le  développement  suivant  les  puissances 
de  e  et  7).  Si  l'on  en  reste  à  une  méthode  terre  à  terre  de  développe- 
ment en  série,  on  peut  encore  assez  facilement  calculer  jusqu'au 
septième  ordre  cette  intégrale  qui,  bien  entendu,  ne  dépend  pas 
des  infiniment  petits  d'ordre  pair.  Je  cherche  donc  un  dévelop- 
pement en  série  pour  ' ,   fonction  paire,  se  réduisant 

y/i  —  /i2$ini<b 
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à  i  pour  '!/  —  o,  eu  posant 

i 
cos2|  =(i  —  A-2  sina^)a[l  -h  *8<|/a-(-  av^'-l-as^R-l-.  .  .], 

^2  ^'.  J,6 
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2/1  720 


r,_i*.Bin«+--L 

L       2  '      2.4 


/t*sin*^  — 


.1.3 

7TT> 


/vfi  sin6  tL 


I 


(-*!+T-i*') 

A2  /,l  /t«  "I 

=      [—  —  sin*^  —  —sin**}/ sin6  ^     [1  -+-  y.,  ty*  -+-  a4^l+  a6-]/fi]  , 

égalité  qui,  en  tenant  compte  de 
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sina 4*  =  ipa rr  H <^G,         sin6J;  =  ^6. 
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peut  s'écrire 

X  (1  +  a2'j;2  +  a4«j;*-h  a6'}6) 
qui  donne  par  identification 

45         |j  8  16 

et  si  l'on  intègre  de  o  à  -V  la  fonction  1  +  a2'}2+  oc4t|;*-f"  ...,  on 
obtient 
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or   il/  =  arc  sin/,  et 
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et,  si  Ton  intègre  de  o  à  r\, 
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d'où,  pour  valeur  de  l'intégrale  cherchée, 
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les  a>,  a,,  as  ayant  les  valeurs  ci-dessus.  Mais,  si  s  et  '/)  sont  des 
infiniment  petits  du  premier  ordre,  on  a,  en  se  bornant  aux 
termes  d'ordre  inférieur  à  8, 

k*  =  l~~c    =(i-i*)(i+ s2 v2 )  =  ' -  s2 -+- *2*ia  -  s* v, 

I  —  î-  7,  - 
A*  =  I  —  2£2H-  £2(     Ê2-4-27]2)'—  2S47)8, 

A"6=  1  —  3e«-t-«"(3s«  +  3ii«)  -76*1)*  —  4«. 

Si  l'on  veut  avoir  la  valeur  de  l'intégrale  au  cinquième  ordre,  il 
suffit  de  négliger  le  terme  en  v  et  de  se  borner  aux  termes  du 
second  ordre  pour  k2,  k''  et  /c6  : 

k*  =  •  —  s2,  a2= : 1= —  1 

i.       2  2        2 
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d'où 
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et  V  intégrale  cherchée  ne  dépend  pas  des  termes  du  troisième  ordre. 
L'approximation   suivante  n'est  pas   encore   laborieuse,   mais 
n'apporte  aucune  remarque  spéciale  avec  la  valeur 
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CARTAN  (E.),  professeur  à  [a  Faculté  «1rs  Sciences  de  Paris.  —  Leçons  sur 
les  invariants  INTEGRAUX.  I n-S°,  [922,  x-210  pages.  Paris.  J.  Hermann,. 

1922. 

La  théorie  des  invariants  intégraux  a  été  fondée  il  y  a  près  de 
3q  ans  par  II.  Poincaré  dans  le  Tome  III  des  Méthodes  nouvelles 
de  la  Mécanique  céleste;  elle  a  fait  depuis  lors  l'objet  de  travaux 
importants,  et  cependant  on  aurait  cherché  vainement  jusqu'ici 
un  exposé  complet  de  la  théorie  dans  aucun  Traité  didactique 
français.  L'Ouvrage  que  vient  de  publier  M.  Car  tan  comble  cette 
lacune  de  la  façon  la  plus  heureuse.  L'auteur  était  particulière- 
ment bien  préparé  à  cette  tâche.  Dans  ses  profondes  recherches 
sur  la  théorie  des  groupes,  il  avait  été  conduit  en  effet  à  considérer 
certaines  formes  différentielles,  auxquelles  il  a  donné  le  nom  de 
formes  intégrales,  qui  sont  caractérisées  par  la  propriété  de  pou- 
voir s'exprimer  au  moyen  des  seules  intégrales  premières  d'un 
système  différentiel  et  de  leurs  dérivées.  Or  cette  notion  de  forme 
intégrale  ne  diffère  pas  essentiellement  de  celle  d'invariant  intégral  ; 
c'est  ce  rapprochement,  comme  le  dit  M.  Cartan  lui-même  dans 
sa  Préface,  qui  est  à  la  base  du  livre  dont  nous  avons  à  rendre 
compte.  Cet  Ouvrage  est  le  résumé  d'un  cours  fait  à  la  Sorbonne 
dans  la  chaire  de  Mécanique  céleste.  On  ne  sera  donc  pas  étonné 
de  la  place  que  tiennent  les  applications  à  la  Dynamique  classique, 
au  problème  des  n  corps,  à  la  cinématique  des  milieux  continus  et 
à  la  théorie  des  tourbillons.  M.  Cartan  revient  sur  ces  théories  avec 
une  sorte  de  prédilection  à  la  fin  de  plusieurs  Chapitres.  Mais  cela 
n'engendre  ni  répétition,  ni  monotonie;  les  propriétés  classiques, 
qui  semblent  les  mieux  connues,  prennent  chaque  fois  des  aspects 
nouveaux,  et  parfois  les  plus  inattendus.  Les  démonstrations  sont 
toujours  élégantes,  un  peu  concises  parfois,  mais  l'effort  imposé 
au  lecteur  n'est  jamais  bien  grand,  et,  en  ne  s'astreignant  pas  à 
un  plan  d'une  inflexible  rigueur,  l'auteur  a  su  conserver  au  livre 
le  caractère  vivant  de  son  enseignement. 

Bill,  de;  Sciences  math.,  r  série,  t.  XLVII.  (Février  19 >■>.)  4 
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Pour  donner  une  idée  de  la  variété  et  de  la  richesse  du  contenu, 
je  ne  crois  pouvoir  mieux  faire  que  d'indiquer  brièvement  le  sujet 
de  chaque  Chapitre. 

Chapitre  I.  —  Principe  d'HamiUon  et  tenseur  «  quantité  de  mou- 
vement énergie  ». 

Après  avoir  reproduit  la  démonstration  classique  du  principe 
de  la  moindre  action  d'Hamilton  pour  un  point  matériel  libre 
soumis  à  Faction  d'une  force  dérivant  d'un  potentiel.  M.  Cartan 
reprend  la  démonstration  en  supposant  que  les  valeurs  t3  et  t±  du 
temps  correspondant  aux  extrémités  de  la  trajectoire  sont  elles- 
mêmes  variables.  Ce  calcul  le  conduit  facilement  à  formuler  le 
principe  sous  une  forme  plus  générale,  qui  est  le  point  de  départ  de 
son  Ouvrage.  Appelons  état  du  point  matériel  l'ensemble  des 
sept  quantités  x,  y,  z.  x! ,  y',  z' .  t  qui  caractérisent  la  position  d'un 
point  et  sa  vitesse  à  un  instant  donné;  ces  sept  quantités  sont,  si 
l'on  veut,  les  coordonnées  d'un  point  dans  un  espace  à  sept  dimen- 
sions, et  toute  trajectoire  du  mobile  définit  une  courbe  ou  multipli- 
cité à  une  dimension  dans  cet  espace.  On  conçoit  sans  clilliculté 
ce  qu'il  faut  entendre  par  une  suite  fermée  de  trajectoires,  ou  tube 
de  trajectoires.  Cela  posé.  M.  Cartan  démontre  le  théorème  fonda- 
mental suivant  :  si  l'on  considère  un  tube  quelconque  de  trajec- 
toire, et  une  courbe  fermée  quelconque  faisant  le  tour  de  ce  tube, 
l'intégrale 

/  t'j  =    /  inx'  il.r  -+-  m  y'  dy  —  m  z'  dz  —  \i  c/t, 

où  E  représente  l'énergie  -  m  V2  -f-  yr'2  +  z'2) —  Uf,  est  indépen- 
dante de  cette  courbe  elle-même  et  ne  dépend  que  du  tube  de  tra- 
jectoires sur  lequel  elle  est  tracée. 

En  supposant  dt  =  o,  on  obtient  un  cas  particulier  remarquable 
que  l'on  peut  énoncer  ainsi  :  Si  l'on  prend  sur  chaque  trajectoire 
l'état  correspondant  à  une  même  valeur  de  /,  l'intégrale 


/ 


mx'  dx  +  niy'  dy  —  ni  z'  dz. 

étendue  à  la  suite  fermée  d'états  ainsi  obtenue,  est  indépendante 
de  t.  Ce  théorème  est  dû  à  H.  Poincaré  qui  a  donné  le  nom  d' inva- 
riant intégral  relatif  à  l'intégrale  précédente.  Le  nouvel  invariant 
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intégra]  obtenu  par  M.  Cartan  est  évidemment  beaucoup  plus 
général  «pic  celui  de  H.  Poincaré,  puisque  l'on  peut  prendre  sur 
chaque  trajectoire  d'une  suite  fermée  un  état  à  volonté  au  lieu 
de  prendre  des  états  simultanés,  comme  le  supposait  H.  Poincaré. 

Le  tenseur 

///  x  </./■       m  i  ■'  dy  -r-  m  z  dz  —  \L  <lt . 

qui  figure  sous  le  signe  intégral  dans  l'invariant  complet  de  M.  Cartan, 
est  appelé  par  lui  le  «  tenseur  quantité  de  mouvement-énergie  ». 
Les  trois  composantes  spatiales  sont  les  trois  composantes  ordi- 
naires de  la  quantité  de  mouvement,  et  la  composante  suivant  le 
temps  l'énergie. 

La  propriété  précédente  caractérise  les  équations  différentielles 
du  mouvement.  En  d'autres  termes,  si  l'intégrale  précédente  est 
un  invariant  intégral  relatif  pour  un  système 


dx 

dy 
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ce  système  est  identique  aux  équations  différentielles  classiques 
du  mouvement  d'un  point  matériel. 

Il  n'y  a  pas  de  difficulté  à  étendre  le  résultat  au  mouvement  des 
systèmes  matériels,  tels  qu'on  les  considère  d'habitude  en  Méca- 
nique analytique.  Les  lettres  T  et  H  ayant  la  signification  habi- 
tuelle des  traités  classiques,  les  équations  canoniques 

dcji        o\\  dpi  _        o\\ 

dt  i)p,  dt  tl/ji 

sont  caractérisées  par  la  propriété  suivante  :  si  l'on  considère 
encore  une  suite  fermée  de  trajectoires,  et  sur  chaque  trajectoire 
un  état  particulier,  l'intégrale 


/'•'=/   -Pidcji—  E 


.//. 


étendue  au  contour  fermé  d'états,  est  un  invariant  intégral,  dont 
la  valeur  ne  dépend  que  de  la  suite  fermée  de  trajectoires  consi- 
dérée. Si  l'on  suppose  dt  =  o,  on  retrouve  l'invariant  intégral 
relatif  de  Poincaré  pour  le  problème  général  de  la  Dynamique. 
M.  Cartan  propose  d'appeler  ce  nouveau  principe  le  «  principe 
généralisé  de  la  quantité  de  mouvement  et  de  l'énergie  ». 

Ce   principe   permet   de   former  les  équations   du   mouvement, 
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quelle  que  soit  la  manière  dont  on  a  choisi  les  paramètres  qx,  q2  .. . . ,  qn . 
t  servant  à  localiser  le  système  dans  l'espace  et  dans  le  temps.  La 
variable  temps  ne  joue  plus  un  rôle  spécial  dans  les  calculs,  et  les 
lois  de  la  Mécanique  prennent  une  forme  indépendante  du  mode 
de  repérage  de  V espace-temps.  C'est  sans  doute  le  développement 
de  cette  idée  qui  a  conduit  l'auteur  aux  savantes  recherches 
publiées  depuis  l'apparition  de  ce  volume  sur  le  tenseur  d'Einstein 
et  la  théorie  générale  de  la  relativité. 

Signalons  aussi  à  la  fin  du  Chapitre  une  application  importante 
à  la  transformation  des  équations  de  la  Dynamique  et  à  la  méthode 
de  Jacobi,  qui  se  déduit  aisément  de  la  propriété  d'invariance  de 
l'intégrale  /  to. 

Chapitre   II.   —  L'invariant  intégral  à  deux  dimensions  de  la 

Dynamique. 

L'invariant  intégral  relatif  /  o>,  défini  au  premier  Chapitre. 
peul  être  remplacé  par  un  invariant  intégral  absolu 


j  I  ,„ '  =  I  Ç-Ldpidqi—dAdl 


cette  intégrale  double,  étendue  à  un  domaine  à  deux  dimensions 
quelconque  de  l'espace  des  états,  conserve  la  même  valeur  si  l'on 
déplace  chacun  des  états  d'une  façon  arbitraire  le  long  de  sa  tra- 
jectoire. M.  Cartan  établit  directement  cette  propriété  d'inva- 
riance: les  deux  intégrales  /  w,  /  /  ta'  se  déduisent  d'ailleurs 
l'une  de  l'autre,  par  l'application  de  la  formule  de  Stokes  généra- 
lisée. 

Si  l'on  ne  considère  encore  avec  H.  Poincaré  que  des  états  simul- 
tanés, on  retrouve  l'invariant  intégral  à  deux  dimensions  de  la 
dynamique   -  dpi  dq,. 

Une  application  intéressante  à  la  théorie  des  tourbillons  montre 
comment  les  théorèmes  classiques  se  déduisent  aisément  des  con- 
sidérations précédentes. 

Chapitre  III.  ■ — Les  invariants  et  intégraux  et  les  formes  diffé- 
rentielle* invariantes. 

Dans  le  premier  Chapitre,  l'auteur  a  obtenu  directement  pour 
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un  problème  de  Dynamique  un  invariant  intégral  où  l'élément 
sous  le  signe  d'intégration  renferme  dt.  l'our  étendre  ce  résultat 
à  tous  les  systèmes  d'équations  différentielles,  M.  Cartan  rappelle 
d'abord  la  définition  d'un  invariant  intégral  d'après  II.  Poincaré, 
et  il  montre  qu'une  opération  très  simple  permet  de  déduire  de 
twui  invarianl  intégral,  au  sens  de  II.  Poinearé;  un  nouvel  inva- 
riant intégral  complet,  où  ligure  dt  sous  le  signe  d'intégration.  Ce 
procédé  peu!  il  est  vrai  se  rattacher  à  des  méthodes  générales  de 
formation  indiquées  par  II.  Poincaré  lui-même,  mais  cette  re- 
marque ne  diminue  en  rien  le  mérite  de  M.  Cartan,  dont  la  démons- 
tration est  presque  intuitive.  Des  exemples  simples,  empruntés 
au  mouvement  d'un  point  dans  l'espace  à  trois  dimensions,  per- 
mettent de  bien  se  rendre  compte  de  la  nature  de  ces  nouveaux 
invariants. 

Le  Chapitre  se  termine  par  une  illustration  empruntée  à  la 
théorie  des  milieux  continus  en  mouvement.  Si  les  composantes  u, 
v,  w  de  la  vitesse  sont  exprimées  au  moyen  de  r,  y,  z,  t,  et  si 
p  (x,  y,  z,  t)  est  la  densité  au  temps  t  au  point  (r,  y,  z),  il  est  évi- 
dent que  l'intégrale  triple 


fff< 


p  dx  dy  dz 


est  un  invariant  intégral  absolu,  puisque  cette  intégrale  étendue 
à  un  domaine  D  de  l'espace  (x-,  y,  z)  représente  la  masse  de  matière 
qui,  à  l'instant  /,  occupe  ce  domaine.  C'est  même  le  premier 
exemple  d'invariant  intégral  absolu  donné  par  H.  Poincaré.  En 
appliquant  le  procédé  de  formation  qui  lui  est  dû,  M.  Cartan 
déduit  de  l'invariant  précédent  un  nouvel  invariant  complet 

/   /   /  p(«kr  dy  dz  —  u  dy  dz  dt  —  v  dz  de  dt  —  w  dx  dy  dt  . 

dont  on  peut  regarder  l'élément  comme  V.élément  de  madère  envi- 
sagé sous  son  aspect  cinématique  complet.  Si  l'on  considère  un 
ensemble  quelconque,  à  trois  dimensions  de  molécules,  et  si  l'on 
prend  chaque  molécule  de  l'ensemble  à  un  instant  quelconque  t 
de  son  mouvement,  on  obtient  dans  l'univers  à  quatre  dimen- 
sions (.r,  y,  z,  t)  un  domaine  à  trois  dimensions,  et  l'intégrale  triple 
étendue  à  ce  domaine  est  égale  à  la  masse  totale  de  l'ensemble  des 
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molécules  considérées.  L'expression  du  flux  de  matière  à  travers 
une  surface  s'en  déduit  immédiatement. 

L'étude  des  invariants  intégraux  conduit  tout  naturellement 
à  étudier  de  plus  près  des  propriétés  des  éléments  de  ces  invariants, 
c'est-à-dire  des  formes  de  différentielles  qui  figurent  sous  le  signe 
intégral.  Tel  est  l'objet  des  Chapitres  suivants  IV-YIII. 

I.tant  donné  un  système  d'équations  différentielles 

d.T)         tlx,  d.rn 

A  !  A  2  A  „ 

où  la  variable  indépendante  n'est  pas  spécifiée,  une  forme  de 
différentielles  (I>  est  invariante  pour  ce  système  si  elle  peut 
s'exprimer  au  moyen  des  n — i  intégrales  premières  distinctes  y1, 
y 2,  ....  yn~i  du  système  (i)  et  de  leurs  différentielles.  Une  forme 
de  différentielles  <I>  est  de  classe  r  si  elle  peut  s'exprimer  au  moyen 

de  r  fonctions  distinctes  y1 y  .  et  de  leurs  différentielles,  et  ne 

peut  s'exprimer  au  moyen  de  moins  de  r  fonctions.  Une  forme  rî> 
sera  invariante  pour  le  système  (i)  si"  les  r  fonctions  y;  sont  des 
intégrales  premières  de  ce  système.  Si  la  classe  r  est  inférieure 
à  n  — i .  il  y  a  donc  une  infinité  de  systèmes  (i)  qui  admettent  ll> 
pour  forme  invariante.  A  chaque  forme  <I>  correspond  un  système 
de  Pfaff  complètement  intégrable  dont  les  intégrales  premières 
sont  précisément  les  fonctions  au  moyen  desquelles  la  forme  <!> 
peut  s'exprimer;  e'esl  le  système  caractéristique  de  cette  forme. 

1  n  système  d'équations, de  Pfaff  est  invariant  pour  un  système 
d'équations  différentielles  (i),  si  les  équations  de  ce  système  de 
Pfaff  peinent  s'exprimer  uniquement  au  moyen  des  intégrales 
premières  de  (i)  et  de  leurs  différentielles.  Si  le  système  de  Pfalf 
se  compose  d'une  seule  équation,  on  a  une  équation  invariante  du 
système  (i).  Pour  qu'un  système  de  Pfaff  soit  invariant  pour  les 
équations  (i),  il  faut  et  il  suffit  que  ces  équations  admettent, 
comme  intégrales  premières,  les  intégrales  du  système  caracté- 
ristique du  système  de  Pfaff. 

Les  formes  <I>  de  différentielles  dont  il  est  question  ne  sont  pas 
à  proprement  parler  de  véritables  formes  algébriques.  La  règle 
habituelle  de  la  multiplication  algébrique  doit  être  remplacée  par 
la  règle  de  la  multiplication  extérieure  de  Grassmann,  d'après 
laquelle  le  produit  de  deux  facteurs  linéaires  dzt,  dx.i,-  doit   être 
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changé  de  signe  quand  on  permute  ces  deux  facteurs.  M.  Cartan 
donne  le  nom  de  formes  extérieures  à  ces  formes  de  différentielles, 
dont  il  montre  l'analogie  avec  les  formes  algébriques  l>ilinéaires 
alternées.  Le  rang  d'une  forme  extérieure  v  es1  égal  au  nombre 
minimum  de  formes  linéaires  distinctes  de  différentielles  au  moyen 
desquelles  la  forme  $  peul  s'exprimer;  ce  rang  est  égal  au  nombre 
des  équations  distinctes  d'un  système  de  Pfaff  associé  à  la  forme  •!' 
fi  qui  s'en  déduit  très  facilement . 

L'extension  de  la  formule  de  Stokes,  due  à  H.  Poincaré,  conduit 
à  associer  à  toute  forme  extérieure  tu  de  degré  p  une  autre  forme 
extérieure  to'  de  degré  p  —  i .  dont  les  coefficients  se  déduisent 
de  ceux  de  to  par  des  différentiations  ;  cette  nouvelle  forme  to'  est 
dite  la  forme  'dérivée  de  to.  Toute  forme  dont  la  dérivée  est  iden- 
tiquement nulle  est  dite  différentielle  exacte.  H.  Poincaré  a  montré 
aussi  que  toute  forme  dérivée  est  nue  différentielle  exacte  el  réci- 
proquement. Ceci  suppose  toutefois  que  les  coefficients  des  formes 
considérées  sonl  des  fonctions  continues  admettant  des  dérivées 
partielles  du  premier  ordre.  M.  Cartan  montre  brièvement  par  un 
exemple  qu'on  peut  dans  certains  cas  définir  une  forme  dérivée 
extérieure  pour  une  forme  •.  sans  que  les  coefficients  de  to 
admettent  des  dérivées  partielles. 

La  considération  des  foi  nies  dérivées  permet  de  donner  une 
règle  très  simple  pour  la  formation  du  système  caractéristique 
défini  antérieurement.  On  obtient  le  système  caractéristique  d'une 
forme  (•>  en  adjoignant  au  système  associé  à  cette  forme  les  équa- 
tions du  système  associé  à  là  forme  dérivée  to'.  En  particulier,  le 
système  caractéristique  d'une  forme  différentielle  exacte  est  iden- 
tique à  son  système  associé,  et  la  classe  est  égale  au  rang,  mais 
ceci  n'est  plus  vrai  en  général  pour  une  forme  quelconque. 
M.  Cartan  l'ail  observer  que  les  lois  de  conservation  en  Physique 
se  traduisent  souvent  analytiquement  en  exprimant  qu'une  forme 
extérieure  est  une  différentielle  exacte. 

Toutes  ces  propriétés  des  formes  extérieures  trouvent  aussitôt 
leur  application  à  la  théorie  des  invariants  intégraux.  M.  Cartan 
montre  rapidement  comment  la  connaissance  d'un  invariant  inté- 
gral permet,  dans  bien  des  cas,  d'en  trouver  de  nouveaux  par  les  opé- 
rations relatives  aux  formes  extérieures  qui  viennent  d'être  définies. 

Avec  le  Chapitre  IX,  nous  abordons  une  série  de  nouveaux  pro- 
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bièmes.  Si  l'on  connaît  à  la  fois  une  forme  invariante  <•>  du  sys- 
tème (i),  et  une  transformation  infinitésimale  du  même  système, 
on  peut  déduire  de  w  de  nouvelles  formes  invariantes  par  l'appli- 
cation de  deux  procédés  essentiellement  distincts,  dont  l'interpré- 
tation est  immédiate,  et  qui  conduisent  d'une  part  à  une  forme 
invariante  du  même  degré  que  10,  d'autre  part  à  une  forme  inva- 
riante d'un  degré  inférieur  d'une  unité  La  seconde  méthode  est 
une  extension  du  procédé  déjà  employé  par  11.  Poincaré  pour 
déduire  d'un  invariant  intégral  un  autre  invariant  intégral  d'un 
ordre  inférieur  d'une  unité:  pour  retrouver  la  méthode  même  de 
H.  Poincaré,  il  suffit  de  supposer  que  la  transformation  infinité- 
simale connue  se  réduit  à  la   transformation  évidente  ÏX.  —  • 

"  dxj 

Dans  le  cas  du  mouvement  permanent  d'un  milieu  continu,  on 
connaît  a  priori  la  transformation  infinitésimale  - .-  ;  on  en  déduit 
très  aisément  le  théorème  de  Bernoulii. 

(  ne  autre  application  importante  est  relative  au  problème  des 
n  corps,  c'est-à-dire  au  mouvement  de  n  points  matériels,  s'atti- 
ranl  proportionnellement  à  leurs  masses  et  en  raison  inverse  d'une 
puissance  de  leur  distance.  On  connaît  a  priori  un  certain  nombre 
de  transformations  infinitésimales  du  système  el  l'invariant  du 
second  ordre  de  toul  problème  de  Dynamique.  M.  Cartan  montre 
comment  l'application  des  méthodes"  générales  qu'il  vient  d'exposer 
fournil  les  intégrales  premières  classiques. 

Si  l'on  connaît  seulement  une  équation  invariante  pour  le  sys- 
tème (i),  et  une  transformation  infinitésimale,  on  peut  en  déduire 
une  forme  linéaire  invariante,  et  par  suite  un  invariant  intégral 
du  premier  ordre.  Enfin,  si  l'on  ne  connaît  qu'une  transformation 
infinitésimale  du  système  (i),  on  peut  former  un  système  de  Pfalf 
invariant  pour  ce  système. 

Les  deux  Chapitres  suivants  (X  et  XI)  sont  consacrés  aux  sys- 
tèmes de  Pfalf  complètement  intégrahles,  au  théorème  de  Fro- 
benius,  aux  propriétés  classiques  des  systèmes  complets,  et  à  la 
théorie  du  dernier  multiplicateur.  Les  liens  de  cette  théorie  avec 
les  propriétés  des  invariants  intégraux  d'ordre  n  — i  sont  mis  en 
évidence,  et  ce  rapprochement  permet  de  saisir  nettement  la  véri- 
table origine  des  propriétés  du  multiplicateur.  D'intéressantes 
applications  terminent  le  Chapitre. 
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L'objet  du  Chapitre  XII  es1  en  réalité  l'étude  du  système  carac- 
téristique d'une  forme  extérieure  quadratique  to2,  différentielle 
exacte.  Si  cette  forme  esl  de  classe  2n,le  système  caractéristique 
s'intègre  par  les  opérai  ions  2  n.  2  n  — 2, ....  2.  Dans  le  cas  de  la  l'orme 

oj,  =  V  dpidqt—  d\\  dt, 

1 

le  système  caractéristique  est  identique  au  système  canonique 

flpi    _   >)\\  ftq;  _  OU 

lit         ()■■//  (Il  lipi 

Tous  les  théorèmes  classiques  relatifs  aux  systèmes  canoniques 
peuvent  être  regardés  comme  des  cas  particuliers  dp  propriétés 
plus  générales  s'appliquant  à  tous  les  systèmes  caractéristiques 
d'une  forme  extérieure  quadratique,  et  différentielle  exacte.  Pour 
n'en  citer  qu'un  exemple,  il  existe  un  théorème  analogue  au  théo- 
rème de  Poisson  permettant  de  déduire  de  deux  intégrales  du  sys- 
tème une  nouvelle  intégrale  par  des  dilïérentia  fions  et  des  élimi- 
nations. M.  Cartan  se  sert  de  cette  extension  pour  rechercher  la 
meilleure  utilisation  des  intégrales  déjà  connues  du  système  en  vue 
d'achever  l'intégration.  On  sait  que  Sophus  Lie  a  étudié  ce  pro- 
blème dans  plusieurs  -Mémoires  pour  un  système  canonique;  il 
serait  sans  doute  intéressant  de  comparer  les  méthodes  de  Sophus 
Lie  avec  la  méthode  plus  générale  de  M.  Cartan. 

Dans  les  deux  Chapitres  suivants  (XIII  et  XIV)  sont  étudiés 
de  même  les  systèmes  caractéristiques  d'une  forme  de  Pfaff  to,  et 
celui  d'une  équation  de  Pjciff  10  =0.  Deux  cas  sont  à  distinguer 
suivant  que  la  classe  de  to  est  paire  ou  impaire.  Si  to  est  de  classe 
in~r  1,  l'intégration  de  son  système  caractéristique  exige  l'inté- 
gration du  système  caractéristique  de  la  forme  dérivée  to',  et  une 
quadrature.  Si  0)  est  de  classe  paire  2«,  l'intégration  de  son  sys- 
tème caractéristique  se  ramène  à  celle  du  système  caractéristique 
de  l'équation  <o  =  o,  et  exige  les  opérations  2»  — 1,2» — -3,...,3,i. 
Le  théorème  de  Poisson  s'étend  aussi  à  ces  différents  systèmes: 
et  M.  Cartan  étudie  en  détailla  meilleure  utilisation  des  intégrales 
connues  pour  achever  l'intégration.  Les  diverses  méthodes  d'inté- 
«gration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
se  rattachent   aisément  aux  théories  précédentes. 
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Dans  les  trois  Chapitres  suivants,  nous  revenons  à  l'application 
des  formes  invariantes  à  l'intégration  des  systèmes  d'équations 
différentielles.  Si  l'on  connaît  n  formes  linéaires  invariantes  indé- 
pendantes u>l5  co2.  ....  o)«  d'un  système  de  n  équations  différentielles 
du  premier  ordre,  on  a  n  relations  de  la  forme 

Wj  =  ^   CikS[û>i(a/i  ]         i  s  =  i ,  •>. n) 


et  l'on  peut  toujours,  il  est  facile  de  le  voir,  se  borner  au  cas  où 
les  coefficients  cths  sont  des  constantes.  Ces  constantes  c//,f  sont 
les  coefficients  de  structure  d'un  groupe  fini,  que  l'on  peut  définir 
de  la  manière  suivante  :  c'est  le  plus  grand  groupe  de  transforma- 
lions  qui,  appliquées  aux  intégrales  premières  du  système  donné, 
conserve  les  formes  invariantes  (*>,;.  M.  Cartan  montre,  par  quelques 
exemples  simples,  comment  la  nature  de  ce  groupe  est  liée  au 
problème  de  l'intégration;  mais  de  plus  grands  développements 
auraient  exigé  dos  connaissances  assez  étendues  sur  la  théorie  des 
groupes. 

Si  l'on  connaît  r  transformations  infinitésimales  d'un  système 
complètement  intégrable  de  n  équations  de  Pfaff,  on  peut  partager 
ce  système  de  n  équations  en  deux  groupes,  dont  l'un  de  n  — r 
équations  peut  être  un  système  intégrable  absolument  quelconque. 
Ce  système  une  fois  intégré,  il  reste  à  intégrer  un  système  de 
?•  équations  dont  on  connaît  r  formes  linéaires  invariantes.  On 
est  donc  ramené  au  premier  problème.  Plusieurs  exemples  élé- 
mentaires permettent  de  bien  se  rendre  compte  de  la  portée  de 
cette  méthode. 

Une  application  plus  importante  est  relative  au  problème  des 
n  corps,  et  plus  spécialement  au  problème  dès  trois  corps.  En  épui- 
sant tout  le  parti  que  l'on  peut  tirer  des  transformations  infini- 
tésimales connues  a  priori,  on  arrive  à  préciser  dans  tous  les  cas 
l'ordre  des  systèmes  à  intégrer  pour  achever  la  résolution  du  pro- 
blème. 

Les  deux  derniers  Chapitres  montrent  les  liens  étroits  qui  lient 
les  invariants  intégraux  au  calcul  des  variations,  et  à  l'optique. 
La  liaison  entre  les  invariants  intégraux  et  le  calcul  des  variations 
est  mise  en  évidence  par  la  propriété  suivante  :  les  courbes  extré- 
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maies  pour  une  intégrale  /  w  sont  identiques  aux  caractéristiques 
de  la  forme  délivre  to'.  M.  Cartan  applique  ce  résultai  au  principe 
delà  moindre  action  de  Maupertuis,  à  la  propagation  de  la  lumière 
dans  un  milieu  isotrope,  et  à  la  déterminât  ion  des  transformations 
de  Malus,  qui  changenl  une  congruence  de  normales  en  une  con- 
gruence  de  même  espèce. 

La  propagation  des  ondes  lumineuses  dans  un  milieu  quelconque 
étant  définie  par  une  équation  de  Monge,  les  rayons  lumineux 
sont  identiques  aux  caractéristiques  d'une  équation  de  PfafT,  qui 
est  l'équation  de  Pfalf  invariante  de  l'optique.  Le  premier  membre 
de  cette  équation  de  Pfaff  est  lié  à  l'équation  de  Monge  qui  définit 
la  loi  de  propagation  de  la  lumière  d'une  manière  indépendante  du 
mode  de  repérage  choisi  pour  Tespaee  et  Je  temps,  de  sorte  que,  même 
en  Optique,  la  coordonnée  temps  ne  joue  pas  un  rôle  essentielle- 
ment différent  de  celui  des  coordonnées  spatiales. 

L'Ouvrage  de  M.  Cartan  est  tout  l'opposé  d'une  compilation.  On 
sent  que  l'auteur  a  repensé  toutes  les  propositions,  et  l'on  regrette 
parfois  d'y  rencontrer  si  peu  de  références  à  des  Mémoires  origi- 
naux. Je  ne  sais  si  l'on  doit  attribuer  à  un  excès  de  modestie  cette 
sobriété  de  citations,  mais  ce  n'est  que  bien  rarement  que  l'on 
trouve  indiqués  les  travaux  où  les  notions  fondamentales  ont  été 
pour  la  première  fois  mises  en  évidence.  La  liste  de  Mémoires,  de 
valeur  très  inégal*,  que  l'on  trouve  à  la  fin  du  volume,  ne  saurait 
combler  cette  lacune. 

Cet  Ouvrage  rendra  assurément  les  plus  grands  services  aux 
Mathématiciens,  jeunes  ou  non,  voulant  s'initier  à  ces  belles 
théories  qui  sont  encore  récentes  et  promettent  d'être  fécondes. 
Quelques-uns  des  Chapitres,  et  non  des  moins  intéressants,  ne 
font  qu'amorcer  des  sujets  importants,  et  qui  n'auraient  pu  être 
traités  à  fond  qu'en  faisant  appel  à  des  notions  assez  étendues  de 
la  théorie  des  groupes.  Je  suis  persuadé  que  plus  d'un  lecteur, 
arrivé  à  la  fin  de  ces  Chapitres,  éprouvera  un  peu  le  même  regret 
qu'un  amateur  de  romans-feuilletons  lorsque,  au  moment  le  plus 
pathétique  de  sa  lecture,  il  rencontre  les  mots  fatidiques  «  la  suite 
à  demain  ».  Espérons  que  M.  Cartan  nous  donnera  lui  aussi  une 
suite,  et  ne  la  fera  pas  attendre  trop  longtemps. 

E.   Goursat. 
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EMANAI  i)   (Maurice),   chef  îles   Travaux   graphiques  à  l'Ecole   Polytech- 
nique. —  <  rÉOMÉTRiE  perspective.  Un  volume  iii-i 8.  G.  Doin,  Paris,  1921. 

Quand  on  représente  sur  le  plan  un  corps  de  l'espace,  on  peul 
chercher  une  figuration  ou  relever  facilement  les  grandeurs  qu'il 
faut  connaître  pour  construire  effectivement  le  corps.  On  peut 
aussi  le  représenter  tel  qu'on  le  voit  dans  la  réalité,  c'est-à-dire 
déformé  selon  les  lois  de  la  vision.  Un  dessin  de  la  première  sorte 
est  dit  dessin  géométnal,  et  on  l'obtient  par  diverses  méthodes, 
dont  la  plus  importante  de  beaucoup  est  celle  dite  de  Monge  ou 
des  projections  orthogonales  conjuguées.  Un.  dessin  de  la  seconde 
sorte  est  une  perspective.  L'ensemble  de  tous  les  procédés  de  repré- 
sentât ion  constitue  la  Géométrie  descriptive.  En  France,  il  est  assez 
courant  de  réserver  celte  dénomination  à  la  méthode  de  Monge, 
sans  doute  parce  que  c'est  la  seule  enseignée  dans  les  lycées,  alors 
que  la  perspective  n'est  guère  abordée  que  par  une  classe  res- 
treinte d'étudiants,  les  élèves  des  grandes  écoles.  L'opinion  la  plus 
répandue  voit  ainsi  dans  la  représentation  par  projections  ortho- 
gonales la  Descriptive  tout  entière.  C'est  naturel,  niais  fâcheux, 
parce  que  l'étude  de  la  Perspective  forme  l'esprit  à  l'intuition  de 
1  espace  au  moins  autant  que  celle  de  la  «  Descriptive  »  au  sens 
étroit  (qui  n'en  est  d'ailleurs  qu'un  cas  particulier).  Cela,  quant  à 
sa  valeur  éducative.  Pratiquement,  son  importance  n'est  pas 
moins  grande,  et  l'on  sait  quelle  extension  a  prise  de  nos  jours  la 
M étrophoto graphie,  qui  esl  l'application  de  la  perspective  aux 
levers  d'édifices  et  de  terrains. 

Le  livre  de  M.  bmanaud,  qui  fait  partie  de  Y  Encyclopédie  scien- 
tifique dirigée  par  le  Dr  Toulouse,  contient  un  très  bon  et  très 
complet  exposé  d'une  science  trop  négligée  en  dehors  d'un  cercle 
restreint. 

L'auteur  s'est  conformé  à  l'habitude  française  de  rattacher  la 
Perspective  à  la  méthode  de  Monge.  On  procède  autrement  à 
l'étranger,  et  la  perspective  y  est  généralement  exposée  comme 
mede  de  représentation  indépendant  des  projections  orthogonales 
(«  freie  Perspektive  »,  disent  les  Allemands).  Le  passage  d'un 
mode  à  l'autre  constitue  la  Perspective  appliquée.  Je  dirai  franche- 
ment que  cette  conception  de  la  Perspective  me  paraît  nettement 
supérieure  à  la  nôtre,  et  je  suis  d'autant  plus  à  l'aise  pour  exprimer 
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cette  opinion  que  la  «  Perspective  indépendante  »  est  d'origine 
française,  étanl  l'invention  de  Cousinery  dont  la  Géométrie  pers- 
pective parul  en  [828.  Elle  n'attira  pas  chez  nous  l'attention  qu'elle 
méritail  (voir  cependant  le  bien  qu'en  dit  Chaslcs  dans  son  Aperçu 
historique),  à  cause  peut-être  d'une  dévotion  trop  étroite  à  la 
mémoire  de  Monge.  Le  grand  géomètre  était  mort  en  1818,  dix  ans 
seulement  avant  l'apparition  dn  livre  de  Cousinery,  et  nul  n'aurait 
osé,  dans  la  pairie  de  la  Géométrie  descriptive,  chercher  le  salut. en 
dehors  des  projections  orthogonales.  Sans  doute,  s'il  avait  encore 
vécu,  le  maître,  moins  attaché  que  ses  élèves  à  la  lettre  de  ses  idées, 
aurait -il  accueilli  en  Cousinery  le  disciple  de  son  esprit. 

A  lire  certains  passages  du  livre  de  M.  Émanaud,  et  particu- 
lièrement ceux  qu'il  consacre  à  la  méthode  de  Cousinery,  il  semble 
qu'il  n'est  pas  éloigné  d'en  reconnaître  la  supériorité,  et  qu'il 
deviendrait  facilement  «  cousineriste  »,  s'il  rie  l'est  déjà.  Ce  n'est 
donc  pas  à  lui  que  s'adresse  mon  léger  reproche,  c'est  à  une  tradi- 
tion que  j'estime  injustifiée. 

Après  un  Chapitre  substantiel  sur  les  principes  de  la  Géométrie 
projective,  l'auteur  expose  les  procédés  classiques  de  mise  en  pers- 
pective en  partant  de  la  représentation  géométrale,  puis  il  passe 
aux  constructions  directes,  et  c'est  à  ce  propos  qu'il  parle  de  la 
méthode  de  Cousinery.  Il  indique  aussi  des  procédés  intéressants 
d'invention  plus  récente  :  celui  du  lieutenant-colonel  de  la  Fres- 
naye,  celui  de  Coblyn.  Il  passe  ensuite  aux  problèmes  d' ombres. 

Un  Chapitre  est  consacré  à  la  Perspective  cavalière  (cas  parti- 
culier de  la  perspective  conique,  avec  point  de  vue  à  l'infini). 

Le  Chapitre  des  restitutions  prépare  à  l'étude  de  la  Métropho- 
tographie.  La  Perspective  relief  est  une  application  intéressante  de 
l'homologie  centrale  de  l'espace. 

Viennent  ensuite  les  instruments  perspecteurs,  dont  certains  sont 
fort  ingénieux,  en  particulier  celui  que  M.  de  la  Fresnaye  a  fondé 
sur  sa  méthode. 

Enfin  les  trois  derniers  Chapitres  sont  au  nombre  des  plus 
attrayants.  Sur  les  rapports  de  la  Géométrie  perspective  et  de  l'art, 
l'auteur  expose  des  vues  originales  et  pénétrantes.  Dans  quelle 
mesure  l'artiste  est-il  tenu  de  se  conformer  aux  règles  de  la  pers- 
pective ?  Quelles  sont  les  infractions  permises  ou  même  recom- 
mandables  (comme  celle  de  représenter  une  sphère  par  un  cercle, 
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quelle  que  soit  sa  position)  ?  Ce  sont  là  des  questions  auxquelles 
on  ne  peut  évidemment  donner  de  réponse  définitive.  Le  senti- 
ment là-dessus  varie  suivant  les  époques,  et  il  est  certain  qu'à  la 
nôtre,  par  -exemple,  le  respect  de  la  perspective  n'est  pas  en 
honneur. 

ha  Décoration  théâtrale  est  une  des  applications  les  plus  notables 
de  la  perspective.  Les  principes  et  la  technique  en  sont  peu  connus 
en  général,  et  bien  des  lecteurs  apprendront  pour  la  première  fois 
dans  l'ouvrage  de  M.  Emanaud  ce  que  sont  les  panneaux,  les  rues, 
les  costière.s,  etc..  et  par  quels  artifices  on  arrive  à  concilier  tant 
bien  que  mal  les  exigences  de  la  vision  et  celles  de  la  mise  en 
scène. 

Comme  dernières  applications,  il  faut  citer  les  perspectives  sur 
tableaux-plans  non  verticaux,  sur  tableaux  courbes,  les  dioramas, 
les  panoramas. 

Le  livre  se  termine  par  une  Bibliographie  importante. 

Raoul  Bricard. 


KRÀITCHIK. —  Théorie  des  nombres.   Un  vplume,  25e'"   de   23o  pages; 
Paris,  Gauthier- Villars,    1922. 

J'ai  eu.  à  diverses  reprises,  l'occasion  de  faire  remarquer  que, 
contrairement  à  un  préjugé  assez  répandu,  il  n'est  pas  ordinaire 
de  trouver  réunis  chez  une  même  personne  un  talent  distingué  de 
mathématicien  et  une  aptitude  particulière  pour  le  calcul  numé- 
rique; il  s'agil.  en  réalité,  là  de  deux  dons  parfaitement  distincts, 
de  même  que  ceux  de  la  composition  et  de  l'exécution  musicales; 
encore  un  compositeur  de  musique  sera-t-il  bien  plus  généralement 
bon  exécutant  qu'un  mathématicien  habile  calculateur:  tels 
illustres  analystes,  ayant  puissamment  contribué  au  progrès  de 
nos  connaissances  dans  les  parties  les  plus  élevées  de  la  théorie 
pure,  n'ont  jamais  cessé  de  se  montrer,  dans  le  maniement  des 
chiffres,  d'une  véritable  maladresse.  Ce  n'est  donc  pas  donner  de 
l'auteur  de  cet  ouvrage  une  caractéristique  banale  que  de  dire 
qu'il  est  à  la  fois  bon  mathématicien  et  très  remarquable  calcu- 
lateur; il  peut,  suivant  la  locution  de  Jacobi,  chère  à  H  ermite, 
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être  regardé  comme  un  vit  arithmeticus]  il  se  trouvait  donc  v<>u<''. 
en  quelque  sorte,  par  prédestination,  à  poursuivre  les  études  d'où 
est  sortie  celle  Théorie  des  nombres  qu'il  m'a  fait  l'honneur  de  me 
demander  de  présenter  au  public. 

.I";ii  accepté  d'autant  plus  volontiers  de  le  faire  (bien  que 
n'ayant  point  tic  compétence  spéciale  en  la  matière),  que 
M.  Kraïtchik,  qui  s'est  fait  connaître  comme  un  ingénieur  dis- 
tingué, en  même  temps  qu'il  poussait  fort  loin  ses  études  mathé- 
matiques., s'est  aussi  classé  parmi  les  adeptes  les  plus  fervents  de 
la  nomographie  dont  il  a  publié  nombre  de  très  importantes  appli- 
cations, particulièrement  aux  calculs  linanciers.  Cela  atteste  la 
souplesse  de  son  esprit  capable  de  se  plier  à  la  fois  à  la  rigide  dis- 
cipline de  la  théorie  du  nombre  pur  et  à  la  multiple  variété  des 
procédés  destinés  à  réduire  à  son  maximum  de  simplicité  l'exécu- 
tion des  calculs  approchés,  seulement  requis  par  les  besoins  de  la 
pratique  courante.  Les  habitudes  d'esprit  qu'il  a  prises  en  se  fami- 
liarisant avec  ces  procédés  ne  l'ont  d'ailleurs  peut-être  pas  des- 
servi au  cours  de  ses  études  de  pure  théorie  des  nombres.  On 
verra,  en  effet,  quel  parti  il  a  su  tirer  de  certains  procédés  gra- 
phiques —  voire  mécaniques  —  dans  ses  recherches  relatives  aux 
propriétés  des  nombres  entiers. 

La  théorie  des  nombres  occupe  une  place  à  part  dans  le  domaine 
des  mathématiques,  et  son  développement  n'a  pas  été  absolument 
concomitant  de  celui  des  autres  parties  de  ce  domaine,  ses  plus 
notables  progrès  s'étant  produits,  en  quelque  sorte,  par  brusques 
à-coups. 

L'aurore  de  cette  discipline  spéciale  est  dominée  par  deux  grands 
noms,  ceux  de  Fermât  et  d'Euler. 

La  participation  de  Fermât  (iboi-i665)  à  l'éclosion  de  cette 
science  ne  laisse  pas  d'être  entourée  d'une  sorte  de  mystère:  ce 
profond  mathématicien  s'est  borné  à  formuler  les  énoncés  des 
théorèmes  qu'il  avait  découverts  en  faisant  de  leur  démonstration, 
proposée  aux  autres  chercheurs,  l'objet  d'une  sorte  de  défi.  11  n'a 
d'ailleurs  jamais  fait  connaître  lui-même  la  voie  par  laquelle  il  les 
a  obtenus,  se  bornant  à  affirmer  que  s'il  la  divulguait,  on  serait 
étonné  de  sa  simplicité. 

Emanant  d'un  homme  tel  que  lui,  une  telle  déclaration  ne  doit 
pas  être  regardée  comme  faite  à  la  légère,  et  cela  incite  d'autant 
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plus  à  déplorer  qu'il  n'ait  jamais  révélé  le  secret  de  sa  méthode, 
vu  les  efforts  qui  ont  été  dépensés  depuis  lors  par  nombre  de  cher- 
cheurs, dont  quelques-uns  des  plus  éminents,  pour  venir  à  bout 
des  questions  ardues  qu'il  a  offertes  à  leur  sagacité.  Ces  efforts  ont, 
au  reste,  été  couronnés  de  succès  dans  un  grand  nombre  de  cas  et 
n'ont  abouti  jusqu'ici  à  infirmer  qu'une  seule  proposition  avancée 
par  Fermât,  celle-ci,  au  reste,  sous  forme  dubitative  (voir  p.  3 
et  21).  De  celles  qu'il  a  formulées  sans  réserve,  aucune,  si  l'on 
n'est  pas  encore  parvenu  à  l'établir,  n'a  en  tout  cas  été  trouvée  en 
défaut. 

Parmi  les  vainqueurs  de  cette  sorte  de  tournoi  arithmétique, 
une  place  à  part  revient  à  Euler  (1707- 1783)  dont  le  génie,  universel 
en  mathématiques,  s'est  attaché  en  particulier  à  ce  sujet  difficile. 

L'objet  de  cette  étude  étant  principalement  la  recherche  des 
propriétés  des  nombres  entiers,  donc  d'une  suite  essentiellement 
discontinue,  échappait  a  priori  aux  méthodes  de  l'analyse  infini- 
tésimale; d'où  la  nécessité  de  créer  les  modes  d'investigation 
entièrement  différents  qui  lui  fussent  spécialement  applicables; 
telle  a  été,  en  ce  domaine,  l'œuvre  propre  d' Euler. 

Depuis  lors,  de  nouveaux  horizons  ont  été  ouverts  sur  cette 
science  captivante  par  les  travaux  de  plusieurs  grands  mathéma- 
ticiens, parmi  lesquels  je  me  bornerai  à  citer  Lagrange,  Legendre, 
Gauss,  Lejeune-Dirichlet.  lïermite. 

Mais,  bien  que  se  rattachant  encore  étroitement  par  leur  essence 
à  l'arithmétique  supérieure,  ces  travaux  débordent  le  cadre  pri- 
mitif où  les  premiers  pionniers  de  cette  branche  spéciale  avaient 
borné  l'objet  de  leurs  explorations.  C'est  la  théorie  arithmétique 
des  formes  quadratiques  à  deux  variables  que  cette  nouvelle 
pléiade  de  chercheurs  a  eu  surtout  en  vue. 

Rappelons  d'un  mot  de  quelle  extraordinaire  fécondité  s'est 
montrée  l'idée,  conçue  par  le  génie  d'Hermite,  de  l'introduction, 
en  ce  domaine,  de  variables  continues,  fécondité  encore  attestée 
dernièrement  par  les  élégantes  recherches  poursuivies  par  Georges 
Humbert,  pendant  les  dernières  années  de  sa  carrière  trop  tôt 
terminée. 

Pour  en  revenir  à  la  théorie  des  nombres  proprement  dite,  il 
convient  de  noter  qu'en  dépit  de  sa  prodigieuse  ingéniosité,  Euler 
n'a  pu  absolument  affranchir  ses  procédés  d'investigation  d'une 
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sorte  de  tâtonnement  du,  plus  exactement,  de  recours  à  la  uu:- 
thode  expérimentale  consistant  en  des  séries  (fessais  numériques 
propres  à  réaliser  un  véritable  criblage.  Hermite  aimait  à  souligner 
Ce  caractère  quasimenl  expérimental  de  certaines  recherches 
(Tarit hmétique  pure. 

Il  va  sans  dire  que  ce  mode  opératoire,  véritablement  fondé  sur 
l'expérience,  ne  vise  que  la  résolution  de  certains  problèmes,  non 
la  démonstration  des  théorèmes,  qui  exige,  comme  dans  les  autres 
parties  des  mathématiques,  toute  la  rigueur  des  raisonnements 
purement  logiques. 

.Mais,  quand  il  s'agit  de  résoudre  des  problèmes,  il  convient  de 
noter  que,  même  dans  les  cas  où  l'on  peut  donner  une  solution 
directe,  l'emploi  du  procédé  par  tâtonnement,  tout  aussi  sûr, 
l'emporte  généralement  en  simplicité.  (Comparer  à  cet  égard  les 
n03  21  et  23  du  Chapitre  IV,  p.  83  et  85.) 

Le  tâtonnement  devant,  d'après  cela,  être  regardé  comme 
inévitable  en  ce  genre  de  recherche,  la  question  qui  se  posait 
consistait  à  le  perfectionner.  L'introduction  par  Euler  des  divi- 
seurs linéaires  de  formes  quadratiques,  dont  l'usage  fut  étendu 
par  Gauss,  permit  déjà  de  réaliser,  à  cet  égard,  un  sensible 
progrès. 

Il  y  avait  néanmoins  plus  encore  à  faire  :  il  s'agissait  d'imaginer 
des  procédés  opératoires  aussi  sûrs,  faciles  et  rapides  que  possible, 
permettant  d'effectuer  les  criblages  dont  il  vient  d'être  question 
sur  des  ensembles  de  nombres  assez  considérables  pour  décourager 
toutes  les  tentatives  poursuivies  par  les  voies  ordinaires.  C'est  ici 
qu'intervient  1  intéressante  contribution  due,  en  ces  matières,  à 
M.   Kraïtchik  lui-même. 

Alors  que  les  procédés  de  criblage  anciens  ne  pouvaient 
guère  s'appliquer  pratiquement  à  plus  d'une  trentaine  ou  une 
quarantaine  de  valeurs  possibles,  celui  de  M.  Kraïtchik  permet, 
sans  plus  de  dépense  d'effort  ni  de  temps,  d'étendre  l'opération  à 
des  ensembles  comprenant  plusieurs  millions  et  même  plusieurs 
dizaines  de  millions  de  nombres,  sans  que.  grâce  à  l'emploi  d'un 
dispositif  graphique  approprié,  il  soit  nécessaire  d'écrire  ces 
nombres. 

M.  Kraïtchik  est  même  allé  plus  loin;  il  a  imaginé  un  projet  de 
-machine  (voir  p.  42)  qui  permettrait  l'application  purement  auto- 
liull.  des  Sciences  math..  ■•:  série,  t.  XLVII.  (Février  1920.)  5 
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ma  tique  du  procédé  et  son  extension  à  des  ensembles  pouvant 
comporter  des  milliards  de  valeurs  à  étudier. 

J'ai  tenu  à  insister  sur  ce  qui  précède  pour  mieux  mettre  en 
lumière  la  part  qui,  dans  le  travail  qu'on  va  lire,  revient  plus  per- 
sonnellement à  l'auteur;  mais,  en  fait,  dans  la  façon  de  présenter 
les  parties  plus  classiques  de  son  sujet  et  d'établir  les  démons- 
trations, il  fait  encore  montre  d'une  incontestable  originalité. 

Le  présent  Volume,  borné  à  ce  qui  constitue  les  éléments  pro- 
prement dits  de  la  théorie  des  nombres,  peut  être  considéré  comme 
une  sorte  d'introduction  à  cette  théorie.   Il  est  dans  les  intentions 
de    M.    Kraïtchik    de    poursuivre,    dans    des    Volumes   ultérieurs 
l'exposé  des  développements  théoriques  qui  s'y  rattachent. 

Tel  qu'il  est,  ce  premier  Volume,  grâce  en  partie  à  l'abondance 
des  Tables  numériques  auxiliaires  qu'il  renferme,  me  semble 
appelé  à  rendre  déjà  de  grands  services  à  tous  ceux  qu'attirent  les 
recherches  variées  auxquelles  les  nombres  peuvent  donner  nais- 
sance. .  Maurice   d'Ocagne. 


WEYL  (H.).  —  Temps,  espace,  matière.  —  Traduit  sur  la  quatrième  édition 
allemande  par  G.  Jivet  et  1>.  Lf.iioy.  290  pa»es,  17  X  26e"'.  Paris. 
A.  Blanchard,    192-'. 

Cet  Ouvrage  donne  un  exposé  tout  à  fait  systématique  de  la 
théorie  de  la  relativité  généralisée,  complétée  par  l'extension  que 
l'auteur  y  a  apportée  pour  géométriser  rélectromagnétisme  comme 
Einstein  avait  géométrisé  la  gravitation. 

Une  introduction  philosophique,  qui  contient  d'ailleurs  nombre 
d'idées  fort  intéressantes,  pourrait  d'abord  donner,  de  ce  livre 
une  idée  toute  contraire  à  ce  qu'il  est.  En  réalité,  aussitôt  close 
cette  digression  métaphysique,  on  y  aborde  un  exposé  où  l'auteur 
a  recherché  au  contraire,  avec  succès,  une  logique  déductive  rigou- 
reuse, débarrassée  de  tout  autre  souci  que  la  construction  d'un 
édifice  mathématique  précis  et  complet.  C'est  là  le  caractère  propre 
de  cet  Ouvrage,  et  il  attache  à  son  étude  un  intérêt  tout  parti- 
culier, en  même  temps  qu'il  exige  d'ailleurs  du  lecteur  des  efforts 
très  soutenus. 
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Le  premier  Chapitre  étudie  l'espace  euclidien,  son  expression 
mathématique  et  son  rôle  en  Physique. 

Il  expose  d'abord  les  bases  de  la  géométrie  alline  et  de  la  géo- 
métrie métrique  :  La  première,  dont  les  axiomes  caractérisent  les 
opérations  fondamentales  de  la  théorie  des  équations  1  néaires, 
permel  de  réaliser  des  représentations  affines  d'une  figure,  dans 
lesquelles  on  fait  correspondre,  aux  vecteurs  et  points,  d'autres 
vecteurs  et  points  images  assujettis  seulement  aux  mêmes  rela- 
tions d'addition  et  de  multiplication.  La  seconde  ntroduit  de 
plus,  en  partant  de  la  notion  de  produit  scalaire,  une  forme  qua- 
dratique fondamentale  qui  caractérise  la  métrique  et  permet  de 
comparer  les  longueurs  de  segments  non  parallèles  :  une  représen- 
tation ailine  devient  une  congruence  si  les  vecteurs  qui  s'y  cor- 
respondent deux  à  deux  donnent  les  mêmes  valeurs  à  cette  forme 
métrique  fondamentale  (dont  la  racine  carrée  positive  représente. 
par  définition,  la  longueur  du  vecteur). 

La  forme  quadratique  fondamentale  permet  d'introduire  les 
notions  de  transformations  eoniragrédientes  et  cogrédientes,  sur 
lesquelles  est  basée  la  définition  des  tenseurs;  l'auteur  donne  celle- 
ci  sous  la  forme  suivante  :  «  Une  forme  linéaire  de  plusieurs  séries 
de  variables  dépendant  d'un  système  de  coordonnées  est  un  tenseur 
si  elle  a  une  valeur  indépendante  de  ce  système  quand  on  y  rem- 
place chaque  série  de  variables  contragrédientes  par  les  compo- 
santes d'un  vecteur  contravariant  arbitraire,  et  chaque  série  de 
variables  cogrédientes  par  un  vecteur  covariant  quelconque.  » 

C'est,  en  somme,  sur  la  notion  de  tenseurs  cpie  repose  tout  la 
théorie  de  la  relativité,  laquelle  vise  tout  simplement,  en  définitive, 
à  atteindre  les  lois  physiques  fondamentales,  à  partir  de  cette 
seule  conditi(  11  qu'elles  doivent  a  priori  être  indépendantes  des 
systèmes  de  référence.  Au  cours  de  cette  recherche,  elle  a  d'ailleurs 
été  conduite  à  une  synthèse  bien  plus  complète  qu'elle  ne  l'avait 
d'abord  attendue,  puisqu'elle  a  fini  par  ne  voir  dans  les  phéno- 
mènes divers  que  des  manifestations  de  la  nature  géométrique  de 
l'Univers.  C'est  cette  idée  fondamentale  qu' exprime  M.  Weyl  en 
disant  :  «  Les  grandeurs  géométriques  et  physiques  sont  des 
scalaires,  des  vecteurs  et  des  tenseurs:  c"esl  par  elles  <jue  s'exprime 
la  nature  ma  thématique  île  l'espace  dans  lequel  ces  grandeurs 
existent.  Ces  calculs  symétriques  ont  leur  application  en  Physique 
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aussi  bien  qu'en  Géométrie,  caries  phénomènes  naturels  se  dérou'ent 
dans  un  espace  métrique  ;  le  calcul  tensoriel  est  l'instrument  naturel 
pour  l'expression  des  lois  auxquelles  ces  phénomènes  sont  soumis.  » 

Toute  la  fin  du  Chapitre  est  consacrée  à  l'Algèbre  et  à  l'Analyse 
lensorielle,  avec  leur  application,  à  titre  d'exemple,  à  l'étude  du 
champ  électromagnétique  stationnaire. 

Le  Chapitre  II  est  une  étude  abstraite  de  la  géométrie  du  conti- 
nuum  métrique.  Riemann  y  appai^aît  comme  un  précurseur  de 
génie  :  il  avait  pressenti  les  applications  physiques  des  conceptions 
géométriques  nouvelles  —  si  abstraites  en  apparence  —  par  les- 
quelles il  a  préparé  la  voie  si  brillamment  suivie  par  Einstein. 

Dans  la  géométrie  infinitésimale  d'un  continu  riemannien  à 
n  dimensions,  un  vecteur  ou  un  tenseur  ne  sont  plus  définis  qu'en 
chaque  point  déterminé.  Dans  l'infiniment  petit,  les  formules  de 
transformation  y  étant  linéarisées,  on  peut  appliquer  l'algèbre 
lensorielle.  La  multiplicité  est  à  connexion  affine,  si  l'on  sait  en 
quel  vecteur  se  transforme  un  vecteur  quelconque,  donné  en  P, 
par  un  déplacement  parallèle  de  P  au  point  infiniment  voisin  P'; 
et  elle  est  euclidiennement  affine  si  le  résultat  est  indépendant  du 
chemin  suivi  entre  P  et  P'.  Les  multiplicités  à  envisager  dans  la 
théorie  sont  censées  admettre  en  chaque  punit  une  détermination 
métrique;  c'est-à-dire  que  les  éléments  linéaires  de  directions 
diverses  construits  en  ce  point  peuvent  se  comparer  quant  à  leuc 
longueur  :  celle-ci  est  définie  par  la  forme  quadratique  fondamen- 
tale, supposée  donnée  en  chaque  point.  M.  Weyl  observe  que  cette 
forme  ne- se  trouve  définie  qu'à  un  facteur  près,  dont  le  choix 
étalonne  la  multiplicité  en  P  :  c'est  d'ailleurs  cette  observation  cpii 
fournira  le  point  de  départ  de  l'extension  apportée  par  lui  à  la 
théorie  d'Einstein. 

Un  dernier  paragraphe  assez  étendu  cherche  à  éclairer  la  notion 
de  métrique  de  l'espace.  De  même  que  la  connexion  alfine  est  liée 
à  la  notion  de  déplacement  parallèle,  la  métrique  est  essentielle- 
ment liée  au  groupe  des  rotations. 

Le  Chapitre  III  traite  de  la  relativité  de  l'espace  et  du  temps. 
Du  principe  de  relativité  de  Galilée,  le  théorème  de  relativité  de 
Lorentz  pour  les  champs  électromagnétiques  variables  conduit  au 
principe  de  relativité  d'Einstein. 

Après  avoir  passé  en  revue  la   géométrie,  la   cinématique,   et 
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L'optique,  qui  en  résultent,  puis  l' électrodynamique  des  corps 
en  mouvement,  e1  la  mécanique  avec  Les  conséquences  connues 
re  atives  à  La  masse  e1  h  L'énergie,  L'auteur  expose  la  t  Liéorie  de  Mie, 
qui  prétend  ramener  La  connaissance  de  toutes  les  lois  physiques,  à 
celle  d'une  seule  fonct  on  d'Univers,  définissam  son  action  totale. 

Le  Chapitre  IV  es1  consacré  à  la  théorie  générale  de  la  relativité. 
Il  comporte  d'abord  toute  la  théorie  de  la  gravitai  on  d'Einstein, 
jusques  cl  y  compris  ses  prolongements  relatifs  aux  dimensions  de 
l'I  nivers.  M.  Weyl  développe  ensuite  la  théorie  qu'il  y  a  ajoutée, 
et  qui  lie  Le  champ  électromagnétique  aux  variations  de  l'étalon- 
nage, comme  le  champ  de  gravitation  est  i  é  à  la  non-conservation 
de  la  direction.  Il  de  Uni  l  de  la  sorte  le  parallélisme  des  deux  points 
de  vue  :  «  Nous  sommes  ainsi  parvenus  à  un  point  supérieur  d'où 
L'on  saisi  I  tout  L'ensemble  dune  manière  vraiment  synthétique.  La 
théorie  de  la  gravitation  d'Einstein  reconnaît  dans  l'égalité  de  la 
masse  inerte  et  de  la  niasse  pesante  une  nécessité  et  non  pas  une 
conséquence  des  lois  de  la  nature;  la  théorie  que  nous  venons  de 
développer  reconnaît  que  la  structure  des  équations  de  Maxwell 
et  les  théorèmes  de  conservation  sont  nécessaires,  et  qu'on  ne  doit 
pas  chercher  leur  origine  dans  les  phénomènes.  » 

L'étude  de  cet  Ouvrage  s'impose  à  tous  ceux  qui  désirent  juger 
la  théorie  de  la  relativité  autrement  que  sur  les  argumentations- 
vagues  des  discussions  vulgarisées,  où  les  prétentions  philoso- 
phiques dispensent  du  gros  effort  nécessaire  pour  connaître- d'abord 
ce  dont  on  parle.  L'essentiel  de  la  théorie  est  une  synthèse  d'ordre 
logique  qui  ne  se  peut  préciser  qu'en  faisant  appel  aux  notions 
mathématiques  les  plus  abstraites.  Sauf  quelques  envolées  lyriques, 
où  l'auteur  se  laisse  deux  ou  trois  fois  entraîner  par  l'ardeur  de 
sa  conviction  (au  risque  de  mettre  à  tort  le  lecteur  en  défiance), 
l'ouvrage  se  réduit  à  un  exposé  purement  ogique,  peut-être  un 
peu  toulîu  parfois,  bien  éloigné  de  l'inadmissible  prétention  de 
transformer  en  roman  des  raisonnements  fort  ardus,  et  qui  ne 
dissimule  pas  l'effort  exigé  des  lecteurs.  J.  \  illey. 


;o  PREMIERE    PARTI  K. 

BAKER    (II. -F.).   —   Principles    of    Geometry.    Volume    I.    Foundalions. 
Un  volume  in-&° ,  xn-182  pages.  Cambridge,  University  Press  1922; 

Ce  premier  Volume  a  pour  but  de  développer  les  théories  logiques 
qui  servent  de  base  à  la  Géométrie,  sans  rien  emprunter  à  l'expé- 
rience (sauf,  bien  entendu,  que  c'est  l'expérience  qui  a  suggéré 
ces  théories  ;  sauf  aussi  que  l'Ouvrage  s'accompagne  de  figures  où 
les  points,  droites,  etc.  sont  représentés  à  la  façon  ordinaire,  mais 
qui  ne  sont  que  des  schémas  où  il  n'y  a  nullement  besoin  de  sup- 
poser que  ces  points,  droites,  etc.  soient  ce  qu'on  entend  vulgai- 
rement par  ces  mots). 

L'auteur  n'a  pas  cherché  à  développer  toutes  les  géométries 
possibles  logiquement,  mais  seulement  la  géométrie  ordinaire,  non 
forcément  euclidienne  toutefois.  Il  ne  présente  pas,  dès  le  début, 
toutes  les  notions  et  postula tsapù  sont  à  la  base  de  cette  géométrie  : 
mais  seulement  les  plus  indispensables.  Les  autres  seront  présentés 
au  fur  et  à  mesure  des  besoins.  On  remarquera  que  la  notion  de 
longueur  ou  de  mesure  d'un  segment  n'intervient  absolument  pas 
dans  tout  le  Volume. 

Le  Chapitre  I  débute  par  les  propositions  d'incidence.  Ce  sont  les 
premières  lois  auxquelles  obéisseni  les  objets  appelés  points, 
droit*  s,}  savoir  : 

Par  un  point  passent   une   infinité  de  droites.    Par  deux   points 

passe  une  droite  et  nue  seule.  Tonte  droite  contient  itne  infinité  de 
points.  Par  toute  droite  passent  une  infinité  de  [dans....  Deux  droites 
d'un  plan  ont  toujours  un  point  commun.  Deux  plans  ont  toujours 
une  droite  commune.  On  remarquera  ces  à&\\~s.  derniers  énoncés. 

Les  propositions  d'incidence  suffisent  à  établir  le  théorème  de 
Desargues  :  Si  deux  triades  de  points  ABC,  A'  B  C  sont  telles 
que  AA',  BB',  CC  sont  concourantes,  alors  les  points  d'intersection 
de  BC,  B'  C  de  CA,  C  A  et  de  AB,  A  B'  sont  alignés;  et  réciproque- 
ment. 

Dans  ce  qui  précède,  on  a  considéré  trois  dimensions.  Si  Ton 
se  borne  à  deux,  c'est-à-dire  si  l'on  ne  garde  des  propositions  d'inci- 
dence que  celles  qui  sont  relatives  à  des  points  et  à  des  droites 
situés  dans  un  même  plan,  et  si  l'on  n'énonce  le  théorème  de 
Desargues  que  dans  le  cas  où  les  six  points  A,  B,  C,  A',  B',  C  sont 
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dans  un  même  plan,  il  est  remarquable  alors  que  ce  théorème  ne 
peut  pas  se  déduire  fies  propositions  d'incidence.  C'est  un  exemple 
de  l'avantage  qu'il  y  a.  pour  démontrer  des  théorèmes  à  n  dimen- 
sions, à  considérer  des  espaces  à  plus  de  n  dimensions.  Ainsi  se 
trouve  justifiée  l'introduction,  qui  sera  faite  plus  loin,  des  espaces 
a  plus  de  trois  dimensions. 

On  déliiiil  maintenant  la  division  harmonique.  Soient  trois  points 
alignés  A,  B,  C.  Soit  R  un  point  non  sur  la  droite  ABC.  On  joint  RA 
et  KB.  Dans  le  plan  RABC.  on  mène  par  C  une  droite  qui  coupe  RA 
en  Q  et  RB  en  P.  On  joint  AP  et  BQ  qui  se  coupent  en  U.  On 
joint  RU  qui  coupe  ABC  en  D.  On  démontre  que  D  est  indépen- 
dant de  R  et  de  la  droite  CP.  Ce  point  D  ainsi  défini  par  A,B,C, 
se  nommera  conjugué  harmonique  de  C  par  rapport  à  A  et  B. 
Remarquons  que  dans  cette  définition  de  la  division  harmonique 
la  notion  de  longueur  ne  joue  aucun  rôle.  Il  en  sera  de  même, 
comme  nous  l'avons  déjà  dit,  dans  tout  l'Ouvrage. 

On  arrive  maintenant  à  la  notion  de  points  en  relation  (c'est  la 
relation  homographique.  je  ne  sais  pourquoi  l'auteur  n'emploie 
pas  ce  mot).  Deux  rangées  de  points  sur  deux  droites  ABC,  ..., 
A'B'C,  ...  sont  dites  en  relation  lorsqu'elles  peuvent  se  déduire 
l'une  de  l'autre  par  une  perspective  (ÀA',  BB',  CC,  ...  étant  con- 
courants), ou  par  une  suite  de  perspectives.  On  démontre  d'ailleurs 
que  si  deux  rangées  de  points  sont  en  relation  par  un  nombre 
quelconque  de  perspectives  intermédiaires,  elles  peuvent  être 
mises  en  relation  par  deux  perspectives  au  plus. 

Voici  maintenant  une  construction  importante,  définissant  un 
point  d'une  droite  sur  laquelle  on  en  connaît  cinq.  Soient  sur  une 
droite  D  deux  couples  de  points  A,  B  et  O,  U  et  un  point  E.  Dans 
un  plan  quelconque  passant  par  cette  droite  on  mène,  par  A.  B, 
O,  L  respectivement  quatre  droites  a,  b,  o,  u;  telles  que  la  droite 
qui  joint  le  point  d'intersection  de  a,  u  au  point  d'intervention 
de  b,  o  passe  par  E.  Alors  la  droite  qui  joint  le  point  d'intersec- 
tion de  a,  o  h  celui  de  b,  u,  coupe  D  en  un  point  P.  On  démontre 
que  P  est  indépendant  du  choix  des  droites  a,  b,  o,  u,  par  consé- 
quent P  est  déterminé  par  A,  B  ;  O,  U  et  E. 

Dans  la  construction  précédente,  échangeons  O  et  U.  Xous 
obtiendrons,  au  lieu  de  P,  un  point  P'.  Les  propositions  d'inci- 
dence, seuls  postulats  admis  jusqu'à  maintenant,  ne  permettent 
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pas  de  démontrer  que  P'  est  le  même  point  que  P,  ce  qui  est  le  cas 
dans  la  géométrie  ordinaire  (ou  les  trois  couples  AB,  OU,  EP 
forment  ce  qu'on  appelle  une  involution).  Donc,  les  propositions 
d'incidence  donnent  une  géométrie  plus  générale  que  la  géométrie 
ordinaire.  Pour  trouver  cette  dernière,  il  faut  ajouter  quelque 
chose  aux  propriétés  d'incidence,  par  exemple  justement  le  pos- 
tulat  que,  dans  la  construction  précédente,  P  et  P'  coïncident. 

On  peut  évidemment  remplacer  ce  postulat  par  d'autres,  par 
exemple  par  le  suivant  que  l'auteur  appelle  théorème  de  Pappus. 

Si  sur  deux  droites  dans  un  même  plan  on  prend  trois  points  L,  M,  N 
sur  Vune  et  trois  points  L  MX'  sur  l'autre,  alors  le  point  d'inter- 
section de  M.V  et  M'  N,  celui  de  NL'  et  N'  L,  celui  de  LM'  et  L' M 
sont    alignés. 

Quel  que  soit  le  postulat  choisi,  il  paraît  un  peu  arbitraire.  Il 
sera  supprimé  dans  le  Chapitre  II  ou  plutôt,  remplacé  par  d'autres 
de  nature  tout  à  fait  différente.  En  attendant,  on  peut  lui  donner 
une  forme  plus  simple  par  l'introduction  de  symboles.  Les  sym- 
boles dont  il  est  fait  usage  sont  de  deux  espèces  :  les  symboles - 
éléments  qui  représentent  des  points,  et  les  symboles  algébriques. 
Le  calcul  de  ces  symboles  est  défini  de  façon  à  traduire  les  propo- 
sitions d'incidence.  On  voit  alors  que  le  théorème  de  Pappus 
es1  équivalent  à  ce  postulat  que  :  la  multiplication  des  symboles 
algébriques  est  commutative.  D'ailleurs  l'usage  des  symboles  n'est 
nullement  nécessaire,  et  tous  les  résultats  subséquents  peinent 
s'obtenir  sans  en  faire  usage. 

La  géométrie  développée  dans  le  Chapitre  I  est  appelée  par 
l'auteur  géométrie  abstraite.  Le  Chapitre  II  est  consacré  à  celle 
qu'il  appelle  réelle,  qui  est  un  cas  particulier  de  la  précédente,  et 
qui  s'obtient  en  y  introduisant  des  notions  et  postulats  nou- 
veaux. D'abord  la  notion  de  point  entre  deux  autres.  Etant  don- 
nés sur  une  droite  deux  points  A  et  R,  il  existe  toujours  sur 
cette  droite  un  point  C  qu'on  dira  être  entre  A  et  B.  Si  l'on  sup- 
pose C  entre  A  et  B  et  C  entre  A  et  C  ou  entre  B  et  C,  alors  C 
est  entre  A  et  B.  Réciproquement,  tout  point  entre  A  et  B  est 
entre  A  et  C.  ou  entre  C  et  B,  à  moins  qu'il  ne  soit  C  lui-même. 
Il  résulte  de  ce  qui  précède  qu'entre  deux  points  A  et  B,  il  y  a 
sur  la  droite  AB  une  infinité  de  points  et  que  ces  points  sont  placés 
dans  un  certain  ordre.  Ils  forment,  avec  A  et  B,  le  segment  AB. 
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Soienl  trois  points  A.  B.  1)  non  alignés,  Soil  F  un  poinl  du  seg- 
nit'iii  BD  el  soit  G  un  point  du  segment  AF.  On  admet  qu'il  y  a  un 
poinl  M  du  segmenl  Alî.  tel  que  C  soil  sur  le  segment  DM.  On  peui 
alors  arriver  à  la  notion  de  la  division  d'un  plan  en  deux  régions 
par  une  droite;  d'un  espace  à  trois  dimensions  par  un  plan.  etc. 

Mais  l'admission  des  notions  précédentes,  conjointement  avec 
celle  île  la  coupure  donl  il  sera  parlé  plus  loin  nous  forcerait  à 
admetl  re  qu'il  y  a  des  droites  d'un  même  plan  qui  ne  se  renconl  rent 
pas.  Cela  est  contraire  à  ce  nue  nous  avons  admis  dans  la  géométrie 
abstraite.  Pour  parer  à  ce1  inconvénient  il  suffit  de  regarder,  dès 
maintenant,  un  point  comme  toujours  donné  par  deux  droites; 
el .  quand  deux  droites  ne  se  rencontrent  pas  de  dire  tout  de  même 
qu'elles  définissent  un  point,  mais  un  point  inaccessible.  Un  point 
ainsi  défini  par  deux  droites,  qu'il  soit  accessible  ou  non,  s'appel- 
lera un  point  pustule.  Alors  il  faut  donner  des  règles  permettant 
d'effectuer  les  constructions  où  intervient  un  point  postulé,  par 
exemple  de  joindre  deux  points  postulés,  de  reconnaître  si  deux 
points  postulés  coïncident,  etc.  C'est  facile. 

Il  faut  remarquer  que  la  géométrie  à  laquelle  on  arrive  ainsi 
n'est  pas  la  géométrie  euclidienne,  parce  que  rien  n'empêche  qu'il 
y  ait  sur  une  droite  plus  d'un  point  inaccessible.  Par  suite,  d'un 
point  on  peut  mener  plus  d'une  droite  qui  ne  rencontre  une  droite 
donnée  qu'en  un  point  inaccessible. 

L'introduction  des  points  inaccessibles  force  à  modifier  les 
nuiions  de  segment  et  d'ordre,  données  plus  haut.  Soient  une 
droite  D  et  un  point  extérieur  0;  à  tout  point  A  de  la  droite  D 
correspond  une  droite  OA  et  réciproquement.  Si  l'on  considère 
deux  telles  droites"  OA  et  OB,  il  y  a  deux  façons  de  faire  tourner  OA 
autour  de  0  pour  l'amener  sur  OB,  donc  il  doit  y  avoir  deux 
façons  de  déplacer  A  sur  D  de  façon  à  l'amener  en  B,  celle 
dans  laquelle  le  point  mobile  passe  par  les  points  que  nous 
avons  appelés  plus  haut  intérieurs  au  segment  AB  et  celle  dans 
laquelle  il  passe  par  les  points  extérieurs.  .Mais  dans  la  seconde 
façon  la  droite  mobile,  à  certains  moments,  coupe  D  en  des 
points  inaccessibles.  Alors  les  deux  points  A,  B  définissent  deux 
segments  AB  qui  n'ont  en  commun  que  les  points  A,  B.  Le  sens  de 
l'expression  :  point  entre  deux  autres  se  trouve,  par  suite,  étendu. 
L'auteur  en  vient  ensuite  à  la  définition  d'un  point  sur  une  droite 
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par  une  coupure.  Soit  sur  une  droite  un  segment  AB.  Supposons 
qu'on  ait  une  règle  permettant  de  classer  tous  les  points  de  ce 
segment  en  deux  catégories,  les  points  a  et  les  points  [3,  de  façon 
que  n'importe  quel  point  oc  soit  entre  A  et  n'importe  quel  point  [3. 
On  admet  alors  qu'il  y  a  un  point  C  tel  que  tout  point  entre  A  et  C 
soit  un  point  a,  et  que  tout  point  entre  C  et  B  soit  un  point  [3. 

Moyennant  ce  postulat,  on  peut  démontrer  le  théorème  de  Pappus. 

Pour  terminer  le  Chapitre  II,  l'auteur,  revenant  sur  la  notation 
symbolique  exposée  au  Chapitre  I,  montre  que  les  symboles  algé- 
briques dont  on  fail  usage  ont,  eu  géométrie  réelle,  les  mêmes  pro- 
priétés que  les  nombres  réels  ordinaires. 

Dans  le  Chapitre  III,  l'auteur  revient  à  la  géométrie  abstraite. 
Il  n'y  l'ait  pas  usage  de  postulats  nouveaux.  Il  généralise  la  rela- 
tion entre  rangées  de  points  ou  faisceaux  de  rayons  par  une  rela- 
tion générale  entre  les  points  d'un  plan  ou  de  l'espace  (relation 
homographique). 

Enfin  il  introduit  la  notion  d'éléments  imaginaires,  de  façon  que 
certains  problèmes,  par  exemple  celui  de  trouver  les  points  doubles 
d'une  relation  sur  une  droite,  aient  toujours  des  solutions. 

Considérons  sur  une  droite  une  triade  de  points  A,  B,  C.  Une 
auiie  triade  A'  B'  C  sera  dite  équivalente  à  la  première,  lorsque  les 
trois  rangées  de  quatre  points  A'ABC,  B'BAC  et  C'CAB  seront 
en  relation.  L'ensemble  de  toutes  les  triades  équivalentes  entre 
elles  forme  une  série  ponctuelle.  Or  si  l'on  suppose  que  dans  l'une 
de  ces  triades  les  trois  points  coïncident  en  un  seul  A.  toutes  les 
autres  triades  de  la  série  sont  aussi  confondues  au  point  A.  Ainsi, 
une  série  ponctuelle  peut  être  considérée  comme  une  généralisa- 
lion  d'un  point.  On  définit  d'une  manière  analogue  des  générali- 
sations de  la  droite  et  du  plan.  Ce  sont  ces  généralisations  qui 
jouent  le  rôle  des  imaginaires  de  l'algèbre.  Le  sujet,  d'ailleurs, 
n'est  pas  traité  complètement,  certaines  démonstrations  et  déve- 
loppements étant  réservés  à  un  prochain  Volume. 

I  n  Appendice  donne  l'historique  et  la  bibliographie.  Il  en  résulte 
que  Pappus.  Kepler.  Desargues,  Descartes,  Cayley,  Von  Staudt, 
Riemann,  Poncelei.  Clill'ord,  Pasch,  Segre,  Klein.  Wiener,  Peano 
sont  les  noms  principaux  à  citer  parmi  ceux  des  penseurs  dont 
l'effort  séculaire  a  rendu  possible  la  publication  d'un  livre  tel 
que  celui  dont  nous  nous  occupons. 


COMPTES   UENDUS   ET   ANALYSES.  :~> 

L'analyse  précédente  suffit,  j'espère,  à  montrer  toul  l'intérêl 
qui  doil  s'attacher  à  l'Ouvrage  de  M.  Baker.  Pour  bien  en  com- 
prendre l'esprit,  il  faut  se  rappeler  que  lorsqu  il  scia  complet,  il  ne 
constituera  pas  seulement  nue  élude  sur  les  fondements  de  la 
géométrie.  Une  telle  étude  avait  déjà  été  laite,  en  particulier  par 
M.  Hilbert;  il  eu  résultait  la  possibilité  d'un  Ouvrage,  dévelop- 
pant ces  principes  et  constituant  un  Traité  de  Géométrie.  Il  restait, 
ce  qui  n'était  pas  facile,  à  réaliser  cette  possibilité  et  c'est  ce  que 
fera  M.  Baker,  avec  le  plus  grand  succès,  semble-t-il,  d'après  ce 
premier   Volume. 

On  serait  peut-être  tenté  de  formuler  quelques  critiques  de 
détail  relatives,  par  exemple,  à  l'ordre  dans  lequel  se  suivent  les 
sujets  traités,  mais  je  ne  les  formulerai  pas.  parce  que  peut-être 
ehangerais-je  d'avis  si  j'essayais  d'en  trouver  un  meilleur. 

Ainsi  ce  livre  est  certainement  très  intéressant.  Quant  à  en  faire 
usage  pour  l'enseignement  ordinaire,  à  des  étudiants  se  préparant 
à  devenir  ingénieurs  ou  physiciens,  il  me  parait  douteux,  malgré 
l'avis  de  l'auteur  que  cela  puisse  réussir.  Une  telle  façon  de  pro- 
céder, impeccable  au  point  de  vue  logique,  répugnerait  cependant 
à  la  plupart  des  esprits  pour  ce  qu'elle  a  de  trop  abstrait.  De  plus, 
si  l'on  veut  appliquer  îa  Géométrie  ainsi  constituée  au  moindre 
problème  pratique,  et  c'est  ce  qu'auront  à  faire  les  ingénieurs  et 
les  physiciens,  il  faudra  tout  de  même  en  revenir  aux  conceptions 
ordinaires. 

Il  ne  résulte  pas  de  là,  d'ailleurs,  qu'on  ne  puisse  rien  tirer  de 
l'Ouvrage  de  M.  Baker  pour  l'enseignement,  tout  au  moins  dans 
les  classes  supérieures.  On  pourrait,  à  son  exemple,  bien  préciser 
les  postulats,  tous  les  postulats,  mais  y  compris  celui  de  longueur 
dont  on  ne  peut,  je  crois,  se  passer  avec  des  élèves  ordinaires.  Il  y 
aurait  aussi  peut-être  avantage  à  traiter  la  théorie  des  parallèles 
indépendamment  de  toute  idée  de  mesure,  indépendamment  par 
conséquent  de  la  théorie  des  perpendiculaires. 

Ainsi  l'Ouvrage  de  M.  Baker  n'aura  pas  d'intérêt  que  pour  les 
seuls  mathématiciens,  il  en  aura  aussi  pour  les  professeurs.  En 
tout  cas  il  leur  servira  en  les  faisant  réfléchir,  une  fois  de  plus, 
aux  fondements  de  la  science  qu'ils  enseignent.  E.   Cahe.x. 
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RÉDUCTION  DES  SYSTÈMES  ALGÉBRIQUES  DE  POINTS  APPARTENANT 
A  UNE  MÊME  COURBE  ALGÉBRIQUE.  THÉORÈME  D'ABEL. 
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Introduction, 

1     Sylvester  a  énoncé  la  proposition  suivante  : 

Supposons  que,  parmi  les  p  (m  —  n)  points  communs  à  deux 
courbes  algébriques  Cp  et  C  ,l+n  de  degré  respectif  p  et  m  -j-  n. 
p  m  -(-  »,  on  puisse  extraire  pm  points  formant  V intersection 
de  CP  et  d  une  courbe  algébrique  C  .,,  :  il  en  résulte  que  les  pn  points 
restants  constituent  V intersection  de  C  ,  et  (F une  certaine  courbe  algé- 
brique de  degré  n. 

Si  la  courbe  C  ,  n'a  pas  de  point  singulier,  rien  à  ajouter.  Si  la 
courbe  CP  a  des  points  s'nguliers,  mais  si  C  ,.,+//  ne  passe  par  aucun 
d'eux,  la  proposition  reste  exacte,  et  dans  ce  cas  G  „  ni  (M  ne  passent 
par  aucun  pont  singulier  de  Cp.  Dans  le  cas  où  C  :/+„  contient  un 
ou  plusieurs  points  singuliers  de  C  ,  la  proposition  peut  être  en 
défaut. 

Si  p  était  supérieur  à  m  —  n,  on  a  considéré  pm  points  communs 
à  C „.,  C.-/J  ,C/m+/i,  donc  C  „  et  C  «+H  ont  en  commun  plus  de  m  (m  +  n) 
points  et  dans  ce  cas  la  proposition  de  Sylvester  revient  à  dire 
que  C/M+n  se  décompose  nécessairement  en  la  courbe  C  „  et  une 
autre  courbe  C.v. 

La  démonstration  de  cette  proposition,  telle  qu'elle  est  exposée 
dans  certains  Ouvrages  classiques,  celui  de  Salmon  en  particulier, 
présente  des  lacunes.  L  ne  démonstration,  correcte  et  complète, 
figure  clans  les  Leçons  de  Clebsch  ou  l'Ouvrage  de  MM.  Picard  et 
Simart  (début  du  Tome  II),  comme  prélude  à  la  géométrie  des 
systèmes  de  points  sur  les  courbes  algébriques.  M.  Lebesgue  a 
reproduit  la  démonstration  de  Salmon  dans  un   récent  Mémoire 


MÉLANGES  ;; 

sur  les  Polygones  de  Poncelet  (*);  pour  compléter  ce  raisonnemenl 
(Ituii  je  lui  ai  signalé  l'insuffisance,  il  a,  dans  une  Note  complémen- 
taire (2),  donné  une  adaptation  plus  élémentaire  des  démonstra- 
tions île  Clebsch  ou  MM.  Picard  el  Simarl  signalées  plus  haut;  il 
montre  que  l'on  peut,  connaissant  les  premiers  membres  C  ,.  C:w, 
C.«+n  îles  équations  des  trois  courbes  en  jeu,  calculer  les  poly- 
nômes C :t+n   p  el  C,  de  façon  à  réaliser  l'identité  de  Noether 

qui  démontre  aussitôt  la  proposition.  Je  renvoie  aux  deux  Mé moires 
de  M.  Lebesgue;  je  signale  que  le  genre  de  raisonnement 
employé  est  indépendant  de  la  valeur  particulière  de  l'entier  p 
et  que  M.  Lebesgue  se  borne  à  supposer  p  =  3,  simplement  pour 
abréviation. 

2.  Si  nous  nous  bornons  à  l'étude  des  cubiques  effectivement 
de  genre  i,  c'est-à-dire  sans  point  de  rebroussement  ni  point 
double,  le  grand  intérêt  de  la  proposition  de  Sylvester  est  d'offrir 
une  propriété  géométrique  dispensant  clans  un  enseignement  élé- 
mentaire de  recourir  au  théorème  d'Abel  ou  aux  propriétés  des 
fonctions  elliptiques. 

I  n  corollaire  immédiat  de  la  proposition  de  Sylvester  est  le 
suivant  :  deux  groupes  de  points  G  et  G'  de  C^  étant  dits  résiduels 
l'un  de  l'autre  si  le  groupe  G  -j-  G'  forme  l'intersection  complète 
de  Cp  et  d'une  certaine  courbe  algébrique  C,  deux  groupes  G  et  Y 
étant  dits  corésiduels  s'il  existe  un  groupe  auxiliaire  G'  résiduel 
soit  de  G,  soit  de  Y ,  tout  résiduel  de  G  est  aussi  résiduel  de  Y. 

3.  Dans  le  travail  que  je  présente,  je  démontrerai  le  résultat 
suivant  :  les  3m  points  d'intersection  d'une  courbe  algébrique  C„, 
quelconque  avec  la  cubique  G;  peuvent  être  obtenus  par  l'intermé- 
diaire d'un  certain  nombre  p  de  droites  Dls  D2. ....  D;)  que  j'appelle- 
rai positives  et  d'un  certain  nombre  q  de  droites  Ax,  A2.  ....  A, 
que  j'appellerai  négatives  :  le  système  des  3q  points,  déterminés 
sur  C3  par  les  droites  négatives,  réuni  au  système  des  3  m  points 

(x)  Annales  de  Toulouse,  1922. 
(2)  Annales  de  Toulouse,  [g  ■  ». 
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communs  à  C3  et  Cw/1  reproduit  précisément  l'ensemble  des 
3  p  points  communs  à  C3  et  aux  p  droites  positives.  On  a  évidem- 
ment 

p  —  q  =  m. 

En  reprenant  une  méthode  due  à  Darboux,  j'obtiens  le  théo- 
rème d'Abel  pour  les  trois  points  d'intersection  de  C3  avec  une 
droite,  autrement  dit  la  formule  d'addition  des  fonctions  ellip- 
tiques; le  théorème  d'Abel  s'étend  immédiatement  au  système  des 
points  communs  à  C3  et  C,w,  grâce  au  système  des  droites  posi- 
tives et  négatives  dont  j'ai  prouvé  l'existence. 

Je  montrerai  ensuite  que  les  points  d'intersection  d'une  courbe 
algébrique  C„,  de  degré  quelconque  avec  une  courbe  algébrique  Cm 
de  degré  supérieur  ou  égal  à  (m  —  i)  peuvent  toujours  être  obtenus 
en  coupant  C..„  par  une  série  de  courbes  algébriques  positives  ou 
négatives,  au  même  sens  que  plus  haut,  dont  le  degré  est  au  plus 
m  — •  2. 

Cela  me  permettra,  par  une  extension  de  la  méthode  de  Dar- 
boux, de  démontrer  le  théorème  d'Abel  aussi  pour  les  quartiques 
de  genre  3. 

Au  cours  de  la  rédaction  de  ce  travail,  M.  Lebesgue  m'a  donné 
quelques  conseils  dont  je  lui  exprime  ici  ma  reconnaissance. 


CHAPITRE  I. 
Réduction  dks  systèmes  algébriques  i>k  ioinis  ukcoipés 

SI  II    U.Mi    CUBIQUE    l'Ali    UNE    COUKBK    Cm. 

J.  Je  démontre  d'abord  la  proposition  suivante  :  toutes  les 
courbes  C  „  passant  par  3  m — i  points  donnés  de  C3  passant 
par  uti  mente  point  complémentaire  de  C3.  Autrement  dit,  parmi  les 
divers  résiduels  de  3m  —  i  points  donnés,  il  y  en  a  un  et  un  seul  qui 
se  réduit  à  un  point  unique. 

Il  est  évident  que  l'on  peut  toujours,  quel  que  soit  m,  faire 
passer  une  courbe  C „  par  les  3  m  —  i  points  donnés;  pour  m  =  i 
ou  m  =  2,  il  y  a  une  seule  courbe  C  „  et  le  théorème,  bien  qu'encore 
exact,  n"a  plus  de  raison  d'être  si  on  le  prend  sous  la  première  des 
deux  formes.  Si  m     3,  on  obtient,  pour  déterminer  les  coefficients 
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de  l'équation   ponctuelle  de  C.,»,  3  m — 1   équations  linéaires  et 

homogènes     a inconnues,    admettant    donc    une 

solution  générale  contenant  au  moins 

\  m  —  I    I  m  -      ■>  ) 
p  = (  j  m  —  1 

paramètres  homogènes.  Or  l'équation 
Ml  C3C,,_3  =  o, 

où  C.„  _n  est  un  polynôme  entier  quelconque  de   degré  m  — 3  est 
une    solution    particulière   contenant    un   nombre   de   paramètres 

homogènes  égal  à 

(  ni  —  2)  ( m  —  1  > 
1 
On  a 

il  existe  donc  des  C..„  qui  n'admettent  pas  C3  comme  morceau 
de  décomposition  et  qui  contiennent  les  (3  m  —  1)  points;  il  en 
existe  même  une  infinité,  car  si  Çm   est   l'une   d'elles,  l'équation 

I  2  1  C3G/;l_3-4-  XGm  =  0 

représente  une  infinité  de  C  .,  répondant  encore  à  la  question. 
La  fin  de  la  démonstration  montrera  même  que  c'est  bien  l'équa- 
tion générale,  niais  peu  importe  pour  l'instant.  Traçons  deux 
courbes  C„.  Cm  contenant  les  (3m — ^1)  points  donnés:  elles 
coupent  C3  en  un  point  complémentaire.  A  pour  la  première.  A 
pour  la  seconde  :  A  et  A  sont  corésiduels  ;  menons  par  A  une 
droite  arbitraire  coupant  C3  en  deux  points  P.  Q:  le  système  P.  Q 
est  résiduel  de  A.  donc  aussi  de  A';  P.  0.  A'  sont  en  ligne  droite, 
donc  A  et  A    coïncident.  c.  o.  1  .  d. 

C„  contenant  tous  les  points  communs  à  C3  et  C.„.  l'équation 
de  C,,,  d'après  les  principes  rappelés  dans  l'introduction,  est  bien 
de  la  forme  (ï). 

(La  démonstration,  si  C3  est  unicursale,  suppose  que  le  point 
double  7.  n'est  pas  compris  parmi  les  3  m  — ■  1  points  et  alors  le 
résiduel  A  est  lui-même  distinct  de  a.) 

Ce  3  .'/('''    point  déterminé  ainsi,  sans  ambiguïté  ni  indétermi- 
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nation,  par  la  connaissance  des  3  m  —  i  premiers,  nous  l'appel- 
lerons mono-résiduel  de  ces  (3  m — -i)  points  de  façon  à  bien 
signaler  l'importance  de  ce  résiduel  particulier  dans  l'ensemble  des 
résiduels  de  nos  (3  m  —  i)  points. 

2.  Coupons  donc  une  courbe  C3  par  une  courbe  C.,„  ;  nous  obte- 
nons des  points  d'intersection 

u>i,     w.),      •..,     W/,         (p='$/n). 

Si  C3  est  unicursale,  on  évite  les  courbes  C.„  qui  passent  par  le 
point  double;  si  un  point  est  multiple  dans  l'intersection,  la 
lettre  <■>  correspondante  est  répétée  plusieurs  fois  dans  la  suite  to1} 
w2,  ...,  tùp.  Pour  traduire  ce  fait  que  les  w  constituent  l'intersec- 
tion complète  de  C3  et  C,.„.  je  pourrai  adopter  l'écriture  symbo- 
lique 

et  je  désignerai  par  (.C,«)  l'ensemble  de  ces  co.  On  peut  évidemment 
ajouter  deux  égalités  symboliques  de  celte  espèce  car  l'intersec- 
tion de  C3  avec  la  coiirbe  Cm  +  Cm'  s'obtient  en  totalisant  (C,„) 
et  (Cm'). 

D'autre  part,  si  dans  la  somme 

supposée  nulle,  (tOj,  w2,  ...,  o-p')  constituent  l'intersection  com- 
plète de  C3  avec  une  certaine  courbe  algébrique, le  théorème  de  la 
résiduation  de  Sylvester  nous  apprend  que  le  système  (wp'+i?~-  L,)i>) 
forme  lui-même  l'intersection  de  C3  avec  une  autre  courbe  algé- 
brique, de  sorte  que  nos  égalités  symboliques  possèdent  quelques 
propriétés  des  égalités  ordinaires  :  on  peut  ajouter  deux  égalités 
symboliques;  on  peut,  dans  une  égalité  symbolique,  supprimer 
une  somme  partielle,  si  elle  est  symboliquement  nulle. 
Cela  posé,  coupons  C3  par  C m,  d'où 

(4  )  U)i-+-  Wâ  +  .  .  .-+-  Wj„,_v+  U>3„,_3  ■+-  dctzm  -  ■>-+-  r>>.lm-l  +  »3/;i  =  <»• 

Nous  avons  appris  à  déterminer  par  une  courbe  C.w_1le  mono- 
résiduel de  (tol5  o)2,  ...,  (o:)W„.,).  soit  L>x  de  sorte  que 

(5)  tu,-r-  W2-t-.  .  .+  ti)3,„_4+  Qi  =  O. 
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Par  il1  menons  une  droite  arbitraire  Cl5  elle  donne  deux  points 
42  2,  42  3  avec 

(6)  lîr  4- û8 -+- Û3  =  o. 

Formons  la  combinaison  (4)  +  (6)  —  (5),  légitime  d'après  ce  qui 
précède  :  il  reste 

(  7  )  wi  m  -3  4-  W3/„  -2  +  Wj/«-i  -H  <Û3„,  +  ûî  +  &3  =  O 

ce  qui  prouve  que  les  six  points  intervenant  dans  l'égalité  (7)  sont 
sur  une  conique  C2  et  nous  avons  donc  obtenu 

(8)  (G„l)  =  (C/,I_1)-H(G2)-(Gi), 

Si  donc  on  démontre  que  tout  groupe  (C2)  (C3) ...  (Gm~i)  est  sus- 
ceptible d'être  obtenu  par  une  somme  algébrique  de  groupes  de  trois 
points  en  ligne  droite,  il  en  sera  de  même  de  tout  groupe  (C,„). 
Il  suffit  donc  de  faire  la  démonstration  pour  un  groupe  (C2)  quel- 
conque. Soit  donc  une  conique  G2  donnant  six  points  m±,  w2,  co3, 
w(,  ws,  we.  Les  droites  Cx  (w1}  oj2),  C,  (oj3,  w,,)  et  C,  (oj5.  o_>6) 
donnent  lieu  aux  équations 

/    Wj  -+-  t02  -h  til  =  O, 

(9)  .'    W3-+-  W4+  12-2  =  O, 

'  to5  -+-  coG  +  Qj  =  d: 

en  ajoutant  membre  à  membre  ces  égalités  on  en  déduit 
(fo)  Q1  +  Ûl-+-Û»=o, 

de  sorte  que  les  trois  points  42j+  ^2+  ^3  sont  sur  une  droite  CL 
et  l'on  a 

(iij  (Ç»)=(Ct)-l-(GÎ)  +  (Gï)— (C7). 

Si  l'on  adopte  ce  mode  de  réduction  par  récurrence,  la  for- 
mule (8)  montre  que  (C„,)  fera  intervenir  cinq  droites  de  plus 
que  (C,„  2),  dont  trois  positivement  et  deux  négativement.  Nous 
allons  voir  que  l'on  peut  opérer  autrement  de  façon  à  obtenir  un 
nombre  plus  restreint  de  droites. 

En  passant  remarquons  que  si  G3  est  unicursale  et  si  C..„  ne 
contient  pas  le  point  double,  les  mono-résiduels  successivement 
Bull,  des  Sciences  math.,  2"  série  t.  XLVII.  (Février  1933.)  6 
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déterminés  sont  toujours  distincts  du  point  double,  donc  les 
diverses  courbes  successives  remplissent  toutes  les  conditions 
nécessaires  pour  l'application  de  notre  théorie. 

3.  Essayons  d'obtenir  un  nombre  moindre  de  droites.  Supposons 
qu  il  s'agisse  d'abord  d'une  courbe  de  degré  pair,  soit  Cim.  Nous 
déterminons  trois  mono-résiduels  par  les  égalités 

i    '•>{      \-  w2         -+! -4-  Ma/»-i+'2j  =  o  (Cm) 

(  I  ''  )  •      U>6,„  ~  ">6«-l  — —  <»3/«+2  +  i.2-2  —   <>  '  '  '//j  ) 

!  «3   v—   »3/«  H+û3—  «  (G'i) 

qui  entraînent 

(r3)  U,  —  Ûî-+-  t>:S=  o   .  (  C',) 

de  sorte  que  les  trois  mono-résiduels  Ql3  tï  2,  03  sont  sur  une  même 
droite  C,  et  nous  avons 

(i4)  G,„)  =  (C,„  n-(C'«)  f-rCO-i  C',). 

Pour  une  courbe  G2/«+i  de  degré  impair,  on  aura  de  même 

[    O),  -f-  tOj  -I- -+-  <l>3/M+I  •+-  ûi  =  o  (  Gm+i  ) 

(12')  j    ti)6/„  t3  +  b>S/A+c  + -I-  b}3/ll+s  —  Q*  =  o  1  G,*  ' 

f  l«3/M+3-f-  ««3WI+4-+-  Û3=  »  (Cl) 

(i3')  ûj -h  £22 -4-  Û3  =  o  (  C',) 

( > 4')  (  (W,  )  =  ( G„1+,  )  ■+-  (  C,„ )  -  (  G,  )  -  (  C,  1. 

Or  on  sait  réduire  (C2)  par  la  formule  (11)  qui  donne  quatre 
droites,  dont  trois  positives  et  une  négative;  un  système  (Cx)  est 
tout  réduit,  car  on  n'a  que  la  droite  Cx  elle^nême.  Si  donc  on 
démontre  jusqu'à  un  certain  rang  que  (G/;+1)  fait  intervenir 
trois  droites  de  plus  (deux  positivement,  une  négativement) 
que  (Cp),  les  formules  (i4)  et  (i4)  montrent  que  cette  loi  subsiste 
indéfiniment;  en  effet  dans  [Cim+i)  comparé  à  (C2„i),  on  a  rem- 
placé un  système  (C,.„)  par  un  système  (C/H+1)  sans  changer 
l'espèce  des  autres;  même  remarque  pour  passer  d'un  (C2m_i) 
à  un  (Gsnt). 

Il  en  résulte  donc  que  (C,„)  fait  intervenir  un  total  de  3  m  —  2 
droites,  dont  2  m  —  1  positivement  et  m  —  1  négativement. 
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Dans  le  procédé  primitivement  indiqué,  la  réduction  d'un  sys- 
tème (G2)  était  la  même,  mais  à  chaque  échelon  successif  il  y  avait 
cinq  droites  supplémentaires,  au  lieu  de  trois.  La  méthode  actuelle 
permet  d'ailleurs  de  faire  la  réduction  de  bien  des  façons  :  la  struc- 
ture des  relations  (12)  montre  que  l'on  peut  obtenir  la  réduction  (1 4) 
de 


manières  diverses,  en  employant  cette  fois  les  symboles  de  l'ana- 
lyse combinatoire;  il  serait  facile  de  suivre  ensuite  les  décompo- 
sitions successives  pour  obtenir,  par  multiplication,  le  nombre 
total  des  réductions  diverses  à  un  système  de  6  m  —  2  droites  pour 
cet  ensemble  de  points  (CJW).  Mêmes  remarques  pour  (Cj,»+|.). 
Nous  verrons  un  peu  plus  bas  que  certains  systèmes  convenable- 
ment choisis  (C.7|)  peuvent  être  obtenus  par  moins  de  (3  m — 2) 
droites;  le  raisonnement  employé  donnera  comme  assez  vrai- 
semblable que  la  réduction  du  système  (C.„)  le  plus  général  ne  peut 
s'effectuer  par  moins  de  3  m  — 2  droites. 


CHAPITRE  il. 
Théorème  d'Abel  i>ocr  les  ci  biques. 

1.  Rappelons  une  propriété  élémentaire  d'algèbre  :  un  po- 
lynôme F  (x)  entier  en  x,  de  degré  m,  dépendant  ou  non  de  para- 
mètres arbitraires,  donne  lieu,  si  les  racines  x^  x.2,  ...,  x:n  sont  dis- 
tinctes, aux  relations 


V      ' 


m  -  5 


=  O,  7    — =  0,  ....  >     — —   =  O. 


F' (.77  1  Aé  F'(xi)  .«-  F'Çvi) 

1  i  1 

2.   Soit    une    courbe    C,„    quelconque    de    degré    m,    supposons 
que  Oy  ne  soit  pas  direction  asymptotique;  l'équation  de  C,„  est 

(2)  Ax, y)  =y"1-^ y'"'1  ?i<  r >  —  •••  —  y'"-'' ?,/> )-*-••  .  i- ?,«(#)  =  o. 

où  chaque  o  est  un  polynôme  entier  en  x  de  degré  au  plus  égal  à 
son  indice.  Je  coupe  C„,  par  une  courbe  P/(  que,  par  abréviation, 
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je  qualifierai  parabolique 

(Ph)         y  =  Po^pi*  +  ..  .  —  fh-r'1, 

h  est  un  entier  io  et  p/,  n'est  pas  nul.  Pour  h  =  1,  on  a  une 
droite.  L'équation  aux  x  d'intersection  est,  sans  réduction  pos- 
sible, de  degré  mh  si  h  ^  2,  car  y"  Pop  (x)  donne  un  terme  de 
degré    maximum 

(  m  —  p)h+p  =  mh  —  p(h  —  1 

Ce  degré,  quand  h  >  1,  n'égale  mp  que  pour  p  ==aj  si  k  ==  r, 
il  y  a  plusieurs  termes  de  degré  mp,  mais  comme  on  suppose  la 
droite  Px  variable,  on  .peut  supposer  l'équation  aux  x  de  degré  mp, 
même  pour  h  =  1.  Posons 

(3)  F(.r,  p0,  pi,  .  .  .,  />/,)  =/(#,  />„  —  Pi-v  -+-■  •  . -"rp  h  ■!-•'' ). 

,  .  OF 

Soit  F,,  la  dérivée  — 

(4)  ^  =  I  +  |^-2^^-^/^"/'   "• 

Les  m/i  racines  de  F  (x,  p)  sont  des  fonctions  des  lettres  p  don- 
nant lieu  à  la  relation 

/rS  l   F'O/ ;  dxj-]-  -f-( dp{)-{-  xj  dp{  —  .  .  .  -+-  .r''  rf/?/,  ;  =  o 

(  5  )  j  ey  » 

'  (t  =  1,  2,  .  .  .,  mh) 

ou  encore 

«te,         o?/>o  +  &i  dpi  -+-  •  •    -H  a*/  «a^/j  _ 


(6) 


_££  F' (a?/) 


En  vertu  des  relations  (1),  on  a 


dxt 

w 

dyi 


En    multipliant    (6)    par   x-   yf  3  où    /c    et    /e'    sont    des 
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entiers     o ,  tels  que  k  -f   k'     m  —3,  on  aura  de  même 


2 


'!/' 


En  efîet,  au  numérateur  de  la  fraction  en  F'  (#,),  on  a,  après  la 
multiplication  indiquée,  un  terme  en  x,  de  degré  au  plus 

(  m  —  3  —  k  )  h    -  /.  —  h  1  mh  —  x, 
car  cette  inégalité  revient  à 

/.   —  2  %  Al  k  ■+-  l)  OU  I  £  /l. 

Les  égalités  (7)  e£  (7')  constituent  le  théorème  d'Abel,  si  le  genre 
de  C,/  est  égal  au  maximum  possible,  c'est-à-dire  -; 


mais  nous  n'avons  démontré  ce  théorème  qu'en  l'appliquant  au 
cas  très  spécial  où  la  courbe  sécante  variable  est  une  courbe  para- 
bolique.  Si  le  genre  de  C,„   est  inférieur  à    — ,    les 

équations  (7),  (7')  comprennent  d'abord  celles  que  fournit  le  théo- 
rème d'Abel,  puis  quelques  relations  complémentaires,  la  démons- 
tration n'étant  encore  faite  que  pour  une  courbe  sécante  parabo- 
lique. 

Mais  si  m  est  égal  à  3,  nous  allons  pouvoir,  en  appliquant  les 
résultats  du  Chapitre  précédent,  démontrer  le  théorème  d'Abel 
sans  restriction,  l'étendant  au  système  de  points  où  la  cubique  C3 
est  rencontrée  par  une  courbe  sécante  quelconque. 

Je  dois,  en  hommage  à  la  mémoire  de  Darboux,  signaler  que  le 
raisonnement  employé  dans  ce  paragraphe  est  une  simple  géné- 
ralisation du  procédé  que  Darboux  a  employé  pour  étudier  les 
surfaces  de  translation  de  Sophus  Lie  (Théorie  des  Surfaces,  t.  I, 
seconde   édition). 

3.  Considérons  maintenant  les  intégrales  curvilignes  prises  le 
long  de  Cm 

y'  -gk  v/iir-Z— k— k'  fl  r 
— '- — ■/.-.  A'io;  A-  +  k-lm  —  3). 
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La  somme  des  valeurs  prises  par  lktk„  quand  k  et  k'  sont  fixes 
et  que  l'on  prend  pour  limite  supérieure  les  divers  points 

(xi:  r,  ) . . .  (xw/l.  ymh) 

communs  à  C,„  et  P/,  est  constante,  quand  p<, ,  px,  ...,  p/,  varient 
arbitrairement,  on-suppose  les  limites  inférieures  fixes. 

Si  h  —  i,  on  a  comme  courbe  sécante  une  droite  mobile;  le 
théorème  d'Abel  est  donc  démontré  pour  une  droite,  quel  que  soit 
le  genre  de  la  courbe.  Si  la  courbe  C,„  est  une  cubique  C3,  nous 
obtenons  l'égalité  unique 

dx,         dx<>         >/■'■■ 

'(>'i       ''y-i       <bri 

qui  donne  le  théorème  d'addition  des  fonctions  elliptiques. 

Dans  le  cas  d'une  cubique  de  genre  i,  appelons  co  l'intégrale 


/ 


dx 

H 

àv 


comptée  sur  la  courbe  depuis  une  origine  fixe  jusqu'à  un 
point  (x,  y)  arbitraire  :  la  somme  Wj  4-  w2  +  w3  relative  aux  trois 
points  d'intersection  de  la  courbe  avec  une  droite  arbitraire  est 
une  constante  K,  indépendante  des  deux  paramètres  qui  fixent  la 
position  de  la  droite;  grâce  au  procédé  de  réduction  employé,  la 
somme  to1  +  o>2  +...+  m3m  relative  aux  3  m  points  communs  à 
la  cubique  C3  et  à  une  courbe  C.„  arbitraire,  mais  de  degré  fixe  m, 
est  évidemment  égale  à  m  K;  car  cette  somme  peut  se  calculer 
en  considérant  les  p  droites  positives  Dl5  D2,  ...,  D/;  cjui  donnent 
chacune  K,  donc  p  K  au  total,  puis  retranchant  les  intégrales 
relatives  aux  points  surabondants  où  C3  est  coupée  par  les  droites 
négatives  A];  ...,  Av;  on  a  finalement  p  K  —  q  K,  c'est-à-dire  m  K. 
Si  nous  choisissons,  pour  limite  inférieure  commune  des  inté- 
grales, l'un  des  points  d'inflexion,  on  a  K  =  o,  comme  on  le  voit 
en  opérant  sur  une  droite  infiniment  voisine  de  la  tangente  au 
point  d'inflexion  choisi.  On  retrouve  donc  l'égalité  symbolique 
employée  plus  haut  et  l'on  en  voit  l'origine  géométrique. 
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4.  Remarquons  que  dans  l'ordre  d'idées  de  Nœther  et  Syl- 
vester,  suivi  aussi  par  M.  Lebesgue  dans  le  second  Mémoire  cité, 
la  réduction  du  système  de  points  communs  à  C3  et  C,„  revient  à 
obtenir  l'identité 

(9)  D,  D2...Dp=sC3C?3  ,+  <:.•„  A,  A,  ...a,,  ,„. 

où  les  inconnues  sont  les  coefficients  entrant  dans  les  équations 
des  droites  D,  A  et  de  la  courbe  Ct,_s-  On  peut  prendre  les  poly- 
nômes D  et  A  de  la  forme  y  — ax  —  b,  sauf  un  que  l'on  prendra 

de  la  forme  cy  —  ax  — -  b  ;  le  polynôme  G/,_3  contient  — — 

coefficients  arbitraires;  !e  nombre  total  d'inconnues  est  donc 

,  (p  —  i)(p  —  i)       />2-f-  '>/> 

(  i  o  )     I  =  %p  -4-  2  (  />  —  /»  i  —  r  -+- ! = ; b  »-  —  2  m . 

Le  nombre  d'équations  d'identification  est 

(jB+I-)(^  +  2)         /?s-+-3/> 

(II)  li  =   — ! =   £ = h  I . 

>.  :> 

d'où  l'on  déduit 

(il)  F  -r-  E  =  p  -+-  I  —  2  /?i . 

Donc  pour  p  <  2  m  —  1 ,  les  équations  sont  plus  nombreuses 
que  les  inconnues  :  bien  que  ce  dénombrement  ne  soit  pas  péremp- 
toire,  nous  pouvons  regarder  comme  assez  vraisemblable  qu'une 
courbe  C,„  ne  pourra  être  remplacée,  au  point  de  vue  de  ses  po.nts 
communs  avec  la  cubique  C3,  par  un  système  de  droites,  positives 
et  négatives,  de  nombre  total  inférieur  à  3  m  —  2,  que  si  cette 
courbe  G/w  n'est  pas  quelconque. 

Pour  p  ==  a  m  —  1,  on  a  juste  autant  d'équations  que  d'incon- 
nues ;  or  la  méthode  de  réduction  adoptée  en  dernier  lieu  a  préci- 
sément donné  ce  nombre  de  droites  positives,  d'où  m  —  1  droites 
négatives  et  le  total  de  3  m  —  2  droites  (1).  A  vrai  dire,  nous  n'avons 
pas  démontré  que  la  méthode  employée  est  la  seule  qui  puisse 
donner  3m — 2  droites  au  total;  mais  cette  coïncidence  renforce 


(1)   La  méthode  a  même  donné  un  nombre  fini  de  réductions  diverses  à 
3  m  —  2  droites  et  l'on  a  indiqué  le  moyen  de  calculer  ce  nombre. 


88  PREMIÈRE   PARTIE. 

la  vraisemblance  de  cette  affirmation  que  le  nombre  minimum  de 
droites  est  bien  3  m  — 2  pour  une  C„,  quelconque.  En  tout  cas, 
pour  m  =2,  toute  conique  non  décomposable  donne  bien  comme 
minimum  le  nombre  4  résultant  du  dénombrement. 

D'autre  part,  il  est  bien  clair  que  l'on  peut  augmenter  ad  libitum 
le  nombre  de  droites  total  à  partir  d'une  réduction  déjà  connue  : 
il  suffit  d'ajouter  arbitrairement  un  même  groupe  de  .droites  simul- 
tanément au  groupe  positif  et  au  groupe  négatif. 

Il  est  évident  que  certaines  courbes  C,«  spéciales  vis-à-vis  de  la 
cubique  C3,  mais  non  spéciales  au  point  de  vue  absolu,  peuvent 
donner  des  réductions  où  le  nombre  total  des  droites  est  inférieur 
à  3  m  —2.  Par  exemple,  prenons  arbitrairement  h(h>3)  droites 
d1}  d2,  •■■,d/l  et  une  courbe  C/,_3;  le  polynôme 

(  i3  )  ,  dtck...dh—  C3  nA_3 

n'admettra,  en  général,  aucun  facteur  linéaire  en  x,  y.  En  l'éga- 
lant à  zéro,  on  trouve  donc  une  courbe  spéciale  de  degré  h  donnant 
lieu  à  une  réduction  composée  de  h  droites  seulement,  toutes  posi- 
tives. Si  le  polynôme  (i3)  admet  plusieurs  facteurs  linéaires  en 
nombre  k,  supprimons-les  :  on  obtient  une  courbe  de  degré  h  — k 
admettant  une  réduction  de  h  +  k  droites  :  d1}  d2,  ...,  d/,  sont  les 
h  droites  positives,  et  les  k  facteurs  linéaires  les  droites  négatives; 
pour  avoir  une  courbe  spéciale  il  suffit  donc  que  l'on  ait 

h  +  k  <  3  (  h  —  /,  )  —  1 
ou  simplement 

■ik    :  h  -  1. 

Pour  2  k  h  —  1,  nous  rentrons  dans  le  cas  général 
Voici  quelques  procédés  simples  pour  obtenir  des  courbes 
spéciales  :  d'abord  celles  qui  correspondent  à  une  série  de  droites 
toutes  positives,  sans  droite  négative;  le  premier  membre  de 
l'équation  d'une  telle  courbe  est  de  la  forme  (11)  où  nous  laissons 
indéterminés  les  polynômes  du  d2,  ...,d/,  et  C/,_3. 

Prenons  maintenant,  dans  un  second  procédé,  un  nombre  arbi- 
traire q  de  droites,  donnant  3  q  points  sur  C3.  Considérons  ces 
droites  comme  négatives  ;  menons  par  chacun  des  3  q  points  une 
droite  arbitraire  qui  sera  la  droite  positive  issue  de  ce  point;  ces 
3  q  droites  donnent  6  q  nouveaux  points  qui,  d'après  la  théorie 
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de  la  résiduation  de  Sylvester,  sont  sur  une  courbe  de  degré  iq 
et  par  suite  sur  une  infinité  de  courbes  C2y.  Une  telle  courbe  C2</ 
donne  lieu,  par  cette  construction  même,  à  3q  droites  positives 
et  q  droites  négatives.  Le  procédé  indiqué  aux  paragraphes  précé- 
dents conduit  pour  une  courbe  de  degré  iq  à  4?  —  l  droites  posi- 
tives et  1  q  —  1  droites  négatives;  nous  avons  donc  bien  obtenu 
une  courbe  spéciale. 

Remarquons  maintenant  que,  C/,  et  CA  étant  deux  courbes 
spéciales,  il  en  est  de  même  pour  toutes  les  courbes  d'équation 

'  1  4  !  G3  (lh+k-a  -+-  C/(  G/,  =  o. 

où  C/i+/;-3  est  un  polynôme  arbitraire  de  degré  h  +  k — -3. 
Ainsi,  si  l'on  essaie  d'appliquer  cette  remarque  aux  deux  procédés 
précédents,  on  s'aperçoit  qu'on  est  conduit  à  ajouter  un  même 
groupe  de  droites  aux  deux  groupes  positifs  et  négatifs  fournis 
par  une  première  courbe,  spéciale  ou  non;  on  retrouve  ainsi  une 
remarque  antérieure.  La  méthode  est  donc  intéressante  surtout 
si  C/,  et  C/,  ne  donnent  ni  l'une  ni  l'autre  une  réduction  composée 
de  droites  toutes  positives.  Il  suffit  même  que  l'une  des  deux 
courbes  C/,,  C/  soit  spéciale  pour  que  le  procédé  fournisse  une 
nouvelle  courbe  spéciale. 

5.  Soit  maintenant  une  courbe  fixe  de  degré  supérieur  à  3,  Cw, 
que  nous  coupons  par  une  courbe  variable  C„  (1).  On  peut  chercher 
si,  quelle  que  soit  la  courbe  variable  C7,  les  mn  points  communs 
à  C„,  et  C„  peuvent  être  obtenus  par  différence  entre  un  groupe 
de  mp  points  communs  à  C„  et  p  droites  positives  D1?  D2, ...,  D/;  et 
un  groupe  de  m  (p — n)  points  communs  à  C,„  et  (p — n)  droites 
négatives  A1;  A2,  ...,  A/;_„  La  réponse  parait  négative,  de  sorte 
que  la  propriété  en  question  semble  caractériser  les  cubiques.  Cela 
revient  à  essayer  de  résoudre  l'identité 

(i5)  D,D2...DP=  C£l Cp~m -+-  C«A,Aa..  .à,t-n, 

où  C.„,  C„  sont  données  et  où  les  inconnues  sont  les  polynômes  D 
et  A  du  premier  degré  et  le  polynôme  C -,_,„  de  degré  p  — •  m.  Il 


(x)   Gn  'suppose   toujours  crue   C  ,   ne  contient  aucun  des  points  singuliers 
de  C,,,. 
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est  nécessaire  que  p  soit  à  la  fois  au  moins  égal  à  n  et  à  m.  On  a 

un  nombre  d'inconnues 

¥                                                     (  p  —  m  -t-  i  )  (  />  —  m  -|-  2  ) 
I=2/o-+-  -2 1  p  —  n)  -+- 1  -H  , 

et  un  nombre  d'équations  d'identification 

_   <>  -+-i) i  //  —  ■>  i 
■> 
On  a  aisément 

.       „  _  m 2  —  wf  2  p  -+-  3  )  —  8/7  —  i  //  —  2 

Pour  m  =  3,  nous  avons  déjà  étudié  a  question;  pour  m  =4,  le 
résultat  est  ndépendant  de  p  et  se  réduit  à  3  —  in,  quantité  tou- 
jours négative,  car  le  cas  n  =  i  donnerait  pour  C„  une  droite  et 
n'a  aucun  intérêt;  donc  pour  m  ==  4,  le  nombre  des  inconnues  est 
inférieur  à  celui  des  équations.  Pour  m  -  5,  remarquons  que  m, 
il  étant  fixes,  I  — E  décroît  si  p  croît;  p  doit  être  au  moins  égal 
à  m,  comme  nous  l'avons  remarqué;  or,  pour  p  =  m,  la  quan- 
tité 2(1  — ■  E)  se  réduit  à 

—  m  (  m  —  i  )  —  4  n  —  2  ■ 

quantité  évidemment  négative;  donc,  pour  ?n  =  4,  quelle  que  soit 
la  valeur  de  p,  le  nombre  des  équations  surpasse  toujours  celui  des 
inconnues.  Ce  dénombrement,  bien  que  non  péremptoire,  rend 
assez  vraisemblab  e  l'impossibilité  de  !a  réduction  demandée, 
pour  m  >  3  et  C;,  quelconque. 

Comme  précédemment,  on  acquiert  la  notion  de  courbes  C„ 
spéciales  vis-à-vis  de  C  „ ,  c'est-à-dire  telles  que  les  mn  points 
d'intersection  puissent  s'obtenir  par  une  série  de  droites  positives 
et  négatives.  Le  procédé  géométrique  employé  plus  haut  réussit 
pour  donner  de  telles  courbes  spéciales.  Pour  de  telles  courbes,  le 
théorème  d' Abel  se  trouve  établi  par  le  raisonnement  déjà  employé. 

Il  va  être  intéressant  de  prouver  que  le  système  des  points  com- 
muns à  la  courbe  fixe  C  „  et  une  courbe  arbitraire  C„  peut  être 
obtenu  par  une  série  de  courbes  positives  et  une  série  de  courbes 
négatives  associées  à  C,„,  courbes  dont  le  degré  est  au  plus  m  — 2; 
cette  propriété  doit  être  considérée  comme  la  vraie  généralisation 
de  celle  qui  a  été  démontrée  pour  les  cubiques. 
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CH  VPITRE  III. 

RÉDUCTION  DES  SYSTÈMES  ALGÉBRIQUES  DBS  POINTS  DÉCOUPÉS  SUK  UNE 
COURBE  C;n  H\K  PAR  UNE  COURBE  C„  ARBITRAIRE.  THÉORÈME  1>'AbkL 
POl'R    LES   QUARTIQUES. 

1.  Soit  C/«  une  courbe  algébrique  fixe  dont  nous  étudions  les 
points  d'intersection  avec  diverses  courbes  algébriques  C„  (x)  de 
degré  arbitraire.  Les  points  communs  à  C,„  et  à  C„  peuvent 
s'obtenir  comme  différence  entre  le  total  des  points  découpés 
sur  C„,  par  un  premier  lot  de  courbes  algébriques  C,  C,  ...,  C^  de 
degré  au  plus  égal  à  m  - — i  et  le  total  relatif  à  un  second  lot  Y, 
Y' ,  ...,  rf'/)  de  même  définition.  Je  dirai  encore  que  les  courbes  C 
sont  positives  et  les  courbes  1  négatives.  La  somme  des  degrés  des 
courbes  C  surpasse  de  n  unités  la  somme  relative  aux  Y'- 

Si  n  est  un  nombre  entier  égal  ou  inférieur  à  m  — 2,  c'est  immé- 
diat :  C„  sera  la  seule  courbe  positive  et  il  n'y  a  pas  de  courbe  néga- 
tive. 

Si  n  est  égal  km  — 1,  il  y  a  m  (m  — -1)  points  d'intersection  que 
nous  partageons  en  trois  groupes  que  j'appellerai  oj,  to',  w";  w  et  w' 

contiennent  chacun  '- points  et  10"  se  compose  de  deux 

points.  Le  groupe  <•>  détermine  une  courbe  Cm_2  (accidentellement 
plusieurs,  mais  peu  importe)  qui  découpe  sur  C„,    un  groupe  Q 

,     (m  —  1 1 1  m  —  71        .  ,,  .  ,.  .  . 

de  points  complémentaires.   Un  obtient  de  même 

avec  to'  une  courbe  G'„_2  et  un  groupe  Û! .  Enfin,  les  deux  points  tu" 
déterminent  une  droite  Cx  qui  coupe  Cm  en  (m  —  2)  points  formant 
le  groupe  Q".  En  vertu  des  égalités  symboliques 

(  1  )  w  -t-  û  ==  o,         ',■>' -+-  Q'  =  o,         <o"  +û"  =  o; 

(2)  O)  -f-  (o'-i-  to"  =  o, 

on  a  aussi 

(3)  -  Q  -h  Q'-r-  o"  =  0. 


11)  Pour  éviter  toute  difficulté  dans  l'application  du  théorème  de  la  rési- 
duation,  on  supposera  que  C„  ne  contient  aucun  point  singulier  de  C/rt;  il  sera 
même  commode  de  supposer  que  ('.„,  n'admel  aucune  singularité  ponctuelle. 
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Les  points  0,  Q',  Q"  sont  en  nombre  total  m  (m  — 2),  donc  ils 
sont  sur  une  courbe  C"n_a  et  je  puis  écrire 

(4)  (C/;,_1)-(C„-2)--(C^_2)-<Cl»-H7,i_2), 

ce  qui  démontre  la  propriété  pour  toute  courbe  de  degré  m  —  1 . 

La  démonstration  précédente  s'étend  presque  textuellement  à 

une  courbe  C„+1  où  n  est  supérieur  ou  égal  à  m  —  1  ;  je  partage  en 

effet  les   m  (n  +  1)   points    d'intersection  de  Cm  et  C//+1   en   un 

groupe   10    de    mn points,    un    groupe    w     de 

points   et   enhn   un   groupe   to     de   deux   points. 

Si  n  est  égal  à  m  —  1,  le  groupe  w  définit  une  courbe  C,,^!  et  par 

suite    un    groupe    complémentaire  il    de   —   points; 

accidentellement  <x>  pourrait  définir  vin  système  linéaire  de 
courbes  Qui—y,  on  en  choisirait  une  au  hasard;  si  n  surpasse  m  —  1, 
le   groupe  w  définit  un  système  linéaire   de  C„   qui  percent,  en 

gênerai,  toutes  L,„  en  un  même  groupe  de points 

complémentaires,  que  j'appelle  0.  Si  le  système  linéaire  de  C„ 
déterminait  sur  C„,  une  série  linéaire  de  groupes  de  points,  il 
suffirait  de  prendre  pour  ii  un  de  ces  groupes.  Quant  à  0/  et  00", 
je  les  traite  comme  plus  haut  :  nous  pouvons  donc  écrire  encore  les 
égalités  symboliques  (1),  (2),  (3)  d'où  nous  déduisons 

(5)  (':n+i)  =  (C,ii-(c;„_,)^iC:1i-((.;/;  t). 

Donc  de  proche  en  proche,  on  ramènera  un  système  (C„)  à  une 
somme  algébrique  de  systèmes  découpés  sur  C,„  par  des  courbes 
algébriques  de  degré  m  —  2  au  plus.  La  méthode  suivie  ici,  parce 
que  commode  pour  l'exposition,  n'introduit  que  des  courbes  de 
degré  m  —  2  et  des  droites. 

Mais  on  pourrait  employer  bien  d'autres  méthodes;  soit  par 
exemple  une  C.;  fixe;  la  réduction  des  points  découpés  par  une  Cs 
ou  par  une  C.  différente  a  été  expliquée;  si  l'on  coupe  G5  par 
une  Cc,  les  3o  points  communs  seront  partagés  en  quatre  groupes 
de  9,  9,  9,  et  3  points  respectivement  et  l'on  a,  pour  courbes  et 
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points  complémentaires,  ce  qu'indique  le  Tableau 

9       i»       9       ; 

6       6       6       7      «■, 

c3    c3    <;;;    c, 

et  l'égalité  de  réduction 

(C,)  =  (C,)  +-(C',)h-(G;  ,  +  ,1;,,  -(C5), 

et  il  suffit  de  réduire  ensuite  (C).  Le  premier  procédé  n'eût  fait 
intervenir  que  des  cubiques  et  des  droites  :  ici  on  trouve  une  conique, 
des  cubiques  et  des  droites. 

On  aurait  démontré  par  le  même  procédé  que  tout  système  (C„) 
découpé  sur  une  C„,  donnée  peut  encore  être  obtenu  par  une  série 
de  courbes  positives  et  négatives  de  degré  (m  —  i)  au  plus;  par 
exemple  le  système  (C,.)  de  3o  points  découpé  sur  C;  pourrait  être 
décomposé  ainsi  que  l'indique  le  Tableau 

i4     i4      2 

6      6      3      G3 

C,       C;       Cl 

avec  l'égalité  symbolique 

(G6)  =  ,Ci)  +  iG'i)H-(G1j-(C3), 

et  ceci  permet  ensuite  de  ne  garder  que  des  courbes  de  degré  (m — i) 
au  plus,  en  réduisant  chaque  système  (C,,,^). 

Ce  second  procédé  résulte  de  la  remarque  suivante  :  prenons 

sur  une  L,„  donnée  un  groupe  to  contenant  ■ points; 

on   détermine   une   courbe   C„,_2   contenant  o>    (accidentellement 

plusieurs  courbes,  mais  peu  importe)   et  découpant  sur  C,„   un 

, ,          .    .        ,     (  m  —  i)  l  m  —  2)        .         _     ,  .  _ 

groupe  complémentaire  de points  iï  ;  les  points  Q 

sont  moins  nombreux  que  les  points  co,  il  y  a  {m  — 2)  points  de 
moins.  Si  donc  on  considère  le  système  (C„),  on  obtient  par  divi- 
sion 

(m  — î)(ffi  +  t) 
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,,          ,.    .       ,                      .          ,n   .            ,                        t      (  m  —  •).  m  m  -+-  i  ) 
et  1  on  divise  les  mn  points  [L„)  en  «:  groupes  de 

points  et  un  dernier  groupe  de  r  points  ;  celui-ci  peut  servir  à  déter- 
miner une  courbe  de  degré  inférieur  à  m  — 2  découpant  sur  C„, 
0  points  complémentaires.  Les  points  des  (A  -f-  1)  groupes  complé- 
mentaires sont  en  nombre  total 

( m  —  2 ) (m  —  1  ) 

k  -+-  p , 


nombre  inférieur  à  //m,  comme  on  le  voit  par  une  discussion  arith- 
métique que  je  n'indique  pas;  les  A  premiers  groupes  donnent  un 
déficit  A'  (m  —  2)  au  total;  si  p  est  lui-même  inférieur  à  r,  c'est  évi- 
dent; si  p  surpasse  r,  on  constate  que  l'excès  p  — r  est  inférieur  à 
A-  (m  —  2)  ;  l'ensemble  des  points  complémentaires  est  donc  sur  une 
courbe  Cnj  de  degré  inférieur  à  n  et  l'on  a  eu  la  réduction 

(C„)  =  1  <;,/,:,)  +  (  v*u )  -+-. . .  4-  (c;*l,  )  +  (c,„-,,)  -  (  c„, ., 

et  il  n'y  a  plus  qu'à  recommencer  sur  (Cn-^. 

r~.         A           .  .,                                     1  m  —  1 1 1  m  -+-  i  1        .   x        1     •  • 
De  même  si  1  on  remarque  que points    choisis 

r,        t  ,             .                         ^                   (m  —  1)  (m  —  2 )  .  •  !  , 

sur  l>„,  déterminent  une  L.,,,.^  et  ■ points  complé- 
mentaires, on  voit  que  les  points  complémentaires  sont  moins 
nombreux  que  les  points  initiaux  et  la  différence  est  2  (m  —  1), 
donc  le  procédé  permet  d'obtenir  une  réduction  par  courbes  de 
degré  m  —  1  au  plus. 

Ce  procédé  appliqué  à  un  système  (C;))  sur  une  C  ,  donne  immé- 
diatement 5  cubiques  positives  et  uneC,,  négative;  ou  bien  appliqué 
à  un  système  (Ci-,)  sur  une  C.;,  on  a  immédiatement  5  quartiques 
positives  et  une  Cr,  négative  et  l'on  achève  ensuite  la  réduction  sui- 
vant les  diverses  méthodes  expliquées. 

2.  Dans  le  paragraphe  précédent,  si  C,„  a  des  points  singuliers, 
nous   supposons   que   C/é    n'y   passe   pas;    quand    un    groupe    de 

(  m  —  2  )  (  m  ■+- 1  j         •                          /               v           1  /«  —  1  1 1  //»  —  •:>  ) 
points  ou   m  [n  —  1)  — ■  ■ points  ou 

de  2  points  est  choisi,  nous  obtenons  des  points  complémen- 
taires qui  ne  dépendent  plus  de  notre  arbitraire  et  qui  par  suite 
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pourraient  contenir  un  ou  plusieurs  points  singuliers,  si  m  est 
supérieur  à  3.  Donc  pour  éviter  toute  dilliculté,  nous  devons  garder 
simplement  le  cas  où  C„,  ne  possède  aucun  point  singulier,  si  m  sur- 
passe 3. 

Le  fait  intéressant,  c'est  que  la  propriété  géométrique  déve- 
loppée ici  donne  le  théorème  d'Abel  encore  pour  les  quartiques 
de  genre  3.  En  elîet  tout  système  (C„)  tracé  sur  une  telle  C-,  est 
une  somme  algébrique  de  systèmes  (Cx)  et  (C2).  Or  le  théorème 
d'Abel  est  démontré,  d'après  Darboux,  pour  un  système  (Cx) 
quelconque;  si  Ton  remarque  qu'une  transformation  homogra- 
phique  ne  change  pas  la  forme  des  intégrales  dites  de  première 
espèce,  on  effectuera  une  perspective  renvoyant  à  l'infini  une  tan- 
gente de  C2,  de  façon  à  la  transformer  en  parabole':  mais  alors  la 
démonstration  de  Darboux  donne  encore  le  théorème  d'Abel  pour 
cette  parabole  et  par  suite  pour  la  conique  primitive. 

Le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire  ne  suppose  pas  que 
le  système  (Cj)  ou  (C2)  soit  tracé  sur  une  C-,  plutôt  que  sur  une  Cm, 
où  m  est  un  entier  quelconque.  Les  constructions  géométriques, 
expliquées  en  fin  du  Chapitre  précédent,  permettent  d'associer  à 
une  courbe  C„  donnée  des  courbes  C,7  de  plus  en  plus  compliquées, 
telles  que  le  système  (C„)  découpé  sur  C,„,  soit  somme  algébrique 
de  systèmes  (Cx)  et  (C2);  donc  le  théorème  d'Abel  se  trouve 
encore  démontré  pour  les  points  communs  à  Cm  et  une  telle 
courbe  variable  C,  que  nous  avons  dénommée  spéciale  vis-à-vis 
de  Cm. 

3.  La  propriété,  pour  une  courbe  C ,,  donnée,  que  tout  sys- 
tème (C,/),  tracé  sur  C  „  par  une  courbe  C,  quelconque,  puisse  être 
converti  en  somme  algébrique  de  systèmes  (C!)  et  (C2),  semble  une 
propriété  caractéristique  des  quartiques. 

De  même  si  le  système  découpé  sur  une  courbe  C  donnée  par 
une  courbe  C„  quelconque  peut  être  obtenu  comme  somme  algé- 
brique de  systèmes  découpés  par  des  courbes  de  degré  [X  au  plus, 
il  semble  bien  que  la  courbe  C  doive  être  de  degré  au  plus  o.  +  2. 

Ces  énoncés,  joints  à  celui  relatif  aux  C3  déjà  donné,  me  pa- 
raissent assez  curieux  de  forme  pour  pouvoir  les  présenter  au 
lecteur  avant  d'en  avoir  rigoureusement  reconnu  l'exactitude.  Le 
dénombrement  fait  pour  j.  —  1 .  au  Chapitre   II,  paragraphe  5, 
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n'est  pas  péremptoire  ;  il  ne  servirait  à  rien  de  recommencer  un 
dénombrement  analogue  pour  a<i.  Il  vaut  mieux  songer  à  une 
propriété  géométrique,  de  caractère  moins  élémentaire  que  celles 
utilisées  jusqu'ici  :  la  séparation  entre  les  courbes  de  degré  i, 
2,  ...,  m  — 3  d'une  part  et  les  courbes  de  degré  m —  a,  m  —  i, 
m,  ...  de  l'autre  n'est  pas  factice,  tout  au  moins  si  l'on  envisage 
les  groupes  de  points  qu'elles  déterminent  sur  une  C _■„  donnée  :  les 
premières  découpent  sur  C,7,  des  séries  spéciales,  les  autres  des 
séries  non  spéciales.  En  effectuant  une  somme  algébrique  de 
groupes  de  points  (Cx),  (C2),  ...,  (C  „_•,),  on  conçoit  bien  que  l'on 
ne  puisse  obtenir  le  système  algébrique  de  points  le  plus  général 
sur  C,„  et  qu'il  faille  y  ajouter  un  ou  plusieurs  systèmes  (C,„_2)  pour 
obtenir  ce  système  général.  Ces  indications  pourraient  sans  doute 
conduire  à  une  démonstration  rigoureuse;  elles  pourraient  aussi 
donner  une  limite  du  nombre  de  courbes  positives  et  négatives 
strictement  sullisantes  pour  effectuer  la  réduction  étudiée  ici. 
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DE  DONDEK  (Th.).  —  Premiers  compléments  de  la  Gravifique  ein- 
steinienne.  Un  fascicule  gr.  in-4°  de  38  pages.  Paris,  Gauthier- Villars 
et  C'e,  1922.  Prix  :  5  fr. 

Ces  compléments,  s'ajoutant  au  bel  Ouvrage  de  M.  De  Donder 
déjà  analysé,  le  présent  article  s'ajoute  de  même  à  celui  publié, 
dans  ce  Bulletin,  au  mois  de  juin  dernier  et  dont  les  notations  sont 
conservées. 

Six  questions  différentes  ont  été  reprises  et  prolongées  par  l'émi- 
nent  mathématicien  et  physicien  belge. 

La  première  a  trait  au  champ  électromagnétique  pur.  Quitte  à 
nous  expliquer  après  coup,  disons  tout  de  suite  que  la  fonction 
caractéristique  A  est  désormais  définie  par  l'égalité 

m  A  ./—  ^  =-  j  V    V,       i;a-t-?+"MapMjP— iXffW. 

j.      ;i 

Les  Ma«  soni  toujours  les  fonctions  fondamentales  représentant 
le  déplacement  électrique  et  la  force  magnétique.  Les  MïD  sont 
dualistiquement  liées  aux  précédentes  par  l'intermédiaire  des  poten- 
tiels gravifiques  gap.  Si  l'on  s'en  tient  à  cette  partie  du  second 
membre  précédent,  on  rencontre  une  contradiction  déjà  signalée 
dans  le  gros  travail  de  l'an  dernier.  La  force  totale  généralisée, 
comme  dans  tout  problème  gravifique,  doit  être  nulle,  ce  qui 
entraîne  des  équations  de  la  forme 


p* 


? 


dont  la  compatibilité  n'est  assurée,  en  général,  que  par  la  nullité 
du  déterminant  des  Ml,,  alors  que  cette  nullité,  toujours  en  général, 
n'a  pas  lieu  identiquement.  M.  De  Donder  avait  déjà  indiqué 
plusieurs  manières  de  tourner  la  difficulté,  mais  aucune  n'avait  le 
Bull,  des  Sciences  mal  hem.,  2'  série,  l.  XL  VU*.  (Mars  iy2o.)  - 
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caractère  définitif  de  celle  qui  consiste  à  compléter  le  second 
membre  de  (i)  par  le  terme  en  i^o-  W. 

VY  est  identiquement  égal  à  i  de  par  la  structure  de  la  forme 
quadratique  fondamentale,  ?  est  le  densité  de  l'électricité  et  Ç.  se 
révèle  bientôt,  en  conservant  les  équations  de  Maxwell-Lorentz, 
comme  un  invariant  du  mouvement  électrique.  Cette  simplicité  des 
facteurs  du  nouveau  terme  suffirait  déjà  à  justifier  son  introduc- 
tion. Mais  ce  n'est  pas  tout. 

Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  le  plus  beau  titre  de  gloire  des 
théories  einsteiniennes  est  de  constituer  une  Mécanique  qui  peut 
être  à  la  fois  électromagnétique  et  massique.  Si,  notamment  pour 
le  champ  massique  incohérent,  on  retrouve  facilement  les  géodé- 
siques  et  les  équations  mécaniques  classiques,  il  a  fallu  plus  de 
pénétration  pour  retrouver  chose  analogue  en  électromagnétisme. 
Or  il  se  produit  précisément  un  fait  de  ce  genre  en  partant  de  la 
fonction  A  définie  en  (i).  La  combinaison  W — log.^2  satisfait  à 
une  équation  du  type  lagrangien. 

Tous  ces  résultats,  relatifs  à  l'espace-temps,  se  séparent  aisé- 
ment dans  l'espace  et  le  temps;  ils  donnent  notamment  les  équa- 
tions du  mouvement  d'un  électron  en  variables  lagrangiennes  et 
hamiltoniennes. 

Le  Complément  II  étend  au  champ  matériel  les  considérations 
précédentes. 

L'équation  (i)  conserve  la  même  forme,  mais  W  devient  un  We 
particulier  au  mouvement  de  l'électricité  cependant  qu'il  faut 
ajouter  un  terme  <x  W,„  particulier  aux   mouvements  massiques. 

Il  y  a  là  une  véritable  électrodynamique  des  corps  en  mouve- 
ment où  sont  conservées  les  équations  de  Maxwell-Lorentz  et  les 
invariances  précédentes  ou,  pour  mieux  dire,  les  formes  de  ces 
invariances  à  des  termes  massiques  près. 

Si  masse  et  électricité  sont  animées  des  mêmes  mouvements, 
on  retrouve  une  dynamique  des  électrons,  à  forme  hamiltonienne, 
comparable  à  celle  de  l'électron  purement  électrique. 

Le  Complément  III  a  trait  à  des  «  catastrophes  »  (Hadamard, 
Einstein,  Schwarzschild)  qui,  espérons-le,  resteront  toujours  du 
domaine  analytique  car,  à  côté  d'elles,  les  catastrophes  géologiques 
pourraient  passer  pour  choses  insignifiantes.  Ici  elles  menacent 
l'existence  même  du  ds2,  c'est-à-dire  de  tout  un  espace-temps;  une 
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condensation,  un  apport  de  masses  dans  un  champ  massique 
peuvent  mettre  son  ds2  dans  un  cas  singulier.  Après  tout  qui  sait 
s'il  n'y  a  pas  là  tout  au  moins  une  indication  sur  la  nature  de  cer- 
tains accidents  stellaires  et,  pour  qui  ne  voudrait  pas  croire  à  ces 
accidents,  il  y  aurait  alors  une  raison  de  penser  que  certaines  varia- 
tions massiques  sonl  interdites  dans  l'Univers.  Là  encore  on  a 
l'exemple  d'une  question  qui  semble  devoir  aboutir  à  de  prodi- 
gieuses intuitions. 

Le  Complément  IV  se  rattache  aux  champs  massiques  à  symé- 
trie  sphérique. 

M.  Marcel  Brillouin  a  généralisé  le  problème  de  Schwarzschild 
en  considérant  une  sphère  à  densité  variable.  M.  De  Donder  a 
perfectionné  la  question  de  la  continuité  des  potentiels  einstei- 
niens  à  la  surface  de  cette  sphère.  De  plus,  le  cas  de  la  densité 
variable  a  permis  de  reconnaître  que  les  variables  R  et  r'  des  pro- 
blèmes extérieur  et  intérieur  sont  liées  par  une  relation  qui, 
(juoique  présentée  sous  une  forme  intégrale,  n'en  est  pas  moins 
d'une  simplicité  et  d'une  symétrie  remarquables. 

Le  Complément  V  a  trait  à  l'électron  purement  électrique.  La 
théorie  d'un  tel  électron  rappelle  celle  de  la  couche  sphérique 
newtonienne;  à  l'intérieur,  rien  d'autre  que  le  très  simple  champ  de 
Minkowski;  à  l'extérieur,  le  ds2  se  complique  de  certains  facteurs 
qui  lui  donnent  un  aspect  assez  analogue  à  celui  du  ds2  extérieur 
à  la  sphère  massique. 

Enfin  le  Complément  VI  revient  sur  les  étalons  de  longueur  et 
de  temps  de  la  Relativité  restreinte.  En  revenant  à  la  transfor- 
mation de  Lorentz,  il  est  loisible  d'imaginer  deux  observateurs  qui 
s'accuseraient  réciproquement  d'avoir  l'étalon  de  longueur  le  plus 
petit  ou  l'étalon  de  temps  le  plus  grand.  Cela  n'a  rien  qui  choque  la 
logique,  pas  plus  que  le  fait  pour  deux  observateurs  quelque  peu 
éloignés,  qui  se  regarderaient  dans  l'espace  ordinaire,  de  croire, 
chacun  pour  leur  compte,  que  le  personnage  observé  semble  le 
plus  petit. 

Après  ces  paragraphes,  rédigés  de  manière  concise,  il  est  permis 
de  dire  encore  combien  l'exposition  de  M.  De  Donder  soulèvera 
de  problèmes  aux  développements  féconds.  Ce  sont  toujours  les 
méthodes  ordinaires  de  l'Analyse  qui  entrent  en  jeu;  elles  con- 
cordent, dans  leurs  résultais,  avec  toul  ce  que  l'on  peut  tirer  des 
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divers  procédés  de  calcul  symbolique.  N'oublions  pas  non  plus 
que  le  savant  professeur  de  l'Université  de  Bruxelles  nous  donne 
le  premier  grand  ouvrage  einsteinien  rédigé  en  français  et  que  la 
chaire  où  il  enseigne  est  un  foyer  de  clartés,  des  plus  originales, 
inspirant  les  travaux  de  nombreux  élèves. 

A.  Buhl. 


RÉVEILLE   (J.).  —  Dynamique  des  solides;    gyroscopes. 
Paris  J.-B.  Baillière,  1923. 

L'ensemble  de  travaux,  constituant  une  Encyclopédie  de  mé- 
canique appliquée  doit  comprendre  tout  d'abord  l' Exposition 
des  principes  généraux  de  la  mécanique  admis  dans  la  science 
actuelle.  Il  faut  ensuite,  avant  d'attaquer  les  applications  qui  font 
l'objet  de  l'encyclopédie,  s'arrêter  quelque  temps  sur  l'étude 
aussi  concrète  que  possible  du  mouvement  des  corps  solides,  qui 
joue  un  rôle  fondamental  dans  ces  applications.  Telle  est  la  raison 
d'être  et  tel  est  l'objet  de  l'ouvrage  qui  vient  de  paraître  sur  la 
dynamique  des  solides  (Dynamique  des  solides;  Gyroscopes,  par 
M.  J.  Réveille). 

L'introduction  résume  en  une  cinquantaine  de  pages  les  no- 
tions essentielles  de  la  Dynamique,  telles  qu'elles  figurent  dans 
les  ouvrages  classiques.  Mais  on  voit,  par  certaines  indications 
placées  à  côté  de  questions  bien  connues,  que  l'auteur  s'est  donné 
la  peine  (et  peut-être  le  plaisir)  de  remonter  aux  sources. 
C'est  ainsi  qu'il  nous  donne  l'énoncé  et  même  l'esprit  de  la  dé- 
monstration du  principe  de  d'Alembert,  tel  que  ce  géomètre  les 
a  produits  dans  sa  Dynamique  en  1743.  D'Alembert  n'y  parle  pas 
des  forces  d'inertie;  les  accélérations  même  n'y  paraissent  que 
sous  le  nom  de  mouvements  imprimés  aux  corps  et  l'on  sait  que 
dans  le  vocabulaire  de  la  Mécanique  du  xvme  siècle,  le  mot  corps 
signifie  souvent  point  matériel.  Quoi  qu'il  en  soit,  ce  principe  de 
d'Alembert  opéra  dans  la  Mécanique  une  véritable  révolution, 
comme  l'indique  Lagrange  dans  le  bel  historique  qu'il  expose  au 
deuxième  volume  de  sa  Mécanique  analytique.  Les  démonstra- 
tions actuelles  introduisent  les  forces  d'inertie  en  qualité  de  forces 
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fictives.  I  >r  les  ingénieurs  savent  bien  quels  effets  réels  ont  ces 
forces  ri  combien  il  sérail  imprudent  d'admettre  qu'elles  n'ont 
qu'une  existence  de  fiction.  Mlles  existent  et  sont  appliquées,  non 
aux  points  matériels  en  mouvement,  mais  aux  liaisons,  aux  liens 
qui  les  plient  à  ces  mouvements.  Dans  un  solide  ce  lien  est  la 
cohésion  des  molécules.  Mais  ceci  ne  devait  être  indiqué  qu'en 
passant,  car  il  n'y  avait  pas  à  traiter  dans  cet  ouvrage  les  ques- 
tions de  résistance  et  d'effort  intérieur  qui  sont  liées  aux  effets 
de  l'inertie  dans  les  solides  en  mouvement. 

On  voit  encore  dans  cette  introduction  que  la  priorité  de  la 
découverte  de  l'ellipsoïde  d'inertie  semble,  d'après  le  témoignage 
de  Saint-Guilhem  dans  une  brochure  de  1837,  appartenir  à 
Gauehy.  C'est  ce  qui  avait  déjà  été  signalé  par  Bour.  Cauchy 
avait  vu  là  simplement  une  manière  de  figurer  la  distribution 
des  moments  d'inertie.  C'est  Poinsot  qui  retrouva  l'ellipsoïde 
d'inertie  par  une  conception  autrement  féconde,  en  montrant 
qu'il  donne  une  représentation  géométrique  simple  et  élégante  de 
la  relation  qui  existe  entre  le  plan  d'un  couple  d'impulsion  et  la 
rotation  qui  en  résulte. 

Après  l'introduction,  l'auteur  entre  dans  le  sujet  propre  de 
l'ouvrage,  distribuant  son  travail  en  six  chapitres,  dont  le 
premier  est  consacré  au  mouvement  d'un  solide  autour  d'un  axe 
fixe,  le  deuxième  au  mouvement  d'un  solide  parallèlement  à  un 
plan  fixe,  le  troisième  au  mouvement  autour  d'un  point  fixe,  le 
quatrième  au  mouvement  d'un  solide  libre,  le  cinquième  au  mou- 
vement d'un  solide  pesant  s'appuyant  sur  un  plan  horizontal  fixe. 
Enfin  un  sixième  chapitre  traite  des  applications  des  propriétés 
gyroscopiques. 

On  peut  imaginer  un  plan  plus  logique,  par  exemple  celui  qui 
serait  uniquement  fondé  sur  le  nombre  des  paramètres  indépen- 
dants. Mais  ce  plan  aurait  peu  modifié  la  distribution  des 
matières  et  la  division  de  l'ouvrage.  En  somme,  telles  qu'elles 
sont  disposées,  les  diverses  questions  se  trouvent  groupées 
de  façon  satisfaisante. 

Il  faut  remarquer  qu'il  eût  été  aussi  de  bonne  logique  de  ras- 
sembler au  début  de  ces  chapitres  et  peut-être  même  de  joindre  à 
l'introduction  toutes  les  considérations  générales  relatives  au 
frottement  ;  mais,  comme  dans  toutes  les  questions  ultérieurement 
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traitées,  le  frottement  se  présente  uniquement  sous  sa  forme 
classique  et  que  de  plus  longs  développements  sur  cette  partie  de 
la  mécanique  où  des  vues  nouvelles  ont  été  produites,  très  inté- 
ressants sans  doute  par  eux-mêmes,  n'auraient  pas  trouvé  d'appli- 
cation dans  la  suite  de  l'ouvrage,  ces  questions  mil  élé  reportées 
au  début  du  Chapitre   II. 

Le  Chapitre  I  expose  par  les  méthodes  usuelles  le  mouve- 
ment d'un  solide  qui  a  un  axe  fixe  et  qui  est  soumis  à  un  système 
quelconque  de  forces.  On  sait  quel  est  l'intérêt  pratique  que  pré- 
sente l'étude  des  réactions  de  l'axe,  pour  l'équilibrage  des  masses 
tournantes.  Le  cas  des  meules  de  moulin  est  classique.  L'équili- 
brage des  grandes  masses  à  rotation  rapide  a  conduit  à  la  consi- 
dération des  balourds,  particulièrement  pour  les  roues  de  loco- 
motive. L'auteur  démontre  cette  propriété,  établie  pour  simplifier 
le  problème  de  l'équilibrage,  que  l'on  peut  toujours,  quand  l'axe 
est  rigide,  arriver  à  un  équilibrage  parfait  au  moyen  de  deux 
masses  additionnelles  placées  dans  deux  plans  arbitraires  perpen- 
diculaires à  l'axe  de  rotation. 

Mais  avec  les  vitesses  de  rotation  que  présentent  les  disques 
des  turbines  à  action,  comme  les  turbines  Laval,  la  bonne  marche 
de  la  masse  tournante  ne  peut  être  obtenue  que  par  un  équili- 
brage fait  avec  une  précision  pratiquement  impossible  à  atteindre. 
La  difficulté  a  été  tournée  par  la  disposition  de  l'arbre  flexible  qui 
permet  au  plan  moyen  du  disque  de  prendre  une  orientation 
stable  et  qui  oppose  son  élasticité  à  l'effort  centrifuge  provenant 
de  l'erreur  de  centrage.  Ici  se  présente  la  notion  des  vitesses  cri- 
tiques; et,  de  plus,  les  effets  gyroscopiques  commencent  à  appa- 
raître par  la  tendance  de  l'arbre  à  garder  une  orientation  fixe 
quand  ses  supports  se  déplacent,  comme  cela  a  lieu  pour  les  tur- 
bines actionnant  les  dynamos  à  bord  des  navires.  Il  en  résulte 
pour  l'arbre  une  fatigue  proportionnelle  à  la  vitesse  de  rotation 
du  disque  et  à  la  vitesse  angulaire  du  changement  d'orientation 
de  l'arbre.  C'est  ce  que  l'auteur  aurait  certainement  montré  s'il 
avait  repris  cette  question  dans  la  partie  de  son  ouvrage  qui 
traite  des  effets  gyroscopiques. 

Le  pendule  composé  est  traité  par  la  méthode  ordinaire,  com- 
plétée par  le  calcul  des  réactions  de  l'axe.  Le  frottement  est 
introduit  dans  une  question  très  voisine,  celle  du  mouvement  de 
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l'aiguille  d'inclinaison  dans  le  plan  du  méridien  magnétique.  Le 
mouvement  d  un  solide,  parallèlement  à  un  plan  iixe,  fait  l'objet 
du  chapitre  suivant.  On  y  voit  traités  les  mouvements  bien  connus 
d'un  disque  centré  sur  une  droite,  avec  glissement  ou  roulement. 
L'appareil  Desdouits,  imaginé  pour  donner  à  chaque  instant  la 
mesure  de  l'accélération  d'un  train,  fournit  le  seul  exemple  d'une 
application  pratique  des  mouvements  étudiés  dans  ce    chapitre. 

Le  problème  d'un  disque  vertical  se  mouvant  avec  frottement 
en  contact  avec  un  disque  vertical  Iixe  ne  se  rattache  pas  à  une 
question  d'application  pratique;  mais  il  sert  à  faire  bien  com- 
prendre la  méthode  générale  et  les  changements  de  phase  dans  le 
mouvement.  L'énoncé  en  est  emprunté  aux  Concours  d'Agrégation; 
on  en  trouvera  d'autres  dans  le  cours  de  l'ouvrage.  Je  ne  pense 
pas  qu'on  puisse  faire  un  reproche  à  l'auteur  de  les  avoir  intro- 
duits dans  un  volume  où  la  mécanique  est  envisagée  dans  son  aspect 
tourné  vers  la  pratique.  Ces  énoncés  choisis  avec  soin  par  des 
géomètres  éminents  peuvent  être  très  utiles  à  ceux  qui  veulent 
se  rendre  maîtres  dés  méthodes  que  la  mécanique  applique  à  cer- 
taines questions,  aux  pratiques  comme  aux  autres  et  provoquent 
souvent  devant  certaines  difïicultés  de  profitables  réflexions. 

Le  Chapitre  III  nous  conduit  au  mouvement  d'un  solide  autour 
d'un  point  fixe,  c'est-à-dire  à  un  domaine  si  bien  exploré  de  la 
mécanique  classique,  qu'il  est  difficile  d'innover,  même  dans  l'expo- 
sition. Signalons  seulement  en  passant  une  propriété  qui  semble 
avoir  été  peu  remarquée,  bien  qu'elle  résulte  immédiatement  des 
formules  connues  dans  le  mouvement  de  Poinsot  :  c'est  que  dans 
le  cas  où  la  polhodie  dégénère  en  une  ellipse  et  l'herpolhodie  en 
une  double  spirale,  le  rayon  vecteur  de  l'herpolhodie  tourne  avec 
une  vitesse  angulaire  constante.  L'auteur  donne  une  démonstra- 
tion directe  très  simple  de  cette  propriété  d'où  résulte  la  forme 
en  spirale  de  l'herpolhodie. 

Entre  l'étude  du  mouvement  de  Poinsot  et  celle  du  mouve- 
ment d'un  solide  pesant  se  trouvent  insérées  quelques  pages 
relatives  à  l'effet  de  percussions  appliquées  à  un  solide  qui  a  un 
point  iixe;  et,  d'après  l'auteur,  c'était  là  leur  place.  Car  c'est 
justement  cette  question  qui  a  amené  Poinsot  à  imaginer 
l'ellipsoïde  d'inertie  et  à  s'en  servir  pour  sa  remarquable  repré- 
sentation du  mouvement.  En  effet,  dit  l'auteur,   Poinsot  appelle 
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force  d'un  point  en  mouvement  ce  que  nous  appelons  quantité  de 
mouvement  et,  considérant  un  solide  immobile  qui  a  un  point 
fixe,  il  suppose  que  tout  à  coup  chaque  molécule  de  masse  m 
est  animée  d'une  vitesse  u  compatible  avec  le  mouvement 
d'ensemble  du  solide.  Il  réduit  le  système  de  vecteurs  ainsi  conçu 
à  ses  éléments,  résultante  générale  et  couple  résultant,  et  il 
mou  Ire  que  la  rotation  correspondante  est  le  diamètre  conjugué 
du  plan  du  couple.  Il  raisonne  donc  sur  ce  que  nous  appelons 
maintenant  des  quantités  de  mouvement  et  des  percussions. 

Passant  au  cas  général  du  solide  pesant  qui  a  un  point  fixe, 
l'auteur  l'étudié  dans  le  cas  des  petits  mouvements  et  montre 
qu'il  se  réduit,  comme  l'a  établi  M.  Lecornu,  à  la  superposition 
de  trois  mouvements  dont  deux  sont  oscillatoires,  le  troisième 
étant  une  rotation  uniforme  très  lente  autour  de  la  verticale  du 
centre  de  gravité. 

Le  Chapitre  IV  consacré  au  mouvement  d'un  solide  libre  con- 
tient une  partie  importante  inédite.  C'est  l'exposé  et  le  résumé 
d'une  étude  qui  a  été  faite  à  Gavres  pendant  la  guerre  par 
M.  Esclangon,  professeur  à  la  Faculté  de  Bordeaux,  actuellement 
directeur  de  l'Observatoire  de  Strasbourg.  Les  exigences  de  la 
balistique,  dans  la  dernière  guerre,  ont  conduit  à  serrer  d'aussi 
près  que  possible  l'action  de  l'air  sur  les  projectiles  et  à  ne  plus 
négliger  le  frottement  produit  par  la  rotation  du  projectile 
au  contact  de  l'air.  Il  semble  bien  que  ce  frottement  seul  peut 
expliquer  certains  faits  que  l'expérience  signale,  par  exemple 
ce  ronflement  périodique  que  l'on  entend  souvent  au  départ, 
qui  paraît  dû  à  un  mouvement  de  nutation  accentué,  lequel 
s'atténue  et  disparaît  pour  faire  place  à  une  sorte  de  sifflement 
régulier.  En  effet,  la  résistance  de  l'air  à  la  translation  du  pro- 
jectile se  réduisant  à  une  résultante  passant  par  l'axe,  ne  pour- 
rait avoir  pour  effet  de  supprimer  la  nutation  au  départ. 

Le  mouvement  du  projectile  autour  de  son  centre  de  gravité,  sou- 
mis dans  ces  conditions  à  l'analyse,  se  présente  comme  s' ordonnant 
autour  d'une  droite  passant  par  ce  centre,  dont  la  direction  change 
d'une  manière  continue,  et  que  M.  Esclangon  appelle  axe  d'équi- 
libre dynamique.  L'écart  entre  cet  axe  et  l'axe  du  projectile  est 
mesuré  par  une  série  qui  n'est  convergente  que  quand  un  certain 
coefficient  d: amortissement  est  négatif.  Dès  lors,  il  est  bien  certain 
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([m-  les  projectiles  ù  coefficient  d'amortissement  positif  sont  à 
rejeter,  puisque  l'écarl  augmente  et  que  la  nutation  au  départ 
s'accentue  au  lieu  de  s'atténuer.  Ce  coefficient  dépendant  de  la 
forme  et  de  la  nature  de  la  surface  extérieure  du  projectile,  on 
conçoit  qu'il  puisse  eu  résulter  une  méthode  permettant  de  séparer 
lr<;  mauvais  projectiles  des  bons. 

Après  une  application  «les  méthodes  de  la  dynamique  à  l'étude 
de  la  précession  des  équinoxes,  l'auteur  aborde  la  question  de  l'effet 
des  percussions  sur  un  corps  libre,  du  choc  de  deux  solides,  en 
l'absence  de  frottement,  avec  l'introduction  du  paramètre  de  per- 
cussion, et  enfin  l'application  de  ces  principes  au  battage  des  pieux 
de  fondation.  Quelques  pages  seulement  sont  consacrées  au  choc 
avec  frottement  plutôt  pour  montrer  la  difficulté  de  la  question 
que  pour  la  résoudre. 

C'est  dans  le  chapitre  suivant  que  nous  arrivons  au  mouve- 
ment d'un  solide  pesant  s'appuyant  sur  un  plan  horizontal  fixe. 
Après  les  généralités  d'introduction,  viennent  les  applications 
classiques  à  la  toupie,  sans  frottement,  et  en  cas  de  frottement  à 
la  sphère  homogène.  Signalons  en  passant  cette  remarque  de  l'auteur 
sur  le  mouvement  de  la  sphère  dans  la  phase  finale  du  roulement  ; 
c'est  que  ce  mouvement  se  ramène  au  roulement,  avec  vitesse 
constante,  d'un  cylindre  de  révolution  sur  un  plan  qui  n'est  pas 
horizontal. 

Avec  le  roulement  et  le  pivotement  qui  se  présentent  dans  le 
mouvement  du  cerceau,  nous  rencontrons  les  liaisons  non  holo- 
nomes,  c'est-à-dire,  comme  on  sait,  les  liaisons  qui  ne  peuvent  se 
traduire  que  par  des  équations  différentielles  entre  les  coordonnées 
et  le  temps.  On  sait  à  quelles  erreurs  peuvent  conduire  les  équa- 
tions de  Lagrange  appliquées  sans  discernement  suffisant  aux 
mouvements  donnés  à  de  telles  liaisons.  C'est  ce  que  l'auteur  s'est 
efforcé  de  mettre  en  évidence  sur  un  exemple  emprunté  au  Cours 
de  Mécanique  de  V Ecole  Polytechnique  de  M.  Lecornu.  Vient  ensuite 
la  méthode  qu'a  donnée  M.  Appell,  sous  le  nom  de  forme  générale 
des  équations  du  mouvement  convenant  à  tous  les  systèmes  holonomes 
ou  non  holonomes  ;  l'auteur  suit  ce  guide  de  près  et  lui  emprunte 
l'application  qui  est  faite  au  mouvement  du  cerceau. 

Pour  l'étude  du  mouvement  de  la  bicyclette,  les  méthodes  et 
les  principaux  résultats    sont    empruntés    au    traité   bien   connu 
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de  C.  Bourlet.  particulièrement  en  ce  qui  concerne  l'équilibre  de 
la  marche  en  ligne  droite,  le  rétablissement  et  le  redressement 
par  le  guidon  et  enfin  le  virage  tant  horizontal  qu'incliné. 

Enfin  le  dernier  chapitre  est  tout  entier  occupé  par  les  appli- 
cations des  propriétés  gyroscopiques. 

Personne  n'ignore  que  c'est  Foucault  qui  a  introduit  le  gyros- 
cope dans  le  domaine  des  réalisations  pratiques.  Foucault  n'était 
pas  géomètre.  Ses  expériences  et  ses  inventions  procèdent  d'un 
sens  mécanique  ou  mieux  d'un  instinct  mécanique  très  sûr  et 
très  exercé.  Rien  n'est  plus  curieux  que  la  manière  dont  il 
explique,  dans  sa  correspondance,  la  conception  de  sa  célèbre 
expérience  du  pendule  et  de  la  loi  de  la  rotation  relative  du  plan 
du  pendule.  Je  pose  effrontément  ce  principe,  écrit-il.  ...,  ce  prin- 
cipe est  que,  hors  du  pôle,  le  plan  d'oscillation  du  pendule,  puisqu'il 
ne  peut  pas  rester  invariable  dans  l'espace,  doit  tourner  le  moins 
possible,  et  là-dessus  il  édifie  une  sorte  de  démonstration  qui  ne 
vaut  d'ailleurs  que  pour  le  moment  où  le  plan  d'oscillation,  pri- 
mitivement dans  le  méridien,  commence  de  s'en  écarter.  Il  a  posé 
de  la  même  manière  le  principe  de  la  tendance  au  parallélisme,  que 
la  mécanique  explique  en  mesurant  les  limites  de  son  exactitude. 
C'est  alors  qu'il  a  réalisé  son  gyroscope  et  montré  l'analogie  avec 
l'aiguille  aimantée  d'inclinaison  et  de  déclinaison.  La  pensée  devait 
venir  dès  lors  qu'il  y  avait  là  an  moyen  de  suppléer  le  compas 
magnétique.  Justement,  à  cet  le  époque,  on  se  préoccupait  des 
troubles  apportés  au  compas  par  les  masses  de  fer,  de  jour  en  jour 
plus  importantes,  qui  entraient  dans  la  construction  des  navires. 
Mais  l'installation  du  gyroscope  de  Foucault  comme  aiguille  de 
déclinaison  présentait  deux  difficultés  qui  ont  arrêté  les  inventeurs  : 
celle  d'assurer  l'horizontalité  constante  du  cercle  horizontal  du 
gyroscope  et  l'impossibilité  d'entretenir  le  mouvement  du  gyros- 
cope sans  déranger  son  orientation.  On  conserva  donc  le  compas 
magnétique  que  l'on  parvint  à  compenser;  c'est  ainsi  que  le 
compas  Thomson  a  remplacé  partout  l'ancienne  boussole.  Mais 
quand  il  fallut  installer  un  compas  dans  le  blockhaus,  réduit  étroit 
et  blindé,  et  surtout  dans  les  sous-marins,  on  se  retourna  vers  le 
gyroscope. 

La  découverte  des  champs  tournants  résolut  le  problème  de 
l'entretien  du  mouvement.  D'autre  part,  au  lieu  de  suspendre  le 
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gyroscope  par  son  centre  de  gravité,  on  adopta  une  sorte  de  pen- 
dule gyroscopique.  C'est  au  mouvement  de  ce  pendule  que  l'auteur 
applique  les  méthodes  e1  les  équations  de  la  dynamique,  en  admet- 
huit  cette  simplification  (que  l'expérience  légitime),  que  le  plan 
passani  par  l'axe  de  la  tige  de  suspension  H  l'axe  du  gyroscope 
reste  à  peu  près  vertical.  L'analyse  montre  que  l'axe  du  gyroscope 
est  animé  de  deux  mouvements  périodiques  :  l'un  dit  de  précession 
qui  se  fait  de  part  et  d'autre  du  plan  méridien,  l'autre  dit  :  de  nuta- 
tion  au-dessus  et  au-dessous  de  l'horizon;  et  les  dispositions  des  com- 
pas en  usage  tendent  à  amortir  ces  deux  mouvements.  On  y  parvient 
dans  le  compas  Anschiitz  par  un  volet  obturateur  qui  prend  une 
position  dissymétrique  tant  que  l'appareil  n'est  pas  en  équilibre 
et  dans  le  compas  Sperry  par  l'action  d'un  contrepoids  en  forme 
de  croissant.  Les  deux  compas  diffèrent  aussi  par  leur  mode  de 
suspension  et  par  la  commande  de  la  rose  des  vents.  L'auteur 
entre  dans  les  détails  de  réalisation  de  ces  deux  ingénieux  appa- 
reils; pour  la  théorie,  il  est  regrettable  que  l'auteur  n'ait  pu  avoir 
à  temps  connaissance  des  méthodes  et  des  résultats  exposés  dans 
la  remarquable  thèse  de  M.  Béghin. 

Remarquons  que  si  le  magnétisme  du  bord  n'apporte  aucun 
trouble  au  fonctionnement  de  ces  compas,  ils  sont  sensibles  à 
d'autres  influences  d'origine  mécanique.  Le  navire,  par  le  seul  fait 
qu'il  se  déplace  sur  la  surface  courbe  de  la  Terre,  tend  à  incliner 
l'axe  du  gyroscope  suivant  le  changement  en  latitude;  il  en  résulte, 
par  suite  de  la  tendance  au  parallélisme,  un  écart  de  l'axe  en  dehors 
du  méridien,  autrement  dit  une  déviation  du  compas.  De  même  si 
la  vitesse  augmente  rapidement,  le  compas  est  soumis  à  une  accé- 
lération qui  se  traduit  par  une  déviation  du  même  genre.  Enfin  le 
roulis,  le  changement  d'orientation  du  navire  dans  les  évolutions 
et  les  girations,  apportent  de  nouveaux  troubles  aux  indications 
du  compas  et  l'on  voit  ainsi  que  les  compas  gyroscopiques  doivent 
être  surveillés  de  près  et  contrôlés  comme  les  compas  magnétiques 

Dans  la  direction  des  torpilles  (appareil  Obry),  l'auteur  nous 
ramène  au  gyroscope  de  Foucault;  c'est  un  doigt  fixé  au  cercle 
vertical  qui  commande  le  gouvernail,  en  agissant  sur  le  tiroir  d'une 
petite  machine  à  air  comprimé.  On  comprend  combien  la  trans- 
mission doit  être  délicate,  car  si  elle  exigeait  un  effort  appréciable 
de  la  part  du  cercle  vertical,  ce  cercle  ressentirait  une  réaction 
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égale  dont  l'effet  serait  de  changer  l'orientation  de  l'axe  du  gyros- 
cope et  par  conséquent  de  changer  la  ligne  de  direction. 

Ce  n'est  plus  l'effet  gyroscopique  qui  entre  en  jeu  quand  il 
s'agit  de  l'appareil  qui  réalise  à  bord  l'horizon  nécessaire  aux 
observations  et  qui  manque  souvent  la  nuit  et  par  temps  de 
brume.  Il  faut  se  reporter  au  mouvement  de  la  toupie.  Il  est  inté-  ' 
ressaut  de  lire  par  quelles  dispositions  ingénieuses  l'amiral  Fleuriais 
a  adapté  sa  toupie  au  sextant,  et  comment  il  a  réalisé  l'horizon 
dans  la  lunette  par  l'emploi  d  un  collimateur  qui  tourne  avec  la 
toupie.  Là  aussi  des  corrections  sont  nécessaires  pour  tenir  compte 
du  frottement  et  de  la  rotation  de  la  Terré.  Une  autre  adaptation 
de  la  toupie  au  sextant,  pour  les  observations  de  navigation 
aérienne,  a  été  réalisée  par  M.  Le  Prieur  qui  a  repris  l'idée  émise  par 
l'inventeur  Serson  au  xvme  siècle,  d'une  glace  réfléchissante  placée 
horizontalement  à  la  partie  supérieure  de  la  toupie. 

Dans  les  appareils  gyroscopiques  que  nous  avons  passés  en 
revue  à  la  suite  de  l'auteur,  le  gyroscope  n'a  servi  qu'à  indiquer 
une  direction  par  la  fixité  de  son  orientation  ;  dans  les  applica- 
tions suivantes,  il  agit  par  sa  force  vive  pour  assurer  la  stabilité 
de  l'appareil  qui  le  supporte.  Tel  est  d'abord  le  monorail  Brennau 
dont  l'auteur  expose  la  théorie,  où  un  système  de  deux  forces 
symétriques  permet,  grâce  aux  réactions  exercées  par  leurs  axes, 
à  un  wagon  de  rouler  sur  un  rail  unique. 

La  maison  Sperry  construit  des  gyroscopes  d'une  grande  masse 
animés  d'une  grande  vitesse  de  rotation  et  disposant  par  consé- 
quent d'un'e  énorme  force  vive.  L'auteur  nous  les  montre  destinés 
à  supprimer  le  roulis  sur  les  navires  en  eau  agitée  et,  d'après  des 
expériences  faites  sur  des  navires  d'un  tonnage  important,  y  ayant 
bien  réussi.  Mais  c'est  grâce  à  une  disposition  inspirée  par  une  vue 
très  ingénieuse,  qui  arrête  le  roulis  au  moment  même  où  il  tend  à 
naître,  de  sorte  que  l'appareil  n'est  jamais  aux  prises  avec  des 
mouvements  d'une  amplitude  telle  qu'il  serait  impossible  d'en 
aborder  la  force  vive. 

Le  gyroscope  n'a  pas  dit  son  dernier  mot  dans  cette  fonction 
importante  d'assurer  la  stabilité,  surtout  pour  les  appareils  de 
navigation  aérienne.  Il  y  a  là  un  chapitre  qui  reste  ouvert.  Mais 
on  peut  voir  quel  intérêt  présente  dès  à  présent  l'étude  des  mouve- 
ments gyroscopiques  et  de  leurs  applications;  il  justifierait  à  lui 
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seul  la  publication  du  volume  que  nous  analysons.  Et  les  déve- 
loppements théoriques  qui  les  accompagnent  el  les  précèdent  ne 
seront  pas  sans  présenter  quelque  utilité  aux  ingénieurs  que  ne 
rebutent  pas  les  études  et  les  démonstrations  de  Mécanique 
analytique.  L.  L. 


BURALI  FORTI  (C.)  e  MARCOLONGO  (R.).  —  Elementi  di  calcolo 
\  F.TToiuAi.i:.  -.'e  edizione,  riordinata  e  ampliata.  Un  volume  de 
xx-3'10  pages.  Bologne,  Nicola  Zanichejli. 

L'analyse  de  l'Ouvrage  de  MM.  Burali  Forti  et  Marcolongo  a 
déjà  été  faite  dans  ee  Bulletin  (1)  par  J.  Tannery,  sur  la  traduction 
française  de  la  première  édition.  Depuis  que  cette  analyse  a  paru, 
le  calcul  vectoriel  a  quelque  peu  pénétré  chez  nous  dans  l'enseigne- 
ment. Tannery  disait  :  «  il  n'y  a  guère  d'étudiant  ayant  suivi  dans 
nos  Universités  les  cours  d'Analyse  et  de  Mécanique  rationnelle 
qui  ne  sache  (sans  s'en  douter)  ce  que  sont  un  produit  scalaire  et 
un  produit  vectoriel,  le  gradient  d'une  fonction  de  points,  le 
tourbillon  ou  la  divergence  d'un  vecteur  fonction  de  point  et 
même,  au  moins  dans  certains  cas.  l'opération  nahla;  qui  ne  sache 
aussi  les  propositions  fondamentales  concernant  ces  objets;  mais, 
le  plus  souvent,  il  ignore  qu'il  sait  tout  cela,  parce  qu'on  n'a  pas 
prononcé  devant  lui  les  noms  que  je  viens  de  rappeler,  qu'on  ne 
lui  a  pas  parlé  de  notations,  qu'on  a  négligé  quelques  rapproche- 
ments désirables  ».  Or  maintenant  la  situation  a  changé,  l'étudiant 
français  n'ignore  plus  qu'il  sait  tout  cela;  toutes  ces(, notions  et 
dénominations  sont  devenues  classiques.  Et  même  certains  pro- 
fesseurs ne  craignent  pas,  dans  certains  cas,  d'écrire  des  équations 
vectorielles;  mais  ils  ne  le  font  guère  d'une  façon  systématique. 
Je  ne  discuterai  pas  ici  la  question  de  savoir  si  c'est  à  tort  ou  à 
raison.  Ce  qui  est  sûr,  c'est  que  l'étudiant  en  possession  des 
méthodes  françaises  n'aura  plus  que  peu  de  chose  à  faire  pour 
s'assimiler  les  méthodes  du  calcul  vectoriel.  Et  pour  cela  il  ne 
pourra  trouver  de  meilleur  guide  que  l'Ouvrage  de  MM.  Burali 

(')  2e  série,  t.  XXXIV',  1  <j  10,  1"  partie,  p.  2 13. 
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Forti  et  Marcolongo.  Cet  Ouvrage  est  extrêmement  clair  et  bien 
rédigé,  tellement  que  la  question  de  langue  elle  même  n'y  est 
guère  un  obstacle.  Avec  la  connaissance  de  quelques  mots  indis- 
pensables et  des  premiers  éléments  de  la  grammaire  italienne,  on 
peut  le  lire  à  livre  ouvert.  Espérons  d'ailleurs  qu'une  traduction 
française  ne  tardera  pas  à  paraître  (celle  de  la  première  édition  est 
épuisée). 

Nous  ne  referons  pas,  après  J.  Tannery,  l'analyse  des  matières 
contenues  dans  la  première  édition.  Nous  indiquerons  seulement 
les  additions  et  les  changements  (dont  quelques-uns  avaient  déjà 
trouvé  place  dans  la  traduction  française)  qui  y  ont  été  apportés. 
Les  auteurs  ont  ajouté  une  bibliographie;  quelques  nouvelles 
identités  vectorielles  intéressantes;  un  appendice  à  la  première 
partie  traitant  des  formes  de  seconde  et  troisième  espèce.  Ces 
formes  sont  destinées  à  introduire  dans  le  calcul  comme  éléments 
absolus  la  droite,  le  plan,  les  forces  appliquées  à  un  solide.  Par 
exemple,  la  condition  d'équilibre  d'un  système  de  forces  appliquées 
à  un  solide  s'exprime  par  l'annulation  d'une  forme  de  seconde 
espèce.  Dans  la  seconde  partie  de  l'Ouvrage,  réservée  aux  appli- 
cations, les  auteurs  ont  ajouté  :  les  asymptotes,  les  plans  asymp- 
totiques,  les  hélices,  les  lignes  de  courbure,  les  lignes  asympto- 
tiques,  les  lignes  géodésiques,  les  surfaces  réglées,  les  surfaces  de 
révolution,  les  surfaces  hélicoïdales,  les  aires  et  les  volumes. 

Les  changements  portent  principalement  sur  l'ordre  des  matières, 
ils  sont  destinés  à  simplifier  quelques  démonstrations.  La  diver- 
gence a  reçu  une  définition  nouvelle,  analogue  à  celle  du  gradient  et 
du  rotationnel  (tourbillon)  et  qui  met  en  évidence  sa  significa- 
tion physique. 

Souhaitons  à  cette  nouvelle  édition  le  succès  mérité  qui  a 
accueilli    la    précédente.  E.    Cahen. 


I5KAIIY  (Ed.).  —  Exercices  méthodiques  de  calcul  intégral.  Quatrième 
édition.  Paris,  Librairie  Gauthier- Villars,  1922. 

Il  est  impossible  de  trouver,  assez  vite,  une  primitive,  même 
simple,  si  l'on  n'a  pas  fait  un  grand  nombre  d'exercices.  Il  faut, 
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(I  abord,  retenir  un  certain  nombre  de  primitives  classiques,  sortes 
de  repères  géodésiques,  auxquels  on  s  accrochera  constamment. 
Chacun,  d'après  son  expérience,  choisit  ainsi  une  sorte  de  triangu- 
latidn  fondamentale,  prenant  plus  ou  moins  de  bases,  suivant 
qu'il  uiilise.  plus  <»u  moins,  sa  mémoire. 

A  l'étudiant  inexpérimenté,  il  faut  un  guide,  sinon  la  recherche 
des  primitives  semblera  un  jeu  de  hasard.  Telle  intégrale  paraît 
elïrayanle,  qui  se  transforme  aisément  en  une  autre,  classique; 
mais  il  faut  avoir  fait  beaucoup  de  transformations  variées,  pour 
tomber  sur  la  bonne,  sans  des  tâtonnements  interminables. 
M.  Brahy  pourra  être  pris  comme  guide,  pour  aider  dans  la  re- 
cherche des  artifices  normaux  d'intégration,  artifices  dans  lesquels, 
avec  de  l'expérience,  on  discerne  souvent  des  méthodes. 

Avec  l'expérience,  le  savoir,  la  réflexion,  on  prévoit,  et  l'on 
peut  éviter  bien  des  recherches  vaines. 

Marquons  le  ton  et  l'orientation  du  livre,  en  citant  quelques- 
uns  des  problèmes  résolus  : 

//./■  j"         dx  C  dx 
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Puis  nous  trouvons  la  quadrature  des  aires  planes,  pour  l'ellipse, 
la  spirale  d'Archimède,  la  lemniscate,  la  cissoïde  de  Dioclès,  la 
cyeloïde,  la  chaînette,  la  conchoïde  de  Nicomède,  le  limaçon  de 
Pascal,  le  folium  de  Descartes,  etc.  Vient  ensuite  la  rectification 
des  courbes  (on  remarquera,  page  118,  l'emploi  des  séries).  Puis, 
les  cubatures  et  les  aires  des  surfaces  courbes. 

Nous  arrivons  aux  équations  différentielles.  Il  y  a  celles  dont  la 
solution  crève  les  yeux,  et  les  cas  simples,  équations  homogènes, 
linéaires,  types  de  Lagrange  et  Clairaut.  On  trouvera  même 
l'équation  de  Pfafî  ultra-simple  : 

M  dx  -     \  dy-h  P  dz  =  o 
avec  la  condition 
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telle  qu  il  existe  une  solution  de  la  forme  /  (x,  y,  z)  =  const.  Bien 
entendu,  il  ne  faut  chercher  qu'une  simple  vérification. 

A  propos  des  équations  linéaires,  nous  rencontrons  la  méthode 
de  la  variation  des  constantes  (Lagrange),  terme  lapidaire,  ex- 
pressif et  qui  ne  peut  être  mal  interprété,  si  l'on  réfléchit  un  peu. 

Nous  trouvons  même  des  équations  différentielles  non  linéaires, 
d'ordre  n. 

Il  y  a  des  exercices  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre,  linéaires  ou  non,  sur  des  équations  linéaires  du  second 
ordre,  sur  l'emploi  des  séries. 

Par  exemple,  le  développement  en  série  de 


f> 


ou  encore  de  la  solution  des  équations 

.'■'■'  y     h  ■* y'  -+-  xy  =  o,  y     hti.'r"y=o. 

On  peut  dire  que  ces  exercices  forment  un  bloc  autonome  pour 
la  Quadrature.  Pour  les  équations  différentielles,  ils  se  suffisent 
encore,  parce  qu'il  n'y  a  guère  qu'un  effort  analogue  à  la  recherche 
d'une  primitive.  Quand  on  arrive  aux  équations  aux  dérivées  par- 
tielles, il  faut  s'appuyerj  en  même  temps,  sur  un  Cours,  il  faut  un 
courant  d'idées,  au  moins  intuitives,  pour  éclairer,  diriger  tous  ces 
calculs;  sinon,  on  s'embrouillera  ! 

Lorsqu'on  utilise  les  séries,  il  faut  se  rappeler  qu'une  série  ne 
tienl  pas  dans  le  creux  de  la  main,  comme  un  polynôme;  on  ne 
dérive  pas  une  série,  sans  précaution. 

Ce  livre  atteint  des  questions  d'ordre  élevé  et  ne  peut  les 
toucher  que  par  l'extérieur,  étant  essentiellement  une  initiation 
au  Calcul.  Par  le  choix  des  questions,  il  sera  excellent  pour  délier 
(algébriquement)  les  doigts  du  physicien,  de  l'ingénieur,  du  jeune 
géomètre. 

R.  d'Adhémar. 


MELANGES.  u3 


MELANIÎKS. 


SUR  L'INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES: 
Par  M.  P.  WORONETZ. 


Considérons  une  équation  aux  dérivées  partielles 

o\\      „,  /        ,)\\    .  \ 

(i)  —  =  U(t.qi,Pl>  („=— ;.  =  i,  -,,... .nj 

et  admettons  que  nous  avons  trouvé  les  équations 

F-, (  t,  qh  p()  =  ay,        (v  =  i,  ij  . . . ,  k\  k  <  n ) 

qui  peuvent  être  résolues  par  rapport  à  pt,  par  exemple 

(2)     />v=  fv(t,  qit  pJ:  a.,)         (v  =  i,  2,  . .  .,  A;  y  =  A-4-1,  A  -t-  ?..  .  .  .,  n), 

où  a.,  sont  des  constantes  arbitraires;  admettons  de  plus  que  ces 
équations  (2)  forment  un  système  en  involution 

et  que  les  équations  (2)  sont  en  involution  avec  (1) 

A  « 

r^H        yi    OH    àz-,  _  <*pv  y<     /OH    ^        ôH   d<pv\ 

'->'/.,        -d   'Va  '^a  ~    01  £d     \0qj  Opi         Opj   Oqj)' 

a  =  1  1 '  =  k  -+-  1 

OU 

<M         d<pv  v»     ,    OH    On.,         Oïl    0<fy\ 
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où  H  désigne  ce  que  devient  la  fonction  II  quand  on  y  remplace  pl7 
p2, ...,  pu  par  leurs  valeurs  tirées  des  formules  (a)  : 

\\(t.  </,.  pi)  =  H(/,  rjf.  />,,  av) 
( i  =  i,  2,  .  .  . ,  n  ;  v  =  i ,  i.  . .  . ,  k\  j  =  k  -+-  i,  £  -4-  2,  .  . . ,  « ). 

Ceci  étant  admis,  nous  allons  montrer  que  l'intégrale  complète 
W(t,  g,,  a/)  +  a//+)  de  l'équation  (1)  peut  être  présentée  sous  la 
forme  suivante  : 

\   \Y  =  Qi  t,  <?.,,  g/,  av,  a,  )  -f-  wi  g   .  av,  a*)  -1-  «/,+  i 
(  5  ) 

/         (v  =  i,  2,  . ..,  A";  y  =/» +  1,  «+.2,  ....  n), 

la  fonction  12  étant  l'intégrale  complète  de  l'équation  aux  dé- 
rivées partielles 

(6)      —  =  H(t.  </.„  q,.  /,,.  ,,.,  1  |  />,  =  —  ;  7,,  gr2 ?,,=  const.  I  , 

dans  laquelle  le  nombre  des  variables  est  diminué  de  k  unités 
(t  et  q,  sont  des  arguments  el  q-,  des  paramètres)  et  la  fonction  w 
des  variables  qlf  q2,  ■■■,  qh  s'obtiendra,  après  l'intégration  de  l'équa- 
tion (6),  par  des  quadratures. 

Pour  démontrer  la  proposition  énoncée,  souvenons-nous  que, 
d'après  la  théorie  de  Jacobi-Liouville,  le  problème  de  l'intégration 
de  l'équation  (1)  peut  être  remplacé  par  le  suivant  :  déterminer 
n  fonctions  p,  des  arguments  t  et  q,  et  des  constantes  arbitraires  at 
telles  que  l'expression  différentielle 


H  dt  -t-  >  pi  dqt 

i=  1 

soit  une  différentielle  totale 

H  dt  —  >  pidqi=  d  \\  (  t,  qi,  a,). 

1  =  1 

W  +  a,/+i  sera  l'intégrale  complète  de  l'équation  (1).  Si  l'on  a  les 
équations  (2)  et  si  les  conditions  (3)  et  (4)  sont  vérifiées,  alors  k 
des  fonctions  cherchées  sont  déjà  exprimées  au  moyen  des  n — k 
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restantes.  Substituons  ces  fonctions  dans  les  coefficients  des  diffé- 
rentielles  dans  la  dernière  équation 

H  dt  4-  7   zydqw-h    2,   Pj  dqj=  d\X(l,  c/i,  a,). 

V  =  1  /  —  X  -+- 1 

Cherchons  maintenant  à  déterminer  les  fonctions  pj  de  telle 
façon  que  l'expression 

HÀ+    V    pjdqj 

i = k + 1 

soit  une  différentielle  totale  d'une  certaine  fonction 
L>|  /.  grv,  y7.  av,  a;  i  —  an+l, 

en  regardant  qlt  q2, ...,  <//,  comme  des  paramètres 

Il  r//  —     >    pj  dqj  =  diU  t.  yv.  ///.  a-,,  a/)  >  (j  ,.  '/ , qjt  =  const.). 

/ <= k  + 1 

Pour  cela,  d'après  la  théorie  de  Jacobi-Liouville,  il  suffit  d'inté- 
grer l'équation  (6)  sous  les  conditions  indiquées  plus  haut;  l'inté- 
grale complète  de  cette  équation  sera  la  fonction  12,  et  alors  les 
fonctions  cherchées  p ,  seront  déterminées  par  les  formules 

'>&         ,  • 
(  *  '  n,—  - —  (  /  =  K  -4-  I,  K  -+-   ' n). 

Supposons  que  l'on  a  intégré  l'équation  (6),  c'est-à-dire  que  la 
fonction  iï  est  trouvée.  Différentions  à  présent  il  par  rapport 
à  toutes  les  variables 

ut+2  ^j,i>-  y  -—d,/j=dii, 

'.  .  - 1  / =* + 1 

et  retranchons  le  résultat  obtenu  de  la  formule  (7);  alors,  en  vertu 
de  (6)  et  (8),  nous  aurons 

/. 

(9;  Y   {-—  P-  )dqy=d(V>   -il, 

—±*  <)q., 
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Il  est  facile  de  voir  qu'après  la  substitution  de  (8)  dans  les  coeffi- 
cients des  différentielles,  l'expression  obtenue  devient  une  différen- 
tielle totale  d'une  certaine  fonction  co  des  variables  q1}  q2,  ..-,  <?/, 
et  des  constantes  arbitraires 

k 
(10)  2  (?v—  j—)  dqy  =  doi(qyh  ay,  aj  ); 

v  =  l 

en  d'autres  termes,  les  coefficients  des  différentielles  dans  l'expres- 
sion (9),  après  la  substitution  indiquée,  seront  des  fonctions  des 
seules  variables  q1,q2,...,  qu  et  des  constantes  arbitraires.  D'ailleurs 
pour  ces  fonctions  les  conditions  d'intégrabilité  sont  satisfaites  : 

à    I  dQ  ,  d    (  àQ  \ 

àqv.  \  oqvl        âqv  \    ^       âq^  ' 

Pour  démontrer  cette  proposition,  substituons  dans  l'équa- 
tion (6)  son  intégrale  complète  et  différentions  l'identité  obtenue 
par  rapport  au  paramètre  q.,  en  ayant  égard  à  (8)  : 


i)l  i)(j.t         <)/].,  _*     <)/>/  <)(]j  àq.j 


Mais  en  vertu  des  équations  canoniques  correspondant  à  (6), 
nous  avons 

dpi        ()\\         dq  s  <}\\  . 

de  sorte  que  l'égalité  précédente  donne 

d   dQ        dH 

dt  àqv        ()qv  * 

D'autre  part,  la  condition  (4),  en  tenant  compte  de  (12),  peut 
s'écrire 

.     rf?v        ^H 

—f-  =  -, —  (qv=  const.  ). 

dt         dqy  1  ' 


En  retranchant  de  cette  équation  la  précédente,  nous  aurons 
(«Pv—  ^—  J=o         (?v=  const.), 


d_ 
dt 
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ce  qui  démontre  la  première  partie  de  la  proposition 

du 

1  1  5  1  »v—  - —  =  fonct.i  7,.  7 7/.  1         1  v  =  1,    > /.  1. 

<)>/.,  '    -  ' 

Passons  maintenant  aux  conditions  d'intégrabilité  (n);  en 
développant  leurs  premières  parties  et  en  ayant  égard  à  (8),  nous 
trouvons 

)  =  A  -I- 1  \  ;  =  X  -f-  1 

ou,  d'après  (i3), 

_  /   ^v   ^       y    <tyv   ^ru-  \        /  '>'?'J-    j_    y    <*P{*  tJ'fv   \ 
"  \  ^a  —    d/>y   ^7y    /         \   àçv    ^       —     Oj>j    dq~j    / 

ce  qui  démontre,  d'après  (3),  la  formule  (11) 

En  résumé,  quand  on  a  trouvé  de  (10)  la  fonction  m  par  des  qua- 
dratures, on  aura  la  formule  fondamentale  (5)  en  comparant  (10) 
avec  (9). 

Soit  donnée,  par  exemple, 

11             '      -                        A'1 
II  = p\  —  Pipi^-  — 

>  q*qz 

Posons 

I'i  =  /'i,        lr2=  q-ip-i—  q-ii'-.i- 

de  sorte  que  les  formules  (2)  donnent 

Il4j  />,=  «,.  p.,=   -!— •— 

Calculons  H  et  intégrons  l'équation  (6) 

—  — - ^^Pa-l ^-         («7,=  const.), 

ot  2  q2        '■       giq3  J- 

d'après  la  méthode  d'Imschénetzky,  en  posant 

a2-h  gap3  a, 

'iii  1—L— pi —  =  «3. 

<jt  q-qz 
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on    obtient 

dQ 


-(*+») 


et  en  déterminant  de  (i5) 


—  — ?±i/- 

nous  trouvons 


—  I  —•  —  -U  - 


t  a?  a?  .  /      /ai  it>/.i 

de  sorte  que 


Ji2 


-r—=±—     /     7  =±— t/-^  +ai+CT3gr2y3. 

Mais  de  (i4)  d'après  (i5),  on  a 


±i/  -f  -+-  «,-l-  a:tqiq:i  ], 


donc  de  la  formule  (io),  on  tire 


•d'ici  on  obtient 

,    "i  i 


et,  finalement,  d'après  la  formule  (5),  on  reçoit 

W==_  (fi  +«,),  +  aiqi+  ^log  î-2 


M 


—  «i  -+-  a3q,  g3  — — h  (if, 
q* 


En  comparant  la  méthode  ci-dessus  exposée  à  celle  bien  connue 
de  M.  S.  Lie,  nous  voyons  qu'il  n'y  a  ici  aucune  nécessité  d'em- 
ployer la  substitution  de  Jacobi-Mayer  : 

q-i  =  qv,o -+-  />'•/ 1       (v  =  i ,  i,  . .  • ,  *)• 


MÉLANGES.  iig 

D'ailleurs  l'équation  (6),  en  général,  est  plus  simple  que  l'équa- 
tion correspondante  de  M.  S.  Lie 


<A\        - 


-£-  =  Il  -f-^  *v<pv       (*v=  coiàst. ,. 


D'autre  part,  l'intégration  de  l'équation  de  Lie  donne  immédia- 
tement la  fonction  cherchée  W,  tandis  que  l'intégration  de  l'équa- 
tion (6)  ne  donne  que  la  fonction  12,  de  sorte  que  pour  trouver  W 
il  faut  encore  déterminer  la  fonction  (■>.  D'ailleurs  la  détermination 
de  co  ne  présente  pas  de  difficultés,  car  la  fonction  w,  comme  on 
l'a  vu,  s'obtient  par  des  quadratures. 
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PROGRÈS  RÉCENTS  DANS  LA  THÉORIE  DES  FONCTIONS  ARÉLIENNES  ; 
Par  M.  S    LEFSCHETZ. 


1.  La  théorie  des  fonctions  abéliennes  est  sans  contredit  une  des 
plus  importantes  qui  aient  occupé  les  géomètres.  Il  est  d'autant 
plus  remarquable  que  notre  connaissance  des  matrices  aux  périodes 
per  se  soit  restée  jusqu'à  toute  récente  date,  plutôt  fragmentaire. 
On  possédait  bien  quelques  théorèmes  fondamentaux  pour  le 
genre  p  quelconque  et  le  regretté  Georges  Humbert,  surtout  (1), 
avait  étudié  à  fond  le  cas  p  =  2.  Mais  pour  ce  cas  le  calcul  direct, 
sans  être  facile,  est  tout  au  moins  abordable;  aussi  ses  méthodes 
ne  se  prêtent-elles  guère  à  une  extension  facile.  C'est  surtout  à 
M.  Scorza  que  l'on  doit  d'avoir  largement  levé  le  voile  (2).  Ses 
travaux  auraient  sans  nul  doute  suscité  une  attention  plus  consi- 
dérable, n'était  d'abord  leur  apparition  en  pleine  guerre,  ensuite 
la  méthode  dont  il  s'est  servi.  Relevant  de  la  géométrie  projective, 
appliquée  en  l'occasion  à  une  question  très  importante  pour  les 
analystes,  elle  exige  de  ces  derniers  un  entraînement  spécial  que 
l'on  ne  peut  guère  s'attendre  à  les  voir  posséder.  Il  semblerait  donc 
fort  désirable  qu'on  arrive  un  jour  aux  résultats  de  M.  Scorza  par 
voie  analytique  ().  Je  tiens  à  rappeler  qu'au  cours  de  certaines 


f1)  Je  n'oublie  pas  les  travaux  que  l'on  doit  à  MM.  Picard,  Enriques,  Severi, 
Bagnera,  de  Franchis,  entre  autres,  mais  ils  ont  porté  plutôt  sur  les  surfaces 
hyperelliptiques  et  le  côté  théorie  des  fonctions. 

C2)  Ses  travaux  sont  exposés  surtout  dans  ces  deux  Mémoires  :  Intorno 
alla  teoria.  générale  délie  mal)  ici  di  Riemann.  Palermo  Rendiconti.  Vol.  41, 
1916.  —  Le  algèbre  di  ordine  qùalunque,  Ibid.,  vol.  45,  1921. 

Le  premier  est  de  beaucoup  le  plus  important. 

(3)  Tel  était  le  sens  que  j'entendais  donner  à  une  remarque  faite  à  la  fin 
d'une  causerie  (Cours  de  M.  Iladamard  au  Collège  de  France,  au  printemps 
de  1921)  où  j'analysais  les  travaux  de  M.  Scorza.  J'ai  dû  m' exprimer  de  ma- 
nière bien  obscure  pour  qu'un  savant  à  l'esprit  aussi  aigu  que  M.  Lebesgue 
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recherches  (1),  sa  méthode,  dont  l'élégance  est  hors  de  doute,  me 
lut  d'une  aide  considérable.  Je  crois  donc  faire  œuvre  utile  en  résu- 
mant ici  ses  travaux  dans  leurs  grands  traits. 

2.    Partons  d'une  matrice  à  p  lignes  et  1  p  colonnes 

.  Q  =  Il  w/p  H  (y  =  1 ,  2,  . .  . ,  p  ;   n  =  1 ,  2,  . .  . ,  ip  ). 

Pour  qu'il  puisse  lui  correspondre  un  corps  de  fonctions  abé- 
liennes,  il  faut  et  il  suffit,  nous  l'affirme  un  théorème  classique, 
qu'il  existe  une  forme  alternée  à  coefficients  rationnels 


Yfc.v    <>,.,. r,j y 


(c.jv  =—  cv0.  ) 


telle  que 


i°  Elle  s'annule  quand  on  y  remplace  les  x  et  les  y  par  les  élé- 
ments de  deux  lignes  quelconques  de  12; 
20  Soit 

On  doit  avoir  quelles  que  soient  les  X 

Lorsque   il   satisfait   à   ces   deux   conditions,   nous    dirons,   avec 
M.  Scorza,  que  c'est  une  matrice  de  Riemann. 


m'ait  interprété  comme  il  l'a  fait  dans  sa  Leçon  inaugurale  du  Collège  (voir 
ce  Bulletin,  juin   1922,  p.  226). 

Il  convient  de  rappeler  ici  que  M.  Rosati  par  la  méthode  duelle  de  celle  de 
M.  Scorza  a  obtenu  des  résultats  importants  sur  les  correspondances  entre  (es 
courbes  algébriques.  Enfin  dans  sa  Thèse  de  191 2,  M.  Cotty  a  employé  la 
méthode  Scorza,  que  G.  Ilumbert  aurait  communiquée  en  1909  à  ses  audi- 
teurs du  Collège  de  France.  Toutefois  M.  Cotty  ne  l'appliqua  qu'au  cas  p  =  2, 
alors  que  les  résultats  de  M.  Scorza  sont  surtout  significatifs  pour  p  >  2. 
D'ailleurs  M.  Scorza  n'apprit  l'existence  du  travail  de  M.  Cotty  que  de  moi- 
même  et  ceci  en  décembre  1920. 

(1)  Transactions  of  the  American  Math.   Soc,   vol.  22,  1921. 
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Le  corps  de  fonctions  abéliennes  relatif  à  iï  se  réduit  à  des 
fonctions  rationnelles  de  certaines  fonctions  entières  dites  inter- 
médiaires, qu'un  changement  linéaire  de  variables  permet  de 
ramener  à  des  thêtas. 

3.   Introduisons  maintenant  les  deux  entiers  h,  k,  tels  que  : 

i°  i  —  k  =  le  nombre  de  formes  alternées  (i)  distinctes  satis- 
faisant à  la  première  condition  ci-dessus  ; 

2°  i  +  h  =  le  nombre  de  formes  non  alternées,  distinctes, 
telles  que  (i),  satisfaisant  à  la  même  condition. 

Enfin,  s'il  y  a  une  deuxième  matrice  de  Riemann  iï' ,  de 
genre  p',  nous  considérons  l'entier  X,  nombre  de  formes  distinctes 
à  coefficients  rationnels, 

y    y 

1  1 

s'annulant  quand  on  y  remplace  les  x  par  les  éléments  d'une  ligne 
quelconque  de  iï,  en  même  temps  que  les  y  par  ceux  d'une  ligne 
quelconque  de  iï'. 

Tout  ceci  s'éclaire  d'un  jour  nouveau  avec  l'interprétation 
géométrique  suivante  qui  forme  la  base  des  raisonnements  de 
M.  Scorza.  Considérons  (•),■  (o7  ,  ...,  to/2/),  comme  coordonnées 
homogènes  de  point  dans  un  S..,,.^  (nous  désignons  par  S/,  un  espace 
à  k  dimensions)  ;  les  p  points  ainsi  obtenus  déterminent  un  espace 
linéaire  de  dimensions  minimum  les  contenant,  soit  t.  Désignons 
par  x  l'espace  imaginaire  conjugué,  c'est-à-dire  celui  analogue 
à  t,  relatif  aux  p  points  aux  coordonnées  imaginaires  conjuguées 
de  celles  des  p  précédents.  Alors  une  forme  (i),  alternée  ou  non,  repré- 
sente, quand  on  V égale  à  zéro,  une  réciprocité  rationnelle  de  S>/,— j 
maintenant  invariants  les  deux  espaces  conjugués  t,  t.  D'une  façon 
plus  précise,  si  l'on  remplace  les  x  par  les  coordonnées  d'un  point  M 
quelconque  de  l'un  de  ces  espaces, 

est  l'équation  d'un  hyperplan  qui  passe  par  M.  Si  (i)  est  alternée, 
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(3)    est    l'équation    (F un    complexe    rationnel   auquel   appartiennent 
toutes  les  droites  de  -  ou  de  t.   De  là,  un  sens  géométrique  précis 
pour  h,  k,  a,  que  je  me  dispense  d'énoncer. 
Du  théorème  fondamental,  on  déduit  que  : 

i°  -  est  un  S/,-!  sans  points  réels,  c'est-à-dire  qu'il  est  indépen- 
dant de  t; 

a0  .Xi  ~  ni  ~  ne  sont  contenus  dans  des  hyperplans  réels: 
3°  Les  éléments  d'une  colonne  de  il  ne  peuvent  être  tous  nuls. 

ï.  L'étude  des  fonctions  abéliennes  conduit  à  ne  pas  différentier 
entre  une  matrice  Q  et  une  autre  il' ,  représentable  en  notation 
symbolique  par  il'  =  A.  il.  B,  où  A  est  une  matrice  carrée  quel- 
conque d'ordre  p  et  B  en  est  une  d'ordre  2p,  à  coefficients  ra- 
tionnels, leurs  déterminants  n'étant  pas  nuls.  On  dit  que  Q  et  il' 
sont  isomorphes.  Il  s'agit  donc  surtout  d'étudier  les  propriétés 
invariantes  par  rapport  à  l'isomorph  sme.  La  représentation  ci- 
dessus  montre  que  l'effet  de  A  consiste  à  remplacer  simplement 
les  p  points  fixant  t  par  p  autres,  tandis  que  B  est  une  homo- 
graphie effectuée  sur  S2/j— !•  D'où,  résultat  immédiat,  h,  k,  À  sont 
invariants  par  rapport  à  V  isomorphisme. 

•">.  Du  théorème  d'existence,  on  déduit  encore  qu'une  récipro- 
cité rationnelle  générique  de  il  n'est  pas  dégénérée.  Soient  i\,  r2 
deux  d'entre  elles.  B  =  r1  r2  est  une  homographie  rationnelle 
de  S2/)-i  qui  maintient  :  et  :  invariants.  En  exprimant  que  le 
transformé  de  chacun  des  p  points  servant  à  définir  x  appartient 
encore  à  cet  espace,  on  obtient  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes pour  l'existence  de  B 

où  les  b  sont  les  termes  de  B  et  les  À  des  nombres  définis  par  (4) 
elle-même.  Symboliquement,  on  peut  écrire,  A  étant  la  matrice 
aux  X/a, 

(4')  QB=AQ. 
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Ces  relations  ne  sont  autres  que  celles  bien  connues  que  fournit 
la  multiplication  complexe. 

Réciproquement,  si  12  possède  l'homographie  rationnelle  B  et 
la  réciprocité  rationnelle  r,  B  r  en  est  une  réciprocité  rationnelle 
aussi.  On  en  conclut  de  suite  que  le  nombre  d'homographies  ration- 
nelles linéairement  indépendantes  est  précisément  i  +  h. 

Il  est  clair  que  si  B  et  B'  sont  deux  homographies  rationnelles, 
B  —  B'  et  BB'  en  sont  aussi.  Par  suite,  résultat  fort  important, 
les  homographies  rationnelles  se  combinent  comme  les  nombres 
d'une  algèbre  à  i  +  h  unités,  attachée  au  domaine  des  nombres 
rationnels. 

Dans  toute  algèbre  il  existe  un  entier  p  tel  que  tout  nombre 
en  satisfasse  une  équation  de  degré  p  au  plus,  à  coefficients  appar- 
tenant au  domaine  de  rationalité  sur  lequel  on  a  bâti  l'algèbre. 
Ici  toute  homographie  rationnelle  de  ii  va  satisfaire  à  une  équa- 
tion 

a0  BP  -+-  ai  1>?    '  -h. . . -i-  a«I  =  o, 

où  les  a,  sont  des  entiers  et  I  représente  la  matrice  identique.  Le 
nombre  p  est  encore  un  invariant  par  rapport  à  Pisomorphisme. 
C'est  largement  à  l'étude  de  cet  entier  qu'est  dévouée  la  deuxième 
partie  du  second  Mémoire  de  M.  Scorza,  la  première  en  étant  con- 
sacrée à  un  exposé  de  la  théorie  des  algèbres  à  plusieurs  unités. 
Il  obtient  nombre  de  propriétés  simples  de  p,  ses  limites  supé- 
rieures, etc.  Cette  discussion  !e  conduit  à  une  de  ses  découvertes 
les  plus  intéressantes,  celle  de  l'existence  de  matrices  non  singu- 
lières et  cependant  douées  de  multiplication  complexe,  c'est-à-dire 
pour  lesquelles  h  ^é  o,  k  =  o.  Ces  matrices  existent  pour  toutes 
les  valeurs  du  genre  sauf  la  valeur  deux,  qui  offre  ainsi  la  seule 
exception.  Humbert,  à  qui  rien  de  ce  qui  se  passe  pour  p  =2  ne 
présentait  de  mystère,  avait  déjà  remarqué,  ce  qui  lui  avait  paru 
assez  curieux,  que  seules  les  surfaces  hyperelliptiques  singulières 
possèdent  des  multiplications  complexes.  Cela  veut  dire  que 
pour  p  =3,  h  ?é  o  entraîne  k  =z=  o.  La  question  est  maintenant 
complètement  éclaircie.  Je  puis  dire,  en  passant,  que  j'ai  obtenu 
un  résultat  un  peu  plus  général  que  celui  de  M.  Scorza,  comprenant 
même  le  sien  comme  cas  particulier,  sans  passer  par  les  fourches 
caudines    des    algèbres    hypercomplexes.    A    l'époque,  M.  Scorza 
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n'aviiii  d'ailleurs  fail  qu'énoncer  son  résultat  sans  le  démontrer. 

6.  Ecrivons  que  le  déterminant  de  13  — q  I  est  nul.  On  obtient 
ainsi  une  équation  de  degré  ip  à  eoellicicnts  entiers,  /  (ç)  =  o. 
C'est  l'équation  caractéristique  de  l'homographie  (Frobenius).  On  a 

où  f1  et  /2  sont  des  polynômes  de  degré  p  à  coeflicients  imaginaires 
conjugués.  fi(ç)  =  o  est  l'équation  caractéristique  de  la  ma- 
triée  A  de  la  relation  (4')  relative  à  B.  On  conclut  de  ceci  que  les 
racines  réelles  de  /  sont  de  multiplicité  paire.  L'étude  de  ces  ra- 
cines peut  servir  de  base  à  une  classification  des  matrices  de 
Riemann.  On  en  obtient  le  type  le  plus  simple  quand  /  est  irré- 
ductible dans  le  domaine  des  nombres  rationnels,  auquel  cas  Q 
est  isomorphe  à 


£2 


C?a»-I 


(y  =  i,  a,  ■■■,p), 


çls  ç2, ...,  çp,  étant  les  racines  de  fv  Ce  résultat,  dû  à  Fro- 
benius, peut  se  généraliser,  comme  j'ai  eu  l'occasion  de  le  faire 
récemment.  La  démonstration  qu'en  donne  M.  Scorza  est  d'ailleurs 
d'une  simplicité  remarquable. 

7.  Certes  un  des  résultats  les  plus  élégants  de  toute  la  théorie 
des  fonctions  abéliennes  est  le  théorème  de  Picard-Poincaré  sur 
la  réduction  des  périodes.  En  substance,  il  revient  à  ceci  :  Suppo- 
sons il  isomorphe  à  une  matrice  de  la  forme 


Q,      o 

P     Q 


où  Q1  est  de  Riemann  de  genre  p1  <  p,  P  et  Q  sont  des  matrices 
quelconques  et  le  zéro  représente  une  matrice  à  termes  tous 
nuls.  iîx  est  ce  que  M.  Scorza  nomme  axe  de  il,  terme  qui  se  jus- 
tifie par  des  considérations  de  géométrie  projective.  Une  matrice 
en  possédant  un  est  dite  impure.  Supposons  O  impure  et  iso- 
morphe à 
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Les  axes  Ql9  iî2  sont  dits  complémentaires.  Le  théorèine  que 
nous  avions  en  vue  s'énonce  ainsi  :  A  tout  axe  il1  en  correspond 
un  complémentaire  iï2.  En  d'autres  termes,  si  (-i  est  impure  elle 
est  isomorphe  à  une  matrice  du  type  que  nous  venons  d'écrire.  Il 
faut  lire  la  démonstration  de  M.  Scorza,  qui  ne  comprend  guère 
qu'une  demi-page,  pour  comprendre  la  puissance  de  sa  méthode, 
dont  c'est  bien  là  la  caractéristique  :  Une  fois  le  début  admis,  le 
reste  va  de  soi-même. 

Prenant  le  théorème  de  Picard-Poincaré  comme  point  de 
départ,  notre  auteur  fait  une  étude  à  fond  des  matrices  impures, 
des  relations  entre  leurs  nombres  h,  k  et  les  nombres  h,  k,  ).,  des 
axes,  soit  dans  le  cas  particulièrement  simple  ci-dessus,  soit  dans 
le  cas  plus  général  où  la  matrice  est  isomorphe  à  une  autre  de  type 


12,       0 


La  conclusion  de  la  discussion  est  ce  beau  théorème  :  Toute  ma- 
trice de  Riemann  est  isomorphe  à  une  matrice  du  type  précédent,  où 
chaque  il  est  de  la  forme 


(t)        o 

(I      f.) 


co  étant  elle-même  pure.  Deux  to  relatives  à  des  12,  distinctes  ne  sont 
pas  isomorphes.  L'ensemble  des  Qi  est  essentiellement  unique. 

De  là  et  d'une  discussion  ultérieure  s'ensuit  toute  une  série  de 
corollaires  relatifs  aux  nombres  h,  k,  dont  nous  allons  rappeler 
quelques-uns  : 

i°  Pour  une  matrice  pure  h  =  2  p  —  i ,  k     2  p  — -  2  ; 


20  Pour   toute    matrice    h  \  2  p2  — •  1 ,  k  !i  p2  —  1 .    Les    valeurs 
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limites  sonl  effectivement  atteintes  quand  Q  est  isomorphe  ;'• 


i      2     o     o 
0      0       I       Ot 


où  a  esi  un  nombre  quadratique  imaginaire; 

3°  Les  nombres  h,  k  peuvent  avoir  des  valeurs  quelconques  au 
plus  égales  à  leurs  maxima.  Cependant  ces  valeurs  ne  peuvent 
être  associées  arbitrairement.  Au  contraire,  pour  les  matrices 
impures,  il  y  a  des  valeurs  lacunaires,  sur  lesquelles  M.  Scorza 
apporte  d'importantes  précisions. 

8.  La  deuxième  partie  du  premier  Mémoire  de  M.  Scorza  con- 
tient une  des  plus  belles  applications  qu'il  ait  considérées  :  déter- 
mination complète  des  groupes  de  transformations  birationnelles 
des  surfaces  hyperelliptiques.  Les  surfaces  qui  en  possèdent  ont 
fait  l'objet  de  nombreuses  recherches.  Il  faut  signaler  tout  parti- 
culièrement les  Mémoires  de  MM.  Enriques  et  Severi  et  de  MM.  Ba- 
gnera  et  de  Franchis,  consacrés  à  la  détermination  des  surfaces  à 
groupes  finis  et  à  leur  étude  géométrique;  enfin  un  travail  de 
Humbert  où  il  étudie  les  groupes  des  surfaces  dites  «  de  Jacobi  » 
(surfaces  images  des  couples  de  points  d'une  courbe  de  genre  deux). 
M.  Scorza  a  jugé  avec  raison,  que  même  n'eût-il  pas  de  résultat 
nouveau  à  nous  donner,  ce  qui  n'est  pas  le  cas,  il  valait  la  peine 
de  refaire  l'étude  de  la  question  en  se  plaçant  strictement  au  point 
de  vue  de  la  première  partie  de  son  travail,  iî  étant  de  genre  deux, 
il  remarque  qu'il  s'agit  en  somme  de  déterminer  ses  homographies 
à  termes  entiers,  de  déterminant  unité,  ce  qu'il  réussit  à  faire  de 
façon  aussi  complète  qu'élégante. 

Tout  d'abord,  il  faut  classifier  les  matrices  en  question  suivant 
les  valeurs  de  h  et  k.  On  trouve  ainsi  neuf  types  qu'il  est  inutile 
d'énumérer.  Indiquons,  à  titre  d'exemple,  ce  qui  se  passe  dans  un 
des  cas  les  plus  intéressants,  celui  où  h  =  3,  k  =  i.  Trois  types  de 
groupes  peuvent  alors  se  présenter.  Les  deux  les  plus  dignes  de 
mention    se    rapportent    à    des    surfaces     images    d'involutions 
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attachées  à  la  surface  de  Jacobi  de  la  courbe  hyperelliptique 
y*  =xi  -f  l  Le  groupe  de  cette  dernière  surface  ayant  déjà  été 
étudié  par  Georges  Humbert,  M.  Scorza  lui  a  donné  le  nom  de 
«  surface  de  Jacobi- Humbert  ».  Les  multiplicateurs  des  homo- 
graphies à  termes  entiers  (ce  ne  sont  autres  que  les  racines  de 
l'équation  caractéristique)  peuvent  alors  être  exprimés  de  façon 
fort  simple  en  termes  des  solutions  en  entiers  de  l'équation  indé- 
terminée x2  ±  3  an/  +  i/2  =  ±  5. 
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BOREL  (Emile).  — ■  Méthodes  et  problèmes  de  la  théorie  des  fonc- 
tions. Un  volume  gr.  in-8°  de  ix-ijj  pages,  de  la  collection  de  mono- 
graphies Sur  /</  théorie  des  fonctions.   Paris,  Gauthier- Villars,   1922, 

Pour  définir  la  nature  de  ce  nouvel  Ouvrage  de  M.  Borel  et 
pour  montrer  le  but  qu'il  s'est  proposé  en  l'écrivant,  je  ne  puis 
mieux  faire  que  de  reproduire  textuellement  la  fin  de  sa   préface. 

«  Cet  Ouvrage,  qui  est  le  neuvième  publié  sous  ma  signature 
dans  cette  Collection,  sera  donc  vraisemblablement  mon  dernier 
livre  de  théorie  des  fonctions;  j'y  ai  rassemblé  un  certain  nombre 
de  Notes  et  de  Mémoires  qui  n'avaient  pas  trouvé  place  dans  les 
Ouvrages  antérieurs  et  dont  certains  me  paraissent  cependant 
pouvoir  être  le  point  de  départ  de  recherches  nouvelles.  Je  les  ai 
fait  précéder  d'une  courte  Introduction  où  j'ai  indiqué  de  quelle 
utilité  peuvent  être  les  comparaisons  et  le  langage  de  la  biologie 
en  théorie  des  fonctions. 

»  Dans  une  brève  conclusion,  je  signale  quelques-unes  des  ques- 
tions qui  me  semblent  devoir  être  étudiées,  sinon  résolues;  elles 
sont  difficiles;  mais  il  est  rare  que  les  efforts  tentés  pour  résoudre 
une  question  difficile  soient  entièrement  vains;  s'ils  ne  conduisent 
pas  à  la  solution  de  la  question,  ils  ouvrent  d'autres  voies,  parfois 
plus  intéressantes  encore.  » 

Il  est  impossible  de  résumer  ici  cette  Introduction  de  quelques 
pages  où  M.  Borel  esquisse  la  comparaison  entre  le  but,  le  déve- 
loppement, les  tendances  de  la  théorie  des  fonctions  et  ceux  de  la 
biologie,  il  faut  la  lire;  avec  son  talent  habituel,  l'auteur  y  indique 
les  analogies  et  les  différences  et  montre  de  quel  secours  cette 
comparaison  peut  être  pour  faire  comprendre  en  peu  de  mots 
l'intérêt  et  la  légitimité  de  l'étude  de  certaines  théories  mathé- 
matiques. 

Bull,  des  Sciences  mat  hem.,  a6  série,  t.  XLVIÏ  (Avril  1923  1.  9 
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Le  corps  de  l'Ouvrage  est  divisé  en  quatre  Chapitres  groupant 
18  Notes  extraites  des  Comptes  rendus  et  9  Notes  et  Mémoires 
divers,  publiés  de  1890  à  191 9. 

Le  premier  Chapitre  sur  les  domaines  et  la  théorie  des  ensembles 
expose  les  idées  de  l'auteur  sur  la  mesure  et  la  classification  des 
ensembles.  Bien  que,  dans  la  petite  introduction  qui  précède  les 
sept  Mémoires  constituant  ce  Chapitre,  M.  Borel  parle  avec  sym- 
pathie des  efforts  des  mathématiciens  qui  étudient  les  ensembles 
en  eux-mêmes  d'une  façon  de  plus  en  plus  abstraite,  ce  point  de 
vue  est  tout  l'opposé  du  sien;  dans  ses  recherches  sur  la  mesure 
des  ensembles,  sur  l'intégration,  sur  la  représentation  des  fonc- 
tions, comme  d'ailleurs  dans  tous  les  domaines  où  il  a  déployé 
son  activité,  il  a  toujours  été  guidé  par  le  souci  des  applications. 
Ses  idées  à  ce  sujet  sont  exposées  d'une  façon  magistrale  dans  le 
Mémoire  Sur  le  calcul  des  intégrales  définies  (a)  qui  est  le  dévelop- 
pement des  seconde  et  troisième  Notes  de  ce  Chapitre  et  dans  la 
Note  Sur  les  définitions  analytiques  et  sur  F  illusion  du  transfini 
(quatrième  Note  du  Chapitre).  C'est  ce  sens  des  réalités  qui  a 
conduit  M.  Borel  à  n'employer  que  des  définitions  constructives 
et  à  chercher  à  écarter  des  raisonnements  mathématiques  les  êtres 
qui  ne  sont  pas  bien  définis,  c'est-à-dire  dont  on  ne  possède  pas 
un  mode  de  construction  régulier  à  partir  d'êtres  plus  simples.  A 
ce  même  souci  de  préparer  les  applications  se  rattache  la  première 
Note  du  Chapitre  dans  laquelle  l'auteur  démontre,  sans  les  nombres 
transfinis,  un  cas  particulier  du  théorème  de  M.  Baire  sur  les 
fonctions  limites  de  fonctions  continues.  C'est  de  même  l'édifica- 
tion de  la  théorie  des  fonctions  monogènes  non  analytiques,  dont 
l'intérêt  a  encore  été  accru  par  les  communications  récentes  de 
MM.  Borel,  Denjoy  et  Carleman,  qui  a  conduit  l'auteur  à  faire 
une  étude  approfondie  des  ensembles  de  mesure  nulle.  Les  princi- 
paux résultats  obtenus  à  ce  sujet  sont  donnés  dans  les  deux 
Mémoires  sur  Les  ensembles  de  mesure  nulle  et  Sur  la  classifica- 
tion des  ensembles  de  mesure  nulle  cpii  terminent  le  premier  Cha- 
pitre. M.  Borel  appelle  ensemble  régulier  (linéaire)  de  mesure  nulle 
un  ensemble  défini  au  moyen  d'une  double  suite  d'intervalles  ?,r,/i, 

(l)  Journal  de  Mathématiques,  19 12. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  i  »i 

appartenant  à  un  segment  ab,  tels  que  la  somme  des  longueurs  des 

intervalles  znK  soil  finie  el  <|,H'T"./'+"  s<'''  intérieur  à  ■7„j,  et  tende 
\  ers  un  point  déterminé  A„  de  ab  lorsque  //  croît  Indéfiniment; 
L'ensemble  régulier  es1  l'ensemble  «les  points  intérieurs,  quel  une 
soit  h.  à  l'un  au  moins  des  intervalles  •7,,./,,  les  points  A„  en 
sonl  les  points  fondamentaux.  Tout  ensemble  de  mesure  nulle 
appartient  à  un  ensemble  régulier.  On  peut  ramener  l'étude  d'un 
ensemble  régulier  dont  les  points  fondamentaux  sont  denses 
sur  ab  à  celle  d'un  autre  dont  les  points  fondamentaux  sont  les 
points  d'abscisse  rationnelle  compris  entre  o  et  i  ;  il  en  résulte 
<(u'un  ensemble  régulier  a  la  puissance  du  continu.  Ou  classe  ers 
ensembles  d'après  la  rapidité  de  la   décroissance  du   reste  de  la 

série   7  ?n.i,-  Dans  le  second  Mémoire,  M.  Borel  considère  une  classe 

n 

particulière  d'ensembles  réguliers  :  étant  donnée  sur  un  segment 
une  suite  infinie  d'intervalles  1  p  dont  la  série  des  longueurs  est 
convergente,  les  points  appartenant  à  une  infinité  de  ces  inter- 
valles constituent  un  ensemble  simple.  Tout  ensemble  régulier, 
>auf  peut-être  certains  points  fondamentaux,  peut  être  obtenu  en 
prenant  les  points  communs  à  une  suite  d'ensembles  simples. 
L'auteur  étudie  les  ensembles  simples  en  les  comparant  à  des 
ensembles  simples  particuliers  définis  par  des  intervalles  dont  les 
extrémités  sont  des  points  d'abscisses  décimales  jouissant  de  cer- 
taines propriétés.  M.  Borel  montre  sur  un  exemple  que  sa  classi- 
fication des  ensembles  de  mesure  nulle  a  une  valeur  absolue* 

Le  second  Chapitre  réunit  trois  Mémoires  sur  les  opérations  <•/ 
les  développements  en  séries.  Dans  le  premier  (de  1890)  l'auteur 
montre  notamment  qu'un  changement  de  l'ordre  des  termes  d'une 
série  semi-convergente  n'altère  pas  la  somme  lorsque  le  produit 
du  déplacement  du  terme  de  rang  n  par  la  valeur  absolue  maximum 
des  termes  qui  le  suivent  tend  vers  zéro  lorsque  n  croit  indéfiniment. 
Le  Mémoire  Sur  les  fonctions  de  deux  variables  réelles  donne,  pour 
celles  île  ces  fonctions  qui  sont  indéfiniment  différentiables  dans 
un  carré  du  plan  Or//,  un  développement  en  série  dérivable  terme 
à  terme.  Ce  résultat  généralise  celui  donné  par  M.  Borel  dans  sa 
thèse;  dans  la  démonstration  le  théorème  de  P.  du  Bois-Reymond 
sur  les   fonctions   croissantes   est   utilisé   pour  prouver  la   couver- 
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gence  de  certaines  approximations  successives  et  celle  du  déve- 
loppement. Le  Mémoire  sur  l'intégration  des  fonctions  non  bornées 
et  les  définitions  constructives,  écrit  en  réponse  à  une  polémique 
récente  ouverte  par  M.  Lebesgue,  précise  de  nouveau  le  point  de 
vue  de  l'auteur  sur  l'orientation  qu'il  convient  de  donner  aux 
recherches  de  théorie  des  fonctions.  Tant  au  point  de  vue  des 
applications  qu'à  celui  de  la  simplicité  de  l'exposition  dans  l'ensei- 
gnement, M.  Borel  pense  qu'il  y  a  intérêt  à  se  limiter  actuelle- 
ment dans  la  théorie  de  l'intégration  et  de  la  mesure  aux  fonctions 
de  classe  finie,  au  sens  de  M.  Baire.  Les  difficultés  qui  se  pré- 
sentent lorsqu'on  veut  passer  d'une  théorie  plus  générale  à  des 
applications  précises  sont  en  somme  celles  que  l'on  rencontre  dès 
les  éléments  lorsqu'on  introduit  les  nombres  irrationnels  quel- 
conques, celles  aussi  auxquelles  on  se  heurte  lorsqu'on  essaye  de 
classer  les  fonctions  croissantes  les  plus  générales.  Les  réflexions 
qui  terminent  ce  Mémoire  se  rattachent  ainsi  à  celles  qui  sont 
développées  au  Chapitre  suivant. 

Le  troisième  Chapitre  renferme  dix  Notes  consacrées  à  la  théorie 
de  la  croissance  et  à  l'étude  du  rôle  des  constantes  arbitraires.  On 
sait  l'importance  des  contributions  apportées  par  M.  Borel  à  la 
théorie  des  fonctions  entières,  l'une  des  plus  originales  et  des  plus 
fécondes  semble  être  d'avoir  distingué  et  étudié  la  classe  des  fonc- 
tions à  croissance  régulière,  les  seules  que  l'on  rencontre  en  pra- 
tique; il  donna  pour  la  première  fois  les  résultats  relatifs  à  ces 
fonctions  dans  une  Note  des  Comptes  rendus,  la  troisième  de  ce 
Chapitre,  dans  laquelle  il  signalait  en  même  temps  un  procédé 
simple  pour  construire  des  fonctions  à  croissance  très  irrégulière. 
Ce  procédé  est  développé  dans  la  Note  suivante,  il  a  été  utilisé 
depuis  lors  par  divers  auteurs.  La  première  Note  du  Chapitre, 
Sur  la  croissance  des  fonctions  définies  par  des  équations  différen- 
tielles, a  un  objet  différent,  on  s'y  occupe  de  donner  une  limita- 
tion de  la  croissance  d'une  classe  de  fonctions  ne  dépendant  cpie 
d'un  nombre  fini  de  constantes,  en  utilisant  le  théorème  de  du 
Bois-Reymond  sur  les  suites  de  fonctions  croissantes  et  en  faisant 
l'hypothèse  essentielle  que  les  constantes  ne  peuvent  prendre  que 
les  valeurs  d'un  certain  ensemble  dénombr&ble;  la  croissance  ne 
serait  plus  limitée  si  les  constantes  étaient  arbitraires.  Ce  rôle  des 
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constantes  arbitraires  est  encore  mis  en  évidence  dans  la  Note  de 
la  page  112;  l'équation  aux  dérivées  partielles 

n— î i  ~  x  T~«  =  TV*»-'   '' 

où  le  second  membre  esl  une  fonction  entière  convenablement 
choisie  des  deux  variables  peut  admettre  pour  solution  unique 
une  fonction  non  analytique  lorsque  l'irrationnelle  a  satisfait  à 
certaines  conditions,  Pour  étudier  la  nature  arthmétique  des  irra- 
tionnelles, on  peut  chercher  à  les  approcher  par  certaines  classes 
de  nombres  (formant  un  ensemble  dénombrable),  à  cet  ordre 
d'idées  se  rattachenl  les  Notes  sur  V approximation  (Ju  nombre  e 
par  les  nombres  algébriques  et  sur  V approximation  des  nombres 
quelconques  par  les  nombres  quadratiques.  Dans  une  autre  Note, 
sur  F  approximation  des  nombres  réels  par  des  nombres  rationnels, 
qui  a  été  développée  en  partie  dans  les  Leçons  sur  la  théorie  de  la 
croissance,  M.  Borel  donne  notamment  cet  important  résultat  : 
à  tout  nombre  entier  A  on  peut  faire  correspondit-  un  entier  B 
tel  que  tout  nombre  a  puisse  être  approché  à  moins  de  ï  :</2\/5 
par  une  fraction  au  moins  dont  le  dénominateur  q  est  compris 
entre  A  et  B.  Ailleurs  l'auteur  introduit  la  notion  de  hauteur  d'un 
nombre  x  appartenant  à  un  ensemble  dénombrable  donné  E  de 
nombres  réels;  la  hauteur  qui  est  un  entier  positif  tel  que,  à  chacune 
de  ses  valeurs  ne  corresponde  qu'un  nombre  fini  d'éléments  de  E 
et  qui  est  en  relation  avec  le  nombre  des  opérations  élémentaires 
permettant  de  définir  x,  semble  devoir  jouer  un  rôle  important 
dans  les  questions  d'approximation. 

Le  dernier  Chapitre  contient  sept  Notes  traitant  plus  particu- 
lièrement de  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  complexe.  On 
sait  qu'il  y  a  une  infinité  de  fonctions  entières  prenant  des  valeurs 
données  pour  une  suite  de  valeurs  données  de  la  variable  (admet- 
tant le  point  à  l'infini  pour  seul  point  limite);  dans  la  Note  sur 
l'interpolation  on  montre  que  la  solution  est  unique  si  l'on  ajoute 
la  condition  que  la  fonction  cherchée  est  celle  qui  croît  le  moins 
vite,  mais  il  est  nécessaire  que  les  données  satisfassent  elles- 
mêmes  à  certaines  conditions  comme  cela  a  lieu  dans  certains 
problèmes    analogues.    En   particulier,    on   peut    écrire   une   série 
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entière  de  rayon  de  convergence  unité  sous    la   forme  S/(n)z", 
où /(.r)  est  une  fonction  entière  bien  déterminée  si  S/(n)  converge: 
les  propriétés  de  la   série  entière  sur  son  cercle  de  convergence 
dépendent  de  la  façon  dont  cette  fonction  entière  se  comporte  à 
l'infini  sur  l'axe  réel  positif  (deuxième  Note).  Le  problème  <>'énéral 
de  l'étude  de  l'indétermination  d'une  fonction  analytique  dans  le 
voisinage  d'un  point  singulier  essentiel  isolé,  auquel  M.  Carleman 
vîenl  île  faire  faire  un  progrès  décisif,  est  abordé  dans  la  septième 
Note.  Une  question  connexe  est  celle  de  V étude  asymptolique  des 
jonctions  mêromorphes,  en  utilisant  son  théorème  bien  connu  qui 
es1   à  la  base  de  la  théorie  de  la  mesure  des  ensembles,  M.  Bore! 
montre  les  conséquences  que  l'on  peut  tirer  dans  cette  étude  d'une 
méthode  donnée  par  Boutroux  dans  sa  thèse.  Boutroux  utilisait 
les    propriétés    asymptotiques    des    dérivées    de   la    dérivée  loga- 
rithmique   d'une  fonction    entière  dans  l'étude  de  la   croissance 
des  solutions  des  équations   différentielles  de  M.   Painlevé.    Une 
remarque  importante  à  ce  sujet  (sixième  Note)  est  quëles  équations 
différentielles  actuellement  connues  dont  toutes  les  solutions  sont 
des  fonctions  entières  s'écrivent   de  façon  très  simple  en  intro- 
duisant  les  invariants  de  certaines  formes  binaires.  Dans  la  Note 
sur  la  détermination  de  classes  singulières  de  séries  de  Taylor,  on 
trouvera  une  méthode  originale  donnant  des  séries  du  type  lacu- 
naire admettant  leur  cercle  de  convergence  comme  coupure  quels 
que  soient  les  coefficients  (pourvu  qu'ils  assurent  la  convergence). 
Enfin  la  Note  sur  les  fonctions  de  genre  infini  donne,  comme  consé- 
quence d'une  formule  de  M.  Jensen,  une  relation  précise  entre  le 
nombre  des  zéros  d'une  fonction  entière  d'ordre  infini  intérieurs  à 
un  cercle  et  le  maximum  du  module  de  la  fonction  sur  ce  cercle. 
J'espère  avoir  montré  par  cette  simple  analyse  de  son  contenu, 
quelle  est  la  variété  et  en  même  temps  l'unité  de  ce  Livre.  Tous 
ceux  qui  s'intéressent   à  la  théorie  des  fonctions  sauront   gré   à 
M.  Bore!  d'avoir  rassemblé  pour  eux  sous  une  forme  commode 
des  travaux  qui  se  trouvaient  dispersés  dans  divers  périodiques, 
dont  quelques:uns  sont  déjà  anciens  mais  n'ont  pas  perdu  leur 
fraîcheur,  et  cpii  sont  tous  remarquables  parla  beauté  des  résultats 
qu'ils  renferment  ou  par  la  lumière  nouvelle  qu'ils  jettent  sur  des 
ipiestions  non   encore  résolues.  Georges    Valiron. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  iV> 

ANNUAIRE  pont  l'an  1923,  publié  par  le  Bu  beau  des  Longitudes; 
avec  des  notices  scieni  î  i  ï  <  1 1  ï  «  -  s  _ 

U Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes  pour  192.^  est  divisé 
comme  d'habitude  en  cinq  Chapitres,   dont  voici  l'analyse  suc- 

cinte. 

Le  Chapitre  1  contient  le  calendrier  astronomique,  avec  toutes 
les  données  qui  en  dépendent,  cl  les  astrologues  eux-mêmes  s  il  en 
reste,  y  trouveront  de  quoi  construire  leurs  horoscopes  dans  les 
pages  consacrées  aux  phénomènes  célestes,  c'est-à-dire  aux  aspects 
des  astres.  Il  est  terminé  par  une  élude  sommaire  sur  les  règles  des 
calendriers  julien  et  grégorien,  accompagnée  de  nombreux  tableaux 
fournissant  tous  les  renseignements  qui  peuvent  intéresser  les 
clironologistes  et  les  computistes,  en  particulier  la  concordance 
entre  les  divers  calendriers  en  usage. 

Dans  le  Chapitre  II.  on  trouve  les  notions  indispensables  sur  la 
forme,  les  dimensions  et  la  densité  de  la  Terre,  sur  la  pesanteur 
et  ses  variations,  sur  les  coordonnées  qui  fixent  la  position  d'un  lieu 
terrestre;  des  tables  étendues  permettent  le  calcul  des  altitudes 
par  les  observations  barométriques  comme  celui  des  réfractions. 
L  n  paragraphe  spécial  est  consacré  à  l'étude  de  la  température  et 
de  ses  variations  suivant  l'altitude  ou  la  protondeur  du  sol.  suivant 
aussi  les  lieux  et  les  saisons.  Un  autre  est  consacré  aux  données 
magnétiques.  On  peut  regretter  que  ces  dernières  remontent  à  plus 
de  dix  ans,  de  sorte  que  leur  utilisation  actuelle  dépend  d'une  large 
interpolation  toujours  un  peu  incertaine  :  mais  la  carte  magnétique 
«le  la  France  est  en  cours  de  revision,  et  l'on  doit  espérer  avoir 
bientôt  des  résultats  plus  satisfaisants. 

Le  Chapitre  III  est  consacré  à  1  Astronomie.  Après  les  explica- 
tions relatives  aux  coordonnées  astronomiques,  vient  un  tableau  tort 
utile  donnant  d'une  façon  complète  l'heure  légale  dans  les  colonies 
françaises  et  à  l'étranger.  Les  indications  relatives  au  Soleil  sont 
complétées  par  un  très  intéressant  résumé  de  physique  solaire  dû 
à  M.  H.  Deslandres:  on  trouve  ensuite  les  données  relatives  à  la 
Lune,  aux  grosses  planètes  et  à  leurs  satellites,  aux  comètes  pério- 
diques et  aux  trois  comètes  apparues  en  1921,  aux  constellations, 
avec  les  cartes  qui  facilitent  leur  observation,  enlin  un  tableau  deS 
principales  parallaxes  stellaires. 
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Le  Chapitre  I"\  contient  d'abord  le  tableau  général  des  unités 
commerciales  et  industrielles  dressé  en  exécution  de  la  loi  du 
2  avril  191 9  et  du  décret  du  26  juillet  de  la  même  année  :  il  est 
d'autant  plus  utile  que  tout  le  monde  ne  sait  peut-être  pas  encore 
que  la  pression  atmosphérique  normale  de  o'".-6  de  mercure,  par 
exemple,  devrait  être  représentée  légalement  par  1 ,01 3  hectopièze, 
sans  que  Ton  puisse  d'ailleurs  discerner  le  genre  qu'il  convient 
d'attribuer  aux  substantifs  pièze  et  sthène;  ceci  doit  nous  aider  à 
comprendre  pourquoi  tant  d'années  ont  été  nécessaires  avant  que 
le  système  métrique  passât  dans  l'usage  courant.  On  trouve 
ensuite  des  tables  de  comparaison  avec  les  mesures  des  pays 
étrangers  qui  n'ont  pas  encore  adopté  complètement  le  système 
nu-trique,  une  note  sur  les  mesures  employées  dans  la  pratique  de 
la  navigation  et  sur  le  tonnage  des  navires.  Ce  Chapitre  devrait 
aussi  contenir  normalement  un  tableau  complet  des  monnaies 
françaises  et  étrangères  :  il  a  paru  qu'on  pouvait  le  supprimer  pro- 
visoirement sans  dommage. 

Contrairement  aux  précédents,  le  cinquième  et  dernier  Chapitre 
ne  conserve  pas  chaque  année  le  même  titre  :  consacré  en  1922 
aux  données  physiques  et  chimiques,  il  renferme  en  1923  les  sta- 
tistiques géographiques  et  démographiques,  et  en  outre  des  tables 
de  survie,  d'intérêt  et  d'amortissement.  MM.  L.  Gallois  et 
L.  Gentil,  professeurs  à  l'I  niversité  de  Paris,  ont  bien  voulu 
prêter  leur  concours  au  Bureau  des  Longitudes  pour  la  rédaction 
difficile  de  cette  importante  partie  de  l'Annuaire.  Au  cours  de  ces 
dernières  années,  en  effet,  il  s'est  produit  de  nombreux  change- 
ments dans  la  géographie  politique  :  de  nouveaux  Etats  ont  été 
créés;  les  territoires  d'un  certain  nombre  de  pays  ont  été  modifiés; 
mais  les  traites  et  conventions  qui  changent  l'ancien  état  de  choses 
ne  sont  pas  encore  tous  signés  ou  ratifiés.  Dans  l'est  de  l'Europe 
ainsi  que  dans  l'Asie  Mineure,  la  situation  politique  ne  permet  pas 
de  pouvoir  donner  des  résultats  présentant  quelque  certitude. 

Les  très  nombreux  tableaux  qui  forment  ce  Chapitre  sont  donnés 
dans  l'ordre  suivant  :  généralités  sur  la  Terre;  —  les  parties  du 
Monde  moins  la  France;  —  la  France;  —  les  possessions 
françaises;  —  Paris.  Malgré  leur  incertitude  sur  quelques  points, 
ils  seront  sans  doute  bien  accueillis  des  lecteurs  désireux  de  se 
rendre  compte  avec  quelque  netteté  de  la  géographie  nouvelle. 
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La  partie  puremenl  documentaire  de  l'Annuaire  est  complétée 
par  les  données  principales  du  calendrier  astronomique  pour  1924  : 
grâce  à  ce  supplément  d'un  caractère  préventif,  VA  nn uaire  du 
Bureau  dés  Longitudes  se  montre,  véritablemenl  «  propre  à  régler 
ceux  de  toute  la  République  »,  suivant  l'expression  du  règlemenl 
imposé  par  la  (  lonvenl  ion. 

Le  volume  est  terminé  comme  d'habitude  par  des  notices.  Con- 
tinuant sou  enquête  si  appréciée  sur  le  climat  de  la  France, 
M.  G.  Bïgo'urdan  traite  cette  année  de  l'eau  atmosphérique  (éva- 
poration,  humidité,  nébulosité,  pluies,  etc.),  dans  un  article 
extrêmement  documenté,  et  enrichi  de  nombreuses  cartes  :  la 
petitesse  du  format  traditionnel  de  l'Annuaire  a  même  obligé  le 
Bureau  de  réunir  à  part  quelques-unes  de  ces  cartes,  les  plus 
importantes,  montrant  la  distribu  lion  des  pluies  en  France  mois 
par  mois.  Quelques  esprits  superficiels  peuvent  mettre  en  doute 
la  valeur  des  moyennes  relatives  aux  phénomènes  météorologiques  ; 
ils  compareraient  volontiers  leur  marche  irrégulière,  dans  nos 
climats  surtout,  à  celle  de  ces  fondions  bizarres  et  sans  loi  dont 
s'occupent  avec  prédilection  les  mathématiciens  modernes;  ils  pen- 
seraient peut-être  aussi  que  l'observation  courante  est  bien  suffi- 
sante, et  que  vouloir  en  énoncer  les  résultats  sous  forme  de  règles 
paraît  aussi  inutile  que  les  leçons  du  professeur  de  philosophie  de 
M.  Jourdain.  11  leur  suffira  de  lire  le  beau  travail  de  M.  Bigourdan 
pour  se  détromper;  ils  y  apprendront,  s'ils  veulent  bien  recon- 
naître qu'ils  peuvent  encore  apprendre  quelque  chose,  comment 
on  met  sous  forme  scientifique  les  résultats  des  observations  pro- 
longées pendant  de  longues  années,  et  comment  on  peut  en  tirer 
les  conclusions  les  plus  intéressantes  au  point  de  vue  de  la  pré- 
vision du  temps  quelques  heures  à  l'avancé,  ce  qui  est  en  somme 
le  problème  fondamental  de  la  météorologie. 

L'Annuaire  pour  192.3  s'achève  par  deux  notices  nécrologiques, 
écrites  par  MM.  P.  Appell  et  A.  Jobin,  pour  rappeler  la  mémoire 
de  Gabriel  Lippmann  et  de  Jules  Garpentier,  disparus  à  quelques 
jours  d'intervalle  en  juillet  1921.  En  voyant  revivre  ces  deux 
figures  de  savants,  qui  ont  occupé,  à  des  titres  divers,  une  si  grande 
place  dans  l'histoire  de  la  Physique  moderne,  on  comprendra 
mieux  l'étendue  des  regrets  de  leurs  collègues  au  Bureau  des 
Longitudes.  H.  Andoyer. 
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California),   1921.    108  pages. 

Ce  petit  Livre  a  sans  nul  doute  pour  objet  de  préparer  le  terrain 
pour  une  œuvre  plus  ample  puisque  la  définition  des  groupes  pri- 
mitifs (voir  plus  bas)  ne  nous  y  est  donnée  qu'à  la  page  3j.  Et  eu 
efîet  il  traite  surtout  des  groupes  de  permutation  et  des  groupes 
linéaires  en  tant  qu'ils  se  rattachent  au  but  principal  de  l'Ouvrage. 
La  discussion  ne  se  restreint  un  peu  cpie  dans  les  deux  derniers 
des  six  Chapitres  dont  se  compose  le  Livre. 

L'auteur  introduit  dans  son  premier  Chapitre  la  théorie  de& 
groupes  de  permutation,  y  compris  le  théorème  de  Sylow.  Très 
tôt  (p.  10)  nous  trouvons  les  substitutions  linéaires  et  homogènes. 
Tout  groupe  fini  est  holoédriquement  isomorphe  à  un  groupe  de 
permutations,  tout  groupe  de  permutations  à  un  groupe  linéaire, 
d'où  l'importance  de  ces  derniers  et  quelque  justification  pour  les 
présenter  de  bonne  heure.  Ceci  est  suivi  du  théorème  de  Lagrange 
sur  les  ordres  des  sous-groupes,  quelques  définitions  élémentaires 
et  enfin  la  théorie  qui  conduit  au  théorème  de  Sylow. 

Le  deuxième  Chapitre  contient  les  questions  relatives  à  la 
transitivité  et  à  la  primitivitê  et  qui  ne  demandent  pas  un  entraî- 
nement trop  spécial  à  la  théorie  des  groupes.  Soit  G  un  groupe  de 
permutations  agissant  sur  les  lettres  als  a2,  ....  an.  Si  l'on  peut 
grouper  les  a;  en  systèmes  de  m  lettres  permutés  dans  leur  ensemble 
par  G,  le  groupe  est  imprimitif  j  il  est  primitif  dans  le  cas  contraire. 
Bien  entendu  1  <  m  <  n.  G  imprimitif  est  holoédriquement  iso- 
morphe à  un  groupe  de  moins  de  n  lettres.  Enfin  si  G  contient 
une  permutation  échangeant  deux  quelconques  des  a,  il  est  tran- 
sitif, autrement  il  esc  intransitif.  Ceci  se  généralise  et  l'on  peut 
considérer  les  groupes  permutant  un  couple  ai,  a*  avec  un  autre 
quelconque  (groupes  doublement  transitifs),  etc. 

Dans  le  troisième  Chapitre  M.  Manning  s'occupe  des  carac- 
téristiques des  groupes.  La  caractéristique  d'une  permutation  est  le 
nombre  de  lettres  qu'elle  maintient  fixes,  celles  de  G  sont  celles- 
de  ses  permutations.  Pour  l'étude  de  ces  entiers  il  convient  d'uti- 
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liser    les    groupes   linéaires.    Aussi    M.   Manning   nous    «I >-t-il 

d'abord  une  discussion  assez  serrée  de  la  réduction  canonique 
d'une  substitution  linéaire.  Il  introduil  ensjrite  les  formes  hermi- 
tiennes  et  leur  réduction  canonique,  se  serranl  de  toul  ceci  pour 
étudier  les  caractéristiques.  Le  Chapitre  suivant  est  consacré  aux 
applications  des  caractéristiques  à  l'étude  de  certains  groupes 
particuliers  importants,  par  exemple  ceux  d'ordre  pr  q*  (p,  q  pre- 
miers). Enfin  l'auteur  termine  avec  deux  Chapitres  où  il  discuir 
quelques-unes  des  phases  plus  difficiles  des  groupes  transitifs  el 
primitifs,  certains  des  théorèmes  qu'il  y  donne  lui  étant  dus  en 
propre.  S.    Lefschetz. 


S     AW    (.1.  B.).    —    Vector    càlculus   with    application    to    PHYSICS.    I  11 
volume  in-S°,  v-'ii  J  pages.  Van  Nostrand  and  Co,  New- York,   1922. 

i  :  calcul  vectoriel  est  d'un  intérêt  considérable  pour  les  physieo- 
cnathématiciens,  d'une  importance  certes  moindre  pour  les  mathé- 
maticiens purs.  Xe  consistc-t-il  pas  au  fond  en  un  système  de 
notations  qui  met  en  évidence  les  propriétés  d'invariance  par 
rapport  à  certains  groupes?  Ces  groupes  sont  d'une  importance 
capitale  en  physique,  partant  le  physicien  aime  assez  cette  algèbre 
un  peu  compliquée  et  artificielle  où  les  propriétés  qui  l'intéressent 
surfout  sont  constamment  sous  la  main.  Le  géomètre,  lui,  trouve 
plus  commode,  en  général,  de  n'en  faire  qu'un  usage  forl  modéré. 

M.  Shaw  est  un  adepte  de  la  tradition  de  Hamilton,  sans  con- 
tredit un  des  savants  les  plus  remarquables  qui  se  soient  jamais 
occupés  de  vecteurs.  Son  intérêt  personnel  porte  notre  auteur  aux 
questions  de  nombres  hypercomplexes  (hypernombreê  comme  il  les 
nomme),  d'algèbres  plus  ou  moins  commutatives  ou  associatives. 
Érudit  profond  il  ne  manque  pas  de  nous  donner  toutes  les  nota- 
lions  en  usage,  leur  origine...  'que  ne  peut-on  ajouter  leur  fin,  du 
moins  pour  la  plupart.  «  Plusieurs  systèmes  de  calcul  vectoriel 
ont  été  inventés,  nous  dit-il  dans  son  introduction,  différant  dans 
[eut  notation  et  dans  les  lois  de  combinaison  des  symboles. 
L'absence    d'une    notation    uniforme    est   déplorable,    mais   il    ne 
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semble  guère  que  l'on  puisse  voir  adopter  bientôt  un  système 
uniforme.  Des  systèmes  en  existence  ont  été  poussés  avec  ardeur 
par  des  mathématiciens  de  même  nationalité  que  leurs  auteurs  et 
il  y  a  manque  d'accord  quant  à  leur  plus  ou  moins  grande  simpli- 
cité, adaptation  au  but,  exactitude.  »  Après  cela  peut-on  s'étonner 
que  le  public  mathématique  ne  fasse  montre  pour  le  Calcul  vec- 
toriel que  d'un  enthousiasme  restreint? 

L'ouvrage  de  M.  Shaw  se  distingue  par  de  très  nombreuses 
applications  en  partie  usuelles,  en  partie  nouvelles.  Parmi  ces 
dernières  citons  celles  aux  questions  de  géométrie  métrique  des 
courbes  et  des  surfaces,  pour  lesquelles  l'auteur  a  une  prédilection 
soutenue.  Les  six  premiers  Chapitres  sont  pris  par  une  discussion 
générale  tant  pour  le  plan  que  pour  l'espace,  discussion  où  l'auteur 
insiste  beaucoup  sur  les  rapports  du  Calcul  vectoriel  avec  les 
quaternions.  Dans  le  Chapitre  VII  apparaissent  les  applications 
de  nature  purement  vectorielles.  Nous  revenons  ensuite  à  la 
théorie  pure  et  nous  apprenons  à  dilférentier  et  intégrer,  chose 
indispensable  pour  les  applications  physiques,  applications  avec 
lesquelles  se  termine  l'Ouvrage.  .Mais  l'auteur  n'a  pas  attendu  ses 
derniers  Chapitres  pour  donner  des  applications  physiques,  car 
on  en  voit  apparaître  dès  le  début  et  on  les  retrouve  un  peu 
partout. 

Les  étudiants  des  Universités  de  France  liront  avec  fruit  cet 
Ouvrage  fort  compréhensif.  Hors  de  leur  pays  le  Calcul  vectoriel 
a  été  l'objet  de  controverses  aussi  nombreuses  qu'ardentes.  En 
parcourant  M.  Shaw  ils  comprendront  pourquoi  ce  genre  de 
questions  a  suscité  de  telles  tempêtes  dans  ce  verre  d'eau  mathé- 
matique où  tout  ne  devrait  être  que  calme  et  paix. 

Salomon  Lefsciietz. 
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SUR  DEUX  FORMULES  DE  LAGRANGE  ; 
Par  M.  B.  NIEWENGLOWSKI. 


Soient  ffli,  9- ,  CD/,  les  o  valeurs  d'une  fonction  rationnelle 

des  racines  d'une  équation  algébrique  donnée;  J/|,  'i2 -!/0  le> 

valeurs  correspondantes  d'une  autre  fonction  rationnelle  des  mémo 
racines,  la  fonction  ô,  restant  invariable  pour  les  substitutions  de 
groupe  de  o/. 

Nous  posons 

F(œ  i  =  (<p  —  G,  l(?  —  ço  i...(?  —  op). 

La  formule  de  Lagrange  fournit  un  polynôme  entier  de  degré  p  —  i . 
H(o)  tel  que 

'!/,  =  H i  fi  i         pour  i  =  r ,  ■>..   5,  .  . . ,  p. 

Si  l'on  pose 

K(cp)=  H.œ)  — F(s)G(=  ,i, 

G.(o)  étant  un  polvnome  entier  en  es.  on  a  encore 

K(?/)=  «(•*/)=:> 

ei    réciproquement,  s'il  en  est  ainsi,  la  différence  K.('^) — -H    z 
étant  nulle  pour  a  =.<pt-  (j  =  i ,  2.  .  .  . ,  p),  on  a 

K(ç)  —  H(<p)  =  F(?)G(?). 

Il  n'y  a  donc  qu'un  sea/  polynôme  entier  H(a  I,  de  degré  inférieur 

a  p,  qui  convienne.  Il  est  donné  par  la  formule 


:l  - 


II  ( 


-V,: 


m 
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Cela  étant,  désignons  pour  abréger,  par  p,-,  la  fraction  associée  à  tyt 
c'est-à-dire 

et  suit  /i ./  i  un  polynôme  entier  tel  que  /(i)  ===  i  et  /(o)  =  o.  11 
e>t  évident  que 

i = i 

i !Sl  un  polynôme  entier  en  es.  dont  les  coefficients,  comme  ceux 
de  H(  ©),  sont  symétriques  par  rapport  aux  racines  xt,  a?2,  ....  a?M, 
ce  polynôme,  de  degré  o  —  i ,  se  réduisant  à  &/  pour  to  —  fflj-;  donc 

■  =  .'- 
(a)  ^ù; /{v^^n  (y) -+-¥(<?)  G  (o). 

i=  i 

La  formule  (2)  donne  donc  une  infinité  de  solutions.  Mais  elle 
ne  les  donne  pas  toutes.  Pour  le  voir  aisément,  nous  prendrons  un 
exemple  très  simple.  Appelons  .r,  j',  z  les  trois  racines  de  l'équa- 
tion ,r3-f-/;.r  -+-  q  =  <»  el  considérons  les  quantités 


•n  =rsi 

?2   =   -•''■ 

?s  =  ayj 

,1     —  ™ 
V 1  —  *  1 

*,=.'■. 

fc  =  *. 

On  obtient  facilement 

F(<p) 

=    ?3-i>?2 

-  'Z'2.- 

F 1  cpjj 

=  p2  -t-  a?2  ç 

-î^. 

..  ,. 

F'i  tp,)  =  -^(3ç  —  ''//.r  1. 


Pour  faciliter  le>  calculs,  on  peut  poser 


>'/-!--/'./'=  ''y,         d  ou         X  =  


en  désignant  par  a  la  fraction  -^ ;  u  vérifie  l'équation 

u3 —  3  u2 u =0         (A  =  àp%  ■+-  27  7-  ). 

<K/-  '7?'- 
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L'expression  de  Lagrange  devient 


'     "NT1  <*3 
- — -  >  — (*»-t-ar«<p  —  qm). 


On  obtient  aisément 


H(ç,=--Lç^?, 
g  qJ 


!  l        2     ,     P 

Yi= fi  +  ~9i, 

<i        (r 


ce  qui  donne,  pour  /  =  1 ,  par  exemple, 

résultat  évident. 

Prenons  maintenant 

f(x)  =  A.r2  4-  f*.r         avec  X  -+-  ji  =  1. 
Nous  aurons  alors  à  calculer  la  somme 

(3)     — -  y  r*  - ! — '—     — -^—y  —(^-+- x*z  —  qx), 

[)qi  —       \  u  3  y2  — *   « 

c'est-à-dire 

1  j  i  MA?*+B?'+C?!+D?  +  E)  +  uf-  L--2_/i? 

\     q        q 

où  A,  B,  C,  D,  E  sont  des  coefficients,  fonctions  déterminée-, 
de  p  et  </,  et  qiril  est  inutile  de  calculer.  Ce  polynôme,  étant  du 
quatrième  degré,  est  de  la  forme 

(5;  (_I?I+£^  +  F(?)(a?-+-p)! 

en  identifiant  les  termes  du  quatrième  et  du  troisième  degré  des 
expressions  (  4  )  et  (5),  on  doit  poser 

>.A  =  x,         XB  =  3  -h  />■;.. 
et,  par  suite. 

(6)  P  =  5^£a. 
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Or,  l'expression  (5)  est  une  solution,  quels  que  soient  a  et  fi]  on 
peut  choisir  a  et  fi  de  façon  que  la  condition  (5)  ne  soit  pas  vérifiée; 
donc  l'expression  (3),  tout  en  donnant  une  infinité  de  solutions, 
ne  les  fournit  pas  toutes. 

Occupons-nous,  maintenant,  des  solutions  fractionnaires. 
Lagrange  donne  une  formule  permettant  d'obtenir  une  fraction 
rationnelle  de  o  qui  se  réduit  à  •]/,-  pour  œ  =  o,-.  11  considère  la 
somme 

'  =  9 
1         V  , r  .    ['"<?> 

w* ~  V' ' 

r  i  ç  i  Àd      fp  —  ©,• 

/=  î 
qui  se  réduit  à 


F'(?) 


avec  des  coefficients  égaux  à  des  fonctions  symétriques  de  #,, 
Xi,  . . . ,  a:,,.  L((p)  est  du  degré  p  —  i,  comme  F'(cp).  Toutefois,  Le 

degré  de  L(cp)  peut  s'abaisser.  La  fraction    "*,  ^    n'est  pas  toujours 

irréductible.  Ainsi,  dans  l'exemple  que  nous  avons  déjà  examiné, 
on  a  à  calculer 


dont  la  valeur  est 


^| x ( 0-,-i-  x 2'ç  —  q x ). 
ipq  —  igf 


3  5  2 2  />  Z> 

qui  se  réduit  à  —  -  • 

On  peut  obtenir  une  infinité  d'autres  fractions  rationnelles  de  la 
façon  suivante.  Soit  0(.r)  une  fraction  rationnelle  telle  que 

0(o)  =  o,         6(i)  =  i, 
si  l'on  pose,  comme  plus  haut, 


F  (••?,) 
la  somme 

<  =  P 

(7)  V.^ei^,! 
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est  une  fraction  rationnelle  de  »  à  coefficients  rationnels  ;  et  pareil- 
lement, en  ppsant 


F(«p) 

Wi  =    '■ — 


il  en  est  de  même  de  la  somme 

i=p 

(8)  F^S*10^ 

(=  i 

el  chacune  de  ces  sommes  se  réduit  à  'l;  pour  o  ==  cûe\ 

Mais  nous  allons  voir  que,  si  -p-  désigne  une  fraction  rationnelle 

en  o,  irréductible,  on  peut  obtenir  aisément  toutes  les  autres 
fractions  rationnelles,  se  réduisant,  comme  la  première,  à  <£,; 
pour  ta  =  s;. 

En    effet,    soit   —,    une    fraction    rationnelle    de    a,    é°ale    à    <!/; 
B'  i  >      o  i 

pour  a  =r»i  (t.=  i',  2,  .  .  .  ,  o).  La  différence 

AB'— BA' 
est  nulle  pour  o  =  cd4-  (t  ==  i,  2,  . . .  ,  p).  Donc 
AB'^-BA'=  F(o)G(o). 
Or,  on  peut  trouver  les  polynômes  m,  v  entiers  en  o  et  tels  que 

Au  —  J>  t'  =  1 , 

puisque  A  et  B  sont  supposés  premiers  entre  eux.  On  peut  donc 

écrire 

A  r  15'  —  A'  1!  p  =  F (  cp  )  G(o  n'. 

d'où 

A  (  v  B'—  u  A')  4-  A'  =  F  (  cp  )  G  (  o  )  v  ; 
donc 

A'  =  A(et  A'  —  v  B')  ■+-  F(©)  G(cp  )  p 

et,  pareillement, 

B'  =  B(«Â'— t»B')  -+-  Fi  cp)  <î  (o  )u. 

D'ailleurs,  w  désignant  un  polynôme  entier  en  es,  arbitraire,  il 
est  bien  évident  qu'on  peut  prendre 

A'=  A  W  -;-  F<  cp  I  Ai(o), 

B'==  Biv-h  F(<?)  Bj(cp), 

/!////.  des  Sciences  mathém.,    >.'   série,  t.  XLVtl  (Avril  1920 ).  to 
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A|(cp)  et  Bj(o)  étant  deux  polynômes' entiers  quelconques.  On 
voit  que  les  formes  (7)  et  (8)  représentent  une  infinité  de  solu- 
tions et  ne  les  donnent  pas  toutes. 

Pratiquement,  les  deux  formes  de  Lagrange  suffisent,  et  il  est 
même  suffisant  de  former  le  polynôme  H(o  ). 

En  effet,  le  produit 

H(?)F'(o) 

étant  de  degré  2  g  — 2,  soit 

H(  =  l  F'(9  1  =  F(o)  Q(<p)  -+-  R(o  1, 
le  degré  de  R(  tp)  étant  plus  petit  que  p,  on  en  déduit 


donc 


et,  par  suite, 


F  (  «p  )  F  (  o  ) 


F  I  G,-  ) 

F(«?) 


R(<?)=>A- 


SUR   L'ABAISSEMENT   DU   DEGRÉ   DE   L'ÉQUATION   MODULAIRE. 
1  Extrail  d'une  lettre  adressée  à  M.  Emile  Picard  par  M.  Joseph   PLÈMELJ.) 


Dans  sa  célèbre  lettre  à  A.  Chevalier,  Galois  expose  en  quelques 
mots  les  découvertes  qu'il  a  fuites  relativement  à  l'équation  modu- 
laire. Le  passage  qui  traite  de  l'abaissement  du  degré  qui,  en 
général,  n'est  pas  possible,  sauf  par  exception,  comme  Galois  l'a 
dit,  pour  les  cas  p  =  5,  7,  11,  est  d'un  intérêt  particulier.  Dans 
son  Mémoire  de  i853,  E.  Betti  {Annali  di  scienze  matema- 
tiche,  t.  I\  ,  1 853)  a  construit  les  groupes  que  Galois  n'avait  que 
rapidement  ébauchés.  En  1868,  G.  Jordan  (Paris,  Comptes 
tendus,    t.    LX.YI,    1868)    a    réussi    à    démontrer   qu'en    effet  la 
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réduction  du  degré  n'est  possible  que  dans  les  cas  p  =  5,  7,  11, 
quoique  L'on  n'ait  pas  encore  compris,  tant  <[ue  je  sache,  la  vraie 
portée  des  mots  par  lesquels  Galois  avait  esquissé  la  méthode  dont 
il  s'esl  servi. 

Les  lignes  qui  vonl  suivre  ont  pour  but  de  retracer  la  pensée  de 
Galois.  En  effet,  la  non-primitivité,  qu'il  a  sans  doute  d'abord 
constatée,  du  groupe  cherché  lui  a  suggéré  l'introduction  de  la 
notion  des  «  lettres  conjointes  ».  Dès  que  Ion  se  place  à  ce  point 
de  vue,  on  n'a,  pour  la  solution  complète  du  problème,  qu'à 
suivre,  à  l'aide  de  raisonnements  d'une  simplicité  étonnante,  un 
chemin  tout  indiqué. 

Le   groupe  \b   de  l'équation  modulaire  est  constitué  de  toutes 

les  permutations,  en  nombre  (p  +  1) p- >  que  Ion  obtient  en 

opérant  sur  les  lettres  s  =  00,  oj  1 ,  . .  .,  p  —  1  chacune  des  substi- 
tutions \  z.  — %.  )  où  a,  S,  y,  0  sont  des  nombres  entiers  réduits 

t    '  v  z  -h  S  /  r     ' 

par  rapport  au  module  premier  p,  le  déterminant  ao  —  [iy  étant 
égal  à  un  résidu  quadratique  (carré),  mod/?.  Toutes  les  lettres  ce, 
o,  1,  . ..,  p  —  1  jouent  le  même  rôle  dans  ©,  de  façon  que  l'on 
puisse,  sans  changer  le  groupe,  remplacer  deux  lettres  différentes 
quelconques  a;  0  par  oc,  o  à  l'aide  de  la  transformation 


Il   s'agit  d'examiner,  s'il  existe  dans  05  un  sous-groupe   %  de 

(/>  +  i)- permutations.    A    supposer  (pic    ce    groupe    existe, 

soit  -H  le  sous-groupe  de  ,£).  formé  par  toutes  les  substitutions 
de  %  qui  ne  font  pas  changer  de  place  00,  et  qui  par  suite  sont  de 
la  forme  X  =  (.z,  az-\-b);  à  supposer  en  outre  que  dans  x)  les 
substitutions  <7(),  <rM  ...,  t^_,  soient  telles,  qu'elles  remplacent  co 
par  o,  1,  ...,  p —  1  respectivement,  le  groupe  I)  sera  décomposé 
en 

fy  =  &  -+-  &.  70  ■+-  &?l  +  .  .  .-H  iW/,-1. 

Au  cas  où  tous  les  t0,  t,,  ...,  a-/>_i  n'existeraient  pas,  le  nombre 
de  ces  termes  serait  diminué.  Si  nous  démontrons  (pie  toutes  les 
substitutions   de   £i   peinent   être   mises   en   même    temps  sous  la 
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forme  x  =  (z,  m-z\  nous  aurons  deux  résultats  à  la  fois,  c'est-à- 
dire  que  : 

i°  *i  est   constitué  précisément   de   toutes  les substitu- 

1  2 

tions  x==("2,  m-z),  le  nombre  /n2  étant  un  carré  quelconque,   et 

que  : 

2°  Les  cr0,  7,.  ...,  7p_,  existent  tous  dans  £}, 

car,   au  cas  contraire,  le  nombre  [p  -\-  1)- des    permutations 

de  X)  ne  pourrait  être  atteint.  Or,  ce  nombre  n'étant  pas  divisible 
par  p.  x)  ne  contiendra  aucune  substitution  du  degré  p,  donc 
dans  X  =  (s,  az-\-b)  le  coefficient  «^1  (niodjo),  sauf  dans  la 
substitution  identique.  Outre  ce,  il  existe  encore,  par  rapport  à 
chaque  substitution  de  celte  forme,  une  lettre  qui  n'est  pas 
changée;  parmi  ces  lettres  nous  pouvons,  en  vertu  de  ce  qui  a  été 
dit  plus  haut,  supposer  comprise  la  lettre  o  (Gai.ois,  Œuvres, 
p.  28,  1.  i).  Comme  )  'x 'ax  =  [:j,  z-{-b(m'- —  i)j,  en  même 
temps  que  x  et  A  appartiennent  à  i.1,  nous  avons  b=o  (c.  q.  f.  d.V 
Par  conséquent,  toute  substitution  de  £).  laissant  en  place  ce,  ne 
dérange  pas  non  plus  o  et  réciproquement,  et  ces  substitutions 
forment  le  groupe  iX.  Démontrons  maintenant  que  îj0,  et  par  suite 
imites  les  substitutions  de  iio-,,,  permutent" entre  elles  les  lettres  ce 
el  o,  ce  qui  veut  dire  que  : 

3°  Xto-0  est  formé  de  toutes  les  — —  substitutions  (  ;, —  ), 

le  nombre  m-  étant  un  carré  quelconque. 

En  effet,  les  substitutions  ToXIt"1  ne  changent  pas  la  lettre  oc, 
donc  non  plus  o;  d'autre  part,  si  b  est  la  lettre  que  c0  remplace 
par  00,  les  substitutions  Tq^o-^1  la  laissent  invariable;  donc  b=-o. 

Le  rapport  étroit  entre  ce  et  o  a  pour  conséquence  le  groupe- 
ment  de  p  +  i   lettres  ce,   o,    1,    ....    p — 1    en couples  de 

o  lettres  conjointes  »  de  manière  que  chaque  substitution  de  %  ne 
change  que  l'ordre  des  couples,  tandis  qu'elle  ne  peut  jamais 
séparer  deux  lettres  conjointes.  Les  substitutions  de  xi,  ne  déran- 
geant ni  ce  ni  o,  il  est  clair  d'abord  que  toute  substitution  de  M*tc 
remplace  par  les  mêmes  lettres  que  crc  les  lettres  ce  et  o,  cest-à- 
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dire  par  c  et  c'  par  exemple.  Définissons  maintenant  les  «  lettres 
conjointes  ••  à  l'aide  < I < •  s  couples  formés  -  chacun  deux'  fois, 
comme  nous  le  verrons  — de  deux  lettres  par  lesquelles  les  substi- 
tutions <lc-  systèmes  respectifs  4i.  4*7, ,.  ÎRo-,,  ....  &-7p  \  rem- 
placent x  et  (..  Cela  étant,  nous  voyons,  d'abord,  qu'une  substi- 
tution quelconque  y  de  £)  (ail  du  couple  c,  c  les  mêmes  deux 
lettres  qui  dérivent  de  x.  o  par  la  substitution  7,  y,  et  qui  sont 
encore  puisque  ycy  est  contenu  dans  un  des  systèmes  xIt,  deira 
lettres  conjointes,  et  ensuite  que,  ac  faisant  de  x.  o  les  lettres  c,  i •'. 
la  substitution  7{)rr  change  x.  o  en  c',  '".  ce  qui  pi  <mi\  e  que  70  ?c  pst 
contenu  dan>  Jtay,  dont  toutes  les  substitutions  partant  changent 
x,  o  en  c  .  c. 

La  définition  des  lettres  conjointes  étant  ainsi  achevée,  la  for- 
mation du  groupe  cherché  est  immédiate  : 

En  effet,  lu  substitution  i  s,  m- z)  de  i)  change  les  lettres  i,  .M 
en  m-,  m2 M.  «  Donc  si  M  est  la  lettre  conjointe  de  i,  la  lettre 
conjointe  de  m-  sera  m2  M.  »  Ici  deux  cas  sont  a  distinguer  : 
i°  M  est  un  carré;  2°  M  est  non-carré. 

Premier  cas.  —  Si  M  est  un  carré,  les  couples  m2.  rn-M  ne 
contiennent  que  tous  les  carrés,  d'où  il  s'ensuit  que,  de  même 
entre  eux,  les  non-carrés  sont  joints  en  couples.  Deux  lettres  con- 
jointes, sauf  x,  o.  étant  donc  toujours  de  la  forme  x,  a?N2,  il  faut, 
puisque  la  substitution  (  z.  N2s  )  les  change  en  x?\-.  ./  _\''.  que  l'on 
ail  Ns=  i  ou  bien  N2  = —  i  (mod/>).  Cela  prouve  que  y?  =  4^-+-i 
et  qu'en  dehors  de  oc  .  o  tout  couple  consiste  en  deux  lettres 
x,  — x  de  signes  contraires.  D'autre  part,  cette  forme  des  couples 
est  la  seule  possible  dans  le  cas  p  =  ^n  -\-i.  car  la  substitution 

(  z,  -  \  qui  e>l,  —  i  étant  un  carré,  contenue  dans  Z).  fait  de  t.  M 

les  lettres  i ,  M-' .  donc  M  =  M~l  ou  bien  M  =  —  1 1  modp). 
Mais  à  ces  conditions  Z)  n'existe  que  pour^>  =  5. 

Effectivement,  toute  substitution  de  a)  qui  change  lé  couple 
i,  —  i  en  oo,  o  et  qui.  à  cause  décela,  e>t  de  la  forme  (s,  a  ._  ~^  h 
fait   de    deux  autres  lettres  conjointes   quelconques  x.  — x  deux 


i5o  PIIEM1È.RE   l'Ain  lit. 

conjointes.  Donc 

—  gc  — j—  I  X     '     I 

a — - — ■ —  = — a- ou  bien  ,r2-t-i  =  o     (modo) 

—  .r  —  i  x  —  ï 

H  l'on  doit  avoir  aussi  aa-f- 1  :=  o(mod/?),  donc  /?  =  5. 

Deuxième  cas.   —  Si  M  est  non-carré,  on  aura  /j  =  4/>  +  3  et 

nous  trouverons,  à  l'exception  de  oc,  o  en  faisant  x  égal  aux 

résidus,  chacun  des  couples  des  lettres  conjointes  sous  la  forme  a?, 
xM. 

Toute  substitution  de  il)  qui  fait  de  i,   M  le  couple  oc,  o  et  qui 

est  par  Miilc  de  la  forme  (z,  a—_ ]  change  (pour  p  >>-  3-)  toul 

autre  couple  x.  xM  en  deux  lettres  conjointes,  d'où  il  s  ensuit  : 

xM  —  AI  .r  —  M  ,,    .  ï  '  .      ■ 

a  — — — —  =  INI  a >  don  x  -\ ï  =  JM     <  mua  o  ), 

x  M  —  ï  x  —  i  x 

ou  bien 

a;  M m  x  _  ai  , 

M  a — a  ' — ,  d'où  x  — ï  =  M-1      i  inuijfl). 

./■  M  —  ï  x  —  ï  x 

selon  ciue  a- —  est   \\\\  carré  ou   non,  le  nombre  M  signifiant 

1  X  —  I  ° 

toujours  le  même  non-carré.  Chaque  carré  .r,  excepté  ï,  doit 
satisfaire  à  une  de  ces  deux  congruenoes,  dont  l'une  et  l'autre 
admettent  au  plus  deux  racines,  d'ailleurs  réciproques  entre 
elles  i  mod/>  t.  On  n'aura  donc  plus  que  ï  -4-  \  carrés,  et  il  ne  reste 
(pie  les  cas  p  =  7  et  p  =  1  1 . 

Pour   p  =  -,    nous    avons    les    carrés    1,    2,    f\   et  en    vertu    de 
2.4  =  1  Muod  -  1.     les     nombres    2    et      \    sont    réciproques    entre 

eux  (mod-  |.  En  les  portant  dans  x-\ 1  on  trouve  5,  un  non- 
carré,  en  effet,  que  Ion  doit,  par  conséquent,  mettre  .-oit  pour  M. 
soit  pour  M-1.  La  formation  du  groupe  a)  n'est  donc  possible  que 
pour  M  =  5  et  M  =  3. 

Pour  p=  11,  les  carrés   sont   1,  3,  4;  5,  Q  et,  d'après  3.4  ^  1 
et  5.9  =  1  (mod  1  1),  les  nombres  3  et  4,  de  même  5  et  9  sont  réci- 
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proques  cuire  eux.  En  les  portant  dans  .r -\ i  on  obtient  les 

nombres  6,  respectivement  a,  qui  sont,  en  effet,  deux  non-carrés, 
même  réciproques  entre  eux;  on  doit,  par  conséquent,  mettre  l'un 
pour  M,  l'autre  pour  M  '.  Cette  fois  aussi,  le  groupe  i)  j)eui  être 
Formé  de  deux  manières,  c'est-à-dire  avec  M  =  2  et  avec  M  =  <i. 

Le  fait  prouvé  que  les  congruences  x'-\ - 1  =  M,  respecti- 
vement ^.\l_l,  sont  résolubles  garantit  l'existence  de  ii).  Ces 
congruences  nous  montrent  immédiatement  que,  x  étant  un  carré, 
M  —  i    l'est  aussi;   en  outre,   puisque    le    déterminant    a(M — i) 

z,  a  — — —  )  est   un  carré,   il   faut  que  a  le  soit  de  même;  les 

lettres  a.  «M  provenant  par  la  substitution  (  z:  a— — —  )  de  x.  o 

ont    par  suite  la  (orme  voulue  des  couples.  En  écrivant  les  con- 

x  —  M  i  .  ,, 

gruences  comme  suit   :   =  —  >  respectivement  ^Ma?,   nous 


X  —  I 


■'■—  M  i  -  •  -    i  i 

vovons  que  a est,  comme  il  est  nécessaire,  un  carre  clans  la 

1  x  —  i 

première  congruence  et  un  non-carré  dans  la  seconde.  Donc  la 
substitution  iz,a- — —  J    et.  c,    Wîas),    vz\   — -J    de   même,   ne 

séparent  pas  les  lettres  conjointes.  11  s'ensuit  que  si  l'on  en 
compose  une  nouvelle  substitut  ion,  celle-ci  ne  peut  que  permuter 
les  couples. 

Etant  donné  que  seuls  les  couples  se  changent  en  oc,  o  la  subs- 
titution (z,  a 1  ne  peut  faire  partie  de  a)  que  m  les  lettres  c, 

(c  N 
I  — -  -r  j    dll 

déterminant,  on  voit,  i  —  M  et  i  —  M-1  étant  toujours  des  non- 
carrés,  que  le  produit  ac  lui-même  sera  un  non-carré.  Inver- 
sement, il  est  clair  que  toute  substitution  de  la  forme'(.s,  et— ) 

peut  être  composée  des  éléments  de  tout  à  l'heure. 

En  ajoutant  quelques  mots  à   ceux  de  Gallois,    nous    pouvons 
résumer  : 

Le  sous-groupe  X)  de  \p-\-i)- substitutions  n'existe  dans 

le  groupe  de  l'équation  modulaire  que  pour  p  =  ,]:  5,  7,  11. 
Pour/?  =  3  el  5  il  v  a  un  seul  système  de  soiis~groupea  conjugués; 
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pour  />  =  7  et  m  il  v  en  a  deux.    L'un  des  groupes  conjugués  esl 

formé  par  les  (p  +  i)  — —  substitutions 


(*-*)■  (--«^ 


i7i2  étanl  un  carré,  c,  c'  deux  lettres  conjointes,  exception  faite 
de  oo  et  o,  et  a  un  non-résidu  ou  un  résidu  suivant  que  c'  esl 
résidu  ou  ne  l'est  pas. 

Pour  »  =  3,    il   v  a   deux  couples    des    lettres  conjointes  oo,   o 

cl  I  ,   2. 

Pour/>  =  5,  les  lettre^ 

■y.,     i .     ■?. 

ont  respectivement  pour  lettres  conjointes 

o.     4-     3. 

Pour />==-,  on  trouve  deux  représentants  des  groupes  i),  dans 

lesquels 

S- .      I  .     -i.     _i 

ont  respectivement  pour  lettres  conjointes 

...         i.       6,        1.  si    i\l  =    3. 

ou  bien 

...      ■>.     3.     6.         si  M  =  ï. 

Pour/?  =  ii,  «ui  a  encore  deux  représentants  des  .i)  dans  lesquels 

x ,      i ,      î ,      j .     5 .     9 

ont  respeeti\  emenl  pour  lettres  conjointes 

(t.      ■).     G.     S.      io,       7,  si  M  =  ■>. 

ou  bien 

o,     li.     7.     2.       8,      10,         si  M  =6. 

Si  c^,  c0,  e,,  ...,  Vp   1  sont  les  racines  de  l'équation  modulaire 

1                         V^                                            1                   1                   1        fl  +  l 
respective,  la  somme    7   ercr\  par  exemple,  étendue  sur  les 

couples  des  lettres  conjointes  c,  c'  ne  prendra  que  p  valeur  et  sera, 
par  conséquent,  racine  d'une  équation  du  degré  />. 

«   Ainsi    pour    le-    cas    de  p=5,    7.    11,    l'équation  modulaire 
s'abaisse  au  degré  p. 
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»   En  toulc  rigueur,  cette  équation  n'est   pas  possible  au?  cas 

plus  ('levés,    i) 

Par  ces  lignes,  j'ai  pris  place,  bien  lard,  il  es!  vrai,  parmi  les 
gens  qui  trouvent,  comme  Galois  l'a  dit,  leur  profit  à  creuser  dans 
les  profondeurs  qu'il  a  rendues  accessibles  aux  recherches  des 
géomètres  de  toul  un  siècle.  Aussi  j'ose  vous  envoyer  ces 
remarques,  pour  que  nous  en  fassiez  l'usage  que  vous  jugerez  bon. 
si  toutefois  vous  trouvez  qu'aujourd'hui  encore  elles  pourraient 
contribuer  à  l'intelligence  de  certains  passages  de  la  lettre  de 
Galois.  Joseph  Plemelj. 


LE  PASSAGE  A  LA  LIMITE  DES  ÉQUATIONS  AUX  DIFFÉRENCES 
AUX  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  DANS  LES  PROBLÈMES 
AUX  LIMITES; 

Pau  M.  Michkl  PLANCHERKL 
(Zurich). 


1.    Soil 
(J) 


s.'[p(flr)'-s]+»(')tt+Xl,=s/^.: 


une  équation  différentielle  du  second  ordre,  adjointe  à  elle-même. 
A  désigne  un  paramètre.  Supposons  que  p(x)  >  o  dans  o^.r  =  i , 

quep(x),  -f-,  -—,  q(x),  f(x)  sont  continues  dans  cet  intervalle 

tï  X        CL  •/ 

et  proposons-nous  d'intégrer  cette  équation  sous  les  conditions 
(2  )  ii(o)=a(i)  =  o. 

L'objet  essentiel  de  cette  Note  est  de  montrer  que  cette  intégra- 
tion peut  s'effectuer  en  la  considérant  comme  cas  limite  de  la 
résolution  de  V équation  aux  différences 

Ci)    piritA.*Ui~i-4-  «A/),nA»/+(y,-+  X)ïtj=//        (i=\,  ■>,...,  »  —  1), 
sous  les  conditions 

(4)  "0=  uH=  <». 


1  H 
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lorsque  n  — v  x  .  p,-.  /-/,,/,  s<»nl  des  abréviations  pour  p  (  —  )  3  (](-)■> 

/'(-)  et 

ÙLUi=  M|-+-i —  M/,  A2»;  =  Ai  AH,)  =  A«/+]  —  A«{=  «i4.2 —  2  .<*/+! -+-  ",. 

Nous  montrerons  donc  que  lorsque  i.  n  augmentent  indéfiniment 
de  manière  que  lim  -  =  'xy  uniformément  dans  (o,  i) 

■  ■  »  du  , .         ,    „  'I-  a 

1 1 1 1 1  ///=  u(  x).  lim/iA«,-=    -7—  i  11m  7l2A2«i_i  =   ~r^  • 

d.r  i(j- 

lorsque  X  n'est  pas  une  valeur  fondamentale  du  problème  diffé- 
rentiel homogène.  Nous  verrons  de  plus  que  les  valeurs  fonda- 
mentales <•[  les  fonctions  fondamentales  du  problème  différentiel 
homogène  peuvent  se  calculer  comme  limites  des  expressions  cor- 
respondantes du  problème  aux  différences. 

En  d'autres  termes,  nous  montrerons  que  la  méthode  classique 
d'intégration  de  Cauchy-Lipschilz  est  encore  applicable  dans 
I ■■  ras  des  problèmes  aux  limites.  Nous  dirons  au  paragraphe  lî 
quelques  mots  sur  l'application  de  cette  méthode  aux  problèmes 
aux  limites  de  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles 
linéaires  du  type  elliptique. 

L'intérêt  de  la  recherche  que  nous  entreprenons  ne  nous  paraît 
pas  seulement  théorique.  Cette  recherche  légitime  un  procédé  de 
calcul  numérique  des  solutions  des  problèmes  aux  frontières  qui 
présente  sur  le  procédé  de  calcul  de  Pùtz  l'avantage  de  permettre 
le  calcul  des  dérivées  de  la  solution  cherchée.  L'intérêt  me  paraît 
encore  accru  par  le  fait  que  cette  recherche  permet  encore  de 
répondre  à  une  question  qui  se  pose  en  mécanique  lorsqu'on  essaye 
de  passer  du  discret  au  continu. 

"2.  On  peut  en  elfet  tenter  en  mécanique,  de  deux  manières 
différentes,  le  passage  du  discret  au  continu.  Ou  bien  on  effectue 
le  passage  à  la  limite  sur  les  équations  du  mouvement  du  système 
discret;  on  est  ainsi  conduit  à  des  équations  différentielles  ou  aux 
dérivées  partielles  que  l'on  regarde  comme  les  équations  du  mou- 
vement du  système  continu  limite.  Ou  bien  on  effectue  ce  passage 
à   la   limite   non  plus   sur  les   équations   mais  sur  les  solutions  du 
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problème  discret.  Uors  que  le  premier  procédé  esl  celui  que  les 
mathématiciens  «In  xvmc  el  du  débul  du  \i xe  siècle  onl  souvenl 
utilisé  pour  trouver  les  équations  du  mouvement  des  milieux 
continus,  par  exemple  celles  «les  milieux  élastiques,  le  second  a 
donné  entre  les  mains  de  physiciens  tels  que  lord  Rayleigh 
d'où  1<'  nom  de  «  principe  de  Rayleigh  ■>  donné  par  F.  Klein  — 
une  méthode  heuristique  féconde  pour  trouver  les  propriétés  des 
solutions  des  probièmes  a'ux  limites  de  la  théorie  des  équations 
aux  dérivées  partielles  I  existence  dune  infinité  de  vibrations  fon- 
damentales, etc.). 

La  question  se  pose  tout  naturellement  de  -.avoir  si  ces  t\vux 
passages  à  la  limite  conduisent  au  même  résultat.  Si  1  on  se  borne 
en  particulier  à  l'étude  des  petits  mouvements  autour  d'une  por- 
tion d'équilibre  stable  on  peut  se  demander  :  Les  petits  mouve- 
ments d'un  système  continu  à  une  infinité  de  degrés  de  libelle 
peuvent-ils  être  envisagés  comme  cas  limites  de  petits  mouvements 
d'un  système  fini  de  points  matériels  ou  d'un  système  à  un  nombre 
fini  de  degrés  de  liberté?  Mathématiquement  —  pour  un  milieu 
continu  à  une  dimension  —  le  problème  se  réduit  à  celui  que  nous 
nous  sommes  posés  au  paragraphe  1. 

Pour  le  physicien,  la  réponse  ne  fait  pas  de  doute  et  la  question 
peut  lui  paraître  oiseuse.  Je  crois  par  contre  que  la  question  est  de 
celles  qui  intéressent  le  mathématicien.  Dans  le  mémoire  du 
tome  12  de  V American  Journal  of  Mâthematics  :  Sur  les  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  de  la  physique  mathématique  on 
il  donne  sa  méthode  de  balayage  pour  la  résolution  du  problème 
de  Dirichlet,  H.  Poincaré  consacre  le  paragraphe  7  :  <  Retour  à 
l'hypothèse  moléculaire  »  à  montrer  la  valeur  heuristique  du  prin- 
cipe de  Rayleigh.  Il  y  annonce  qu'il  essaiera  dans  un  mémoire  ulté- 
rieur la  justification  mathématique  de  ce  principe.  Mais,  à  vrai  dire, 
la  méthode  qu'il  a  donnée  pins  tard  dans  son  célèbre  mémoire 
de  180,4  des  Rendiconti  di  Palermo  contient  bien  une  démons- 
.  tration  des  résultats  déduits  heuristiquement  à  l'aide  du  principe 
de  Rayleigh,  par  exemple  l'existence  d'une  infinité  de  sim>  fonda- 
mentaux d'une  membrane,  mais  elle  ne  me  parait  pas  constituer 
une  justification  directe  du  principe  lui-même.  Xous  devons  d'ail- 
leurs être,  bien  loin  de  nous  en  plaindre1,  car  c'est  ace  mémoire 
des  Rendiconti  que  nous  devons  les  découvertes  de  Fredholm  el 
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les  beaux  travaux  de  Hilbèrt  sur  les  équations  intégrales.  Nous 
verrons  précisément  que  nous  pourrons  ramener  la  résolution  du 
problème  posé  au  paragraphe  1  à  n'être  qu'une  application  de  la 
méthode  de  passage  du  fini  à  l'infini  que  Hilbert  développe  dans 
sa  première  note  sur  les  équations  intégrales  (  '  ). 

Illustrons  sur  un  exemple  très  simple  les  considérations  précé- 
dentes. 

Une  corde  homogène,  parfaitement"  flexible,  est  tendue  entre 
deux  points  fixes.  Trouver  le  mouvement  libre  transversal  de  la 
corde,  en  négligeant  l'action  de  la  pesanteur  et  en  supposant  le 
mouvement  dans  un  plan. 

Pour  mettre  le  problème  en  équation,  Jean  I  Bernonlli  (1-27) 
substitue  d'abord  à  la  corde  un  fil  sans  poids  tendu  entre  les  deux 
points  fixes  et  portant  un  système  de  n-\-x  points  matériels  équi- 
distants  et  de  même  masse.  Il  obtient  ainsi  un  système  discret 
à  n  —  1  degrés  de  liberté  (deux  des  points  matériels  se  trouvent 
aux  extrémités  fixes  du  fil)  dont  il  peut  écrire  les  équations  du 
mouvement. 

Prenant  la  position  d'équilibre  du  fil  comme  axe  des  x,  l'une  de 
ses  extrémités  comme  origine  et  la  longueur  du  fil  comme  unité, 
numérotant  ensuite  les  points  matériels  de  o  à  n  et  appelant  r/, 
l'écart  du  (/,-)- i)"'mc  de  sa  position  d'équilibre,  Bernoulli  montre 
que 

^T  =  A *ï (k=y »-,), 

en  désignant  par  //  =  -  la  distance  de  deux  points  matériels  con- 
sécutifs dans  leur  position  d'équilibre  et  par  A2  une  constante 
positive  qui  dépend  de  la  tension  du  fil  et  des  masses  des  points 
matériels.  Pour  .que  le  problème  soit  déterminé  il  faut,  en  plus  des 
conditions  initiales  1  positions  et  vitesses),  ajouter  les  conditions 
aux  limites  )o  =  ,>'// =  o  qui  expriment  que  le  fil  est  fixé  aux  extré- 
mités. En  augmentant  indéfiniment  le  nombre  des  points  matériels 
portés  par  le  fil  tout  en  laissant  leur  masse  totale  constante,  Ber- 


(')  D.  Hilbekt,  Grundziïge einer allgemeinen  Théorie  der  tinearen  Inlegral- 
gleîchungen  I.  Mitteilung  (Gôttinger  Nachrichten,  190')). 
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no u  11  i  conclut  que  L'équation  du  mouvement  de  La  corde  est 

Ht*  ~       Jx*' 

Comme  il  s'intéresse  spécialemenl   aux  vibrations  harmoniques, 

il  pose 

Y  h  =  Uk  cosv  t,     ou    y=ûcosvt, 

et  obtient  soii  l'équation  aux  différences  du  problème  discret 

Mi+1-2I«i.+  U/c-\ 


i  '»  i  —  '/-u/.  =  A2 


h* 


soil  l'équation  différentielle  du  problème  continu 

.  .  d'1  u 

l>es  conditions  aux  limites  deviennent 

Uq=i'Uh  ==  o        et         ut'o)  =  a  (i)  =  o. 

Alors  que  Bernoulli  intègre  l'équation  différentielle  1 6  i,  Lagrange 
résout  sous  les  conditions  aux  limites  données  l'équation  aux  dif- 
férences (5),  met  sa  solution  sous  la  forme  explicite  Mw=  I"  (A",  w;v) 

et  effectue  le  passage  à   la  limite    -—>./■   dans   cette   solution.   11 

retrouve  de  la  sorte,  comme  nous  le  verrons  au  paragraphe  1,  les 
résultats  de  Bernoulli. 


3.   Une  équation  aux  différences,  linéaire,   d'ordre  /. .  n'est  pas 
autre  chose  qu'une  équation  récurrente  du  type 

/,- 

2_,  avp  Mv+p  =  b.,  (V=lj2,    ..'.), 

où  rtvp,    ^v  sont  des  quantités  données  et  «v+p  les  inconnues.  Si 
nous  utilisons  les  notations  du  calcul  des  différences  et  posons 

A11//.,      =  «v, 

A2  //.,      =A(A«V), 

3 

A/'(»v  |  =  Ai  M'-1  u.j  i, 
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l'équation  prend  la  forme 

k 

V  avpAP«v=  bv, 

?=° 
d'où  son  nom. 

Considérons  pour  fixer  les  idées  une  équation  d'ordre  2 
L( ut  )  ===  aillai  -h  bt  ut -+-  ci  Ui+i  =fi. 
Multiplions-la  par  l'indéterminée  \>i  et  faisons  la  somme.  On  a 

:  Vli  ut)vi=  V  Mi  Vi)in, 

en  mitant 

Mir,i  est  dite  l'adjointe  de  L(w/).  L'identité  (7)  joue  pour  les 
équations  aux  différences  le  rôle  de  la  formule  de  Green.  En  parti- 
culier, si  Mii/i  =  L|  c/),  L  est  dite  adjointe  à  elle-même.  Ce  sera 
le  ras  si  C{=  di+i. 

Soit  à  intégrer  une  équation  aux  différences  du  second  ordre 

I-   "/)  —fi        '  /  =  1.  •>.,  ...,  n  —  i). 

sous  les  conditions  aux  limites 

«0=  u„  =  o. 

Ce  système  de  n  -\-  1  équations  algébriques  linéaires  à  /*  +  r 
inconnues  «0,   ut,  . .  .,  m„  a  sa  solution  exprimable  sous  la  forme 

ui  =  —  ^  c»,/, /■/.       ( «  =  .0,  1 ,  •>.,  . . .,  n). 

k  =  0 

Considérée  comme  fonction  de  l'indice  1,  Gt>  vérifie  les  relations 

1       o,  i  je  A 
L(  G,-/-  )  =  •  .  (1  '=  r,  2 «  —  i  ;  k  =  o,  1,  2,  . . .,  «) 

/   —  1 .  1  =  /. 

et  les  conditions  aux  limites 

G/*=  o,  pou*  î  =  o.  i  =  /;.  qui-l    que  SOJ1   /  . 

G/*  joue  pour  l'équation  aux  différences  et  les  conditions  aux 
limites   données  le   même   rôle   que  la  fonction  de  Green  pour  un 
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problème  différentiel,  ^.ussi  ['appellerons-nous  du  môme  nom  i  '  ». 
De  même  que  la  fonction  de  Green  d'une  équation  différentielle 
adjointe  à  elle-même  esl  une  fonction  symétrique,  la  fonction  de 
Green  Gin  d'une  équation  aux  différences  adjointe  à  elle-même  esï 
s\  métrique  :  <  im  =  (  î/,/. 

Soit 

L|  u,)  -I-  lu,—  o         (i  =  i  ,■>.,....  n  —  1  |, 

u0  =  un  =  o, 

un  problème  aux  limites,  homogène,  où  L  est  adjointe  à  elle- 
même.  L  dérive  alors  d'une  forme  quadratique  -  le  premier 
membre  de  la  formule  de  Green  est  en  effet  alors  bilinéaire  symé- 
trique —  et  l'on  sait  qu'il  existe  n       i  valeurs  réelles  ).|,  X2 

â„  _,  de  X  pour  chacune  desquelles  le  problème  possède  nue  solu- 
tion («05  "i?  •  •  •  •  Un  )  non  identiquement  nulle.  Désignons  par 

(8)  (v  =  i,  a,  ... .,  n  —  i) 

'  Ou '  —  «i»    =  " 

ers  solutions;  nous  les  supposons  encore  normées  par  les  con- 
ditions 

// ,'/  -'  -i-  m  ,v  -  -t-  .  ;  .+'Mfl-!î=n. 

Le  tableau  (8)  de  ces  solutions  tonne  une  matrice  orthogonale  et 
la  fonction  de  Green  de  L  <  a,)  est 

f;,,  =  iV^'. 

V  =  1 

Cette  formule  est  l'analogue  de  la  décomposition  de  la  fonction  de 
Green  d'un  problème  différentiel  en  série  de  fonctions  fonda- 
mentales. 

Par  exemple,  l'expression  aux  différences,  adjointe  à  elle-même, 
A2 «<•_!==  Mj+1  —  2Ui-\-Ui_t    a    pour   les    conditions    aux    limites 


(')  (les  analogies  sont  bien  connues,  loir,  par  exemple,  E.  J.  Routh,  Treaiise 
on  liie  dynamics  of  a  system  of  rigid  bodies  (London,  Macmillan,  1 89  >  ) ,  t.  II. 
cliap.  IX.  Voir  aussi  :  P.  Fixk,  I>ie  linearen  Differenzengleichungen  und  i/ire 
Aiwendung  in  die  Théorie  der Baukonstruktionen  (Berlin,  Springer,    192 
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//,,  =  u„  =  o  la  fonction  de  Green 


K«-=: 


/,         /.     i 


!)  G/7,=  -  (t.  k  =  o.  i,  2,  ....  n). 

L'expression  n2A2Ui_i   a,  sous  les  mêmes  conditions  aux  limites, 
la  fonction  de  Green 

no)  gik=~—  G/à 

(  )r.  l'équation  aux  différences 

Mi  rt3  A-  (t/_|  —  X  M/  —  O  (  I  =  I,   2,    .  ...   Il  —  Il 

sous  les  conditions  i/u=  u„  =o  n'a  de  solution  non  identiquement 
nulle  que  Lorsque  A  est  égal  à  l'une  des  n  —  i  valeurs 

12)  )/'  =  ;/'  —  !"-—        (p  =i,  ■>.  . ...  /i  —  o, 

el  les  solutions  normées  \  relatives  sont 

i  i  3)         ti/'"  —-  \J  -x  sin  — -  (j'  =  o,  i,   .  .  ..  n:  />  =  \.  ■>,   .  .  . ,  n  —  i). 

On  aura  donc  1  identité,  facile  à  vérifier, 
/-  ■    îp-    r  ■    kP 

\  2  sin •  s/ -x  sin  — — 


kpr.  .     ip-    .     kp- 

1  sin  — —  sin  — — 
n  il 

U4, 


t   ^  n  n  i     \^ 


,,  —  i  i/i- sin2 —  „  =  1  sin- 

2  II  '  2  /i 


.  I  s  (livre.) 
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VILLEY  (Jean).  —  Les  divers  aspects  de  la  théorie  de  la  relativité. 
Un  volume  iïi-80  raisin  (25  X  16)  de  96  pages.  Paris,  Gauthier- Viilars, 
1923.  Prix  ;fl  5o. 

Accueillie  par  les  uns  avec  une  admiration  enthousiaste,  par 
les  autres  avec  une  certaine  défiance  ou  même  une  hostilité 
déclarée,  la  Théorie  de  la  Relativité,  proposée  par  Einstein, 
excite  actuellement  la  curiosité  universelle.  Tout  le  monde  en 
parle,  —  verba  volant  —  et  même  en  écrit  —  scripta  marient  — 
souvent  sans  se  douter  de  ce  qu'elle  est.  Ce  qui  distingue  les 
élèves,  jeunes  ou  vieux,  de  M.  Langevin,  c'est  qu'ils  savent  de 
quoi  ils  parlent.  M.  Villey  est  l'un  d'eux,  et  son  livre  est  d'autant 
plus  intéressant  que,  dans  sa  deuxième  Partie,  il  donne  au  lec- 
teur le  plan  d'un  des  Cours  que  M.  Langevin  a  faits  depuis 
quelques  années  au  Collège  de  France  sur  ces  difficiles  questions. 
A  défaut  du  Livre  que  M.  Langevin,  toujours  soucieux  de  perfec- 
tion, ne  s'est  pas  encore  décidé  à  écrire,  nous  pourrons  désormais 
savoir  comment  il  présente,  après  mûre  réflexion,  l'enchaînement 
des  idées  directrices,  avec  un  ordre,  une  logique  et  une  précision 
qu'on  ne  trouve,  je  crois,  dans  aucune  autre  publication.  Sous 
sa  forme  condensée,  l'exposé  de  M.  Villey  rendra  les  plus  grands 
services  à  tous  ceux  qui  ont  lu,  mais  sans  assez  d'ordre  et  de 
méditation,  les  Mémoires  écrits  par  le  fondateur  de  cette  théorie 
et  ses  meilleurs  commentateurs.  La  profondeur  et  la  clarté  carac- 
téristiques de  l'enseignement  de  M.  Langevin  aideront  beaucoup 
de  lecteurs  à  mettre  de  l'ordre  dans  leurs  souvenirs,  et  à  préparer 
les  cadres  où  leurs  nouvelles  lectures  viendront  tout  naturelle- 
ment se  classer  à  leur  place  logique. 

Dans   tout   ce   Livre,   les   méthodes   de   la   théorie   généralisée, 
appelée  aussi  quelquefois  théorie  de  la  gravitation,  tiennent  une 
Bull,  des  Sciences  mathétn.,  2«  série,  t   XLVII.  (Mai   1923.)  n 
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place   prépondérante.    Sans   elles,   il   reste   trop   de   mouvements 
rectilignes   et  uniformes   dans   la  théorie   dite   restreinte,   la  pre- 
mière en  date.  Quelles  que  soient  les  difficultés   mathématiques 
qui  subsistent,  d'abord  pour  énoncer  d'une  manière  satisfaisante 
et  correcte  les  problèmes  classiques  de  gravitation  dans  le  lan- 
gage nouveau,  et  ensuite  pour  les  résoudre,  le  sentiment  s'impose, 
à  mon  avis,  que  la  théorie  généralisée  en  permet  la  réduction  à 
un  système  d'équations  de  caractère  exclusivement  géométrique 
(Espace-Temps)    qui    coordonne    numériquement    tous    les    faits 
connus   d'une   manière   exacte,   tous   ceux   d'avant  Michelson,  et 
les    nouveaux    qui    échappaient    aux    anciennes    théories.    A    la 
vérité   ce  n'est   qu'une   coordination  par  équations,   et  non  par 
images  ou  analogies  avec  nos  représentations  anciennes  du  monde; 
nous  perdons  les  raisonnements  quasi  intuitifs  qui  nous  étaient 
familiers,  et  fort  utiles.  Mais  qu'on  y  prenne  garde,  et  qu'on  ne 
se   trompe   pas    d'adresse   pour   les    regrets   et   protestations;    ce 
n'est  pas  Einstein  et  ses  théories  qui  nous  forcent  à  abandonner 
ces   vieux   modes    de   raisonnement,    c'est   l'expérience,    celle    de 
Michelson  et  Morley  sur  la  propagation  de  la  lumière,  celle  de 
Trouton  et  Noble  sur  la  capacité  des  condensateurs.  Nous  pou- 
vons bien  ne  pas  nous  intéresser  aux  phénomènes  qui  font  inter- 
venir une   vitesse   comparable  à   celle  de  la  lumière,   du   moins 
à  ceux  pour  lesquels  le  carré  du  rapport  de  ces   deux  vitesses 
n'est  pas  négligeable;  il  reste  une  multitude  de  faits  à  étudier 
et  à  éclaircir  concernant  la  matière  au  repos  ou  à  peu  près,  faits 
pour  lesquels  les  résultats  des  théories  d'Einstein  sont  d'accord 
avec  ceux  des   anciennes  théories.   Mais,   si  nous  ne  consentons 
pas  à  ignorer  totalement   les   expériences  relatives   aux  grandes 
vitesses,   nous  sommes  bien  obligés   d'avouer  qu'elles  brisent  le 
cadre   des   conceptions   anciennes  et,   en  particulier,   sont  incon- 
ciliables avec  un  élher  immobile,  et  qu'en  outre,  il  n'existe  jus- 
qu'à présent  aucun  autre  édifice  théorique  que  celui    d'Einstein 
pour  grouper  tous  les   faits   bien   observés.    On  peut,   en  paroles 
vagues,  suggérer  d'autres  modes  de  coordination  qui  se  relieraient 
plus  facilement  à  nos  anciennes  habitudes  de  pensée;  mais  jus- 
qu'à ce  jour,  ce  ne  sont  que  paroles  auxquelles  personne  n'a  réussi 
à   donner  de  la  précision. 

Ainsi,   nous   possédons   une   coordination    mathématique   com- 
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plète,  et  nous  n'en  connaissons  pas  d'autre.  La  seule  attitude 
d'esprit  scientifique,  c'esl  de  se  rendre  maître  de  ces  théories 
einsteiniennes,  de  les  perfectionner,  et,  si  possible,  de  se  fami- 
liariser assez  avec  elles  pour  devenir  capable  de  raisonnements 
presque   intuitifs  corrects. 

M.  Villey  n'a  pas  essayé  île  vulgariser  la  théorie  de  la  relativité 
d'Einstein,  de  donner  au  lecteur  l'illusion  qu'il  a  compris  quelque 
chose  sans  un  véritable  effort  el  surtout  sans  une  connaissance 
préalable  approfondie  de  la  Physique  contemporaine,  et  sans 
notions  de  géométrie  et  d'analyse.  Ce  serait  une  tentative  sans 
intérêt  scientifique  et  destinée  au  plus  complet  échec.  Mais  tout 
le  publie  de  professeurs,  de  savants,  d'ingénieurs,  pourvus  d'une 
forte  instruction  scientifique  et  connaissant  le  langage  et  l'écri- 
ture mathématiques,  peut  lire  avec  fruit  son  Livre. 

Le  premier  Chapitre  est  surtout  consacré  à  une  analyse  détaillée 
de  l'Ouvrage  publié,  il  y  a  trois  ans,  par  l'astronome  anglais 
Eddington,  aussitôt  après  le  succès  des  observations  de  l'éclipsé 
de  Soleil  de  191 9,  ouvrage  dont  nous  avons  maintenant  une  tra- 
duction française,  due  à  M.  Rossignol.  L'analyse  qu'en  fait 
M.  Villey  suggérera,  je  l'espère,  à  plus  d'un  lecteur,  l'envie  d'en 
prendre  connaissance.  En  passant  alternativement  de  l'un  à 
l'autre  ouvrage,  je  serais  bien  étonné  si  le  lecteur  ne  trouvait 
pas  qu'ils  s'éclairent  l'un  l'autre  et  se  complètent.  D'ailleurs, 
après  les  deux  Chapitres  relatifs  au  livre  d' Eddington  et  aux 
leçons  de  M.  Langevin,  le  dernier  Chapitre  de  M.  Villey  parait 
facile  à  lire;  il  y  met  bien  en  valeur  le  caractère  logique  et  impo- 
sant de  l'édifice  surgi  du  cerveau  puissant  d'Einstein,  sans  dis- 
simuler qu'il  est,  pour  ainsi  dire,  encore  bien  incomplètement 
meublé.  Il  met  en  évidence,  avec  enthousiasme,  la  beauté  clas- 
sique des  grandes  lignes  du  monument,  l'unité  du  plan  général, 
et  sa  fécondité.  Cette  junévile  ardeur  soutient  l'attention  du  lec- 
teur, l'empêche  de  trébucher  aux  passages  difficiles,  et  le  conduit 
sans  défaillance  jusqu'aux  confins  de  l'Univers  einsteinien. 

Marcel  Brillouin. 
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des  perturbations  électromagnétiques.  Application  de  l'intervalle  d'univers 
au  mouvement  d'un  point  matériel  libre.  Application  à  la  dynamique  du 
point  matériel.  Extension  aux  phénomènes  de  gravitation.  Théorie  géomé- 
trique de  la  gravitation. 


Si»  J.  J.  THOMSON  (O.  M.,  F.  R.  S).  -  Les  Rayons  d'électricité  posi- 
tive KT  LEUR  APPLICATION  AUX  ANALYSES  CHIMIQUES.  Traduit  d'après  la 
deuxième  édition  anglaise  par  M.  R.  Fiuc,  Ingénieur  et  A.  CORVISY, 
Professeur  agrégé  de  Physique,  vol.  in-8,  224  pages  el  9  planches  de 
photographies;  prix  20f'.  Paris;  Librairie  scientifique  J.  llermaun,  6,  rue 
de  la  Sorbonne. 

Bien  que  s'adressant  aux  physiciens  et  aux  chimistes,  cet 
Ouvrage  n'est  pas  dépourvu  d'intérêt  aux  yeux  des  mathémati- 
ciens, non  pas  qu'il  contienne  quelque  chose  de  nouveau  ou  de 
peu  connu  en  mathématiques,  mais  parce  qu'il  nous  présente  un 
superbe  exemple  de  résultats  d'une  haute  importance  physico- 
chimique obtenus  par  l'examen  de  lignes  géométriques  fournies 
directement  par  l'expérience  elle-même. 

Ce  sont  les  rayons-canaux  de  Goldstein  que  l'auteur  désigne 
sous  le  nom  de  rayons  d'électricité  positive  ou  de  rayons  posi- 
tifs, afin  de  rappeler  que  ces  rayons  sont  constitués,  au  moins  en 
majeure  partie,  par  des  particules  électrisées  positivement.  On 
sait  que  les  rayons  cathodiques  sont  formés  de  particules  néga- 
tives, dont  la  déviation  par  un  champ  électrique  el  par  un  champ 
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magnétique  a  été  utilisée  autrefois  par  Su-  .).  .1.  Thomson   pour 

déterminer  la  vitesse  v  ei  le  rapporl  —  de  la  charge  à  la  masse  de 

ces  particules.  11  était  naturel  d'employer  la  même  méthode  pour 
déterminer  la  vitesse  et  la  masse  des  particules  positives;  mais  ici 
les  difficultés  sont  beaucoup  plus  grandes  pour  diverses  raisons  : 
les  rayons  positifs  sont  beaucoup  moins  déviés  que  les  rayons 
cathodiques  par  les  forces  magnétiques,  et  il  faut,  pour  obtenir 
des  déviations  appréciables,  des  champs  magnétiques  de  grande 
intensité;  mais  les  difficultés  proviennent  surtout  de  l'ionisation 
intense  que  produisent  les  rayons  sur  le  gaz  restant  dans  le  tube 
à  décharge  et  aussi  des  radiations  secondaires  auxquelles  ils  donnent 
naissance.  C'est  pourquoi  les  expériences  de  Wien  (1898),  touten 

donnant  des  indications  précieuses,  n'ont  pu  fournir  pour  —  des 

valeurs  acceptables.  11  était  nécessaire,  pour  atténuer  les  causes 
d'erreur,  d'expérimenter  avec  une  très  basse  pression  dans  le  tube 
à  décharge,  mais  alors  la  décharge  ne  passe  plus  que  si  ie  tube  a 
un  diamètre  considérable.  Enfin,  après  de  longues  recherches,  l'au- 
teur a  pu  élaborer  pour  l'étude  des  rayons  positifs  une  technique 
qui  ne  laisse  rien  à  désirer  et  ne  présente  plus  de  grandes  diffi- 
cultés si  y  on  a  la  facilité  de  faire  un  vide  très  avancé.  Les  rayons 
positifs,  produits  de  la  façon  ordinaire  au  moyen  d'une  cathode 
perforée  et  prolongée  par  un  tube  étroit  bien  rectiligne,  viennent 
frapper  un  écran  que  le  choc  des  particules  rend  fluorescent  ou 
mieux  une  plaque  photographique;  avant  de  rencontrer  la  plaque, 
ils  traversent  un  espace  où  régnent  un  champ  magnétique  et  un 
champ  électrique  superposés,  ayant  une  même  direction  perpen- 
diculaire à  celle  des  rayons.  Une  particule  électrisée,  au  lieu  de 
rencontrer  la  plaque  au  point  qui  est  sur  le  prolongement  du  tube 
de  la  cathode,  sera  déviée  à  la  fois  par  le  champ  électrique  et  par 
le  champ  magnétique  dans  deux  directions  perpendiculaires  et  ira 
frapper  la  plaque  en  un  point  plus  ou  moins  excentrique,  suivant 

les  valeurs  de  v  et  de  —  •  La  mesure  des  coordonnées  du   point 

m  l 

d'impact  permettra  de  calculer  v  et  —  >  et,  puisque  e  est  connu,  la 

masse  m  de  la  particule  sera  déterminée.  Si  toutes  les  particules 
avaient  même  vitesse  et  même  masse,  elles  iraient  toutes  frapper 
la  plaque  au  même  point.  Il  n'en  est  pas  ainsi  avec  les  rayons  posi- 
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tifs,  pour  des  raisons  qui  sont  expliquées  dans  le  livre.  Le  calcul 
démontre  facilement  que  toutes  les  particules  se  mouvant  avec  une 
vitesse  donnée,  mais  possédant  des  charges  et  des  masses  quel- 
conques, rencontrent  l'écran  suivant  une  ligne  droite  passant  par 

le  point  frappé  par  les  particules  non  déviées.  D'autre  part,  si  — 

est  constant,  quelle  que  soit  leur  vitesse,  la  trace  des  points  d'im- 
pact des  particules  correspondantes  sera  sur  l'écran  une  parabole 
avant  son  sommet  au  point  de  déviation  nulle,  et  l'on  aura  autant 
de  paraboles  que  de  types  de  particules. 

On  devine  d'après  cela  quelle  puissante  méthode  d'analyse  chi- 
mique peuvent  fournir  les  rayons  positifs,  et  l'on  comprend  com- 
ment l'étude  des  photographies  obtenues  avec  eux  permet  de  déter- 
miner les  différents  types  d'atomes  et  de  molécules  existant  dans 
le  tube  à  décharge.  On  peut  analyser  un  gaz  en  en  faisant  passer 
une  petite  quantité  dans  le  tube.  Une  très  petite  quantité  suffit;  le 
volume  entier  du  gaz  renfermé  dans  un  tube  des  dimensions  de 
celui  employé  le  plus  souvent  par  J.  J.  Thomson  occuperait  oem',oi 
à  la  pression  ordinaire,  et  un  pourcentage  très  faible  de  l'un  de  ses 
constituants  donne  des  paraboles  très  nettes.  La  méthode  d'ana- 
Ivsc  par  les  rayons  positifs  est  bien  plus  sensible  que  l'analyse  spec- 
trale ;  on  a  pu  mettre  en  évidence  la  quantité  d'hélium  contenue 
dans  icm>  d'air,  c'est-à-dire  environ  3xio-G  cm3,  même  lorsque 
cette  quantité  constituait  seulement  i  pour  ioo  des  gaz  mélangés 
dans  le  tube.  La  méthode  permet  aussi,  lorsqu'on  a  déterminé  le 
corps  cherché,  de  savoir  si  la  molécule  est  mono  ou  di atomique. 
Vj  ou  tons  encore  que  la  méthode  des  rayons  positifs  fournit,  quand 
on  peut  l'utiliser,  un  moyen  de  déterminer  les  poids  atomiques 
des  éléments  qui  présente  cet  avantage  considérable  que  la  pré- 
sence d'impuretés  est  sans  influence  sur  le  résultat.  Les  progrès 
ainsi  réalisés  sont  nombreux  et  des  plus  intéressants  pour  la 
chimie  atomique;  il  serait  trop  long  de  les  énumérer;  citons  sim- 
plement la  découverte  d'un  certain  nombre  d'isotopes. 

L  ne  phrase  de  la  préface  de  l'auteur  indique  bien  la  portée  de 
la  méthode  qu'il  a  créée  :  «  Je  suis  convaincu  que  nous  ne  sommes 
encore  qu'au  commencement  d'une  moisson  de  résultats  qui 
viendront  élucider  le  processus  de.  la  combinaison  chimique,  et 
ainsi  un  pont  sera  jeté  sur  l'un  des  fossés  les  plus  profonds  qui 
séparent  encore  la  Physique  de  la  Chimie.  » 
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L'Ouvrage  esl  complété  par  (>  planches  contenant  3=0  photo- 
graphies dune  exécution  parfaite,  choisies  parmi  les  plus  inté- 
ressantes de  celles  que  l'auteur  a  obtenues  dans  ses  savantes 
recherches.  \.  Gohvisy. 


K.ENNELLY  (A.  E.  ),  professeur  à  l'Université  de  Harvard.  —  Les  appli- 
cations élémentaires  des  Fonctions  hyperboliques  à  la  science  de 
l'ingénieur  électricien  (Paris,  Gauthier- Villars  et  C'e,  édiieurs,  1922). 

Le  cosinus  et  le  sinus  hyperboliques  sont  délinis  par  ces  for- 
mules : 

ex  -+-  e~x 


s li  x 


On  en  déduit  immédiatement 
ch.r  =  1  - 


u  x 

1 


1  ! 

4: 

X3 

V. 

-t- 

x'6 
5Ï 

(  cli  rr  )'  =  shx,         (sha?)'=  cha?, 
ch(«  -4-  b)  =  ch  a  ch  b  -t-  sli  a  sh  b, 
sh  (a  -t-  b)  =  sh  a  ch  b  -t-  sh  b  ch  a. 

Le  cosinus  hyperbolique  est  une  fonction  paire  et  positive  ; 
le  sinus  hyperbolique  est  impair  et  a  le  signe  de  x. 

Ces  fonctions  donnent  la  représentation  paramétrique  de  l'hyper- 
bole, comme  le  sinus  et  le  cosinus  donnent  celle  du  cercle;  on  en 
tire  facilement  les  théorèmes  d'Apollonius;  on  s'en  sert  pour 
l'étude  de  la  chaînette.  On  a 

costa;  =  cha*,         s'inix.  =  i  sha?, 
c\\-x  —  s  h'2  a?  =  1 ,         .... 

En  outre,  sha?  et  chx  sont  des  solutions  de  l'équation  différen- 
tielle 

d*y  = 
dx*       Y' 
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Or,  dans  une  ligne  électrique,  en  un  point  x.  si  V  représente 

le  potentiel  (volts)  et  I  l'intensité  (ampères),  si  /'  est  la  résistanee 

par  unité  de  longueur  et  g  la  perditance  par  unité  de  longueur, 

on  a 

d*V       t.  (fil 

Voilà  comment  les  électriciens  sont  amenés  à  l'emploi  des  fonc- 
tions hyperboliques,  et  M.  Kennelly  montre  comment,  à  ce  jour, 
on  peut  envisager  l'usage  pratique  de  ces  symboles.  Je  vois,  dans 
son  livre,  deux  idées,  au  moins,  qui  sont  bien  en  relief  : 

D'abord  la  haute  utilité  de  ces  symboles,  pour  l'étude  des  lignes 
électriques  ; 

Ensuite  le  passage  du  courant  continu  ou  courant  alternatif, 
par  la  substitution,  dans  V  et  I,  de  nombres  complexes  a-\-bi, 
aux  nombres  réels. 

Comme  beaucoup  de  physiciens,  M.  Kennelly  emploie  le  sym- 
bole j  à  la  place  de  /',  la  lettre  i  pouvant  servir  à  désigner  une 
intensité.  On  remarquera  aussi  le  symbole 

pip     pour     p  e«'P         et         i  V  fi     pour     e~'P,         .... 

Dans  cet  ordre  d'idées,  l'auteur  revendique  (p.  63)  la  décou- 
verte de  la  généralisation  de  la  loi  d'Ohm.  Pour  un  courant 
continu,  ou  a 

"ï 

(E  volts,  1  ampères,  R  résistance  totale). 

Dans  un  circuit  simple,  à  courant  alternatif,  dont  tous  les 
éléments  sont  montés  en  série,  on  aura 

/  impédance  est  la  résistance  complexe;  E  et  I  sont  des  nombres 
complexes. 

On  est  donc  amené  à  l'emploi  de  shj?  et  de  ch,r,  x  étant  de  la 
forme  a  -+-  bj  (p.  76),  et  M.  Kennelly  obtient  la  réalisation  maté- 
rielle, pourrait-on  dire,  de  ces  symboles,  au  moyen  de  tables  et 
d'atlas,  dont  la  deuxième  édition  a  paru  en  1921.  11  indique  un 
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modèle  géométrique  (p.  79),  pour  faciliter  la  compréhension,  mais 
non  pour  le  calcul,  l'approximation  étant  mauvaise. 

En  un  mot,  L'auteur  de  cette  étude  originale  et  soignée, 
retourne  en  tous'  sens  les  fonctions  hyperboliques,  réelles  ou 
non,  et,  au  point  de  vue  mathématique,  cela  ne  présente  aucune 
difficulté. 

11  faut,  maintenant,  regarderies  résultats. 

En  bon  maître,  M.  Kennellv  se  préoccupe  de  la  question  péda- 
gogique, et  il  imagine  les  lignes  artificielles  (p.  36),  combinai- 
sons de  boîtes  de  résistance  en  série  et  en  dérivation,  donnant, 
en  régime  permanent,  les  mêmes  conditions  de  potentiel  et 
d'intensité,  aux  bornes  terminales,  que  la  ligne  réelle  à  étudier. 
Voilà  une  méthode  d'initiation  fort  utile,  surtout  pour  les  courants 
alternatifs. 

Dans  le  cas  d'un  courant  continu,  l'auteur  définit  la  constante 
d'atténuation  a.  =  \/rg-  (p.  7);  il  la  retrouve,  complexe  (p.  84) 
pour  les  courants  alternatifs,  donnant  le  rapport  des  V  et  des  I, 
en  deux  points  distants  de  ikm,  sur  une  longue  ligne,  sous  une 
forme  simple  (p.  87).  C'est,  d'ailleurs,  l'atténuation  qui  définit  la 
ligne  courte  et  longue  (p.  90). 

M.  Kennellv  construit  (  p.  97)  la  spirale  normale  d'atténuation, 
dans  le  cas  où  la  ligne  est  assez  longue  pour  que  l'onde  électroma- 
gnétique réfléchie  soit  négligeable. 

Tl  construit,  de  même  (p.  108),  la  spirale  de  l'impédance  et  les 
graphiques  de  potentiel  et  d'intensité. 

Il  ne  dissimule  pas  qu'il  se  place  dans  des  conditions  plus 
simples  que  les  conditions  réelles  ;  en  particulier,  le  coui'ant 
alternatif  doué  d'harmoniques  nombreux  devient  difficile  à  cal- 
culer (p.  112). 

M.  Kennellv  examine  des  cas  très  variés,  avec  des  exemples 
numériques,  et  termine  son  livre  (Chap.  XIV)  par  un  aperçu  sur 
l'application  des  fonctions  hvperboliques  au  régime  temporaire, 
qui  précède  le  régime  permanent  dans  une  ligne  électrique.  Ceci 
exige  la  connaissance  des  propriétés  des  ondes  électromagnétiques 
et  s'adresse  donc  à  des  physiciens. 

Nous  trouvons,  dans  ce  bel  Ouvrage,  une  initiation  savante  aux 
conditions  de  construction  d'une  ligne  électrique,  sans  aucune 
forme   mathématique  superflue  ;   on  peut  dire    que    l'instrument 
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analytique  est  élémentaire  et  qu'il  ny  a  aucun  calcul  difficile. 
il  est  certain  que  les  ingénieurs  feront  usage  de  cet  exposé  simple 
et  si  bien  présenté. 

On  regrettera,  peut-être,  qu'il  n'y  ait  aucune  indication  biblio- 
graphique, mais  il  est  certain  que  cet  Ouvrage  contient  beaucoup 
d'idées,  en  peu  de  pages,  et  des  graphiques  qui  rendent  les  idées 
lumineuses.  R.  "d'Adhémar. 


MELANGES 


LE  PASSAGE  A  LA  LIMITE  DES  ÉQUATIONS  AUX  DIFFÉRENCES 
AUX  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  DANS  LES  PROBLÈMES 
AUX  LIMITES; 

Pau  M.  Michel  PLANCHEREL 
(Zurich  ). 

(Suite  et  fin.  ) 


•4.  Pour  établir  la  légitimité  de  la  méthode  de  Cauchy-Lipschitz 
nous  vérifierons  d'abord  par  calcul  direct  sa  légitimité  dans  le  cas 
du  problème  simple 

d~u 
(i5)  _— /(j.^         k(o)  =  «(i)  =  o, 

puis,  nous  montrerons  comment  le  cas  du  problème  général  (i), 
(2)  peut  s'en  déduire  à  l'aide  de  la  théorie  des  équations  inté- 
grales. 

Nous  devons  associer  au  problème  différentiel  (i5)  le  problème 
aux  différences 

(16)  n2\^iii-i=fh         u0=un=o         (i  =  1,  2,  .  .  .,  n  —  1), 

oùfi  =  f(  —  \    Or,  nous  avons  calculé  la  fonction  de  Green  gik 
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de  //'-' A- //, •_, .  La  solution  <lu  problème  aux  différences  est  donc 
donnée  par 

A  =  0  /.  =  0 

Lorsque  nous  taisons  tendre  /,  A",  /*  vers  l'infini  de  manière  qïie 

liin  -  =  x ,  lim-  =  H,    nous    vérifions    directement    sur   l'expres- 

s  ion  (9)  de  G/a-  que 

..     1  r       {  (1  — *)Ç,       U*\ 

Il  111  -  G/jfc  =  < 

«  (  (1-  Ç)*>        Êâ*> 

et  cela  uniformément.  Or,  cette  fonction  de  #,  ç  que  nous  obte- 
nons et  que  nous  noterons  G(x,  £)  <?.?£  précisément  la  fonction 
de  Green  du  problème  différentiel. 

Le  second  membre  de  (17)  est  une  valeur  approchée  de  linté- 

grale  --  /     G(x\  z)f(ç)dz.  En  passant  à  la  limite ^x,  «—^00 

dans  (17)  nous  voyons  donc  que,  uniformément, 


lim«/  =  —   f    C.i.r.  \ 


$)f(\)dl 


Le  second  membre  est  précisément  la  solution  u{x)  du  problème 
différentiel  (io)  comme  on  peut  le  vérifier  directement.  On  a  donc 

bien 

lim  */<•  =  «  ( [or). 

On  constaterait  de  même  directement  que 

dG(x,  l) 


lim  «.A  (  -  G/ 


>»': 


et  que  n&ut et  n2A2M/_(  convergent  uniformément  dans  les  mêmes 


conditions  vers -r-  et  -; — 
ax       dx- 


La  convergence  uniforme  est  à  entendre  comme  suit  :  F/,*  „ 
converge  uniformément  vers  F(x,  ç)  si  à  tout  s  >>  o  on  peut  faire 
correspondre  un  entier  N  et  une  quantité  positive  0  tels  que,  quels 
que  soient  x,  £,  on  ail 


\Fi,k,n—  F(«, ?J|<e,        pour        np, 


t 

*       > 

—  — 

ar 

<8, 

S 

n 

n 

<8. 
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Remarquons  encore  que  si  nous  avions  considéré  le  problème 
difîérentiel 

\u-{-\u  =  o,         u(o)  =  u(i)  =  o, 

qui  a  les  valeurs  fondamentales  \p  =  p-~-  (p  =  i,  2,  3,  . . .)  et  les 
fonctions  fondamentales  up  =  y  2  sinpx'K  les  valeurs  et  les  solu- 
tions fondamentales,  X'"',  u(/'"'  du  problème  aux  différences  cor- 
respondant (11)  ont  des  limites  qui  ne  sont  autres  que  \p,  a p. 

5.  Abordons  maintenant  le  problème  différentiel  (1),  (2)  et  le 
problème  aux  différences  (3),  (4).  L'équation  aux  différences  est 
adjointe  à  elle-même.  En  l'écrivant 

«2  A2  «;_,=  —  [fi—  litbpibui—Xqir)r'kjuï\ 
Pi 

=  F„ 

nous  pouvons  exprimer  sa  solution  par  la  formule 

"/  =  —  Zu#tk  ,F*1 

A=0 

où  gik  a  la  signification  (10).  Par  conséquent, 

n 

(18)       m  =  -  1  V  I G/7.  F,. 

A  =  o 

n  n 

=        _    >    _  G/* h  -    >    -  G/a-  (  2 «a-— —     • 

n  Ami  n  pic  n  —m  n         \    p/c  pi,-  I 

A  =  0  à  =  0 

La  sommation  partielle  de  la  première  somme  montre  en  tenant 
compte  des  conditions  aux  limites  auxquelles  G/a  satisfait,  que 

«yi  n^.nAu,=_iy        Y    Al,,/i(,  ^-Al 

nAdn  pk  —  \«  />/,_!    /J 

A  =  0  A r —  0 

Aw  désigne  une  différence  première  à  prendre  relativement  à  l'in- 
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dice  k.  Notons 

K       X  ,  =  n  à«  (l  G,  ,  _,  *&=*)  -  i  G,-,  ^±i" , 


n  —  n         /•■ 


ÎT' 


En  vertu  de  la  convergence  uniforme  de  -  G,a  vers  G(#,  £)  et  de 

0  n 

A(A'G,a  vers  —  ,»       lorsque — >x,  — >  c,  /i->x,  on  vernie  que, 
uniformément, 

(20)  UinKJ#(X)  =  K(X;  ar,  ÊJ,         limF/'  =  F(*). 

Or,    en    tenant   compte   de   (19)    et   des    notations    précédentes, 
(18)  s'écrit 

n 

(21)  Uj-h  ^ ^  K$} (k) Uk  =  Ff        (f  =  0,  i,  ...,  n). 


A=0 


C'est  un  système  de  n  +  1  équations  algébriques  linéaires  à  re  -+- 1 
inconnues.  Les  solutions  peuvent  s'exprimer  à  l'aide  des  formules 
de  Cramer  sous  la  forme 

n 

{11)     B'=^ï^W)-21iH**)^)F*H'F'    (i  =  °'  ''  ••••  '"' 

A— 0 

où  D,j(a)  est  le  déterminant  du  système  (21).  C'est  un  polynôme 
de  degré  n  —  1  en  A. 

Considérons  maintenant  l'équation  intégrale 

(23)  u(x)-h  f    K(A;  x,  \)u(\)d\=  F(x) 

«■  0 

et  demandons-nous  quelles  relations  elle  a  avec  le  système  (21). 
On  constate  d'abord  par  calcul  direct  que  la  solution  de  l'équa- 
tion (23)  est  solution  du  problème  différentiel  (1)  (2)  et  récipro- 
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quement.  La  réciproque  se  prouve  en  traitant  l'équation  (i)  de  la 
même  manière  que  nous  avons  traité  (3)  pour  arriver  à  (21). 

Or,  en  examinant  (23)  et  (21)  à  l'aide  de  (20),  on  voit  que  la 

question  qui  reste  à  résoudre  :  est  ce  que  M/->  u(x)  lorsque >■  x 

est  précisément  la  question  que  résout  Hilbert  lorsqu'il  montre 
qu'on  peut  envisager  une  équation  intégrale  comme  cas  limite 
d'un  système  de  n  -+-  \  équations  algébriques  linéaires  à  n  -f- 1 
inconnues.  La  solution  de  (23)  peut  se  mettre  sous  la  forme 
donnée  par  Fredholm 

(24)  tt(a7)  =  D7T)  f  H('^.?)F(ç)^  +  F^ 

et  Hilbert  a  démontré  que  les  relations  (20)  ont  pour  conséquence 
que,  uniformément  ('), 

(v.5)  limI>„(X)  =  Di  >.i,         limll'l^X)  =  H  (À;  ce,  \). 

Par  conséquent,  pour  toute  valeur  de),  telle  que  D(),)^o, 
c'est-à-dire  pour  toute  valeur  A  non  fondamentale  pour  le  pro- 
blème différentiel  (1),  (2),  on  a,  d'après  (22),  (24)  et  (20),  uni- 
formément, 

lim  11,  =  u(x).         pour         yx. 

1  n 

Les  relations  (20)  ont  aussi  lieu  uniformément  en  ),  dans  tout 
domaine  fini  du  plan  complexe  A.  Si  donc  nous  désignons  par 
X(*}=  ^"]t-  •  -=^«-i  les  zeros  [réels  et  positifs  de  D„(X)]  et  par 
X|5X25)v3^  .  .  .  ceux  de  D(X),  nous  pouvons  conclure  que 

limX<,">  =  \p        (p  =  1,  2,  3,  . . .), 

n  — y  » 

en  convenant  de  répéter  cbaque  zéro  autant  de  fois  que  l'indique 
sa  multiplicité.  Les  considérations  du  mémoire  de  Hilbert  per- 
mettent encore  d'affirmer  que  si  "kp  est  une  valeur  fondamentale 


(')  Hilbkrt,  loc.  rit.  A  vrai  dire,  Hilbert  suppose  clans  son  mémoire  que 
K/'l  =  K  -1  -ji  F,"  =  F(-1j  mais  cette  hypothèse  peut  être  remplacée  par 
l'hypothèse  (2î>)  sans  aucun  changeaient  <hms  les  démonstrations. 
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simple  el   ii p  La    fonction    fondamentale   correspondante   aormée 

par  /    u*dx=  t.  ori  a  uniformément 

linw^'''"1  =  u,j(x), 

en  désignant  par  {u^'R\  u(f'tt)),  ...,'«'/' n))  la  solution  du  sys- 
tème   homogène    correspondant   à   (21)- pouf  X==/4"\    On    sup- 

n 

pose  u\p'n)  norme  suivant  >  (  11  f  "  ;  )-  =  n  (  '  ). 

i  =  0 

On  peut  encore  démontrer  que  lorsque  X  n'est  pas  une  valeur 
fondamentale. 

liin/îAH,-  =  -7—  f  lim  «'-  A-  «, =  -y— 

<7./'  tf.r2 

et  cela  uniformément.  Il  suffira  de  montrer  la  première  de  ces 
relations,  car  la  seconde  découle  ensuite  de  l'équation  aux  diffé- 
rences n-l-Ui_l  =  F/.  Or,  en  tenant  compte  du  fait  que 

A';G//,  =  —  -,  k^i, 

n 

A<<>GiA=i--,         k>i, 

n 

(18)  donne 

n  n 

1  v^  k    nLpk.n&iik       1    x^    n&pig.nÙLUk 

n  liii  = >    -     - 1 —     7     — '- 

n  —m  n  pu  n    —  p/c 

k  =  0  l,=i+l 

Il  AU  II   \      pk  /?/,/  71     Jmmà      \       pk  Pk 

A  =  0  A  =  <-t-l 

En  y  considérant  u^  comme  connu  dans  les  deux  dernières 
sommes,  nous  obtenons  pour  calculer  n  Aw,-  un  système  d'équa- 
tions du  type 


(')  Hilbert,  /oc.  cit.  Le  théorème  n'est  pas  aussi  simple  dans  le  cas  des 
valeurs  fondamentales  multiples  à  cause  de  l'indétermination  des  fonctions  fon- 
damentales qui  ne  sont  alors  déterminées  pour  cette  valeur  fondamentale  qu'à 
une  substitution  orthogonale  près  de  rang  égal  a  la  multiplicité  de  À  . 
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où  en  particulier 


k    n  \p/: 


n      pic 
M(«>_  /&  \   ?i\pk 


W$=     -  -i      _=£i,  sik>i. 

On  se  rend  compte  immédiatement  que  M,-")  et  N""(X)  convergent 
uniformément  vers  des  fonctions  M(x,  £)  et  N(X,  x)  telles  que 

On  pourra   donc,   à  nouveau,   utiliser  les  résultats  de  Hilbert  et 

i  t  du 

conclure  que  n  Ju/;— >-  -y-. 

Des  raisonnements  analogues  [où  Ton  ferait  dans  (i8')j/a=o 
etÀ  =  Xlw)]  permettraient  aussi  de  montrer  que  lorsque  Kp  est 
une  valeur  fondamentale  simple, 

nXu^'O-^^Jl  et  n>^u/'"] 


dx  '  dx2 

6.  La  démonstration  que  nous  venons  d'achever  était  divisée 
naturellement  en  deux  parties. 

a.  Construction  de  la  fonction  de  Green  G(.r,  £)  du  problème 

différentiel  simple  -j-j  =  /,   u(o)  =  u(i)  =  o,   de  la  fonction  de 

Green  gfc  du  problème  aux  différences  n- &-  iii_t  ==/)■,  Mo  =  U\  =0 
et  démonstration  du  fait  que  n  «,/<-?- G  (a: ,  ç). 

b.  Réduction  de  la  résolution  du  problème  différentiel  (1)  (  2) 
à  la  résolution  d'une  équation  intégrale  et  de  celle  du  problème 
aux  différences  correspondant  à  celle  d'un  système  d'équations 
algébriques  dont  la  solution  est  une  solution  approchée  de  l'équa- 
tion intégrale. 

Le  principe  de  cette  démonstration  peut  être  étendu  au  cas 
d'autres  conditions  aux  limites.  Il  peut  aussi  être  étendu  au  cas 
des  équations  aux  dérivées  partielles.  Mais  dans  ce  cas,  sur  lequel 
j'espère  revenir  ailleurs,  certaines  difficultés  se  présentent  qui 
tiennent  d'une  part  au  fait  que  l'équation  intégrale  de  b  n'a  plus 
un    noyau    fini    et    d'autre   part   au    fait    que    la    construction    de 
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la  fonction  de  Green  du  problème  aux  différences  partielles 
ni[£i2U}Ui_,ik-h^zfk).Ui1k^]=fik(uik=^o   aux    points    frontières 

du  réseau  u Vsl  plus  au>si  simple  et  que  pour  montrer  qu'elle  a 
pour  limite  la  fonction  de  Green  de  Ah  =  o  du  domaine,  on  se 
trouve  obligé  de  faire  en  deux  étapes  ce  passage  à  la  limite  en 
étudiant  d'abord  le  cas  des  domaines  rectangulaires. 


SUR  UN  THÉORÈME  DE  M.  HADAMARD; 
Par  M.  Georges  YALIRON. 


On  doit  à  M.  Hadamard  la  proposition  suivante  (*)  : 

/(  z)  étant  une  fonction  holomor plie  pour  o  =  r0=  j  c  |  <^  R,  le 
maximum  M(r)  de  son  modale  sur  le  cercle  |.s|==r,  qui  est 
comme  on  le  sait  une  fonction  continue  de  r.  jouit  en  outre  de 
cette  propriété  :  logM(r)  est  une  fonction  convexe  de  logr, 
c  est-à-dire  que,  si  L'on  pose 

\  =  log/-,        V(X)='logM(r), 
on  a  l'inégalité 

(1,  Y(X';(\  -\)<Y,\h\"-\\)+V(X")(\-\) 

si 

\<X'<\", 

à  moins  que  f{z)  ne  se  réduise  à  un  monôme,  cas  dans  lequel 
on  aurait  une  égalité  au  lieu  d'une  inégalité. 

Ce  théorème  est  aussi  valable  pour  une  fonction  de  plusieurs 
variables.   Je   me  propose   de    donner    dans    cette  Note  quelques 

(';  Bulletin  de  la  Société  mathématique.  1896. 

Bull,  des  Sciences  mat  hem.,  2'  série,  t.  XLVII.  (Mai  1920.  )  12 
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applications  simples  du  théorème  général  à  la  théorie  des  fonctions 
entières  de  deux  variables. 

1.  Je  ferai  d'abord  quelques  remarques  sur  le  théorème  de 
M.  Hadamard  dans  le  cas  de  deux  variables.  Soit  /"(s,  z')  une 
fonction  holomorphe  des  deux  variables  z,  z'  dans  le  couple  de 
cercles  |  z  |  <^  R,  |  z'  |  <<  R',  désignons  par  M(r,  /•')  le  maximum 
de  \f(z\  2')|pour|z|<r,  \z'\<r\  (#-<R,  r'<R').  Posons 

;  =^iZa,         z'  =  z\  ZP, 

z,  et  z\  étant  un  couple  de  points,  de  modules  /•  et  r'  comme  il 
est  bien  connu,  pour  lequel  le  maximum  M(r,  /*')  est  atteint,  et 
r.  rj  étant  deux  entiers  positifs  ou  négatifs.  En  appliquant  le  théo- 
rème de  M.  Hadamard  à  la  fonction  F(Z)  =f(z,  z')  ainsi  définie, 
nous  obtenons  la  proposition  relative  à  une  fonction  de  deux 
variables. 

I.   Si  l'on  pose 

X  =  logr,         Y  =  log/',         V(X,  Y)  =  logM(r,  r'), 

l'inégalité 

(■2)      V(X',  Y'^^i-^Y.'X,  Y,(X"-X')  +  V(X",  Y')(X'-X)] 

est  vérifiée  pourvu  que  les  trois  points  \,  \  ;  X',  Y';  X",  Y" 
soient  en  ligne  droite,  le  second  étant  entre  les  deux  autres. 

En  réalité,  l'inégalité  ne  se  trouve  tout  d'abord  démontrée  que 
si  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  des  trois  points  est  rationnel, 
mais  il  s'ensuit  qu'elle  est  générale  à  cause  de  la  continuité.  On 
doit  remarquer  que,  dans  la  formule  (2),  l'égalité  peut  avoir  lieu 
même  pour  une  vraie  fonction  entière,  la  fonction  F(Z)  pouvant 
effectivement  se  réduire  à  une  constante.  C'est  le  cas  pour 

La/onction  Y  (X,  Y)  est  seulement  semi-convexe. 

La  méthode  de  M.  Faber  (Mathematische  Annalen,  t.  63) 
s'étend  aussi  sans  modification  au  cas  de  plusieurs  variables.  On 
s'appuie  sur  ce  que  l7(z.  z' ,  z")  étant  une  fonction  définie  par  une 
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série  entière  en  v.  -'.  z",  el  r.  /•',  r"  les  rayons  de  trois  cercles  de 
ci  divergence  associés  :  i"  la  surface  lieu  du  point  de  coordonnées 
logr,  logr',  logr"est  semi-concave;  20  la  fonction  F(3,  z',  z")  a  au 
moins  un  point  singulier  z.  5',  s"  tel  que  | -S  |  =  /*,  |  3' |  = /•', 
\z" I  =  /•";  et  l'on  applique  ces  propriétés  à  la  fonction 

F(3,  *',  s*)  = 


>  -  *'/(*>  *') 


La  première  propriété  des  rayons  de  convergence  associés  découle 
d'ailleurs  de  suite  du  théorème  relatif  à  la  comparaison  des 
moyennes  géométriques  et  arithmétiques  :  si 

G(x,  x' ',  x")  =   /   am^p,,fx'" x'Px"'i 

est  la  série  des  modules  de  F(z,  3',  z"),  el  si  cette  série  converge 
pour  les  trois  points  #,,  a/,,  a?^;  x25  ^,.  x\\  x-^  x'3,  x\,  on  a 

(a  -+-  (J  -+-  "f)G(.r,  x',  .r")  -  a  G^,  j?',  ,  a;'î  1  -+-  3  G(xj,  a?!, ,  x\)  -+-  yG(x3i  x'3 ,  x\), 

pourvu  que 

(a  -1-  3  -4-  y)  logX  =  alogXi-4-  3  logX2-H  y  l°gX3 
(  X  =  x,  x' ,  x"  ) 

et  pourvu  que  a,  fi,  y  soient  des  entiers  positifs. 

Dans  le  cas  011/(3,  z')  est  à  coefficients  et  variables  positifs,  les 
deux  méthodes  conduisent  au  résultat  sans  faire  appel  à  la  théorie 
des  nombres  complexes. 

2.  J'appliquerai  d'abord  le  théorème  primitif  de  M,  Iïadamard 
à  la  démonstration  du  théorème  suivant  de  M.  Sire  (')  : 

II.  Si  G(/\  r')  est  une  fonction  entière  des  deux  variables 
positives  r  et  r'  à  coefficients  positifs  ou  nuls,  et  si,  ordonnant 
par  rapport  à  /•,  on  pose 


(l)   Thèse,  Paris  1910,  et  Ftendiconti  del   Circolo  matematico,  Palerme,   1911. 
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on  a,  quels  que  soient  les  deux  nombres  positifs  fixes  r',,  /•'„, 


(3) 


„  =  «  IogA„(r'1  ) 


Supposons  r\<ir'2.  Comme  A.n(x)  est  une  fonction  entière  et 
croissante  de  x,  An(r\)  est  inférieur  à  A„(/\,)  qui  tend  d'ailleurs 
,  vers  zéro  lorsque  n  croît  indéfiniment.  Posons  log-A7j(a?)=  Vrt  (X), 
X=.logr;  VW(X)  est  une  fonction  croissante  convexe,  donc  X 
el  V  désignant  les  valeurs  de  X  correspondant  aux  valeurs  r\  et/\> 
de  x,  et  X"  étant  quelconque  mais  supérieur  à  X',  l'inégalité  (i) 
donne,  quel  que  soit  n, 

v   ,V„>VB(XJ(X'-.V;  +  VB(X')(V-X) 


v    _  \       rv„(X')       î  x"-x 


\  „<  \  )  el  Y„  (  X)  qui  lui  est  inférieur  sont  négatifs  à  partir  d'une 
valeur  nQ  de  n,  le  rapport  VW(X')  :  V«(X)  est  donc  inférieur  à  i 
pour  n~>  n0.  Je  dis  que  ce  rapport  est  supérieur  à  i  —  s,  quelque 
petit  que  soit  le  nombre  positif  e.  à  partir  d'une  valeur  de  /?.  Car, 
si  le  contraire  se  produit  pour  une  valeur  n,  nous  avons 

X'-X 


V„(X")>VB(X)Yi-e^— T) 


et,  en  prenant  pour  X"  une  valeur  fixe  log/*'3  assez  grande  pour 
que  le  crochet  soit  négatif,  V„(X")  ==  logArt(r'3)  sera  positif,  ce 
qui  ne  peut  avoir  lieu  que  pour  un  nombre  fini  de  valeurs  de  n. 
Le  théorème  est  ainsi  démontré  ('). 

3.  Considérons  d'une  façon  générale  la  fonction  M(/\  /'), 
maximum  du  module  d'une  fonction  entière /(v,  z).  On  a  évi- 
demment 

M(r,  r)  <  M(r,  fer)  <  M(kr,  kr)         {k  >  i), 

les  fonctions  M(/-,  r)  et  M(r,  kr)  ont  donc  une  croissance  com- 


(')  Dans  sa  démonstration,  M.   Sire  emploie  une  inégalité  de  M.  Pringsheim 
qui  se  rattache  aux  considérations  sur  les  valeurs  moyennes. 
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parable  ;  on  a  aussi 

M(/-,  b)  <  M(r,  /■)         si  /' >  b. 

l'ai-  exemple,  si  M(r,  r)  est  d'ordre  fini  p',  M(/\  kr)  est  aussi 
d'ordre  p'(Â^i),  M(r,  6)  et  M(«,  r)  sont  d'ordre  au  plus  égal 
à  o   mais  peuvent  être  d'ordre  intérieur. 

La  croissance  des  fonctions  M(r,  6)  correspondant  aux  diverses 
valeurs  de  b  se  compare  aisément  en  utilisant  le  théorème  1.  Les 
notations  étant  celles  du  théorème  I,  nous  appliquons  l'inégalité  (2) 
aux  points  X.  ==  o,  V,  V.  ^  —  (3;  \ ",  ^  "=o,  nous  obtenons,  en 
supposant  par  exemple  ^>o  et  X.">X, 

X"V(\'.  p)<X'V(X",  o)-4-(X"-X')V(o,  Y) 
avec  la  condition 


X"— X' 


qui  exprime  que  les  trois  points  sont  alignés.  En  prenant  X "=X'+/i 
et  en  écrivant  X  à  la  place  de  X',  nous  avons  l'inégalité  générale 

(4)       V(X,  (3)<V(X  +  /*?  0)-|v[o,|(X^/o]         (3>o). 

En  supposant  que  h  :  X  est  une  fonction  e(X)  tendant  vers  zéro 
en  décroissant  assez  lentement  pour  que  V  o ,  _  ''  reste  toujours 
inférieur  à  V(X,  o),  nous  obtenons 

V(X,p;<[n-S(X)]V[X+e(X)X,  o> 

On  aurait  une  inégalité  analogue,  mais  dans  le  sens  contraire, 
pour  J3  négatif.  D'où  le  résultat  suivant,  plus  précis  que  celui  que 
j'avais  déduit  précédemment  du  théorème  II  de  M.  Sire  (  '). 

III.   Pour  toute  valeur  finie  de  by  on  a 

logM(/-,  b)      _ 
r=-IogM[ri-HK'V]       '' 

?i(r)  étant  une  fonction  (positive  ou  négative)  tendant  vers 
zéro  lorsque  r  croit  indéfiniment. 


('  )  Bulletin  de  la  Société  mathématique.  1914. 
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Si  M(r,   i)  et  M(i,  r)  sont  connus,  on  obtient  une  limite  de 
M(/\   r)  en  utilisant   encore  la  convexité  de  V(X,  Y).  Prenons 

dans  l'inégalité  (2)  Y'  =  X  ;  X"=y>  Y-"=o;  X  =  o,   Y  =  — , 

avec  la  condition  X-f-rU.  =  i   pour  que  les  trois   points  soient  en 
ligne  droite,  nous  aurons,  en  écrivant  X  au  lieu  de  X', 


(5) 


VtX,  X)gjJiV  (°>-)  +XV  (l'  °)         (X-J->.=»i). 


On  déterminera  X  et  [x  en  exprimant  que  le  second  membre  est 
minimum,  c'est-à-dire  en  ajoutant  la  condition 

mais  dans  la  plupart  des  cas,  V(o,  Y)  et  V(X,  o)  n'étant  connus 
que  de  façon  approchée,   on    se  contentera   d'égaler  les   valeurs 

de  VYô,  —  )  et  Vf  y'  °)-  Par  exemple,  si  M(/*,  1)  et  M(i,  r)  sont 

respectivement  d'ordre  fini  p   et  p,,    on  a,  à  partir  d'une  valeur 
de  X,  si  petit  que  soit  s, 


log v  ( x  '  °) <  ' ?  ^ £ }  r '      -°sV  (°'  jj. ) <  ( pl 

on  prendra 


p  -f-  £  pi  -+-  £  p  -t-  pi  +  2£ 

d'où 

logV'(X,  X)<(p  +  pi  +  a«)X. 

C'est  le  théorème  de  M.  Borel  :  V ordre  de  M(r,  /•)  est  au  plus 
égal  à  la  somme  des  ordres  de  M(r,  1)  et  M(i,  r)  (  '  ). 

De  même,  si  M(/",  1)  et  M(i,  7)  sont  d'ordre  nul  et  telles  que 

—    losVCX,  o)  y-    losV(o,  X) 

hm   j =  p,  hm   — ^ r, =  p,, 

\  =  oc        logX  x  =  oc        logX  r 

0  et  0,  étant  naturellement  supérieurs  à  1 ,  on  voit  que  \  '.  p.  devra 
être  pris  de  l'ordre  de  Xp  "Pi  ;  si  l'on  suppose  p  supérieur  à  p); 

(  '  )  Leçons  sur  les  séries  à  termes  positifs,  Chap.  VI. 
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X  doit  être  Voisin  de  i  et  [/.  voisin  de  zéro,  on  a  donc 

■7--     logY.X,  X) 


loerX 


=  p. 


M(r,  /•)  est  une  fonction  d'ordre  nul  dont  la  croissance  est 
analogue  à  celle  des  deux  fonctions  M(/-,  i)  et  M(i,  r)  dont  la 
croissance  est  la  plus  rapide. 

On  multipliera  aisément  ces  exemples. 

4.  Plaçons-nous  dans  le  cas  particulier  où  l'ordre  total  est  fini 
positif,  c'est-à-dire  où  M(r,  i)  et  M(i,  r)  sont  d'ordre  fini  c  et  o,, 
l'un  de  ces  nombres  n'étant  pas  nul.  Supposons  que  ce  soit  o.  On 
peut  préciser  dans  ce  cas  la  relation  entre  lés  fonctions  M(r,  1) 
et  M(r,  b).  Reprenons  l'inégalité  (4),  en  y  supposant  h  fixe  et 
assez  grand,  on  voit  que  l'on  aura 

V(X,  P)<V(X-t-A-,  o)  +  «p, 
e  étant  arbitrairement  petit.  Par  suite,  on  a 

(6)  logM(r,  i)<logM(r,  b)<  i  logM(Av,  i), 

k  étant  un  nombre  fixe  dépendant  de  b  et  de  s,  pour  toutes  les 
valeurs  de  r  pour  lesquelles  logM(r,    i)  est  supérieur  à  re.  Par 

exemple,  si 

logiVKr,  b) 
r? 

a  des  limites  d'indétermination  finies  positives  pour  une  valeur 
de  6,  il  en  est  de  même  pour  les  autres  valeurs. 

Dans  ce  cas  de  l'ordre  total  fini,  on  a  vu  que  la  fonction  M(r,  kr) 
est  du  même  ordre  p'  quel  que  soit  le  nombre  k  fini  et  positif, 
p'  étant  supérieur  ou  égal  au  plus  grand  des  ordres  de  M(r,  i) 
et  M(i,  r)  et  au  plus  égal  à  la  somme  de  ces  ordres.  Lorsque  l'on 
considère  la  surface  Z  =  V(X,  Y),  il  est  naturel  d'étudier  aussi 
l'allure  de  la  fonction  V  lorsqu'on  s'éloigne  indéfiniment  dans  les 
diverses  directions  de  coefficient  angulaire  négatif  et  positif. 
Posons 

p(£)=     hm     —2 —1 

X  =  ■+-  «o  A. 

et  soient  p^,  p!,,  o3  les  valeurs  de  cette  fonction  pour  les  valeurs  /. , , 
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/.2,  Â:t,  k->  étant  compris  entre  kt  et  A*3.  La  propriété  de  convexité 
montre  encore  que,  $  étant  positif  et  arbitrairement  petit,  on  aura 
à  partir  d'une  valeur  de  X  et  X", 

V(X',  A-,V)g  vlx  l<Xf—  X')ePi,'+s,x  +  r.V—  X)ef'.,1+e'x"i 
pourvu  que 


i       i       i 

I  I  ( 

\      V     V7 


On  est  conduit  à  prendre  \p\  =  X"p'3  et  en  désignant  par  XX'  la 
valeur  commune  de  ces  expressions,  on  voit  que  o'u  est  au  plus 
égal  à  )»(i  +  2c),  A  étant  défini  par  l'égalité 


*,    *.    h 


D'où  ce  résultat 


IV.  La/onction  p'(£)  est  semi-convexe,  donc  continue,  pour 
toutes  les  valeurs  finies  de  k. 

Dans  le  cas  des  fonctions  entières  à  coefficients  positifs,  G  (r,  /''), 
cette  proposition  donne  une  relation  entre  les  ordres  des  fonctions 
entières  G(ra,  /•?)  pour  les  valeurs  entières  non  nulles  de  a  et  p. 
On  remarquera  que,  si  p' (k)  n'est  pas  constant  lorsque  k  croît 
de  —  oo  à  -\-  ao,  il  croît  indéfiniment,  mais  il  est  possible  que  p'(A") 
soit  d'abord  constant  pour  k  <C  k0,  puis  croissant. 

5.  Dans  le  Mémoire  cité  au  début,  M.  Hadamard  se  proposait 
surtout  d'obtenir  une  valeur  approchée  de  logM(r)  lorsque  les 
coefficients  du  développement  de  Tajlor  sont  connus.  Sa  méthode 
s'applique  sans  modification  dans  le  cas  de  deux  variables.  Dési- 
gnons par  C„)/?  le  module  du  coefficient  de  z"z'p  dans /(s,  z'  ),  et 
par  m(r,  r)  la  valeur  maximum  de  Gnprnr'P  lorsque  n  et  p 
varient,  /*  et  r'  étant  fixes.  Si  l'on  considère  dans  un  système  de 
trois  axes  rectangulaires  Ox,  O  y,  Oz,  les  points  An^p  de  coor- 
données 

x  =  n,        y  =  p,         z  =  Gn>p  =  —  logC„:/,, 
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le  ternir  maximum  />?(/',  /■  ')  pourlogr==X  et  logr'=  Y  corres- 
pond à  des  nombres  n  et  p  tels  que 

Gn\pr=(  »'—  «)X-f-  (p'  —  p)  Y  -4-  G»,p         i  «'^  n,  //^  /<  i  : 
les  points  An*p«  ne  peuvent  être  au-dessous  du  plan 
(7)     s  =(ar— -n)X-h(jr  —  /?)Y-t-  G„,p=  /X  +  vY-  log m(r:  r'). 

Lorsque  X  et  \  prennent  les  valeurs  de  — oc  à  -f-00,  ces  plans  (7) 
enveloppent  une  surface  polyédrale  de  Newton,  S,  dont  les  som- 
mets sont  certains  des  points  A„jy3,  tout  point  A»  p  ne  peut  être 
au-dessous  du  plan  de  l'une  des  faces;  les  plans  de  la  forme  (7) 
qui  correspondent  à  un  terme  maximum  coïncident  avec  une  face, 
ou  touchent  la  surface  suivant  une  arête,  ou  passent  par  un  sommet 
en  restant  au-dessous  de  la  surface.  Cette  surface  semi-convexe 
peut  d'ailleurs  se  réduire  à  une  portion  infinie  de  plan  limitée  par 
une  demi-droite  parallèle  à  Oz  et  par  un  polygone  convexe  vers 
le  bas. 

La  construction  systématique  de  cette  surface  S  à  partir  des 
points  h.n,p  ne  présente  pas  de  difficultés  et  je  ne  m'y  arrêterai 
pas.  La  donnée  de  la  surface  S  est  évidemment  équivalente  à  celle 
de  la  fonction  ra(/',  r).  Cette  surface  S  est  la  même  pour  toutes  les 
fonctions  f{  z,  z)  pour  lesquelles  les-  nombres  G„>p  correspondant 
aux  sommets  de  S  sont  donnés,  les  autres  nombres  Gn  p  étant  au 
moins  égaux  à  la  cote  G'„  _  du  point  S  d'abscisse  n  et  ordonnée/?. 

D'après  l'égalité  (7)  le  logarithme  du  terme  maximum  pour 
log  y  =  X,  logr1  =  \  est  donné  par  la  cote  à  l'origine  changée  de 
signe  du  plan  de  contact  de  S  dont  les  coefficients  sont  X,  \ 
(c'est-à-dire  du  plan  de  contact  qui  coupe  les  plans  xOz  et  yOz 
suivant  des  droites  de  pente  X,  \  ),  On  peut  également  obtenir  ce 
terme  maximum,  comme  le  fait  M.  Hadamard,  en  prenant  la 
polaire  réciproque  de  la  surface  S  par  rapport  au  paraboloïde 

x*-t-  y2 —  iz  =  o, 

ce  qui  donne  dans  un  système  d'axes  0\1Z  une  nouvelle  surface 
polyédrale  convexe  S  dont  la  cote  pour  X  =logr,  \  —  log  r' est 
égale  àlogra(r,  /".').  La  convexité  de  la  fonction  log/>?(/-,  /-')=Ij(X,  \) 
est  d'ailleurs  une  conséquence  immédiate  de  sa  définition  même. 
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Ces  propriétés  de  convexité  des  surfaces  S  et  S  seront  utilisées 
plus  bas. 

V(X,Y)  désignant  toujours  le  logarithme  de  M(r,  /■'),  on  voit  que 
l'inégalité  bien  connue 

M(r,  r')  <  m(rt,  r\  )  -^—  -j-±-p         (r,  >  r,  r',  >  /•') 

s'écrit  sous  la  forme 

V(X,  Y)  <  U(X',  Y')  -  log(i  -  e*-*')  _  |og(i  -  «»-»'), 

ce  qui  montre  que  la  surface  Z  =  V(X,  \)  reste  au-dessous  de 

l'enveloppe  S'  des  surfaces  o-)  u,  toutes  égales  entre  elles,  définies 

par  l'égalité 

Z=U(X,  ^-/(X-X,  Y-fji) 

avec 

/(  ce,  y)  =  log(i  —  ex)  -+-  log(i  —  er  )        (x  <  o,  jk  <  o). 

La  surface  polyédrale  2  étant  convexe,  la  surface  S'  est  aussi 
convexe,  elle  est  composée  de  faces  polygonales  qui  se  déduisent 
de  celles  de  S  par  des  translations,  de  portions  de  surfaces  cylin- 
driques dont  les  génératrices  sont  parallèles  aux  arêtes  de  S,  et  de 
portions  de  surfaces  S.  L'ensemble  des  surfaces  S  et  S',  comprenant 
entre  elles  la  surface  Z  =  V(X,  Y),  et  donnant  par  suite  une 
valeur  approchée  de  logM(r,  r)  constitue  la  configuration  envi- 
sagée par  M.  Hadamard.  On  l'obtient  sans  faire  usage  de  la  con- 
vexité de  la  fonction  V(X,  Y). 

6.  Dans  le  cas  d'une  fonction  entière  d'une  variable,  il  était 
possible  de  donner  une  expression  analytique  simple  fournissant 
la  même  approximation  que  la  figure  géométrique  analogue  à  la 
précédente  (')  ;  il  ne  semble  pasqu'il  en  soit  de  même  dans  ce  cas 
de  deux  variables,  mais  on  peut  encore  obtenir  des  formules  assez 
précises.  . 

Pour  les  valeurs  r,  r',  le  terme  maximum  />?(/',  r')  est  la  valeur 
d'un  ou  de  plusieurs  termes  Cn,pi" i'p,  nous  désignerons  par 
/i(r,  r')  et />(/',  r')  les  valeurs  de  n  et p  dans  ce  ou  ces  termes;  ce 
seront  des  fonctions  discontinues  sur  certaines  lignes  (ces  lignes 


(')    Voir  ma  Thèse,  Annales  de  la  Faculté  de  Toulouse,  igi3^  et  mon  ouvrage 
General  theory  of  the  intégral  functions,  Privât,  Toulouse,  1923. 
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correspondent  a  11  x  eûtes  du  carrelage  polygonal  projection  sur  le 
plan  xOy  des  faces  de  2).  /i(r,  b)  est  une  fonction  croissante  de  r, 
p(a,  1    >  une  fonction  croissante  de  r'. 

Supposons  que  /'  et  r'  varient  de  telle  façon  que  /'=X/",  c'est- 
à-dire  Y  =  X-f-Â'.  Le  terme  maximum  correspondant  s'obtient 
en  prenant  la  section  de  2  par  le  plan  Y  =  X  -h  k\  ou  encore  en 
considérant  dans  S  la  courbe  des  points  de  contact  des  plans  tan- 
gents parallèles  à  la  droite  Y  +  X  =  o,  Z  =  — k'X.  Le  prisme 
circonscrit  à  S  parallèlement  à  cette  direction  coupe  le  plan  zOx, 
par  exemple,  suivant  un  polygone  convexe  ri*,  le  plan  de  contact 
de  S  dont  les  coefficients  sont  X,  \  coupe  zOx  suivant  une 
droite  de  contact  de  II  *  dont  la  pente  est  X  =  log/-  et  l'abscisse  du 
point  de  contact  de  cette  droite  est  n(r,  r')-\-p(r,  ?•').  logm(r,  r') 
est  encore  la  cote  à  l'origine  de  cette  droite  de  contact,  c'est  donc 
le  terme  maximum  d'une  fonction  entière  d'une  variable  corres- 
pondant au  polygone  II/,.  Il  en  résulte  que,  si  l'on  suppose  pour 
simplifier  /(o,  o)  =1,  on  a 

(8)  logm(/«,  /■)  =   /      — ^ '-dx, 


**  0 


N(#,  k)  désignant  la  fonction  croissante 

(9)  N(#,  k)  —  n{x,  kx)  -^p(x,  kx). 

L'égalité  (8)  est  valable  pourvu  que  /'  soit  positif,  l'égalité  plus 

symétrique 

/*'  dt 

logmf  r.  r')  =    /     \  ni  1 t,  r  t)  h-/>(  rt,  r't'j]  — 
J 0  t 

est  valable  quels  que  soient  /■  et  r'  (non  négatifs)  puisqu'elle  l'est 
pour  r  ou  r'  nul. 

Le  calcul  d'une  limite  supérieure  de  logM(r,  /•')  se  conduit  alors 
comme  dans  le  cas  d'une  seule  variable.  Le  nombre  des  termes 
dont  la  somme  des  exposants  est  inférieure  ou  égale  à  la  valeur  (à 

droite)   de  N    /-)- —,   k\    est  inférieur  au   carré  de    ce 

L  N(r  —  o,  k)         J 

nombre,  et  la  somme  des  autres  termes  est  inférieure  à 
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V.  On  a  V inégalité 

(10)        \ogM(r,  r')<  logm(r,  r')  +  a  logN  \r  -H  fîTp;\  +  log2, 

valable  pour  les  valeurs  positives  de  r,  N(.r).=  N(;z,  —  )  étant 

la  fonction  définie  par  V  égalité  (9),  les  valeurs  de  cette  fonc- 
tion étant  toujours  prises  à  droite, 

La  connaissance  de  la  somme  des  exposants  du  terme  maximum 
permet  ainsi  de  calculer  une  limite  supérieure  du  rapport 

logM(r,  r)  :  log  m(r,  r'). 

En  particulier,  pour  les  fonctions  d'ordre  total  fini  p',  on  a,  quel 
que  soit  k  inférieur  à  un  nombre  fixe  B  et  pourvu  que  /'  soit  assez 
grand,  r  >>  A, 

r r  dx 

l     N(x,k) —  <logM(r,  r#)<rP'+e, 
Jo  x 

d'où,  uniformément  pour  r  >  A, 

N(r,  *)<KrP'+e, 

K  étant  un  nombre  Hixe.  On  en  déduit  la  proposition  suivante  : 

VI.  Pour  une  fonction  d'ordre  total  fini  p',  on  a 

M  (  /•,  r')  =  m  (r,  r')(r-+-  r'-)\ 

les  limites  d'indétermination  de  \  lorsque  r  -+-  r'  croît  indéfi- 
niment étant  comprises  entre  o  et  p'.  A  fortiori,  le  rapport 

!ogM(r,  /•')  :  logm(r,  r') 
tend  vers  1  lorsque  r-\-  r'  croit  indéfiniment. 

Certains  des  résultats  de  M.  Sire  sont  des  cas  particuliers  de 
cette  proposition  générale. 

Dans  le  cas  des  fonctions  quelconques,  l'inégalité  (10)  conduit 
encore  à  la  propriété  suivante  : 

VII.  Pour  une  fonction  entière  /(a,  z')  quelconque,  le  rap- 
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port  log  M  (Y,  /')  :  log»t(r,  /•')  tend  vers  1  lorsque  /■  +  /•'  croît 
indéfiniment,  à  condition  d'exclure  du  quart  de  plan  /\>  o, 
r'^>o,  des  portions  dont  l'aire  totale  dans  un  cercle  de  centre 
origine  est  négligeable  par  rapport  à  l'aire  du  quart  de  cercle. 

7.  La  propriété  de  convexité  de  la  surface  S  permet  de  donner 
les  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  les  coefficients  C/()A, 
pour  que  la  fonction  logM(r,  r)  ait  une  valeur  approchée  donnée. 
Je  me  bornerai  à  donner  quelques  indications  sur  ce  problème 
dans  le  cas  de  l'ordre  total  fini. 

Remarquons  tout  d'abord  que,  dans  ce  cas,  étant  donnée  une 
fonction  croissante  convexe  V(X,  \  ),  il  existe  effectivement  des 
fonctions  f(z,  z)  pour  lesquelles  log\\I(Y,  r')  est  asymptoti- 
quement  égal  à  V(log/\  log/1').  La  polaire  réciproque  de  la  sur- 
face Z  =  V(X,  Y)  par  rapport  au  paraboloïde  considéré  plus  haut 
est  en  effet  une  surface  convexe  S'.  En  prenant  pour  valeur 
de  Çj,^p  =  —  logC,,,^  la  cote  du  point  de  S'  dont  l'abscisse  est  net 
l'ordonnée  p,  on  définit  une  fonction  à  coefficients  positifs  G(/",  r') 
pour  laqmelle  la  surface  de  Newton  S  est  au-dessus  de  S',  le  terme 
maximum  m(  r,  /•')  de  cette  fonction  est  au  plus  égal  à  V(logv,  log/*'), 
G(r,  r')  est  donc  d'ordre  fini.  De  plus,  la  somme  des  exposants 
de  m(/-,  /')  diffère  de  moins  de  deux  unités  de  la  somme  des  coor- 
données a?,  y  du  point  de  S'  en  lequel  les  coefficients  du  plan 
tangent  sont  log/',  log/''.  On  a  donc 

log ///.(/-,  r')  =  /      N  (x.  -  \  —  >   /  dV(.c,  x  -+-  log/-'—  log/-)  —  logr 

—  V(logr,  logr')  —  logr. 

D'après  la  proposition  VI,  le  quotient  logG(r,  /"')  :  Vlogr,  logr') 
tend  vers  1 . 

Une  surface  Z  =  V(X,  Y),  simplement  assujettie  à  être  convexe, 
peut  avoir  des  formes  très  variées.  Parmi  ces  surfaces,  les  plus 
simples  sont  celles  qui  correspondent  à  des  fonctions  G(/',  r") 
dont  les  coefficients  Cn,p  sont  en  général  nuls  sauf  pour  certaines 
valeurs  rationnelles  a,,  a2,  .  .  .,  x?,  du  rapport/?  :  //.  Dans  ce  cas, 
la  surface  X  sera  composée  de  portions  de  q  prismes  au  plus  dont 
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les  arêtes  sont  parallèles  au  plan  XOY.  Si  l'on  suppose  en  outre 
que  chacune  des  q  fonctions  (d'une  variable)  obtenues  en  suppri- 
mant tous  les  termes,  sauf  ceux  pour  lesquels  p  \  n  est  égal  à  l'un 
des  nombres  a/,  est  à  croissance  régulière,  et  que  les  ordres  de  ces 
diverses  fonctions  satisfont  à  la  condition  imposée  par  le  théo- 
rème IV,  les  q  prismes  existent  effectivement  et  se  coupent  suivant 
des  lignes  qui  se  rapprochent  asymptotiquement  de  q  —  i  plans 
passant  par  OZ.  Les  sections  de  S  parles  plans  Z  =  const.  sont  des 
lignes  polygonales  de  q  côtés  et  la  courbe  p'(/<")  est  un  polygone. 
Supposons  que  les  surfaces  Z  =  Vt(X,  Y)  et  Z  =  V2(X,  Y) 
étant  convexes  et  V2>>  V,,  on  sache  que  V(X,  Y)  est  compris 
entre  V,  et  V2.  La  surface  S  sera  comprise  entre  les  surfaces 
Z  =  (i  —  s)  V,  et  Z  =:  V2  puisqu'on  suppose  l'ordre  total  fini,  et 
comme  ces  trois  surfaces  sont  convexes,  la  polaire  réciproque  S 
de  S  sera  comprise  entre  les  polaires  des  deux  autres  surfaces. 
Soient  S|  et  S2  ces  polaires,  S2  est  au-dessous  de  S,.  Les  points  A;Ji/, 
sont  donc  tous  situés  sur  S2  ou  au-dessus  de  cette  surface.  En 
écrivant  cette  condition,  on  retrouve  exactement  ce  que  l'on 
obtient  en  partant  de  l'inégalité  de  Cauchy 

IogC„,/,<V(X>Y)-rcX-/>Y, 

et  en  déterminant  X  et  Y  pour  que  le  second  membre  soit  minimum. 

En  outre,  aucun  point  de  S  ne  peut  être  au-dessus  de  S,,  ce  qui 
donne  une  limite  inférieure  pour  les  nombres  Cu.p  correspondant 
aux  sommets  de  S  et  un  renseignement  sur  la  densité  des  valeurs 
de  n  et  p  fournissant  ces  nombres.  Comme  je  l'ai  déjà  remarqué 
dans  le  cas  d'une  seule  variable  ('),  il  ne  sera  pas  possible,  sauf 
dans  certains  cas  particuliers,  d'exprimer  par  des  inégalités  ne 
portant  que  sur  un  seul  nombre  C,i,p  les  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  pour  que  la  surface  S  soit  comprise  entre  S(  et  S2;  il 
faudra  écrire  que  le  plan  formé  par  trois  sommets  adjacents  est 
au-dessous  du  plan  tangent  de  S,  qui  lui  est  parallèle. 

On  appliquera  aisément  cette  méthode  dans  les  cas  particuliers 
simples  signalés  ci -dessus.  On  obtiendra  par  exemple  le  résultat 
suivant. 

(')   Voir  mon  Ouvrage  cité  plus  haut,  p.  !\b. 
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Soit  p(r,  /•'  )  la  fonction  définie  par  les  égalités  suivantes  : 


1 

7  p-p' 


?(r,  r  )  =  A/-P  s.  ''  =  \dJ     ''  p     ' 


7    p-p 


?(/-,/•')=  DrPr'Pi  s.  (-)     r  p[     ^r  =  (-J  rp,-p{i 


(n  \  pi —  P'       P' 
b)       lrpl_p» 


les  nombres  p,  p',  p,,  p',  satisfaisant  aux  conditions 
?' <  p  <  ?'  +  ?'( ,        p'i  <  ?i  <  p'  •+-  p'i  • 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  rapport  de 
logM(r,  r7)  à  œ(r,  r')  tende  vers  1  lorsque  /•+  r'  croît  indéfini- 
ment est  que  : 

i°  Quelque  soit  le  nombre  positifs,  les  coefficients  C,hP  vérifient 
à  partir  d'une  valeur  de  n-\~p  l'inégalité 

loge,,  <£.  (*  ■ + 4  -  4)  iog  U  (=  +  4  -  ^  )1  +  4  iog  ? 

\p         p',         ppi/      °LeA\p         p',         pPi/J        Pi  A 

si  /?  :  n  est  inférieur  ou  égal  à  p',  :  p'  et  une  inégalité  analogue 
dans  le  cas  contraire  ; 

20  Qu'il  existe  une  suite  de  nombres  nt  pour  lesquels 

lira     (C„',0y«;     =AcP,  Lim^ti  =U 

3°  Qu'il  existe  une  suite  de  nombres  croissants  p't  pour  lesquels 
lim     (Co,  M  p't    =. Bep, ,  li m  ^  =  1  ; 

4°  Qu'il  existe  une  suite  de  couples  de  nombres  /?,,  /*<  tels  que 

,.      pi       pi  ,.      fii+i 

1 1  m  - —  — -  i-J-  >  J 1  m  =  1 

,  =  »  n,-         p  ,  =  „    n/ 
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pour  lesquels 

lim  [(  C„,,  Pi :f'  m\  =  Dep'. 

On  généralisera  aisément  au  cas  où  la  section  de  S  par  les  plans 
Z  =  const.  sera  un  polygone  de  plus  de  trois  côtés.  Le  cas  le  plus 
simple  après  ceux-ci  semble  être  celui  où  la  fonction  d'ordre  p'(A") 
définie  au  n°  5  est  de  la  forme  a  -f-  b  (  k  +  \  k2-\-  ca  ).  (  '  ). 


(')  Je  laisse  de  côlé  le  cas  banal  où   logM(;-,  ;■')  est  comparé  à  une  fonction 
<p(r,  r')  qui  est  la  somme  d'une  fonction  de  r  et  d'une  fonction  de  r'. 
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ASS1ER   DE  POYIPIGNAN.  —  Note  sir  le  Calcul  tensoriel. 
Un  vol.  in-8,  3j  pages.  Paris,  J.  Hcrmann,  igaS. 

Celle  Note  contient  un  exposé  sommaire  des  règles  du  Calcul 
tensoriel,  sous  la  forme  habituellement  employée.  Le  lecteur  y 
trouvera  les  formules  fondamentales  de  l'Algèbre  lensorielle  et 
de  l'Analyse  lensorielle,  y  compris  celles  qui  concernent  le  tenseur 
de  Riemann  et  Christoftel;  l'Ouvrage  se  termine  par  quelques 
notions  sommaires  sur  les  densités  scalaires  et  tcnsorielles. 

Une  des  particularités  des  notations  usitées  dans  le  Calcul  ten- 
soriel ordinaire  est,  comme  on  sait,  l'emploi  d'un  double  jeu  d'in- 
dices, les  uns  supérieurs,  les  autres  inférieurs;  une  des  règles  du 
calcul,  précieuse  par  les  vérifications  rapides  quelle  permet,  est 
que  tout  indice  figurant  plusieurs  fois  dans  un  même  terme  d'une 
formule  doit  être  écrit  autant  de  fois  en  haut  qu'en  bas.  On  peut 
regretter  que  l'auteur,  dès  la  première  page  de  sa  Note,  n'ait  pas 
respecté  cette  règle  dans  la  notation  qu'il  a  adoptée  pour  définir  la 
substitution  contragrédiente  dune  substitution  donnée.  Cette  règle 
est  aussi  en  défaut  dans  un  assez  grand  nombre  d'autres  formules, 
mais  cela  tient  à  ce  que  les  épreuves  n'ont  pas  été  bien  corrigées. 
11  est  plus  difficile  de  comprendre  comment  l'auteur  a  pu  laisser 
dans  son  texte  les  deux  formules  de  la  fin  du  n°  16,  page  17;  il  a 
sans  doute  oublié  que  dans  la  formule  précédente,  d'où  il  les  a  tirées, 
il  y  a,  grâce  à  une  convention  habituellement  suivie,  un  signe 
de  sommation  sous-entendu.  11  ne  faudrait  pas  que  cette  seconde 
convention  parût  au  lecteur,  comme  la  première,  une  source  de 
confusion. 

Malgré  les  imperfections  qui  viennent  d'être  signalées,  celte  Note 
rendra  des  services  à  l'étudiant  désireux  d'acquérir  rapidement  les 
principes  du  Calcul  tensoriel.  E.  Cartan. 


Bull,  des  Sciences  mathém.,  2'  série,  t.  XLVII.  (Juin  1923.)  i3 


r94  PREMIÈRE    PARTIE 


MELANGES. 


UNE  LETTRE  INÉDITE  DE  DESCARTES  AU  PÈRE  MERSENNE; 
Par  M.  Henry  OMONT. 


Dans  la  collection  d'autographes,  formée  au  milieu  du  siècle 
dernier  par  la  baronne  James  de  Rothschild  et  que  la  Bibliothèque 
nationale  doit  à  une  récente  libéralité  de  son  fils,  M.  le  baron 
Edmond  de  Rothschild,  membre  de  l'Académie  des  beaux-arts,  se 
trouve  une  lettre  de  Descartes  à  Mersenae,  qui  avait  échappé  aux 
recherches,  pourtant  si  exactes,  des  derniers  éditeurs  des  Œuvres 
de  Descartes,  MM.  Charles  Adam  et  Paul  Tannerj.  Elle  vient 
s'ajouter  aux  dix-huit  lettres  de  Descartes  à  Mersenne  formant 
aujourd'hui  le  manuscrit  5i6o  des  nouvelles  acquisitions  du  fonds 
français  (voir  L.  Delisle,  Catalogue  des  manuscrits  des  fonds 
Libri  et  Barrois,  1888).  Les  éditeurs  des  Œuvres  de  Descartes 
avaient  cependant  constaté  l'existence  de  cette  lettre,  qu'ils  ont 
mentionnée  sous  le  n°  CDLXIII  [Correspondance,  t.  IV,  p.  583) 
et  dont  le  texe  est  reproduit  ci-dessous  : 

«   Mon  Révérend  Père, 

«  J'aj  receu  cete  semaine  une  petite  letre  de  vous  avec  celle  du 
«  I*.  Bourdin,  où  vous  me  mandez  que  c'est  la  troisiesme  que  vous 
«  m'avez  escrite  sans  response  et  toutefois  je  pense  avoir  respondu 
«  cy  devant  à  toutes  les  vostres,  en  mes  dernières  j'avois  aussy 
«  escrit  à  M.  le  marquis  de  New  Castel,  aux  précédentes  j'avois 
«  joint  ma  response  à  celle  de  Roberval,  et  je  croy  qu'à  celle 
«  d'auparavant  j'avois  joint  une  letre  pour  mon  neveu  du  Crevis. 
«  .le  vous  prie  de  me  mander  si  vous  les  avez  receuës  et  si  ce  neveu 
<  qui  m  avoit  escrit  par  vous  demeure  encore  à  Paris.  Je  vous  prie 
«  aussy  de  me  mander  comment  se  porte  M.  de  Clairsellier,  de  la 
«    maladie  duquel  je   suis  fort  en  peine,  j'attens  aussy  quelques 
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«  letres  de  Bretaigne  qu'on  luv  doit  adresser  et  que  je  ne  voudrais 
o  pas  estre  perdues  pour  ce  que  je  croy  qu  il  y  aura  dedans  une 
«  letre  de  change,  mais  je  nie  persuade  que  si  son  indisposition 
k  Pempcschoit  d<-  m'eâfcrire  ceux  de  son  logis  ne  lairoient  pas  de 
«  les  recevoir  et  me  les  envoyer,  toutefois  si  vous  l'allez  visiter 
«  nous  me  ferez  plaisir  de  leur  dire  que  s'ils  reçoivent  quelques 
«  letres  pour  moy  ils  prenenl  la  peine  de  vous  les  envoyer.  Je  n'ay 
«  rien  de  plus  à  vous  mander  pour  cete  fois  sinon  que  je  suis  de 
«  tout  mon  cœur,  Mon  Révérend  Père,  \ostre  treshumble  et 
«   tresobeissant  serviteur 

«  D'Egmond,  le  i4  déc.  i6/\6. 

«  Descartes'.    » 

(au  dos)  :  «  Au  Révérend  Père,  Le  Révérend  Père  Mercenne, 
«  Religieux  Minime  en  leur  couvent,  proche  de  la  place  Royale, 
«  à  Paris.    »  (Cachet  de  cire  ronge.) 


DÉMONSTRATION  DU  THÉORÈME  DE  RIESZ-FISCHER  ET  DU 
THÉORÈME  DE  WEYL  SUR  LES  SUITES  CONVERGENTES  EN 
MOYENNE; 

Par  M.  Michel  PLANCHEREL 
(Zurich). 


1.  Le  théorème  de  Riesz-Fischer  et  le  théorème  de  Weyl  sur 
les  suites  convergentes  en  moyenne  jouent  un  rôle  si  important 
dans  tant  de  recherches,  qu'il  n'est  pas  sans  intérêt  de  donner  de 
ces  théorèmes  une  démonstration  aussi  simple  que  possible  et  ne 
faisant  appel  qu'aux  éléments  de  la  théorie  de  l'intégrale  de 
Lebesgue  ('). 

(l)  La  démonstration  que  je  donne  est,  en  substance,  celle  que  j'ai  donnée 
incidemment  dans  un  Mémoire  du  Tome  30  des  Rendiconti  di  Palermo.  Les 
modiGcalions    que    j'y    ai    apportées   m'ont   été    suggérées   par    la    lecture  d'un 


196  PREMIÈRE  PARTIE. 

On  sait  que  le  théorème  de  Riesz-Fischer  peut  se  déduire  très 
simplement  du  théorème  d<-  \\  eyl  (').  Nous  nous  bornerons  donc 
à  établir  ici  ce  dernier,  en  l'énonçant  sous  une  forme  un  peu  plus 
générale  due  à  M.  F.  Riesz. 

2-  Lenime  I.  —  Si  y.  est  une  constante  positive,  et  M,  v  des 
quantités  réelles  quelconques,  on  a  l'inégalité 

|  u  -4-r  |a.  ■2a|  u  |*-+-  2a|  Pj*. 

C'est  une  conséquence  immédiate  du  fait  que  si  x,  y  sont  deux 
quantités    non    négatives    dont    la    somme    x -\- y  =  i ,    x^-^-y* 

est  minimum  pour  a?  =y=  -   ou  pour  j?  —  i,  y  =  o  selon  que 

a  >>  i    ou  a  ■<  i . 

Lemme  II.  —  Si /(:»)  est  intégrable  (au  sens  de  Lebesgue) 
dans  l'intervalle  (fini  ou  infini)  (a,  b)  et  si  /  est  un  nombre  positif 
quelconque,  l'ensemble  E  des  points  de  («,  6)  où  \f(x)  |  =  /  a  une 

i  r-* 

mesure  /«E  au  plus  égale  à  y   /     |/  |  c/.r. 

«^« 

Car. 

f    \f\d*l  f\f\d.r_l  fd.r  =  hnE. 
»  a  ^E  Je 

3.  iNous  dirons  qu'une  suite  de  fonctions  mesurables  /'„ (se ) 
converge  en  moyenne  d'ordre  a(a>>o)  dans  l'intervalle  fini 
ou  infini  (a,  £),  s'il  existe  une  fonction  mesurable  f(x)  telle  que 


(0  ljl»       f     \f~fn\ 


*  dx  =  O , 


J(x  )  est  dite  la  limite  moyenne  de  la  suite.  Une  suite  qui  converge 
en  moyenne  ne  peut  pas  avoir  deux  limites  moyennes  y,  g  essen- 
tiellement différentes  :  leur  différence  f — g  ne  peut  être  diffé- 

Mémoire  de  W.-H.  Young  and  Grâce  Chisholm  Young,  On  the  theoremof  Riesz- 
Fischer  (Quarterly  Journal,  t.  44,  1912,  p.  49-88),  et  d'un  Mémoire  de 
E.-W.  Hobson,  On  certain  theorems  in  the  theory  of  normal  orthogonal 
functions  (Proceedings  London  Math.  Soc,  2'  série,  t.  14,  p.  428-439). 

(')  Voir,  par  exemple,  Ed.  Goursat,  Cours  d'Analyse  mathématique,  2e  édit. 
(Gauttiier-Villars,  Paris.  1910),  t.  3.  p.  4t>4;8. 
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rente  de  zéro  qu'aux  points  d'un  ensemble  de  mesure  nulle.  Car  !<■ 
lemme  [,  appliqué  à  u=f — /„,  v=fu —  g,  montre,  après  inté- 

gration  et  passage  à  la   limite    n  -.►  oc,   que  /     \J — g\adx  =  o, 

e'est-à-dire  quey=  g  presque  partout  dans  (a,  b). 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  suite  fH(x) 
converge  en  moyenne  d'ordre  a  est  que 


<») 


lim  /      \fn+P—fn  |a  dx  =  o. 


La  nécessité  de  la  condition  se  vérifie  en  prenant  u=f — f„, 
v=fn+p  —  f  dans  le  lemme  I.  La  démonstration  de  la  suffisance 
fait  l'objet  des  paragraphes  4  et  o. 

4.  Théorème.  —  Soient  y.  une  constante  positive  et 

/„(.r)         (n  =  i,  2,  3,  .  .  .  i 

une  suite  de  fondions  mesurables  telles  que  toutes  les  inté- 
grales 

\mtn  =    /      \fm—/n  la  dx  I  m,  il  ==  I,  2,  3j    .  .  .) 

«-  a 

existent.  S'oit  z„  la  borne  supérieure  de  la  suite 

h,,n  +  P  (P  =  1,  2,   3,    .  ..)• 

Si  la  série 2,zn  converge,  la  suite  /«-(a?)  converge  sur  un 
i 
ensemble  E  <7on/  /e  complémentaire  CE  />«/■  /-apport  à  (a,  6)  e.vi 
cfe  mesure  nulle.  Si  f(x)  est  alors  définie  sur  E  p^rr 

/O)  =  lim  /«(a-) 
e£  sur  CE  d' une  manière  arbitraire,  on  a 
(3)  lim      f    |/— /„|*tf:r  =  o. 

\fn  \%  dx  existent,  f     \f\*dx 
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existe  aussi  et 

(4)  Km     f    \fn\*dx=  f    \f\*dx. 

t\  >  o   étant   choisi   arbitrairement  petit,    soit  7  ow    une    série 

1 
infinie  à  termes  positifs  de  somme  inférieure  à  y).  Déterminons 
pour  chaque  indice  n  le  plus  petit  indice  ]N  =  N(«)  tel  que 

et  formons  l'expression 

.  k — 1  * — 1 

p=o  p=o 

Chacune  des  intégrales  IN+prN-»-A-  est  au  plus  égale  à  ty+..  L'expres- 

*— 1 

sion  elle-même  est  donc  inférieure  à^  £N+p,  donc  à  o),+a, 

p  =  o 

bk-% 

^      p  =  o 

Le  lemme  II  montre  que  l'ensemble  G(n,  /•  )  des  points  où 

À-l 

p=o 

a  une  mesure  inférieure  à  o„.  Sur  son  complémentaire  CG(w,  Â) 

on  a  donc 

/,-t 

p  =  0 

et,  a  fortiori, 

!/>•+*  — /n+p  I  <  o„         (p  =  o,  1,  2,  . .  . ,  k  —  1). 

Par  conséquent,  si  m  et  m'  sont  deux  entiers  quelconques  compris 
entre  N  et  N-f-A-,  on  aura,  en  tout  point  de  CG(n,  k), 

\fm  —f,n>  |<  »8«         (N  £  m  S  N  +  A",  N  |  m'  £  N  -t-  k). 
L'ensemble  H(n,  k)  de  tous  les  points  de  (a,  6),  où  l'inégalité 
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précédente  est  vérifiée  pour  tous  entiers  ///,  m!  de  l'inter- 
valle uN,N-f-À),  contient  évidemment  GG(n,  k).  Son  complé- 
mentaire CH(/l,  k)  a  clone  une  mesure  inférieure  à  o„.  Mais,  il 
résulte  de  la  définition  dé  1 1 1  n,  /■),  que  II  1  //.  /,  )  contienl  1 1  <  />,  /.  -h  1). 
(lll(//,  k -\- 1  )  contient  Cfl(/i,  /•).  L'ensemble  somme  de  tous  les 
ensembles  CH(/?,  /.)  (  /.  =1,2,  3,  .  .  .)  a  donc  lui  aussi  une  mesure 
au  plus  égale  à  o„.  Soient  CK„  cet  ensemble  et  K„  son  complé- 
mentaire. En  tout  point  de  K/( 

>}  \fm—frn'\  <*§n 

pour  toutes  valeurs  m,  m'  telles  que 

(6)  m  5 :  N,         m'     N. 

L'ensemble  CET|,  somme  des  ensembles  CR„  (n  =  1,  2,  3,  . . .),  a 
une  mesure 

v      m  GEr(  ^^  m  C  K„  5^  ?«  <  T<  • 

n—\  n= 1 

Sur  son  complémentaire  Er|  l'inégalité  (5)  a  encore  lieu  sous  les 
conditions  (6).  La  suite  fn{x)  converge  donc  uniformément  sur 
un  ensemble  ET(  dont  le  complémentaire  a  une  mesure  arbitraire- 
ment petite.  L'ensemble  des  points  de  divergence  de  la  suite  fn(&) 
est  de  mesure  nulle. 

Si  f{x)  est  la  fonction  définie  dans  l'énoncé  du  théorème,  la 
convergence  uniforme  de  fn  vers  f  sur  Er|  entraîne  l'intégrabilité 
de  |/ — fn  |a  sur  E»,  et  la  relation 


lim 


f_    {/m  ~fn  [a  dx  =   £   \f-fn  |*  dx. 
Par  conséquent, 

f  \f~fn  \*dx^ïï^     f     |/,„  -fn  [«  dx  S  »„. 

En  faisant  tendre  7j  vers  zéro,  on  voit  que  \f — fn  |a  est  intégrable 
dans  (a,  b)  et  que 

f   \f-ft\*dx^in. 
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e„  tendant  vers  zéro  avec  -•>  (3)  est  démontrée.  En  d'antres  termes, 
fn  converge  aussi  en  moyenne  vers  y. 

Si,  maintenant,  nous  supposons  que  les  intégrales  /     \fn\xdx 
sont  finies,  lelemme  1,  appliqué  à  u=f„ —  ft,  v  =/i,  montre  que 

rb 

la  suite   /     \fn\*dx  (?i  =  i ,  2,  3,  .  .  .)  est  bornée.  D'autre  part, 

•Ai 
de  la  convergence  uniforme  de  fn  vers  f  sur  E/p  on  conclut  que, 

quelque  petit  que  soit  y,,  |/|a  est  intégrable  sur  ET(  et  que 
f   \f\*dx  =    lira     f\fn\*dxi\to     f    \fn\*dx, 

l/l"  est  donc  intégrable  dans  («,  6)  et 

lira     f  \f\*dx  =  f    \f\xdx,  lim     f    \f\*dx  =  o. 

L'inégalité  suivante  qui  résulte  du  lemme  I, 

f    \M*dx<**f    \f-fn\*dx  +  **  f    \f\*dx 
«  (  t.,  d i:kTé  •  CE, 

£>«/"     \f-fn\*dx  +  ï*   f     \f\*dx, 

•A.  .  'ri- 


montre   que  /     \/„\Cidx  tend  vers  zéro   lorsque  v\  et  —  tendent 
indépendamment  vers  zéro.  En  écrivant  alors 

f   (l/la-|/»la)^ 
■Ai 

=  (   f  \f\*d*~  f  \M*dx\+  f    \f\*dx-f    \fn\«dx, 

\^Er  >'Kn  /        «A.E,,  *^CEr 

et  tenant  compte  du  fait  que  chacun  des  trois  termes  du  second 

membre    tend   vers   zéro    avec    r,    et    -,   on   conclut    l'exactitude 

n 

de  (4). 

o.   Théorème.  —  Si  a  est  une  constante  positive  et  si  la  suite 
de  fonctions  mesurables  fn(x)  (n  =  i,  2,  3,  . . .)  est  telle  que 

(7)  l'm  /      \fm—fn  \*dx  =  o, 
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il  existe  une  fonction  mesurable  f(x)  vers  laquelle  la 
suite  fn(x)  converge  en  moyenne  d'ordre  t  dans  (a,  b).  Une 

infinité  de  suites  partielles  fn(  x)  (p  =  i  ,  2,  3,  . . .)  convergent 
presque  partout  dans  (a,  b)  vers  /(x).  Toute  suite  partielle 
gui  converge  sur  un  ensemble  de  mesure  positive  converge 
presque  partout  dans  cet  ensemble  vers  f{x). 

rb  ■  rb 

Si,   de  plus,    les   intégrales   l     \fR\adx    existent,    l     \f\*dx 
existe  aussi  et 
(8)  li.n    f   \fn\*dx=  f    Xf\*dx. 

i„  avant  la  même  signification  qu'au  paragraphe  i,  (5)  montre 
que  Km  e„  =  o.  On  peut  donc,  et  cela  d'une  infinité  de  manières, 

n  -•-  r. 

extraire    de    la    suite    t„    une    suite    partielle    infinie    tH     telle 

que^s,,    converge.  La  suite  correspondante  f„   converge,  d'après 

P=\ 
le  théorème  du  paragraphe   4.   presque   partout   vers   une  fonc- 

.  b 
tion  f(x)  et  /     \f  —  fn \adx  tend  vers  zéro  avec  -•  Il  suffit  de 

*-  a  ' 

prendre,  dans  le  lemme  I,  U=f —  /„  et  v=fny — /«,  pour 
conclure,  après  intégration,  à  la  convergence  en  moyenne  de  fn 
vers  f. 

Si.  maintenant,  une  suite  /„,  (<gr  =  r,  2,  3,  .  .  .)  converge  vers 
une  fonction  h(x)  en  tous  les  points  d'un  ensemble  E,  de  mesure 
positive,  on  appliquera  à  cette  suite  la  partie  déjà  démontrée  du 
théorème.  On  pourra  donc  extraire  de  la  suite  fm  une  suite  par- 
tielle fm>  qui  convergera  presque  partout  dans  (a,  b)  vers  une 
fonction  g(x)  coïncidant  sur  E,  avec  h(x)  et  telle  que 


lini 

7^» 


f  \gr-fm,\*dx.=  o. 


D'autre  part,  en  vertu  de  (  8),  lini    /     \f  —  fm,  \adx.  Un  raisonne- 

ment  déjà  fait  au  paragraphe  3  montre  que  g  =f  presque  partout 
dans  (a.  b)  et,  par  suite,  que  h  =f  presque  partout  dans  E,. 

Si  les  intégrales  /     \f„  \'xdx  existent,  le  théorème  du  paragraphe  i 
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fait  voir  que  pour  toute  suite  partielle  f„    telle  que^e„     con- 

verge, 

(9)  lim      f    |/ „\*dx=   f    \f\*dx. 

f  ^    n  *■  n 

Comme  toute  suite  partielle  infinie  extraite  de  la  suite  fn  contient 

elle-même  des  suites  partielles  fn    telles  que  ^eH    converge,  la 

relation  (8)   est  nécessairement  vérifiée.  Sans  quoi,  on  pourrait 
trouver  des  suites/,,    ne  réalisant  pas  la  relation  (9). 

G.  Lorsque  a=  2,  la  formule  (8)  peut  se  démontrer  plus  sim- 
plement, sans  supposer  (6)  préalablement  démontrée.  On  démontre, 
en  effet,  en  prenant  u=fn — f, ,   v=fx    dans  le  lemme  I,  que 

lorsque  les  intégrales  /     f*  dx  existent  et  lorsqi 


[ue 


5,  n>> 


J\J  m        J  n 
it 


im  /       (fm—fï)dx  =  0, 


la  suite  /    f*  dx  est  bornée. 

J  a 

Après  avoir  démontré  que/'-  est  intégrable,  on  remarquera  que 
la  suite  j  H-  fn  converge  en  moyenne  vers  2/  et  que,  par  consé- 

quent,  la  suite   /     (J  +  fn)-  dx   est  aussi  bornée.   L'inégalité  de 

Schwarz  appliquée  au  second  membre  (préalablement  intégré)  de 
l'identité /■-/£  =  (/+-/»)  (/-/„), 

(    f    {f*-n)d*iïif    (/  +  /•)»<**  f     (f-fnf-dx, 
\  «-  11  l'a  J  a 

montre  ensuite  l'exactitude  de  (8)  dans  le  cas  a  =  2. 

Notons  encore  que  si  (x0,  xt)  est  un  intervalle  fini  quelconque 
contenu  dans  (a,  b),  on  a,  lorsque  a  =  2  et  que  les  fonctions  f*  sont 
intégrables  dans  (a,  b), 

'      fndx=   l     fdx,  lim     /      \fn\dx=  f      \f\dx, 

•'  o  ''g  *  0  *  0 

et  cela  uniformément  en  x  dans  3C0Sx^xt.  Car,  l'inégalité  de 
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Seliwarz  montre,  dans  le  premier  cas,  que 

(  f   (f-fnïdx)\     f    dxf    \f-U)*dx 

i\xl  —  x0\  f      if  —  /,,  i2  dx, 

t'a 

et  dans  le  second  cas,  que 


(      /        \f-fn\dx 

\\xt-x0\  f    (/-/«)*  dx. 


7.    Ce  dernier  résultat  est  susceptible  de  généralisation  pour 
tout  a  ^>  o.  On  sait,  en  effet,  que  si  o  <  fi  <  a  et  si  f(x)  est  une 

fonction  quelconque  telle  que  /      \f\*dx  existe,  (,r0< /•<#,)  étant 
un  intervalle  /uii,  f      \f\$dx  existe  aussi  et  que  (') 

/      \-f\îd*<\xx^.*i\   «-P        /      |/|«flte 

Si  donc,  la  suite /„  converge  en  moyenne  d'ordre  a  dans  (a,  6), 
elle  converge  en  moyenne  d'ordre  fi  dans  tout  intervalle  fini  (  x0,  x{) 

contenu  dans  («,  b).  Par  conséquent,  si    /     \fn^dx  existe,   on 


aura  encore 


lim     f    l\fn\Pdx=  f"\f\Vdx, 

et  lorsque  la  puissance  fi"  me  a  un  sens  unique  et  bien  déterminé 
(fi  =  -;    o,  y  entiers  premiers  entre  eux,  y  impair  j, 

lim     f    f$dx  =  f    fïdX, 

uniformément  dans  (x0,  xf). 

{')     }'oir    F.    Riesz,    Untersuchungen    iiber   Système    integrierbarer    Funk- 
tionen  {Math.  Annalen,  t.  69,  1910,  p.  4^7 )■ 
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8.  Toutes  nos  démonstrations  subsistent  si  nous  considérons 
des  suites  de  fonctions  de  plusieurs  variables  et  si  nous  remplaçons 
l'intervalle  (a,  b)  par  un  ensemble  mesurable  quelconque. 


MOUVEMENT  D'UN  SOLIDE  PESANT  FIXÉ  PAR  UN  POINT  VOISIN 
DE  SON  CENTRE  DE  GRAVITÉ  ; 

Par  M.  H.  VERGiNE. 


1.  Lorsqu'un  solide  pesant  se  trouve  suspendu  par  son  centre 
de  gravité,  ta  pesanteur  a  un  moment  nul  par  rapport  au  point  de 
suspension,  et  le  mouvement  du  solide  est  alors  un  mouvement, 
bien  connu  en  Mécanique,  sous  le  nom  de  mouvement  à  la 
Poinsot. 

Lorsque  le  point  fixe  du  solide  est,  non  plus  le  centre  de 
gravité,  mais  un  point  très  voisin,  la  pesanteur  a,  par  rapport  à  ce 
point  fixe  de  suspension,  non  plus  un  moment  nul,  mais  un 
moment  très  petit,  et  nous  pourrons  considérer  alors  le  mouve- 
ment du  solide  comme  un  mouvement  à  la  Poinsot  affecté  de 
petites  «  perturbations  »  dues  à  ce  moment. 

Le  calcul  de  ces  perturbations  est  du  ressort  de  la  Méthode  de 
la  variation  des  constantes,  et  le  principe  de  cette  méthode  nous 
assure  qu'on  pourra  toujours  les  déterminer  par  de  simples  qua- 
dratures, puisqu'on  sait  résoudre  le  problème  de  Poinsot  sous  sa 
forme  la  plus  générale.  Mais  si  nous  appliquions  la  méthode  de  la 
variation  des  constantes  sous  sa  forme  habituelle  en  Mécanique, 
nous  serions  vraisemblablement  conduits  à  des  calculs  extrême- 
ment compliqués.  C'est  pourquoi  nous  modifierons  un  peu  la 
méthode  usuelle  de  façon  à  lui  donner  plus  de  souplesse. 

La  première  Partie  de  cette  Note  sera  consacrée  au  rappel  de  la 
méthode  générale  de  la  variation  des  constantes  et  des  modifica- 
tions qu'elle  comporte. 

Dans  une  seconde  Partie  nous  appliquerons  les  formules  au 
problème  que  nous  avons  en  vue,  du  mouvement  d'un  solide 
pesant  fixé  par  un  point  très  voisin  de  son  centre  de  gravité.  Les 
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mêmes  formules  s'appliqueraient,  cela  est  évident,  au  cas  d'un 
solide  pesant  fixe  par  un  point  quelconque  (même  très  différent 
du  centre  de  gravité),  pourvu  que  ce  solide  soit  animé  d'une  Lus 
grande  \itesse  de  rotation  (')  :  la  méthode  suppose  en  effet 
seulement  que  l'énergie  potentielle  de  pesanteur  (qui  jouera  le 
rôle  de  fonction  perturbatrice)  est  très  petite  vis-à-vis  de  l'énergie 
cinétique  de  rotation  du  -solide. 

La  même  méthode  permettrait  d'aborder  l'étude  du  mouvement 
d'un  corps  céleste  autour  de  son  centre  de  gravité  (considéré 
comme  fixe)  sous  l'action  perturbatrice  des  astres  voisins,  même 
si  ce  corps  céleste  était  très  différent  d'un  corps  de  révolution,  et 
même  s'il  tournait  initialement  autour  d'un  axe  très  différent  d'un 
axe  principal  d'inertie. 

I.   —   .MÉTHODE    DE    LA    VARIATION    DES    CONSTANTES. 

"1.  Cas  général  d  un  système  quelconque  d'équations  diffé- 
rentielles du  premier  ordre.  —  Je  considère  un  système  d'équa- 
tions différentielles  du  premier  ordre 

dxi      „ 
(il  —^  =  \/        (i  =  i,  "i,  ...,  «), 

où  les  Xj  sont  des  fonctions  données  des  variables  Xi  et  de  la 
lettre  l  (qui  désignera,  par  exemple,  le  temps,  pris  comme  variable 
indépendante).  Je  suppose  crue  l'on  ait  su  intégrer  complètement 
ces  équations  :  les  xt  seront  alors  des  fonctions  connues  de  t  et 
de  n  constantes  d'intégration  Cl5  C2,  .  .  • ,  Cn  : 
(2.)  Xi  =  %i(t,  Ci,  C,,  ...,  C„). 

Le  déterminant  fonctionnel 

_   Difi.  ^;,  .  ■  ...  xn) 
~  D(C„  C2,  ...,  C„) 

étant  supposé  fini  et  différent  de  zéro,  ces  équations  (2)  pourront 
être  inversement  résolues  par  rapport  aux  Cy,  et  être  remplacées 
par  les  suivantes,  qui  leur  sont  équivalentes, 

(3)  Cy  =  «p/(£,  J?i,  a;s,  ...\  xn)         (J  =  1,  2,  .  .  . .  n). 

(')  Bien  entendu,  dans  ce  cas,  les  «réactions»  du  point  de  suspension  seraient 
elles-mêmes  très  grandes. 
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Et,  puisque  les  a>j  sont  des  intégrales  des  équations  (i),  on 
aura  identiquement 

\  A  )  —T. A  1  ~ •-  A  j  -j 1-  .  .  .  -h-  AB —  O. 

ot  0X\  0x2  ox„ 

Je  suppose,  maintenant,  que  l'on  ait  à  intégrer  un  second 
système  d'équations  différentielles 

(1  bis)  -j± '■  —  Xi  -+-  tfi        (  i  =  1 ,  2,  ....  /n. 

qui  ne  diffère  du  système  (1)  que  par  l'adjonction,  aux  seconds 
membres,  de  fonctions  données  fi  des  .r,  et  de  t  affectées  d'un 
coefficient  très  petit  e,  que  nous  appellerons  le  coefficient  per- 
turbateur et  dont  nous  négligerons,  dans  la  suite,  les  puissances 
supérieures  à  la  première.  On  profitera,  pour  intégrer  le  sys- 
tème {ibis),  de  ce  qu'on  a  déjà  résolu  le  système  non  troublé  (1),  et 
de  ce  que  1  est  petit. 

Le  principe  de  la  Méthode  de  la  variation  des  constantes,  dû  à 
Lagrange.  consiste  à  poser,  a  priori ,  les  équations  (3)  [ou  leurs 
équivalentes  (2  )],  et  à  les  considérer  comme  définissant  un  chan- 
gement de  variables  permettant  de  passer  des  n  lettres  xi  aux 
n  lettres  Gy,  ou  inversement.  Moyennant  ce  changement  de 
variables,  le  système  (1  6w),  qui  est  un  système  différentiel  par 
rapport  aux  #,-,  se  transformera  en  un  système  différentiel  par  rap- 
port aux  Cy,  que  l'on  obtiendra  en  éliminant  les  lettres  Xi  entre 
les  équations  (1  bis)  et  (3).  Cette  élimination  est  immédiate  :  on 

aura  la  valeur  de  —t~  en  différentiant  l'équation  (3)  par  rapport 

à  t,  ce  qui  donne 

dCj  _  doj       yr>  à'Sj  dxi  _ 
~dt    '  '  lit      ■ Zu  ôxi  ~dt  ' 

i 

dx- 

remplaçant  -—  par  sa  valeur  tirée  de  (1  bis)  et  tenant  compte  de 

l'identité  (  \  S  il  vient 


n). 


<,ter>  -dT  =  tZ7J7/i       (Vf.*. 

i 

Tel  est  le  système  différentiel  en  C/  équivalent  au  système  (i  bis) 
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el  qu'il  s'agit  d'intégrer  :  les  seconds  membres  sont  des  fonctions 
connues  de  /  et  des  #/,  ou,  si  Ton  préfère,  de  t  el  des  Cy  [puisqu'on 
peut  v  remplacer  les  xt  par  leurs  valeurs  (2)]. 

Profitons  maintenant  de  ce  que  e  est  petit.  Si  s  était  nul,  les  Cy 
seraient  rigoureusement  des  constantes  indépendantes  du  temps; 
i  n'étant  plus  nul  mais  très  petit,  les  Cy  varieront  mais  varieront 
lentement  ;    et    nous    aurons    une    valeur    très   approchée   de   la 

in 

dérivée  -—-  en  considérant,  aux  seconds  membres  de  (1  ter),  les 

lettres  Cy  comme  gardant  constamment  les  valeurs  C°  qu'elles 
ont  à  l'instant  initial  t0.  Les  seconds  membres  de  (1  ter)  sont 
ainsi  devenus  des  fonctions  de  la  seule  variable  t,  et  ces  équa- 
tions nous  donneront  les  valeurs  des  Cy,  à  un  instant  quelconque 
par  de  simples  quadratures  : 


<5>  c'-oJ.+«/'2âj/' 

0     i 
les  quantités 


donnent  les   variations  des  constantes  Cy  à  partir  de  l'instant 

initial  t,  ;  il  est  entendu  que  sous  le  signe/les  lettres  Cy  gardent 

leurs  valeurs  constantes  non  troublées  C°. 

On  a  ainsi  résolu  le  système  (1  ter)  et,  par  suite,  le  système 
équivalent  (1  bis)  ('). 

Remarque.  —  Dans  le  calcul  des  seconds  membres  de  (1  ter), 
e'est-à-dire  dans  le  calcul  des  quadratures  (6)  qui  donnent  les 
variations  oCy,  nous  avons  fait  usage,  à  la  fois,  des  formules  (2) 
et  (3);  autrement  dit,  nous  avons  supposé  que  les  formules  (2), 
qui  résolvent  le  problème  non  troublé,  avaient  été  résolues  effec- 
tivement, par  rapport  aux  Cy,  sous  la  forme  (3).  Or,  cette  réso- 
lution peut  être  très  pénible,  elle  peut  même  n'être  pas  pratique- 


(')  Bien  entendu,  on  pourrait  faire  une  nouvelle  approximation  en  remplaçant, 
aux  seconds  membres  de  (1  ter),  les  C  non  plus  par  les  constantes  C",  mais  par 
les  valeurs  plus  approchées  (  ô  )  :  ces  seconds  membres  seront  encore  des  fonc- 
tions de  t  seul;  d'où  de  nouvelles  valeurs  des  C;-  par  de  simples  quadratures. 
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ment  effectuable  :  nous  allons  montrer  qu'on  peut  s'en  passer,  et 
ne  se  servir,  somme  toute,  que  des  formules  (a). 

Les  formules  (2),  qui  donnent  les  x  en  fonction  des  C,  nous 
définissent  des  dérivées  partielles,  au  nombre  de  ri-,  de  la  forme 


les  formules  (3),  qui  donnent  les  C  en  fonction  des  x,  nous  défi- 
nissent de  même  n-  dérivées  partielles  de  la  forme 


dxt 


Bien  entendu^ces  deux  sortes  de  dérivées  partielles  ne  sont  pas 
distinctes,  l'un  des  groupes  peut  se  déduire  de  l'autre  :  on  a,  par 
exemple, 

OCj    _   (—  l)i+J     D(XU   X2,    ...,   Xt-x\   Xi+U    ■  ■  ■:  Xn) 

dxi 


(7)  ~à.= 


D(C„  G2, 


Kjj-  1,     Ciy-t-l,      .    .    .  ,     Lln  ) 


A  désignant,  comme  plus  haut,  le  jacobien  des  xi  par  rapport 
aux  Cy. 

Cela  permet,  aux  seconds  membres  de  (1   ter),  de  remplacer 

les  — —  (ou  Tr-rà  qui  y  figurent  par  les  seconds   membres  de  (7) 

OOC  l    \  OOC  (  J  v 

qui  sont  entièrement  calculables  par  les  seules  formules  (2),  sans 
qu'on  ait  besoin  d'écrire  effectivement  les  formules  (3).  On  voit 
ainsi,  immédiatement,  que  les  formules  (1  ter)  prennent  la  forme 


dt 


àxi 

dr2 

àx,t 

àcl 

dC[ 

dd 

dx{ 

àxo 

àxn 

dC2 

dCi 

dC2 

dxt 

dx> 

àxn 

àCj-i 

àCj-i 

àCj^ 

A 

A      • 

-.          fn 

dxt 

dx-2 

àxn 

àCj+l 

dÇJ+i 

dCj+i 

dxt 

dx2 

àxn 

àc;, 

àC~n 

àCn 

où  le  déterminant  du  numérateur  ne  diffère  du  jacobien  A  que  par 
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la  substitution  des  fonctions  perturbatrices  fti  f2,  ...,  /„  aux 
éléments  de  La  /"""'  ligne. 

Telle  est,  pour  un  système  différentiel  quelconque  (1  bis),  la 
méthode  classique  de  la  variation  des  constantes,  qui  permet  de 
calculer  1rs  Cj  (  ou  les  oCy)  par  quadratures,  lorsque  l'on  a  résolu 
le  problème  non  troublé  (1)  au  moyen  des  formules  (2). 

Nous  allons  voir  maintenant  comment  la  méthode  peut  être 
modifiée  et  simplifiée  dans  le  cas  des  équations  de  la  Mécanique. 

3.  Cas  des  équations  canoniques.  —  Dans  les  problèmes  de 
Mécanique  rationnelle  des  systèmes  holonomes,,  les  équations 
différentielles  —  tant  celles  du  mouvement  troublé  que  celles  du 
mouvement  non  troublé  —  peuvent  se  mettre  sous  la  forme  cano- 
nique de  Hamilton. 

Je  considère  donc  un  premier  système  de  2/1  équations  cano- 
niques 

dxi        dF  dvi  dF 

(I)  — î-  =  -t—  5  -4-  = ; —         (t  =  1,  2,  . .  .,  n), 

v    ;  dt         dji  dt  dxi  '     '         '      h 

définissant  le  mouvement  non  troublé.  La  fonction  caractéris- 
tique F(xt\yi)  sera  supposée,  pour  simplifier,  ne  pas  dépendre 
explicitement  du  temps  t  (•')  :  c'est  une  fonction  donnée  des 
variables  xt,  y;. 

Je  suppose  que  l'on  ait  su  intégrer  complètement  ce  système 
non  troublé  {Y) par  la  méthode  de  Jacobi  (L>),  dont  je  rappelle 
le  principe.  Considérons  l'équation  aux  dérivées  partielles  sui- 
vante 

(8)  F  [xi,- —  l  =  const., 

V       àxi) 

où  le  premier  membre  n'est  autre  que  la  fonction  caractéris- 
tique F(#;,  y;),  où  l'on  a  remplacé  les  yi  par  les  dérivées  par- 


(l)  Celte  restriction  n'est  nullement  essentielle,  nous  la  faisons  uniquement 
pour  simplifier  un  peu  l'exposition;  mais  la  méthode  subsiste  presque  sans  modi- 
fication dans  le  cas  où  la  fonction  F  dépend  explicitement  de  t. 

(-)  Cette  fois,  il  s'agit  d'une  restriction  essentielle  :  les  calculs  que  nous  allons 
faire,  dans  ce  numéro,  pour  déterminer  le  mouvement  troublé  ne  subsisteraient 
pas  sans  modification  si  l'on  avait  intégré  le  problème  non  troublé  par  une 
méthode  autre  que  celle  de  Jacobi. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2e  série,  t.  XLVII.  (Juin  1923.)  14 
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tielles Supposons  que  l'on  ait  trouvé,  de  cette  équation  (8), 

une  solution  particulière  S  (  x  n  x-2,  ■•■,  X/n  P«j  ?2>  •••,  ?«)  dépen- 
dant de  n  constantes  arbitraires  Jj/.  La  constante  du  second  membre 
de  (8)  sera  une  fonction  de  ces  n  constantes,  de  sorte  qu'on  aura 
identiquement 

T. a  fonction  S(a7,',  [j,)  étant  connue,  posons 

dS  dS  .  :  . 

(io)  —  = yi,        ^=«1       («=-i,  2,  ...,»); 

ces  2/;  équations  (io)  peuvent  être  considérées  comme  définissant 
un  changement  de  variables  permettant  de  passer  des  in  lettres 
x;,  yi  aux  m  lettres  [3,-,  a,-  ou  inversement.  La  méthode  de  Jacobi 
consiste  à  prendre  comme  nouvelles  variables  les  (3,-,  a;  au  lieu 
des  Xi,  yi.  Le  système  (I)  se  transformera  ainsi  en  un  nou\eau 
système,  et,  comme  l'expression 

est,  d'après  (io),  une  différentielle  exacte,  le  changement  de 
variables  est  canonique  ('),  c'est-à-dire  qu'il  n'altère  pas  la  forme 
canonique  du  système  d'équations  (1),  qui  deviendra 

d%i__  dF_  d$j  _        dF 

dt   ~  dfc'  ~dt   ~~  dzi' 

ou,  à  cause  de  l'identité  (9), 

dit         do  d$i 

ill)  77T  =  <57'        777  =0- 

Ces  équations  (11)  s'intègrent  immédiatement;  on  a  d'abord 

pt  =  const. 

Le>'»  $i  étant  des  constantes,  il  en  est  de  même  de  la  fonc- 
tion  <p(Pi,  fi-i,  •••.  [3«)    et  de  ses  dérivées  -^-;   et  les  premières 

(J)  H.  Poincark,  Leçons  de  Mécanique  céleste,  t.  I,  p.  3  el  n. 
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équations  1  1  1  1  donneront,  pour  les  a,-,  des  fonctions  linéaires  <lu 

temps 

du 

les  rn,-  étant  de  nouvelles  constantes  d'intégration. 

On  a  ainsi  inlégré  complètement  le  système  (11),  et,  par  suite, 
le  système  (I);  les  constantes  d'intégration,  au  nombre  de  2/î, 
sont  les  (j/  et  les  es/.  Et  les  relations  qui  expriment  les  variables 
initiales  a?;,  yi  en  fonction  du  temps  et  de  ces  2/?  constantes  d'inté- 
gration sont  les  relations  {io). 

Telle  est  la  méthode  de  Jacobi  pour  la  résolution  du  système 
non  troublé  (1  1.  Elle  exige,  comme  on  voit,  la  connaissance  d'une 
intégrale  particulière  S(;r,,  .rL>,  . . . ,  x„.  j,  .  >, rj„)  de  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles  (8),  dépendant  de  n  constantes  arbi- 
traires |j/. 

Je  suppose  maintenant  que  l'on  ait  à  étudier  un  second  mouve- 
ment, voisin  du  premier,  et  que  nous  appellerons  le  mouvement 
troublé,  régi  par  le  système  d'équations  canoniques 

qui  ne  diffère  du  système  non  troublé  (I)  que  par  la  présence,  aux 
seconds  membres,  des  dérivées  d'une  fonction  perturbatrice  /", 
affectée  d'un  très  petit  coefficient  perturbateur  t.  La  fonction  per- 
turbatrice /(£ï,  yù  t)  dépend  des  variables  x;,  yi  et  aussi  explici- 
tement du  temps  t. 

Il  s'agit  d'intégrer  le  système  (I  bis)  en  profitant  de  la  solution 
qu'on  vient  d'obtenir  pour  le  système  non  troublé  (  I). 

La  méthode  de  la  variation  des  constantes  consiste  à  continuer 
à  poser  a  priori  les  équations  (10),  et  à  les  regarder  comme 
définissant  un  changement  de  variables  passant  des  lettres  X{,  yi 
aux  lettres  a/,  [$t-.  Ce  changement  de  variables  étant  canonique, 
comme  nous  l'avons  déjà  remarqué,  les  équations  différentielles 
régissant  les  nouvelles  variables  a/,  [j,  seront  encore  canoniques, 
c'est-à-dire  que  le  système  (I  bis)  se  transformera  en  le  suivant  : 


clxi        c>F        _  df 

cln  =  _  dJL-t?L 

dt    ~  dyt    '      djr* 

dt              dxi       "  dxi 

d0Li          àF              df 

d$i  _ 

dF 

Jf 

~dt   ~~  àfa  +  l  d'i,  ' 

dt 

don 

dn 
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ou,  à  cause  de  l'identité  (9), 

,       .  •  x  d*i         do  à/  d$t  df 

Ce  système  (ii  bis)  s'intègre  immédiatement  par  approxima- 
tions en  profitant  de  ce  que  t  est  petit  (  '  ). 

En  première  approximation,  faisons  e  =  o,  le  système  (1  1  bis) 
est  alors  identique  au  système  (11),  et  nous  trouvons,  pour  les  (âj 
des  constantes,  pour  les  a;  des  fonctions  linéaires  du  temps  :  c'est 
le  mouvement  non  troublé. 

Ensuite,  dans  les  seconds  membres  des  secondes  équa- 
tions (1  1  bis)  (celles  en  [ï/),  remplaçons  les  B;  et  les  a;  par  leurs 
valeurs  de  première  approximation  :  nous  obtiendrons,  par  simples 
quadratures,  de  nouvelles  valeurs  plus  approchées  des  (3t\ 

Enfin,  dans  les  seconds  membres  des  premières  équa- 
tions (11  bis)  (celles  en  a,),  remplaçons  les  ,3;  par  leurs  valeurs 
de  seconde  approximation,  et  les  a,  par  leurs  valeurs  de  première 
approximation  :  nous  obtiendrons,  par  simples  quadratures,  de 
nouvelles  valeurs  plus  approchées  des  7./. 

Telle  est  la  seconde  approximation  :  elle  s'effectue,  comme  on 
le  voit,  en  deux  temps  (2). 

On  a  ainsi  résolu  le  système  (11  bis),  c'est-à-dire  le  système 
équivalent  (I  bis).  Mais,  sous  cette  forme,  la  solution  nécessite, 
on  le  voit,  que  le  système  non  troublé  (1)  ait  été  intégré  par  la 
méthode  de  Jàcobi  et  non  par  une  autre  (:t ).  Or,  l'équation  aux 
dérivées  partielles  de  Jacobi  (8)  peut  fort  bien  être  très  compli- 
quée et  son  intégrale  particulière  S(  xK ,  jr.,,  . . . ,  xn .  (j,  .  f}2,  •  •  •  ■,  ,^«) 
être  fort  malaisée  à  former.  11  arrivera  souvent  que  le  mouvement 
non  troublé  aura  été  étudié  par  une  toute  autre  méthode  que  celle 
de  Jacobi,  par  exemple  en  intégrant  simplement  les  «  équations 
de  Lagrange  »  définissant  le  mouvement.  Les  formules  ci-dessus 
ne  sont  plus,  alors,  applicables.  11  est  vrai  que  lorsqu'on  a  intégré 


(')  II.  Poincabé,  Leçons  de  Mécanique  céleste,  t.  I,  p.  m. 

(2)  Bien  entendu,  on  pourra  faire  une  nouvelle  approximation,  toujours  par  la 
même  méthode  (en  deux  temps),  n'exigeant  que  des  quadratures. 

(3)  C'est  un  point  sur  lequel  ont  insisté  Tisserand  {Traité  de  Mécanique 
céleste,  t.  I.  p.  162-160),  et  Poimaiie  (Leçons  de  Mécanique  céleste,  t.  I,  p.  6\, 
et  Cours  oral  de  la  Sorbonne,  1909-1910). 
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complètement  un  problème  <l<:  (Mécanique,  il  esl  toujours  possible 
de  former  une  intégrale  Si./,,,  i, ■>  de  L'équation  aux  dérivées  par- 
tielles  de  Jacobi  :  I"  «  action  o  Le  long  d'une  trajectoire  i  considérée 
comme  fonction  <lr>  coordonnées  du  poinl  de  dépari  et  <lu  point 
d'arrivée)  en  donne  une,  comme  on  sait  |  '  \.  Mais  <■<•  sonl  Là  des 
calculs  laborieux,  et  qu'il  \  ;i  lieu  de  chercher  à  éviter.  C'est 
pourquoi,  dans  Le  numéro  suivant,  nous  allons  modifier  les 
formules  de  façon  à  les  rendre  directement  applicables  à  tous 
les  cas.  ([uelle  que  soit  la  méthode  par  laquelle  on  aura  résolu  le 
problème  du  mouvement  non  troublé. 

i.   Méthode  modifiée.  —  Je  récris  les  équations  canoniques  (1  ) 
du  mouvement  non  troublé  (2) 

dxi  _  <)F  dyi  dF 

di         dyi  dt  ût;' 

et  je  suppose  que,  par  un  procédé  quelconque,  on  ait  su  les  inté- 
grer complètement  :  alors  les  Xi, yi  seront  des  fonctions  connues 
du  temps  t.  et  de  ?.n  constantes  d'intégration  C,,  C2.  ...,  C,n  : 
soient 

xi  =  ï/  (t.  C,,  Go, C,„), 


(12) 

yt  =  t\i(t,  C,.  C2,  •  ..,  C8„). 

Je  récris  maintenant  les  équations  canoniques  (I  bis)  du  mouve- 
ment troublé 

dt         Oyi  ôyi  dt  dx;  ox, 

équations  qu'il  s'agit  d'intégrer.  Nous  poserons,  à  cet  effet. 
Xi  =  &  —  oj"/,         yt  —  t\i  —  oy,-. 

£t-,  t\i  étant  les  fonctions  non  troublées  des  formules  (12),  et  nous 
allons  donner  des  formules  permettant  de  calculer  les  «  perturba- 


(*)  Voir,  par  exemple,  P.  Appell,  Traité  de  Mécanique  rationnelle,  1"  éd., 
t.  II,  p.  43o;  ou  V.  Volterra,  Leçons  sur  les  /onctions  de  lignes,  p.  55. 

(2)  La  fonction  caractéristique  F(a?,-,  yit  t)  peut  dépendre  non  seulement  des 
variables  xiyya  mais  aussi  explicitement  du  temps  t. 
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tiens   »    ox/,   ùyi,   c'est-à-dire   les  variations   des  variables .:. elles- 
mêmes,  et  non  plus  celles  des  constantes  ('). 

Considérons  la  ft)nclion  perturbatrice  j\xi,  yi,  t),  et  rempla- 
çons-j  les  "a?/,  yi  par  les  expressions  (12)  qui  représentent  leurs 
valeurs  non  troublées  :  elle  devient  une  fonction 

/(C,,  Gj,  ....  G,»,  0 
des  2/<  -h  1  lettres  G;  et  t.  Posons,  ensuite, 


(i3) 


*  =  /   /(Ci,  C8,  ...,  Cj„,  t")dt, 


quadrature  où  les  lettres  G  sont  traitées  comme  des  constantes  : 
nous  avons  là  une  fonction  t(C,,  G2,  . .-»,  C2«,  t),  que  nous 
appellerons  la  fonction  résolvante,  parce  que  sa  connaissance  va 
donner  immédiatement  la  solution  du  système  troublé  (1  bis).  Au 
moyen  des  formules  (12)  (supposées  résolues  par  rapport  aux 
lettres  Cy)  nous  pouvons  exprimer  cette  fonction  <r  en  fonction 
des  lettres  a?/,  y,,  t  :  elle  devient  une  fonction  a(a?,-,  yi,  t),  et 
il  suffira,  pour  avoir  complètement  résolu  le  système  (1  bis) 
(aux  termes  en  zz  près),  de  poser  simplement 

dans  les  seconds  membres  de  ces  formules,  les  x;,  y;  seront,  bien 
entendu,  remplacés  par  leurs  valeurs  non  troublées  (12). 

La  vérification  de  cette  affirmation  est  immédiate  :  il  suffit  de 
remarquer  que  la  fonction  <j(xi,  yi,  t)  vérifie  identiquement  l'équa- 
tion suivante  (2) 

05;  £+(ff,F)=/, 

où  (a-,  F)  représente,  suivant  l'usage,  la  parenthèse  de  Poisson, 


(')  H.  Vergne,  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  20  novem- 
bre 1916,  et  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  novembre  et  décembre  1917. 

(2)  Il  est  très  facile  de  le  vérifier  par  un  calcul  direct;  on  peut  aussi  remar- 
quer, sur  la  formule  (i3),  que  f  est  la  dérivée  de  a  par  rapport  à  t  lorsque  les  C 
ne  varient  pas,  c'est-à-dire  lorsque  les  xi,yi  vérifient  les  équations  (I);  or,  le 
premier  membre  de  (i5)  représente  précisément  la  même  dérivée. 
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relative  aux  deux  fonetions  t  et  h'  : 


(..F) -2 


/  da    <)V         da_  dlf 
\dxi  dyi        ôyi  dxj  ' 


Oi 


alors,  si  clans  les  équations  [[  bis)  on  remplace  Xi  par  \\  4-  £ 

et   )',  par  t\i — s  — - ,  on  obtient  des  identités  (en  négligeant  e2), 

en  vertu  des  équations  (I)  et  (i5)  :  la  première  équation  (I  bis), 
par  exemple,  devient  identique  à  l'équation  (i5)  différenliée  par 
rapport  à  yt. 

On  a  ainsi  résolu  le  problème  troublé  (I  bis)  (aux  termes 
en  e2  près),  au  moyen  de  la  seule  quadrature  (i3),  qui  donne 
la  fonction  résolvante  <x  ('  ). 

A  un  instant  arbitraire  t0,  choisi  comme  instant  initial,  corres- 
pond, pour  le  mouvement  troublé,  un  certain  mouvement  non 
troublé  oscillateur  (-)  défini  par  des  valeurs  déterminées  des 
constantes  Cy.  Les  formules  (i4)  donnent,  à  toute  époque,  les 
valeurs  explicites  des  perturbations  ox;,  3)7,  à  partir  de  cet 
instant  /0  pris  comme  limite  inférieure  de  la  quadrature  (i3) 
(ùjc;,  oy-  s'annulent,  en  effet,  comme  t,  pour  t  =  t0). 

5.  Tirons  quelques  conséquences  des  formules  (i4)-  Soit 
v(xi,  yi,  t)  une  fonction  quelconque.  Dans  le  mouvement  non 
troublé  elle  a  pour  valeur  co(£t-,  't];,  t).  Dans  le  mouvement  troublé 
elle  devient 

9{ii -+■  oxt,  m  +  8ji,  t)==  ç(ç,-3  -i\h  t)+y^  1  -± ox,  ■+•  ji- hyt\ 

i 

=  f(Ç/i  1/j  0  -+-£(?,  <0 

d'après  les  formules  (i4)«  Nous  pouvons  donc  dire  que  la  «  per- 
turbation »  subie  par  une  fonction  quelconque  &(xi,  y;,  t),  quand 


(')  On  peut  pousser  plus  loin  l'approximation,  en  tenant  compte  successive- 
ment des  termes  en  e2,  e3,  ...;  chaque  approximation  nouvelle  n'exige,  chaque 
fois,  qu'une  seule  quadrature  [H.  Yergne,  Sur  les  équations  générales  de  la 
Mécanique  analytique  {Bull,  des  Se.  math.,  nov.-déc.  1917)]. 

(2)  Nous  disons,  suivant  l'usage,  qu'un  mouvement  troublé  et  un  mouvement 
non  troublé  sont  «  osculateurs  »  à  un  certain  instant,  si  à  cet  instant  les  xL  et 
les  yi  ont  mêmes  valeurs  pour  les  deux  mouvements. 
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on  passe  du  mouvement  non  troublé  au  mouvement  troublé,  a  pour 

valeur 

8<p  =  s(<p,  ff). 

Elle  sera  nulle  si  (©,  cr)  =  o;  la  fonction  cp  sera  alors  une  fonction 
sans  perturbation,  avant  à  chaque  instant  la  même  valeur  dans  le 
mouvement  troublé  el  dans  le  mouvement  non  troublé. 

Nous  observerons,  en  passant,  que  si  cpt  et  cp2  sont  deux  fonc- 
tions sans  perturbation.  (<pn  o2)  en  est  une  autre  :  cela  résulte  de 
l'identité  bien  connue  de  Poisson 

[»,   (?1,    ?2)1  -H  [<Pl,    (?2,    »)]  ■+"  [fl,    O,    <fl)]   =  O. 

En  particulier,  on  a  évidemment  (o-,  t)  =  o  :  la  fonction  résol- 
vante o-  e^7  une  fonction  sans  perturbation.  Cherchons  la  signi- 
fication concrète  de  cet  énoncé.  L'expression 


t  —  t, 


—!—  f  fdt 

t  —  toJ.     J 


représente,  entre  les  instants  arbitraires  t0  et  £,  la  valeur  moyenne 
que  prend   la   fonction    perturbatrice   dans    le  mouvement   non 

troublé  (puisque,  sous  le  signe  /  ,  les  Cy  ne  varient  pas).  Nous 

pouvons    donc    donner,    du    théorème,    cet    autre    énoncé    assez 


curieux 


Entre  deux  instants  quelconques  t0  et  t,  la  fonction  pertur- 
batrice aura  toujours  même  valeur  moyenne  dans  le  mouve- 
ment non  troublé  oscillateur  à  l'instant  t0,  et  dans  le  mouvement 
non  troublé  oscillateur  à  V instant  t. 

Bien  entendu,  il  n'en  faudrait  pas  du  tout  conclure  qu'elle  aura 
aussi  même  valeur  moyenne  dans  le  mouvement  troublé,  ni  même 
dans  un  mouvement  non  troublé  osculateur  à  un  autre  instant 
que  t0  ou  tt . 

Par  exemple,  considérons,  entre  deux  instants  arbitraires  /0  et  t{ , 
une  planète  décrivant  une  orbite  troublée;  soit  A0B  l'arc  de  tra- 
jectoire troublée  décrit  entre  ces  deux  instants  (fi g.  i);  soit, 
toujours  entre  ces  deux  mêmes  instants,  A0B0  l'arc  de  l'orbite 
képlérienne  osculatrice  à  l'instant  t0,  AB  l'arc  de  l'orbite  képlé- 
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rienne  osculatrice  à  l'instant  t,  et   Ali'  l'arc  de  l'orbite  képlé- 
rienne  osculatrice  à  un  instant  différent  de  t0  ,-1  (le  t.  La  fonction 


perturbatrice  f  aura  la  même  valeur  moyenne  le  long  de  A0B0 
et  le  long  de  AB.  Mais  il  n'en  faut  pas  conclure  qu'elle  aura  la 
même  valeur  moyenne  le  long  de  A„B,  ni  le  long  de  A'B'. 

0.  Revenons  aux  formules  (i  \)  :  elles  donnent  immédiatement 
les  perturbations,  à  la  condition  que  la  fonction  résolvante  <r  ait 
été  exprimée  en  jonction  des  lettres  xi,  )/,  /.  Or,  la  quadra- 
ture (i3)  donne  ?  en  fonction  des  lettres  Cy  et  t  :  il  y  a  donc  lieu 
de  tirer  les  Cy  des  formules  (12)  pour  les  porter  ensuite  dans  (1 3), 
si  l'on  veut  utiliser  les  formules  («4)  sous  leur  forme  actuelle.  Or. 
c'est  là  un  calcul  qui  peut  être  très  pénible  et  même  impraticable  : 
nous  allons  montrer  qu'on  peut  s'en  passer  et  ne  se  servir,  somme 
toute,  que  des  formules  (12)  telles  qu'elles  sont  (non  résolues  par 
rapport  auxCy)  et  de  la  quadrature  (i3)  telle  qu'elle  est  (donnants- 
en  fonction  des  Cy  et  de  t). 

Les  deux  expressions  t(.2V,  >v,  t)  et  o"(Cy,  t)  désignent  une  seule 
et  même  fonction,  exprimée  soit  au  moyen  des  lettres  a?;,  y;,  soit 
au  moyen  des  lettres  Cy.  Il  est  clair  que  les  deux  sortes  de  dérivées 

.■11  •  ,1  da       à?     ,,  d:     ,, 

partielles  qui  en  résultent,  — j  —  cl  une  part,  et  — —  d'autre  part, 

ffX'î      0  Y î  OKjj 

ne  sont  pas  distinctes,  que  l'un  des  groupes  peut  se  déduire  de 
l'autre,  et  que  nous  avons,  par  exemple, 


da 

03     ()XX 

0-y     <)xn          '<)?    <)y\ 

da    djn 

dCj 

ôxi  àCj 

ÔXa    ôCj          àji   àCj 

^  àyn  àCj 
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formule  que  l'on  peut,  d'après  ( 1 4 )?  écrire  ainsi  : 

ds  dxi  i      dx„  dyt  jj      àyn 

nous  avons  là  un  système  de  in  équations  linéaires  par  rapport 
aux  inconnues  Sa?;,  oyi,  dont  les  coefficients  et  les  seconds  mem- 
bres sont  directement  connus  par  les  équations  (12)  et(i3).  Ce 
système  se  résout  immédiatement  ,  en  désignant  par  A  le  détermi- 
nant fonctionnel  des  a?,-,  yi  par  rapport  aux  C/, 

_  D(xi,  ...,  *•„,  yi,  ...,  yn) 


on  aura 


(14  bis) 


tyi  = 


D(C„  C2,  ...,  CÏ;|) 

£     DOi. .r„,  yu   .  .  .,   k,-i,  g,  JKH-i,   .  ■  -,  Jn) 

A  D(C,,  C2,   ...,  C,„) 

— _e  DQt, xj-\,  g,  ^/+ii  •  •  -,  #«,  .Vi,  ■  •  -,  J») 

A  D(C,,  G,,  ...,C2/l) 


où  le  déterminant  numérateur  de  837,  par  exemple,  ne  diffère  du 
jacobien  A  que  par  la  substitution  des  dérivées  de  a-  aux  dérivées 
de  y;.  On  a  donc  ainsi  les  valeurs  des  perturbations  au  moyen 
des  seules  formules  (12)  et  (i3),  toutes  les  quantités  az,-,  y;,  ff  étant 
exprimées  en  fonction  des  C. 

L'identité  des  formules  (i4  bis)  et  (i4)  est,  d'ailleurs,  absolu- 
ment évidente,  puisqu'on  a,  par  exemple,  identiquement 

E>(a?i *n,yu  ...,yj-lt  g,y/-n,  ■•-,  yn) 

D(Gi,  G2,  ...,  C2n) _  D(ari,  ...,ar/„>jKi,  ...,J7-i,  g,  J/+i,  ••-,r«) 

D(a?i,  ...,  3-„,ji,  ...,^B)  D(Xi,  ...,  x„,  yu  ...,  ylt) 


D(Gi,  C2,  ...,  G2/i) 

et  que  ce  dernier  iacobien  se  réduit  à  -7 — 
1  J  àyi 


,h 


7.  Il  y  a  lieu  de  signaler  un  cas  où  certaines  des  formules  (1  \  bis) 
se  simplifient  beaucoup.  Supposons  que,  dans  les  formules  (12) 
du  mouvement  non  troublé,  l'une  des  constantes  d'intégration,  Gt 
par  exemple,  ne  figure  que  dans  un  seul  des  seconds  membres, 
ç,  par  exemple  :  c'est-à-dire  que  xK  seul  dépend  de  C,,  tandis  que 
x2,  #3,  y„  n'en  dépendent  pas.  Alors  la  perturbation  ùyt  de  la 
variable  canonique  conjuguée  Ae  xt  prendra  [  soit  d'après  (1 4  bis). 
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soit  d'après  l  1  î  1 1  la  forme  1  rès  ^i m |»l«- 

>h 

(i-i  ter)  oy^-  —  z  — -  ; 

de  même,  si  une  autre  constante  G/,  dans  le  mouvement  non 
troublé,  n'intéresse  qu'une  seule  autre  variable  yj,  la  perturba- 
lion  oxj  de  la  variable  conjuguée  de  J'y  sera 

(14  ter)  0Xj  =  z— 

<)ru 
dÇi 

Ainsi  à  chaque  constante  C  ne  figurant  que  dan»,  une  seule  des 
formules  (12),  correspond  la  simplification  d'une  des  formules 
(\\  bis),  prenant  la  forme  (i4  ter)  ('). 

8.  Les  formules  (1 4  bis),  comme  les  formules  (i4)>  supposent 
essentiellement  que  les  équations  du  mouvement  —  tant  le  système 
non  troublé  (1)  que  le  système  troublé  (l  bis)  —  ont  été  mises 
sous  forme  canonique,  autrement  dit  que  les  variables  a?/,  yi  cons- 
tituent un  système  de  variables  canoniques.  Or,  il  arrivera  souvent 
qu'ayant  à  étudier  le  mouvement  d'un  système  mécanique  holo- 
nome  à  n  degrés  de  liberté,  on  aura  choisi  un  système  de  coor- 
données curvilignes  q{,  q2i  ••••  cln-,  et  qu'on  aura  résolu  le  pro- 
blème non  troublé,  non  pas  en  le  mettant  sous  forme  canonique, 
mais  en  intégrant  les  équations  de  Lagrange 

d_  /dT\  _  OT  _  dU_ 
dt  \àq'i  )        dqt  ~  dqtf 

(')  Comme  exemple  d'une   telle    simplification,  prenons  le  cas  où  les  variables 

canoniques  a?,-,  yi   constituent  un    système  de    «  variables  de  Jacobi  »,   j'entends 

par  là  un  système  tel  que  celui    désigné  par  a,^  au   n°  3.  On   a  ira  alors  dans  le 

mouvement  non  troublé 

do 
i .=  const.,         a,  =  — j-  t  +  ci ; 

les  in  constantes  d'intégration  (.  sont  ici  les  rit  et  les  m.  Chaque  ej(-  ne  figure 
que  dans  un  seul  xr  Les   perturbations  des  variables  pt  seront  donc  données  par 

Les  formules  donnant  les  8«j  se  simplifient  d'ailleurs  aussi,  mais  moins. 
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dans  lesquelles,  suivant  l'usage,  U  désigne  la  fonction  de  forces 
(fonction  donnée  de  t  et  des  q,  mais  pas  des  q'),  et  T  désigne 
l'énergie  cinétique  (fonction  de  t,  des  q  et  des  q\  quadratique  par 
rapport  aux  q') 

(,6)  2T  =  ^  atkqWn  "*~  Zà  biï'i**  Ci        (*'*.=  ««)• 

t*  ( 

Les  <//  seront  alors  des  fonctions  connues  du  temps  t  et  de  2/i 
constantes  d'intégration 

(17)  qt=  <fi(t,  Ci,  C2,  ....  C2„); 

et  il  en  sera  de  même  des  q\ 

([S)  ?t=?t('i  Ci,  C2,  ....  Cm), 

c^-  désignant  une  dérivée  prise  par  rapport  à  i  sans  faire  varier 
les  C. 

Il  est  bien  facile  de  voir  que  les  formules  (i4  bis)  continueront 
à  permettre  le  calcul  complet  des  perturbations  oqi:  dans  le  mou- 
vement troublé,  lorsque  à  la  fonction  de  forces  U  on  ajoute  une 
petite  fonction  perturbatrice  —  e/,  dépendant  des  qi  et  de  t.  On 
calculera  toujours  la  même  quadrature 


"ta 


(i3bis)  9=-    /    /(G,,  G,,  . . . ,  C1Jt,  .0  *, 

et  il  suffira  de  se  rappeler  qu'on  obtient,  d'après  Poisson  et 
Hamilton,  un  système  de  in  variables  canoniques  en  adjoignant 
aux  n  lettres  qt  les  n  lettres  pi  définies  par 

JT 

Pi  =  T"?  ' 

qui  sont  connues  d'après  la  formule   (16);    On  aura  alors,  d'après 

(i.4W*)i 

D(?l, Çri,  Pi, Pi-l,  <*.  Pi+U    •  •  -^  />/») 

D(C,,  G2,  ...,  C2„) 


Bqt 


\Hqu  .--,  qn,  pu  •  •  -i  pn) 
D(C,,  G9,  ...,  C2„) 


on  peut  d'ailleurs  se  débarrasser  des  variables  auxiliaires  />/,  et 
introduire  à  leur  place  les  variables  q'L  :  car  le  déterminant  fonc- 
tionnel dénominateur  de   %q.i  est  identique   au   produit  des  deux 


MELANGES.  221 

suivants  : 

D(<7i>  •■•»  7",  7n  ■■■■?!,)   D(yi,  ••-,  qn,  pu  ••••  Pn) 

D(G,,  G2,   .  .  .,  C2„)  D(<7,.    .  .  .,  qn,  q\,  ..  .,  q'„)' 

et  ce  dernier  jacobien  écril  n'esl   autre  que  le  discriminant  CE)  des 
termes  quadratiques  de  2T,  c'est-à-dire  le  déterminant  des  an,. 

De  la  même  manière,  on  voit  immédiatement  que  le  numérateur 
de  oy,  esl  égal  à 

"'  ']\.   •■•,  <//..  q\,   ••-,  q'j.j.  g,  q'i+l,   ...,   q'n  ) 

D(G„  Cs,  ...,  C2n) 

A,/  désignant  le  mineur  de  0  par  rapport  à  l'élément  a#.  D'où  la 
formule  donnant  explicitement  la  perturbation 

D(?i,  ■-.,  g,,,  q\,  ■■  •■  y/-i,  7.  g'i± !,  ■  ...  y',,) 

0._    ._..  D.gl,   ...,  qn,  q\.    ...,  g;," 

Eh  G,.  C2.  ...,  C,„) 

au  moyen  des  seules  formules  non  troublées  (16),  (17),  (18)  et  de 
la  quadrature  (i3  bis)  ('). 


II.  —  Mouvement  d'on  soude  pesant  fixé  par  ix  point  voisin 

DE    SOX   CEXTRE    DE    GRAVITÉ. 

i).  Nous  nous  proposons  maintenant  d'appliquer  sur  un  exemple 
les  généralités  qui  précèdent. 

Lorsqu'un  solide  sur  lequel  n'agit  aucune  force  donnée  e;>t  fixé 
par  un  de  ses  points,  il  est  animé  d'un  mouvement  bien  connu  en 
Mécanique  sous  le  nom  de  Mouvement  à  la  Poinsot  :  ce  sera  notre 
mouvement  non  troublé.  Nous  allons  rechercher  quelles  perturba- 
tions subit  ce  mouvement  à  la  Poinsot  lorsque  le  solide  est  soumis 
à  de  faibles  actions  perturbatrices,  par  exemple  lorsqu'il  se  trouve 
dans  un  champ  de  gravité  infiniment  petit,    ou  bien  lorsqu'il  se 

(')  C'est  ainsi  qu'on  pourrait,  par  exemple,  étudier  les  perturbations  du 
mouvement  képlérien  d'une  planète  dans  le  plan  même  de  son  orbite,  en  prenant 
comme  variables  ql:  q.,  de  Lagrange  le  rayon  vecteur  /•  et  l'angle  polaire  h.  On 
aurait  ainsi  les  perturbations  8r  et  ïh  par  des  formules  assez  simples.  Il  est 
vrai  que.  dans  ce  <  as.  il  existe  un  système  bien  connu  de  variables  de  .lacobi. 
donnant  lieu  à  l'emploi  «1rs  formules  encore  beaucoup  plus  simples  (14  ter)  de 
la  note  du  n"  7.  [H.  VehGNE,  Sur  le  calcul  des  perturbations  {Bulletin  des 
Sciences  mathématiques,  mars -avril  1919).] 
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trouve  dans  le  champ  de  la  pesanteur  terrestre,  mais  qu'il  est  sus- 
pendu par  un  point  très  voisin  de  son  centre  de  gravité. 

Nous  commencerons  par  rappeler  les  formules  classiques  du 
mouvement  à  la  Poinsot,  for  m  ides  au  moyen  desquelles  nous 
exprimerons  facilement  les  variables  canoniques  du  mouvement. 
Puis  nous  formerons  la  fonction  résolvante  or,  ce  qui  permettra 
d'employer  les  formules  (i4  bis)  pour  le  calcul  des  perturbations. 

10.  Mouvement  à  la  Poinsot.  —  Puisque  aucune  force  donnée 
n'agit  sur  le  solide,  son  moment  cinétique  OG  par  rapport  au 
point  fixe  O  est  un  vecteur  fixe  en  grandeur,  direction  et  sens.  Rap- 


Fis.  2. 


portons  le  mouvement  à  un  trièdre  trirectangle  de  référence 
fixe  Ox,  )',  s,,  la  direction  0^(  coïncidant  avec  OG.  Soient  Ox, 
O)',  O-  les  trois  axes  d'inertie  du  solide  relatifs  au  point  fixe  O, 
et  désignons  par  A,  B,  C  les  moments  d'inertie  correspondants,  en 
supposant,  par  exemple,  (A  >  B  >  C).  Soit  enfin  ON  la  ligne  des 
nœuds,  intersection  du  plan  des  xy  mobile  avec  le  plan  des  xtyt 
fixe  (fig-  2).  Il  est  bien  connu  que  les  composantes/»,  q,  r  de  la 
rotation  instantanée  suivant  les  axes  mobiles  peuvent  s'exprimer 
en  fonctions  elliptiques  du  temps  t.  Il  en  résulte  pour  les  angles 
d'Euler  H,  (L,  cp,  marqués  sur  la  figure,  et  pour  la  valeur  absolue  G 
du    moment   cinétique,    les  formules   suivantes  que  je   me   con- 
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tente  de  rappeler,  renvoyant   pour  leur  démonstration  aux  traités 
spéciaux  (  '  ). 

Désignons   par  D  et  [i.  deux  constantes  arbitraires  (dépendant 
des  conditions  initiales),  et  formons-en  les  combinaisons 

(A-B)(D-C) 
(B-C)(A-r>)' 

(19) 


n  =  p\/P 


(A-D)(B-C), 


ABC 

enfin,  t0  désignant  une  troisième  constante  arbitraire  (qui  désigne 
l'époque  où  <l  s'annule),  posons 

t  =  n{t  —  t0). 

Alors  nous   aurons,  pour    déterminer    les   éléments   du    mouve- 
ment G,  0,  cd,  <j>,  les  formules 


G/-  /G(A  — D  | 

COs9=    G-=V/D(A-G,dpT' 

(2°)  A/?  /A(B  —  G)  en: 

tang?=  —  =^/B(A_G)— , 

Y  '2      6  Hdc  — -c) 

Dans  ces  formules,  les  fonctions  elliptiques  sn,  en,  dn,  ainsi  que 
la  fonction  thétaH,  ont  pour  module  k-  (que  nous  supposons 
moindre  que  1);  elles  admettent  toutes  pour  période  réelle  la  quan- 
tité 4K.  définie  (en  fonction  de  k2)  par 

(19  bis)  K  =    / 

Les  deux  constantes  (réelles)  A,  c  qui  figurent  dans  la  dernière 
formule  (20)  ne  dépendent  que  de  D  (ou,  si  l'on  aime  mieux, 
de  Â),  étant  définies  par  les  formules 

A(B-G) 


(ai) 


X  = 


--  C(B-  A)' 
jj.  D  .B'(ic) 
nC  """  l  6'(ic).' 


(')  Foi/"  P.  Api'ELL,  Traité  de  Mécanique  rationnelle,  t.  II  (2e  édition), 
p.  157  et  suiv.  ;  ou  P.  Appell  et  E.  Lacour,  Principes  de  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques  et  Applications,  p.  193-199. 
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Ainsi,  les  formules  (20)  nous  fournissent  les  éléments  G,  0,  <p,  '\> 
en  fonction  du  temps  t  et  des  trois  constantes  arbitraires  D,  [j.,  t0. 
Mais  aux  constantes  D,  u,  nous  aurons  avantage  à  substituer  expli- 
citement les  constantes  A",  n  [qui  n'en  sont  pas  distinctes  en  vertu 
des  formules  (19)].  Les  formules  (20)  prennent  alors  la  forme  équi- 
valente 


/  ABC*  /  _  A(B-C) 

V  (A—  C)(B  —  G)     V  C(B— A)     : 


cosO 


dn~ 


/ 


A(B-C) 
V    *       G(B— A)  ' 

/A(  B  —  C  )  en- 

tang?=t/B(A-C)^' 


2        6H(lC-  T)' 

et  nous  donnent,  cette  fois,  G,  0,  '-s,  'l,  en  fonction  du  temps  et  des 
trois  constantes  arbitraires  n,  k,  t„  |  la  constante  tQ  ne  figure  d'ail- 
leurs que  dans  l'argument  7  =  /*  (  /  —  £0)  ;  quant  à  la  constante  A", 
elle  figure  d'abord  explicitement,  ensuite  comme  module  des  fonc- 
tions elliptiques,  enfin  par  les  lettres  X  et  c  qui  en  dépendent  par 
les  formules  I  21)]. 

Sur  les  formules  (20  bis)  nous  faisons  les  remarques  suivantes  : 

i°  G  est  constant; 

20  cosfy  est  une  fonction  périodique  du  temps  ne  s'annulant 
jamais  :  l'angle  0  oscillera  entre  deux  limites  ; 

3°  Les  angles  ©  et  6  sont,  à  des  termes  périodiques  près,  fonc- 
tions linéaires  du  temps. 

Ces  formules  (20  bis)  donnent  la  solution  générale  du  mouve- 
ment à  la  Poinsot,  mais  avec  trois  constantes  arbitraires  seule- 
ment :  cela  tient  au  choix  particulier  du  trièdre  de  réfé- 
rence Oa^ViSj.  Comme  l'orientation  de  ce  trièdre  dans  l'espace 
dépend  lui-même  de  trois  arbitraires,  nous  voyons  qu'en  rappor- 
tant le  mouvement  à  des  axes  quelconques,  il  dépendra  de  six 
constantes,  comme  il  convient  pour  un  système  à  trois  degrés  de 
liberté  :  c'est  ce  que  nous  reconnaîtrons  un  peu  plus  loin. 

[A  suivre.) 

--sacr. 
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ONDOYER  Menri).  — Cours  d'Astronomie.  Première  Partie  :  Astronomie 
théorique.  Troisième  édition  entièrement  refondue,  un  vol.  in-8",  i-i">"> 
pages.   Taris.  J.  Hermano,  i<r>>. 

Les  lecteurs  du  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  con- 
naissent déjà  le  Cours  d'Astronomie  de  M.  Andover.  La  première 
Partie.  l'Astronomie  théorique,  première  édition,  a  été  analysée, 
en  î o< >7 .  par  M.  J.  Tannery.  la  deuxième  édition,  en  iqii.  par 
\1.  J.  Boccardi;  la  première  édition  de  l'Astronomie  pratique. 
en  iQOf),  par  M.  J.  Boccardi  également.  Aujourd'hui,  nousavonsà 
présenter  la  troisième  édition  de  l'Astronomie  théorique  publiée, 
comme  les  deux  précédentes,  par  la  maison  .1.  Hermann.  avec  un 
soin  particulièrement  digne  d'éloges  en  ces  temps  de  crise  du  Livre. 

Dans  l'analyse  de  la  seconde  édition,  M.  J.  Boccardi  rappelait 
que  Ch.  Wolf  avait  pu  écrire,  en  1869:  <  Nous  ne  possédons  actuel- 
lement, en  France,  aucun  Traité  pratique  intermédiaire  entre  la 
Mécanique  céleste  et  les  Cosmographies  ou  les  Ouvrages  élémen- 
taires purement  descriptifs.  ...  »  El  alors,  Ch.  André  et.  E.  Lucas 
nous  donnaient,  avec  l'édition  française  du  Traité  d'Astronomie 
-phérique  de  Brunnow,  le  premier  Ouvrage  répondant  au  vœu  de 
Ch.  Wolf.  Depuis,  la  série  s'est  amplement  enrichie  avec  le  Cours 
de  Faye,  1 88 1- 1 883  ;  les  Leçons  d'Astronomie  de  L.-J.  Gruey, 
1 885  ;  le  Cours  d  Astronomie  pratique  de  Caspari,  1 888-1  88q ; 
Y  Astronomie  et  Géodésie.  deCh.  Wolf,  1891  :  le  Cours  d'Astro- 
nomie de  M.  B.  Baillaud.  i  898-1896,  pour  ne  citer  que  les 
Ouvrages  professionnels  proprement  dit>.  avant  d'arriver  à  la 
première  édition  du  Cours  de  M.  Andojer,  en  1906.  Tous  ces 
Ouvrages  font  honneur  à  la  Science  française  et  aux  astronomes 
éminents  qui  les  ont  composés.  Dans  chacun,  suivant  la  tendance 
particulière  de  l'auteur,  l'étudiant,  ou  le  futur  praticien,  peut 
trouver  un  guide  averti  et  assuré,  car  suivant  l'expression  de  L.-J. 
(iruey.  les  matériaux  d'un  Cours  astronomique  «  sont  tombés 
Bull,  des  Sciences  mathém.,    »e  série.  I.   XIAII  (Juillet  igxB).  i5 
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depuis  longtemps  dans  le  domaine  public  »  et  se  prêtent  ainsi, 
aisément,  à  une  exposition  classique.  C'est  donc  par  l'arrangement, 
la  simplicité  ou  la  visée  d'un  but  spécial,  que  les  Traités  d'Astro- 
nomie peuvent  acquérir  les  qualités  qui  justifient  la  faveur  du 
lecteur.  Cependant  aucun  des  Ouvrages  rappelés  ci-dessus  n'a 
eu  les  honneurs  d'une, réédition,  tandis  qu'aujourd'hui  apparaît 
la  troisième  édition  du  Cours  de  1906,  déjà  réédité  en  101  1.  11 
est  naturel  d'en  rechercher  les  causes. 

L'Astronomie  est  une  science  où  toute  la  théorie  doit  être 
vérifiée  par  l'observation,  où  chaque  formule  doit  aboutir  à  un 
nombre.  On  peut  assurément,  dans  une  première  prise  de  contact 
avec  cette  science,  se  borner  à  la  compréhension  des  phénomènes 
(«uisidérés  en  eux-mêmes  et  individuellement.  Mais,  lorsqu'on 
veut  passer  aux  applications  numériques,  on  sent  bien  vite  la 
nécessité  d'un  enchaînement  rigoureux  dans  l'exposé  des  formules 
etleur  présentation  pour  la  mise  ennombre.  Elles  doivent  suggérer 
d'elles-mêmes  la  maxime  de  Le  \  errier  :  «  Un  calcul  bien  disposé 
est  à  moitié  f;ùt.  » 

D'autre  part,  la  multiplicité  des  problèmes  astronomiques  est 
plu-  apparente  que  réelle,  car  tout  se  réduit,  en  somme,  à  l'expli- 
cation  des  mouvements  que  nous  percevons  sur  la  sphère  céleste, 
mouvements  géocentriques,  mouvements  héliocentriques  ayant 
des  lois  communes.  De  plus,  nous  ne  possédons  sur  les  caracté- 
ristiques de  ces  mouvements  que  des  valeurs  plus  ou  moins  appro- 
chées et  tous  nos  efforts  se  concentrent  sur  la  recherche  des  termes 
correctifs  à  apporter  aux  valeurs  initiales  léguées  par  les  premiers 
astronomes.  Après  l'analyse  particulière  des  divers  phénomènes, 
on  est  donc  conduit  naturellement  à  faire  ressortir  les  liens  dune 
commune  théorie  d'où  l'on  extraira,  suivant  les  besoins,  les 
formules  nécessaires,  tandis  que,  pour  les  calculs,  on  mettra  en 
évidence  la  parenté  des  méthodes  d'approximations  successives. 
Ces  divers  desiderata  se  réalisent  avec  laTrigonométrie  sphérique, 
conséquence,  logique  de  la  conception  de  la  sphère  céleste;  avec  les 
développements  en  série,  où  peuvent  varier  les  coefficients  numé- 
riques et  le  nombre  des  termes  à  employer  pour  les  calculs  de 
plus  en  plus  précis;  et  enfin  avec  les  multiples  formules  de  chan- 
gements de  coordonnées  imposés  par  les  différentes  origines  des 
axes  adoptés  pour  l'étude  des  mouvements  :  œil  de  l'observateur, 
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centre  de  La  Terre,  centre  du  Soleil,  etc.  El  c'est  ainsi  que  le  Livre 
premier,  avec  la  Trigonométrie  spjiérique;  quelques  dévelop- 
pements en  série:  coordonnées  et  problèmes  relatifs  aux  coor- 
données, contient,  en  fait,  toutes  les  formules  analytiques  dont  il 
sera  fail  usage  dans  l'étude  particulière  de  l'ensemble  des  pro- 
blèmes astronomiques  que  \l.  Andoyer  présente  dans  l'ordre 
suivanl  :  Livre  II  :  La  Terre  ;  Coordonnées  astronomiques  ;  Temps  ; 
Mouvement  diurne  ;  Corrections  aux  observations  parla  réfraction; 
Parallaxe  ei  Aberration. 

La  mobilité  des  plans  de  coordonnées',  étudiée  sous  le  nom  de 
Précession  et  de  Natation,  esi  l'objet  principal  du  Livre  111  en 
même  temps  que  le  mouvement  général  des  corps  célestes.  Des 
notions  de  Mécanique  céleste  définissent  les  mouvements  autour  du 
Soleil  et  permettent  un  exposé  rigoureux  de  la  Précession  et 
Nutation.  De  là  sont  déduites  les  positions  apparentes  des  astres; 
le  Mouvement  du  Soleil;  Temps;  Mouvements  géocentriques  des 
Planètes;  Mouvement  de  la  Lune  et  des  Satellites.  La  théorie  géné- 
rale des  Eclipses,  avec  les  cas  particuliers  d'Occultations  d'étoiles 
par  la  Lune  et  les  passages  de  Mercure  et  Vénus  sur  le  Soleil, 
composent  le  Livre  1\  .  Ici  se  termine  le  sommaire  de  la  seconde 
édition;  celle-ci  comprend  en  outre  deux  Chapitres  nouveaux: 
Détermination  d'une  orbite  képlérienne  par  trois  observations 
rapprochées  et  une  Note  sur  le  Calendrier. 

En  1909,  le  Chapitre  final  de  V Astronomie  pratique  exposait 
la  solution  classique  de  Gauss,  pour  le  calcul  de  l'orbite  d'une 
petite  planète  ou  comète.  Aujourd'hui.  M.  Andoyer  suit  «  la  voie 
indiquée  d'abord  par  Lagrange  et  qui  se  montre  la  plus  simple  en 
théorie  comme  en  pratique  >■>.  Comme  en  icj'K).  l'exposé  est 
théorique,  sans  mise  en  nombre  1  '  ). 

La  détermination  des  orbites  a  suscité  de  nombreux  travaux: 
cependant  les  méthodes  réellement  utilisées  sont  peu  nombreuses. 
Cela  tient  à  ce  que  des  formules  élégantes  ou  ingénieuses  ne 
conduisent  pas  toujours  aux  expressions  numériques  les  plus 
simples.  De  M.  Andoyer,  calculateur  aussi  habile  que  profond 
analyste,  on  peut  espérer  une  mise  au  point  nouvelle  des  déter- 
minations d'orbites  devenant  rapidement  classiques. 

(')  On  trouvera,  au  Cours  de  Mécanique  céleste  qui  vient  de  paraître, 
d'autres  méthodes  avec  applications  numériques. 
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Le  Chapitre  sur  le  Calendrier  explique  le  Comput  ecclésiastique 
el  fournit  tous  les  renseignements  qui  ne  se  rencontraient  plus 
dans  les  Traités  d'Astronomie  récents.  C'est  un  très  heureux  retour 
aux  traditions  anciennes,  où  les  grands  astronomes  vulgarisaient 
les  règles  du  Calendrier. 

Par  la  révision  des  Chapitres  sur  la  Réfraction,  sur  la  Pré  cession 
et  PSutation.  sur  la  théorie  des  Éclipses  et  les  Compléments  sur  les 
Orbites  et  le  Calendrier,  la  troisième  édition  se  distingue  nettement 
de  la  seconde  et  elle  justifiera  l'accueil  empressé  que  lui  réservent 
élèves,  professeurs  et  astronomes  accoutumés  à  la  concision  et  à  la 
rigueur  du  style  de  L'auteur. 

Les  Ouvrages  similaires  anglais  sont  généralement  accompa- 
gnés d'exercices  proposés  en  fin  de  Chapitre.  M.  Andoyer  ne  l'a 
pas  jugé  à  propos  et  on  le  comprend  si  l'on  examine  le  soin  avec 
lequel  il  illustre  numériquement  toutes  ses  formules  d'une  part  el 
de  l'autre,  le  souci  qu'il  apporte  à  envisager,  au  Lisre  premier, 
tous  les  cas  susceptibles  d'applications  ultérieures  et  qu'il  résout 
complètement.  S'il  y  avait  plus  de  cohésion  entre  l'enseignement 
des  Mathématiques  supérieures  des  Lycées  et  celui  de  l'Astronomie 
dans  les  Facultés,  cet  Ouvrage  serait  utilement  mis  à  profil  par  les 
professeurs  de  Mathématiques  spéciales  pour  des  exercices  théo- 
riques et  pratiques. 

C'esl  la  Connaissance  des  Temps,  dont  M.  Andoyer  assume  la 
lourde  charge  de  la  rédaction,  qui  représente  finalement  le  crité- 
rium de  toutes  les  théories  astronomiques.  Les  exemples  numé- 
riques, dans  le  Chapitre  delà  Trigonométrie  sphérique,  où  chaque 
problème  traité  est  accompagné  de  formules  de  vérification,  onl 
pour  but  d'initier  le  lecteur  à  la  disposition  des  calculs  et  leur 
exécution  précise.  Ensuite  les  exemples  s<>  rapportent  très  fréquem- 
ment aux  éléments  mêmes  de  la  Connaissance  des  Temps  /Eclipse 
de  Lune  du  8  février  1920,  Eclipse  du  Soleil  du  2\  janvier  192a, 
Occultations  d'Aldébaran  du  i3  février  1 924?  Passage  de  Mercure 
du  7  mai  1924,  etc. 

Des  théories  nouvelles  touchant  l'Astronomie  et  des  multiples 
projets  de  refonte  du  Calendrier,  il  n'est  pas  question.  C'est  bien 
conforme  au  caractère  d'un  astronome  recherchant  exclusivement 
la  vérité  dans  une  discipline  très  sévère  et  nous  nous  permettons 
de  l'en  féliciter. 
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Au  moment  où  les  travaux  scientifiques  des  vastes  Laboratoires 
se  heurtent  si  vivement  aux  obstacles  de  la  n ie  chère,  il  esl  récon- 
fortant de  constater  que  les  astronomes,  épris  de  l'ordre  mathé- 
matique, peuvent,  à  liés  peu  de  liais,  avec  M.  Andoyer,  aborder 
l'Astronomie  théorique  et  pratique,  les  Calculs  et  arriver  à  la 
Vlëcanique  céleste  où  la  pensée  française,  de  Laplace  àPoincaré, 
lut  si  heureusement  inspirée.  Ce  sera  l'honneur  de  M.  Andoyérde 
maintenir,  à  un  instant  critique,  la  tradition  astronomique  simple" 
ment  avec  le  concours  d'esprits  généreux  et  bien  doués. 

Aue.CSTE   LeBEUF. 


MELANGES. 


SUR  LES  MODES  DE  CONTINUITÉ  DE  CERTAINES  FONCTIONNELLES  (' 
Par  M.  Gkouges  BOULIG  VND. 


1.  Dans  ses  belles  et  récentes  leçons  d'Analyse  fonctionnelle  (2), 
M.  Paul  Lévy  a  signalé  à  l'attention  des  chercheurs  les  questions 
suivantes  : 

Si  une  fonctionnelle  est  définie  dans  un  certain  champ,  en 
résulte-t-il  qu'on  ne  puisse  considérer  pour  elle  d'autre  continuité 
que  celle  qui  correspond  à  ce  champ?  Soit,  par  exemple,  une 
fonctionnelle  U,  définie  pour  toutes  les  fonctions  ayant  des  déri- 
vées finies  jusqu'à  Tordre />,  mais  n'ayant  aucun  sens,  si  la  déri- 
vée d'ordre  p  n'existe  pas  ou  devient  infinie;  peut-on  affirmer  : 

(a)  Qu'elle  n'est-pas  continue  d'ordre  p  —  i  ? 

(b)  Qu'il  n  'est  pas  possible  qu'elle  soit  continue  d'ordre  p  -\-  i . 
sans  l'être  d'ordre  pt 

Après  avoir  signalé  qu'un  tel  résultat  pourrait  paraître  vraisem- 

(')    Cet   article    est    le  développement   d'une   Note    aux    Comptes    rendus   du 
if)  mars  1920. 
C  1  Leçons  d'Analyse  fonctionnelle,  p.   18  et. 19.   Paris,  Gauthier-ViHars. 
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blable,  le  savant  géomètre  ajoute  :  «  11  serait  intéressant  de  le 
démontrer  rigoureusement,  ou  bien  de  donner  des  exemples 
d'exception  à  cette  règle.  » 

Je  me  propose  de  définir  l'attitude  qu'on  peut  adopter  à  ce  sujet. 
J'examinerai  d'abord  la  question  (b)  et  je  donnerai  un  exemple 
montrant  qu'elle  doit  être  résolue  par  la  négative.  En  prenant  la 
question  i  a  )  daus  toute  sa  généralité,  on  reconnaît  qu'il  est  égale- 
ment impossible  de  la  résoudre  par  l'affirmative.  11  en  est  ainsi 
tant  qu'on  ne  précise  pas,  d'une  manière  suffisante,  le  sens  de  ces 
mots  :  choisir  une  fonctionnelle  V  .  La  part  d'arbitraire,  déjà 
grande,  qui  préside  à  la  sélection  d'une  simple  fonction  y(,r)  est 
notablement  accrue  dans  les  conditions  actuelles.  Il  est  donc  néces- 
saire d'apporter  à  l'énoncé,  mis  à  l'étude  par  M.  Paul  Lévv.  cer- 
taines restrictions. 

Ces  restrictions  ressortent  clairement  des  exemples  qui  par- 
viennent à  mettre  en  défaut  un  énoncé  répondant  affirmativement 
à  la  question  (a)  :  les  exceptions  qu'ils  apportent  à  une  règle, 
manifestement  très  générale,  tirent  leur  origine  d'un  mode  de 
définition,  trop  limitatif  de  la  fonctionnelle  qui  leur  donne  nais- 
sance. Cela  nous  amènera  à  dégager  la  notion  à  extension  d'une 
fonctionnelle,  donnée  primitivement  dans  un  champ  restreint,  tel 
que  celui  des  fonctions  à  dérivées  continues  d'ordre  p.  Nous  ne 
ferons  d'ailleurs  ici  qu'effleurer  cette  notion,  qui  est  l'une  des  plus 
importantes  à  la  base  du  calcul  fonctionnel,  et  à  laquelle  se  ral- 
tachent,  en  particulier.  le>  beaux  travaux  de  MM.  Lebesgue  et 
Denjov  sur  la  généralisation  de  l'intégrale. 

I. 

SOLVTIOX  «ÉGAT1VE    DE    LA   QUESTION   (b). 

\.  Pour  résoudre  la  question  (ù)  par  la  négative,  il  suffit  de 
donner  un  exemple  montrant  qu'une  fonctionnelle,  définie  dans  le 
champ  des  fonctions  à  dérivées  continues  d'ordre  p.  peut  être  con- 
tinue d'ordre  p  -\-  i,  sans  l'être  d'ordre  p. 

Prenons  l'hypothèse  la  plus  simple,  celle  de^>  =  o,  qui  nous 
dispensera,  au  moment  où  nous  définirons  la  fonctionnelle,  de 
nous  préoccuper  de  l'existence  des  dérivées.  Choisissons  une 
fonction  r(  x),  absolument  quelconque,   à  cela  près  que  nous  la 
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supposons  bien  définie  pour  chaque  valeur  de  x  qui  satisfait  aux 
inégalités 


Prenons  deux,  axes  rectangulaires  et  appelons  (C)  l'ensemble 
«le-  points  représentatifs  de  la  fonction^ (x).  Inscrivons  dans  (C) 
une  ligne  polygonale,  dont  les  sommets  ont  successivement  pour 
abscisses  les  nombres  de  la  suite  croissante 


Considérons  l'ensemble  dont  chaque  élément  est  la  longueur 
d'une  telle  ligne  polygonale,  et  soit  L  sa  borne  supérieure.  C'est 
un  nombre  positif  et  même  supérieur  à  l'unité,  qui  peut  être,  sui- 
vant les  cas,  fini  ou  infini.  [  Dans  le  premier  cas.  l'ensemble  I  C  i  est 
une  courbe  rectifiable,  de  longueur  L.|  Quoi  qu'il  en  soit,  la  fonc- 
tionnelle 

(i)  u=i- 

a  une  \aleur  bien  définie  dans  lecliampde  toutes  les  fonctions  y  (.ri 
précédemment  décrites.  Soit  Y  ce  champ. 

o.  Du  champ  T.  extrayons  le  champ  y,  constitué  par  les  fonc- 
tions y  [x)  qui  sont  douées  d'une  dérivée  continue  dans  l'inter- 
valle (o,  i).  Nous  établirons  d'abord  le  résultat  suivant  : 

Dans  le  champ  y,  la  fonctionnelle  L  précédente  possède  la 
continuité  d'ordre  un,  mais  non  la  continuité  d'ordre  zéro. 

En  effet,  la  courbe  (C  i  est  rectifiable  à  l'intérieur  du  champ  y. 
Soit  (Ci)  une  autre  courbe  du  même  champ.  Pour  affirmer  que  sa 
longueur  est  infiniment  voisine  de  celle  de  (C),  il  ne  suffit  pas 
d'exprimer  que  la  différence 

jKi(ar)  —  y(x) 

est  infiniment  petite,  même  uniformément,  dans  l'intervalle  (o,  i). 
11  faut  ajouter  que  la  différence 

>•',  ( x)  —y'  (  ■/•  I 

est  elle-même  infiniment  petite.  Ce  point  est  d'ailleurs  classique. 
Le  théorème  est  donc  établi. 
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C>.  Toutefois,  pour  mettre  en  défaut  l'énoncé  mis  en  discussion 
par  M.  Paul  Lévv.  nous  avons  dû  faire  appel  à  une  portion  y  du 
champ  F,  qui.  on  doit  le  reconnaître,  est  extrêmement  restreinte  : 
dans  l'ensemble  des  fonctions,  mêmes  continues,  les  fonctions  à 
dérivée  continue  forment  une  classe  exceptionnelle,  bien  qu'op- 
portune, aux  recherches  courantes.  Il  est  donc  intéressant  de 
savoir  si  la  possibilité,  reconnue  précédemment,  d'infirmer  un 
énoncé,  au  premier  abord  si  séduisant,  n'est  pas  liée  justement  à 
ce  choix  particulier  des  fonctions  y( x). 

Je  dis  qu'il  en  est  bien  ainsi.  Supposons  que  dans  le  champ  T, 
on  choisisse  une  fonctionna?)  qui,  pour  simplifier,  sera  douée  de 
continuité  dans  L'intervalle  o.i.  Plaçons-nous  dans  le  cas  oùy(x) 
donne  naissance  à  une  ligne  (G)  non  rectilïable.  Pour  une  telle 
fonction  y{x),  la  fonctionnelle  U  possède  la  continuité  d'ordre 
zéro.  Pour  donner  à  cet  énoncé  un  sens  précis,  nous  établirons 
qu'elle  possède  la  continuité  liée  à  un  voisinage  uniforme  d  ordre 
zéro. 

En  effet,  considérons  un  voisinage  uniforme  d'ordre  zéro  défini 
parle  nombre  z.  La  fonctionna;)  étant  donnée  comme  il  vient 
d'être  dit,  considérons  l'ensemble  des  points  <>,  Y)  définis  par  les 
inégalités 

0      rSi. 
70*) -'s     V     .>->- s. 

Il  «(institue  un  domaine  à  l'intérieur  duquel  on  peut  concevoir 
une  infinité  de  courbes,  dont  l'une  correspond  à  une  fonction  \  (x) 
vérifiant  les  inégalités  précédentes.  Désignons  par  À,  la  borne  infé- 
rieure de  l'ensemble  des  longueurs  (susceptibles  d'être  infinies)  de 
ces  courbes.  En  vertu  des  hypothèses  faites  sur  J'(x),  il  faut  mon- 
trer que  Xe  croît  indéfiniment  lorsque  t  tend  vers  zéro. 

Or  le  concept  de  semi-continuitc  imaginé  par  M.  Baire.  et 
appliqué  systématiquement  au  calcul  des  variations  par  M.  Léonida 
ïonelli,  nous  fournit  l'instrument  essentiel  de  cette  démonstration. 

Imaginons  un  arc  rectifiable,  de  l'intervalle  (o.  i),  correspon- 
dant à  une  fonction  /(x).  Considérons  une  courbe.  pro\enant 
d'une  fonction  »(#),   astreinte  aux  seules  conditions 

f{  .>)—Z  <  V>(X  I  </(#)  —  £. 

La  semi-continuité  de  la  longueur  d'arc,  à  l'ordre  zéro,  consiste 
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en  (■<■  fait  que  si  l'arc  provenant  de  <p(x)  a  une  longueur  moindre 
que  V arc  provenant  def(x),  la  différence  de  ces  deux  longueurs 
peul  être  limitée  supérieuremenl  par  le  nombre  z.  On  exprime  ce 
fait  en  disant  que  l'arc  esl  une  fonctionnelle  semi-continue,  infé- 
rieurement. 

Cela  pose,  reprenons  la  fonction  i  i  /  i  soumise  aux  hypothèses 
précédentes.  Le  uombre  L  correspondant  est  infini.  Donc  étant 
donné  un  nombre  positif  arbitraire  A,  on  peut  inscrire  dans  la 
ligne  (C)  provenant  il('r(x)  une  ligne  polygonale  dont  la  longueur 
surpasse  V.  En  vertu  île  la  semi-continuité  inférieure,  on  peu! 
taire  correspondre  à  tout  nombre  positif  r,  un  autre  nombre 
positif  s,  tel  que  la  différence  entre  la  longueur  de  la  ligne  poly- 
gonale (toujours  susceptible  d'être  ramenée  à  l'intérieur  de  la  bande 
utile)  et  la  limite  inférieure  Àe  soit  plus  petite  que  i\.  Et' alors  le 
théorème  est  démontre. 

Si  donc  nous  avons  pu  mettre  en  défaut  l'énoncé  douteux  (  b), 
cela  tient  bien  au  choix  de  fonctions  y(Jc)  très  particulières, 
en  dépit  de  la  priorité  qu'elles  acquièrent  dans  les  questions 
usuelles  (  '  ). 

"• 

IMPOSSIBILITÉ    D'APPLIQUE!»    l'ÉNONGK    (  «  I    A   CERTAINES    FONCTIONNELLES 

ARBITRAIREMENT   CONSTRUITES. 

7.  Considérons  la  fonctionnelle,  définie  par  la  formule 

(■>. )  i  =  /   x y i/.»\ 

«  ii 

en  faisant  la  convention  suivante  : 

La  formule  (2)  possède  le  monopole  exclusif  de  définir  L  . 

(')  En  théorie  des  fondions,  on  pourrait  citer  un  énoncé  analogue,  vrai  en 
général,  mais  mis  en  défaut  par  une  classe  exceptionnelle  de  nombres  (qui  sont,. 
cependant,  les  plus  courants  1  : 

Soit  x  une  variable  comprise  entre  o  et  i.  Représentons-la  par  son  développe- 
ment décimal 

X  =  o,  rt,<7„  . .  .  a, 

ou  les  an  sont  les  chiffres  successifs.  Considérons  une  fonction  de  cette  variable 
dont  le  développement  décimal  puisse  se  déduire  simplement  de  celui  de  x  :  par 
exemple,  en  partageant  ce  dernier  en  tranches  de  deux  chiffres  à  partir  de  la 
virgule  et  permutant  les  deux  chiffres  de  chaque  tranche.  La  fonction  y  ainsi 
obtenue  esl  continue,  sauf  pour  les  nombres  à  développement  décimal  limité. 
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Cette  manière  d'opérer  peut  sembler  arbitraire,  et  même  factice. 
AI. us  du  moins  est-elle  logiquement  admissible. 

Gela  posé,  l'égalité  12)  est  évidemment  applicable  dans  le  champ 
restreint  des  fonctions  )'(  r)  possédant  une  dérivée  continue  dans 
tout  l'intervalle  (o,  1  ).  Nous  disons  ici  champ  restreint,  parce  que 
nous  nous  contentons  de  nous  placer  dans  des  conditions  suffi- 
sante^ pour  que  la  formule  (2)  confère  un  sens  à  L.  Or,  dans  ce 
-champ  restreint,  une  intégration  par  parties  permet  de  trans- 
former l    etvde  l'écrire 

on  ramène  ainsi  l    à  l'aire  algébrique 

/  ydx, 

délimitée  par  la  courbe  (C)  et  les  droites 

./■  =0.  ./•  =  i,  y  ==  o. 

Dan»  ce  champ,  L  possède  donc  la  continuité  d'ordre  zéro. 

D'ailleurs,  en  conférant  à  la  seule  formule  (2)  le  privilège  de 
définir  l  ,  doit-on  s'abstenir  d'attribuer  à  L  un  sens,  dès  que  la 
fonction  Wj)  cesse  d'avoir  une  dérivée  pour  tous  les  points  d'un 
intervalle  intérieur  au  segment  (o,  1).  A  plus  forte  raison,  n'a-t-on 
plu?  le  droit  d'intégrer  par  parties. 

Plus  généralement,  considérons  les  fonctionnelles  définies,  pour 
chaque  valeur  positive  de  l'entier  /..  par  la  formule 


.  1 


d. 


en  convenant  encore  d'attribuer  à  ce  mode  de  définition  un  pou- 
voir exclusif,  et  en  désignant  par  y'1  la  dérivée  d'ordre  Â  de  la 
fonction  )(.r).  La  fonctionnelle  n'a  aucun  sens,  quand  celte  dérivée 
manque  dans  la  totalité  d'un  intervalle  intérieur  au  segment  (0,1). 
Elle  admet  cependant,  dans  un  champ  restreint,  la  continuité 
d'ordre  zéro,  comme  on  le  verrait  en  intégrant  par  parties  k  fois 
<\e  suite. 
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S.  Toutefois  les  exemples  précédents,  construits  spécialement 
pour  mettre  en  défaut  l'énoncé  (a),  porfenl  en  eux-mêmes  un 
caractère  artificiel.  En  effet,  pour  établir  par  exemple  que  la  fonc- 
tionnelle I  .  définie  par  l'équation  (2),  possède,  au  moins  dans  un 
certain  champ,  la  continuité  d'ordre  zéro,  nous  recourons  à  une 
formule  auxiliaire  1  3  1,  et  nous  n'acceptons  cette  dernière  qu'à  une 
condition  :  c'est  que  la  fonction  y  remplisse  les  conditions  requises 
pour  qu'une  intégration  par  parties  permette  de  tirer  (3)  de  (2). 
Dan-  les  autres  cas.  nous  refusons,  car  tel  est  notre  bon  plaisir,  le 
secours  de  la  formule  (3). 

A  notre  hypothèse  factice  du  n"  7,  il  sera  donc  naturel,  dans  de 
nombreuses  questions,  d'en  substituer  une  bien  différente,  celle 
qui  consiste  à  dire  :  la  formule  ('3  1  englobe  la  formule  (2)  [ou 
tout  au  moins  il  en  sera  bien  ainsi  si  l'on  prend  l'intégrale  figurant 
dan-  1  a  i  au  sens  de  M.  Lebesgue.  et  si  l'on  se  place  dans  le  champ 
des  fonctions  à  variation  bornée  par  un  certain  nombre  A,  pour 
l'intervalle  (0,1)]  Donc,  pour  définir  la  fonctionnelle  utilisons 
de  préférence  la  formule  1  3  |. 

Or,  en  adoptant  ce  nouveau  point  de  vue,  nous  rendons  à 
l'énoncé  (a)  son  exactitude,  puisque  d'une  part  la  fonctionnelle 
délinie  par  (3)  existe  dans  le  champ  des  fonction-  continues  de 
l'intervalle  (0,1)  (et  même  dans  d'autres  plus  étendus),  et  que  dans 
ce  champ  elle  admet  la  continuité  d'ordre  zéro. 

Nous  venons  d'accomplir  ici,  dans  la  définition  de  L  ,  une  tran-- 
formation  analogue  à  celle  que  ne  manque  d'effectuer  quiconque 
remarque  le  fait  suivant  :  la  série 


qui  converge  dans  1  intervalle  ( —  1.  +1),  coïncide  dans  cet  inter- 
valle avec  •  Cette  expression  étant  plus  générale,  on  la  subs- 
titue à  la  série.  Somme  toute,  nous  avons  eflectué  au-.-i  une  -orte 
de  prolongement  de  notre  fonctionnelle. 

Toutefois,  on  pourrait  dire  qu'il  subsiste  encore,  dans  la  ques- 
tion, une  part  d'arbitraire.  On  pourrait  convenir  d'adopter,  dans 
\e>  formules  (2)  et  (3  I,  des  intégrales  au  sens  de  Riemann.  Dan- 
ce  cas  le  domaine  d'existence  de  la  fonctionnelle  (2)  ne  serait  pas 
tout  entier  intérieur  à  celui  de  la  fonctionnelle  (3).  Des  recherches 
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de  M.  Lebesgue,  et  d'exemples  antérieurs  donnés  par  Riemann 
lui-même,  résulte  en  effet  la  possibilité  du  l'ait  suivant  :  la  dérivée 
de  xy  (utilisée  actuellement)  n'est  pas  intégrable  au  sens  de 
Riemann. 

Mais  justement,  il  faut  reconnaître  qu'en  adoptant  l'intégrale  de 
Riemann,  on  lait  encore  une  restriction  extrêmement  factice.  C'est 
précisément  pour  pouvoir  envisager  dans  tous  les  cas  le  problème 
de  l'intégration  comme  le  problème  inverse  de  la  dérivation  que 
M  VI.  Lebesgue,  puis  Denjov,  ont  construit  des  intégrales  généra- 
lisées. Les  premiers,  ils  se  sont  donc  préoccupés. de  prolonger  une 
fonctionnelle.  En  nous  plaçant  dans  les  conditions  qui  ont  été 
indiquées  par  ces  deux  géomètres,  nous  pourrons  regarder  la  for- 
mule (3)  comme  la  véritable  sourée  de  la  fonctionnelle  L  .  Moyen- 
nant quoi,  cette  fonctionnelle  sera  définie  dans  le  champ  des  fonc- 
tions r.  inlégrable.s  dans  l'acception  la  plus  large,  et  en  même 
temps,  elle  admettra  la  continuité  liée  au  voisinage  en  moyenne 
d'ordre  zéro.  L'énoncé  de  M.  Paul  Lévv  sera  donc  alors  pleine- 
ment valable. 

111. 

CONDITIONS    SI  F  Kl  SANTES    POUR    PERMETTRE    DE    RÉHABILITER    L'ÉNONCÉ    |  (l  i. 

9.  Les  observations  qui  précédent  nous  suggèrent  immédiate- 
ment le  problème  suivant  : 

Supposons  qu'on  sache  définir  une  fonctionnelle  l  dans  un 
champ  restreint,  tel  que  celui  des  fonctions  de  l'intervalle  (o,i) 
qui  possèdent  une  dérivée  continue  en  tout  point  de  cet  inter- 
valle. Supposons  en  outre  qu'on  ait  reconnu  que  la  fonction- 
nelle U  possède,  dans  ce  champ,  la  continuité  d'ordre  zéro. 
N'est-il  pas  possible  d' étendre  cette fonctionnellé\S  à  une  classe 
plus  générale  de  fonctions  y  (je)? 

Avant  d'entamer  toute  discussion,  remarquons  l'analogie  qui 
existe  entre  ce  problème  et  celui  qu'on  rencontre  en  analyse 
ordinaire,  lorsqu'on  suppose  qu'une  fonction/^,  y)  a  été  définie 
dans  le  champ  des  nombres  rationnels,  qu'elle  possède  dans  ce 
champ  la  continuité,  et,  par  suite,  /' uniforme  continuité,  et 
lorsqu'on    demande    d'étendre    cette    fonction   à    l'ensemble   des 
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valeurs  réelles  de  x,  y  en  3  sauvegardanl  sa  continuité.  Dans  ses 
leçons  sur  1rs  théories  générales  de  L'Analyse,  M.  René  Baire  a 
systématiquement  adopté  ce  poini  de  vue,  pour  généraliser  au 
champ  de  tous  les  nombres   réels  les  opérations  de  l'arithmétique 

el  la  définition  de  la  loue  lion  exponentiel  le.  Nous  ne  ferons  ici  que 
transposer  a  la  question  actuelle  l'expo§é  donné  par  ce  savant. 

11).  Toutefois,  auparavant,  nous  modifierons  un  peu  l'énoncé  de 
la  question  proposée  :  faisant  appel  au  théorème  de  Weierstrass, 
suivant  Lequel  toute  fonction  continue  peut  être  définie  comme 
la  limite,  uniformément  atteinte,  ci une  suite  de  polynômes, 
nous  supposerons  tout  simplement  ceci  : 

La  fonctionnelle  L  a  été  définie  dans  le  champ  de  tous  les 
polynômes  possibles.  Sachant  quelle  admet,  pour  chaque 
polynôme,  la  continuité  d'ordre  zéro,  ci  quel  champ  fonc- 
tionnel est-il  possible  de  retendre? 

Non-  raréfions  ainsi  l'ensemble  dans  lequel  L  a  été  primitive- 
ment définie,  et  cela  en  profitant  du  théorème  de  Weierstrass. 
Théoriquement  la  question  est  ainsi  posée  d'une  manière  plus 
simple  ('"):  elle  appelle  même  des  généralisations  intéressantes. 
En  outre,  au  point  de  vue  pratique,  il  est  parfaitement  concevable 
qu'une  fonctionnelle  soit  donnée  a  priori  pour  les  polynômes,  et 
uniquement  pour  ces  fonctions. 

11.  Pour  généraliser  le  raisonnement  de  M.  Baire,  nous  aurons 
à  faire  appel,  dans  l'ordre  d'idées  présent,  à, la  notion  de  continuité 
uniforme.  Dans  l'Ouvrage  déjà  cité,  M.  Paul  Lé vy  attire  l'atten- 
tion du  lecteur  sur  le  point  suivant  :  c'est  la  différence  que  pré- 
sentent, relativement  à  cette  notion,  l'Analyse  ordinaire  et  l'Ana- 
lyse fonctionnelle.  Dans  la  première,  tout  ensemble  comprenant, 
dans  un  espace  à  un  nombre  fini  de  dimensions,  une  infinité  de 
points,  admet  au  moins  un  point  limite  à  distance  finie  ou  à  l'in- 
fini (en  adoptant  le  point  de  vue  projectif).  Dans  la  seconde,  ce 


(l)  Cela  dispense  en  particulier  d'avoir  à  formuler  des  hypothèses  concernant 
ta  dérivabilité,  jusqu'à  un  ordre  plus  ou  moins  élevé  des  fonctions  du  champ 
restreint  ou  I  esl  initialement  définie  el  possède,  par  hypothèse,  la  continuité 
d'ordre  zéro. 
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résultat  n'est  pas  généra lisable  à  cause  de  l'existence  de  fonctions 
non  également  continues,  lorsqu'on  en  considère  une  infinité. 

Il  s'ensuit  qu'il  existe  des  fonctionnelles  continues  (d'ordre  zéro 
par  exemple  ).  mai»,  non  uniformément  continues,  lùant  donnée 
l'importance  du  rôle  joué  dans  le  raisonnement  qui  va  suivre  par 
la  continuité  uniforme,  il  est  intéressant  de  donner  un  exemple 
explicite  d'une  fonctionnelle  de  ce  genre. 

12.  Désignons  par  yi  x  )  une  fonction  continue  dans  l'intervalle 
0,1.  Cette  fonction  admet  une  intégrale  au  sens  de  Riemann 


/ 


y  &*, 


qui  nous  fournit  immédiatement  un  exemple  de  fonctionnelle  uni- 
formément continue,  pour  un  voisinage  uniforme  d'ordre -zéro  : 
autrement  dit,  le  module  de  continuité  a  de  cette  fonctionnelle 
pour  un  nombre  positif  arbitraire  z  n'est  pas  influencé  par  le  plus 
ou  moins  grand  nombre  des  sinuosités  que  peut  présenter  dans 
l'intervalle  (0,1)  la  courbe  (G)  dey(x')  Il  est  clair  que  si  l'on  aug- 
mente indéfiniment  le  nombre  des  sinuosités  qui  correspondent  à 
une  oscillation  au  moins  égale  à  un  nombre  a  assigné  d'avance, 
on  forme  un  ensemble  de  fonctions  y  (x)  non  également  continues, 
et  cependant  une  intégrale  de  la  forme  précédente  aura  des  lois  de 
continuité  indifférentes  à  de  telles  circonstances. 

"Pour  formel-  des  exemples  de  fonctionnelles,  non  uniformément 
continues,  il  nous  faut  d'abord  apprendre  à  définir  une  expression, 
dépendant  continûment  et  à  l'ordre  zéro  de  y(x )  et  croissant 
indéfiniment  quand  on  fait  croître  sans  limite  le  nombre  des  oscil- 
lations surpassant  un  nombre  assigné  d'avance. 

Pour  réaliser  ces  conditions,  on  peut  recourir  évidemment  à  la 
construction  suivante.  Considérons  une  longueur  /  arbitraire, 
mais  lixe.  par  exemple  /  =  o,  i .  Inscrivons  dans  la  ligne  (C)  une 
ligne  polygonale,  dont  le  premier  sommet  aura  pour  abscisse  o, 
les  abscisses  suivantes  allant  en  croissant  :  nous  supposerons  que, 
cette  croissance  étant  la  moins  rapide  possible,  tous  les  côtés  de 
cette  ligne  soient  égaux  à  /,  à  l'exception  du  dernier,  qui  se  ter- 
minera au  point  d'abscisse  4- i ,  et  qui  sera,  en  général,  moindre 
que  /. 
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Nous  désignerons  par  .(Ma  longueur  de  cette  ligne  polygonale. 
V  deux  fonctions jk  et  )  ,  possédant  un  voisinage  uniforme  d'ordre 
zéro,  correspondronl  des  valeurs  Ç  et  4j  «1"'  se,'ont  aussi  inlini- 
menl  voisines.  La  fonctionnelle  £  nous  ser%précieuse,  parce  que 
propre  à  déceler  Vinégale  continuité  '/'un  ensemble  dé  fonc- 
tions. Soit  un  ensemble  de  fonctions  non  également  continues  : 
pour  cel  ensemble,  l'ensemble  correspondant  des  valeurs  de  ^ 
n>'  sera  pas  borné. 

Cela  posé,  envisageons  la  quantité 


(5) 


inU.     Çy 
L         -  o 


C  est  une  fonctionnelle  continue  pour  le  voisinage  uniforme 
d'ordre  zéro.  Cependant,  elle  n'e>t  pas  également  continue,  car  -i 
nous  donnons  seulement  le  maximum  de  la  différence  de  deux 
fonctions  de  l'intervalle  (o.i  >  (prise  en  valeur  absolue),  nous  n'en 
tirerons  aucune  indication  sur  l'ordre  de  grandeur  de  £,  qui 
pourra  dépasser  toute  quantité  donnée.  Dans  ces  conditions,  La 
continuité  uniforme  est  manifestement  impossible. 

13.  Avant  d'aller  plus  loin,  présentous  encore  une  autre 
remarque  simple,  qui  nous  sera  utile  pour  la  suite.  A  chaque 
fonction  y  (x)  de  l'intervalle  (o,i)  correspond,  lorsque  /  est  donné, 
une  valeur  £_  bien  déterminée.  Cette  fonctionnelle  (dont  la  conti- 
nuité est  liée  au  voisinage  uniforme  d'ordre  zé,ro^  dépend  du 
paramètre  /,  et,  à  ce  titre,  nous  pouvons  la  représenter  par  4.V- 

Cela  posé,  considérons  une  fonction  continue  quelconque  ) 
et  prenons  un  nombre  positif  e,   arbitrairement  petit.  Considérons 
les  fonctions  continues  \  (x  >.  qui.  dans  l'intervalle  (o.  i),  satisfont 
aux  inégalités  suivantes 

s(ar)—  1 1  Y(jjljl.r)  -j-  e. 

Effectuons  pour  la  ligne,  qui  correspond  à  chaque  fonction  ^  in. 
la  construction  du  numéro  précédent  en  prenant  précisément 

Considérons,  dans  ces  conditions,  l'ensemble  des  valeurs  de  i^E  : 
il  est  bien  clair  que,  si   petit   soit  t.  cel  ensemble  ne  sera  jamais 
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borné  dans  le  champ  des  fonctions  \  <  x  |  précédentes.  C'est  juste- 
ment cette  circonstance  qui  va  nous  obliger  à  faire  appel  à  la  con- 
tinuité uniforme  pour  résoudre  le  problème  proposé. 

1  i.  Taisons  alors  les  hypothèses  suivantes  : 

i°  La  fonctionnelle  U  est  d'ores  et  déjà  définie  dans  le  champ 
des  polynômes  ; 

2°  Dans  ce  champ,  elle  possède  la  continuité  uniforme  liée 
au  voisinage  uniforme  d  ordre  zéro. 

Dans  res  conditions,  nous  allons  démontrer  qu'on  peut  étendre 
la  fonctionnelle  U  au  champ  de  toutes  les  fonctions  continues, 
de  manière  qu'elle  possède  dans  la  totalité  d'une  portion  bornée 
de  ce  champ  la  continuité  uniforme  d'ordre  zéro  liée  au  voisi- 
nage uniforme  d'ordre  zéro. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  indiquons  d'abord  comment  la 
fonctionnelle  U  sera  délinie  pour  une  fonction  continue  }' (x) 
absolument  quelconque.  Comme  il  a  été  dit,  on  peut  considérer 
cette  fonction  y{x)  comme  la  limite,  atteinte  uniformément,  d'une 
suite  de  polynômes  PB(à?)  :  à  tout  nombre  positif  a.  on  pourra 
doue  faire  correspondre  un  entier  q  tel  que  l'inégalité 

/ 

i  6  n     (j 

entraîne,  dans  tout  l'intervalle  utile,  l'inégalité 
\y{x)  —  P„<»    <  -■ 

Si  n  et  n!  sont  deux  entiers  quelconques  surpassant  q,  nous 
aurons  donc 

(7)  P„'(-r)    -  P„(;r)i<a. 

Or  dire  que  la  fonctionnelle  L  est  uniformément  continue  dans 
le  champ  des  polynômes,  c'est  dire  qu'à  tout  nombre  positif  e.  on 
peut  faire  correspondre  un  nombre  positif  x.  tel  que  l'inégalité 

\Q(x)  —  P(&)         y. 


entraîne 


9 


U     [Q(tf)l|-U|[P(a:)] 


<e, 
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quels  que  soient  les  polynômes  I*  et  Q,  sous  la  seule  réserve  qu  ils 
vérifient  L'inégalité  (7).  Si  nous  assujettissons  à  cette  inégalité  les 
polynôme*  I',,  et  V'/t  de  la  suite  considérée,  les  valeurs  correspon- 
dantes de  [    satisferont  à  l'inégalité  (S). 

En  définitive,  nous  pouvons,  à  tout  nombre  positif  e,  taire  cor- 
respondre un  entier  q  tel  que  les  inégalités 


n  -_  '/ ,  11  ç.  q 

entraînent 

|u|[P«-(*)]|  — Uf[PB(a?)l 


< 


Or  d'après  le  théorème  de  Cauchy,  cela  revient  à  affirmer  que 

si  n  croît  indéfiniment, 

U|[P»(*)]| 

tend  vers  une  valeur  limite  bien  déterminée 

U||>0r)]|. 

0 

En  outre,  cette  limite  n'est  pas  modifiée  quand  on  remplace  la 
suite  des  polynômes  P„(x)  par  une  autre  suite  de  polynômes  Qn(x), 
convergeant  d'une  manière  uniforme  vers  la  même  fonction  y{x). 
En  effet,  à  tout  nombre  positif  s,  on  peut  faire  correspondre  un 
nombre  positif  a  tel  que  si  Prt  et  Q„  vérifient  1  inégalité  (8),  cela 
entraîne  pour  ces  polynômes  l'inégalité  (9).  Or,  en  vertu  des 
hypothèses,  on  est  toujours  sur'  de  déterminer  un  entier  q  tel 
que  a  étant  fixé  (d'après  e),  l'inégalité  n  >►  q  entraîne  l'inégalité  (8) 
pour  l\,  et  QB. 

.Nous  devons  donc  considérer  notre  extension  comme  réalisée, 
et  cela  d'une  manière  univoque.  Je  dis  que  la  fonctionnelle  U  ainsi 
construite  est  continue  pour  toute  fonction  continue  y  (x),  sa  con- 
tinuité dépendant  du  voisinage  uniforme  d'ordre  zéro. 

En  effet,  soit  \  une  fonction  du  même  champ  que  y.  Il  faut 
montrer  qu'à  tout  nombre  positif  e,  on  peut  faire  correspondre  un 
nombre  positif  x,  tel  que  l'inégalité 

(10)  \Y(x)-jr(a:)\<« 

entraine,   indépendamment  du   choix  de  la  fonction  y(x),  cette 
inégalité 

(U)  |  Uy— Ur|  <£, 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  XLVII  (Juillet  1923).  16 
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i 
où    les     notations     abrégées    Ur,     Uv     remplacent     U  |  [  ^ ( a? )  ]  | 

o 
î 
et  U|[Y(x)]  |.   Regardons  pour  cela  les  fonctions  y  et  Y  comme 

0 

les  limites,  uniformément  atteintes,  de  deux  suites  de  polynômes 

p{(x):     Pï{x),      ...,     pn{x),      ..., 

p",(tf),   Pl(«).   ....   p*(*).    •••• 

Nous  avons  évidemment 

(i2)  '        jUy-Uv|||Uy  -Up.I  +  I  Uy—  U„|<|  Up.^U^|. 

Le  nombre  e  étant  donné,  on  peut  lui  faire  correspondre  un 
nombre  [3  tel  que  les  inégalités 

(i3)  |Y-P„|<p3       \y-p»\<$ 

entraînent  simultanément  les  inégalités 

(■4)  |Ut-Up.|'<|»         \Uy-Upn\<y 

Nous  avons  alors,  en  vertu  des  inégalités  (i3), 

(i5)  \^-y\>\Vn-yn\-i$. 

D'ailleurs  jiJ  n'est  pas  limité  inférieuremént,  et  cela  va  nous  per- 
mettre, dans  un  instant,  de  l'amoindrir  en  vue  de  l'obtention  du 
résultat  final.  Des  trois  termes  du  second  membre  de  (12),  les  deux 

premiers  ont  été  rendus  moindres  que  -  :  remarquons  maintenant 

que,  du  fait  de  l'uniforme  continuité  de  U  dans  le  champ  des  poly- 
nômes, on  peut  faire  correspondre  à  s  un  nombre  y  tel  que  l'iné- 
galité 

(16)  \  Pu- Pn\<*( 

entraîne 

(17)  IUp.-u^kJ. 

En  résumé,  l'inégalité  (11)  sera  bien  satisfaite  pourvu  qu'on 
impose  à  |  Y  — j>^  J  la  borne 

a  =  y  —  2  fi, 
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ce  qui  est  licile,   puisque  [i  n'est  pas  limité  inférieurement.  Le 
théorème  esi  donc  ainsi  établi. 

15.  Le  théorème  précédent  se  rapporte  au  cas  où  l'on  prendrait, 
suivant  les  notations  de  M.  Paul  Lévy  (voir  n°  1), 

p  =  o. 

Plus  généralement,  on  peut  établir  le  théorème  suivant  : 

Soit  U  une  fonctionnelle  des  fonctions  y  (x)  de  l intervalle  (o,  i) 
définie  dans  le  champ  des  polynômes,  continue  dans  ce  champ 
pour  le  voisinage  uniforme  d'ordre  p.  Cette  continuité  étant 
elle-même  supposée  uniforme,  la  fonctionnelle  U  peut  être 
définie  pour  toute  fonction,  douée  dans  l'intervalle  (0,1)  d'une 
dérivée  continue  d'ordre  p;  et  dans  ce  champ  plus  général, 
subsiste  la  continuité  uniforme  de  U  liée  à  un  voisinage  uni- 
forme d'ordre  p. 

Un  raisonnement  nouveau  n'est  pas  indispensable  pour  établir 
cette  proposition.  ÎNous  supposons  que  la  continuité  de  y  et  de 
ses  f>  premières  dérivées  a  lieu  aussi  aux  limites  de  l'intervalle  : 
dès  lors,  y  (x)  est  déterminé  par  la  donnée  de 

ji>{x) 

et  de 

j-/'-»(o),  ...,/(o),7(o). 

On  peut  donc  considérer  U  comme  une  fonctionnelle  de  y{'P)  (oc), 
dépendant  paramétriquement  des  p  variables  y(P~l)(o),  ..., 
y'(o),  y(o).  Cette  nouvelle  fonctionnelle  est  elle-même  définie 
dans  le  champ  des  polynômes,  où  elle  admet  la  continuité  d'ordre 
zéro  par  rapport  à  la  fonction  primordiale  y^P^(x),  et  la  conti- 
nuité ordinaire  par  rapport  aux  p  paramètres.  Le  résultat  ci-dessus 
est  ainsi  rattaché  à  celui  du  numéro  précédent. 

Moyennant  les  précautions  indiquées,  on  peut  donc  répondre  à 
l'énoncé  (a)  d'une  manière  affirmative. 
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MOUVEMENT  D'UN  SOLIDE  PESANT  FIXÉ  PAR  UN  POINT  VOISIN 
DE  SON  CENTRE  DE  GRAVITÉ  : 

Par  M.   H.   VEKGNK 

(suite). 


li.   Eléments  canoniques.   —    Pour  appliquer  commodément 

les  formules  des  perturbations  (i4  bis),  lorsque  nous  passerons  du 
mouvement  à  la  Poinsot  non  troublé  au  mouvement  troublé,  nous 
commencerons  par  définir  la  position  et  les  vitesses  du  solide, 
autour  de  son  point  fixe  O,  par  un  système  de  variables  cano- 
niques. Nous  définirons  ce  système  de  la  façon  suivante  (')  : 
Prenons  ifig-  3  )  pour  axes  de  référence  fixes  trois  axes  rectan- 


Fie.  3. 


gulaires  quelconques  OX,  OV,  OZ  passant  par  le  point  fixe  O,  et 
soient  toujours  Ox.  Or,  Oz  les  trois  axes  d'inertie  du  solide  en 
ce  point. 

Considérons  les  six  quantités  suivantes  : 


(')  C'est  le  système  de    variables  canoniques    employé   par  H.    Poincaré  dans 
son  Cours  de  Mécanique  céleste  de  la  Sorbonne  en  1909-1910. 
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G,  moment  cinétique  pris  en  grandeur  (longueur  OG); 

<I>,  projection  du  moment  cinétique  OG  sur  l'axe  des  z  mobile; 

I".  projection  du  moment  cinétique  OG  sur  l'axe  des  Z  fixe; 

y.  angle  des  plans  GOZ  et  GO;; 

©,  angle    des  plans  NO;  et  r()z; 

•-.  angle  des  plans  GOZ  et  XOZ. 

Ces  six  quantités,  qui  définissent  complètement  l'orientation  et 
les  vitesses  du  solide  mobile  (  '  ),  constituent,  on  le  sait,  un  système 
de  variables  canoniques  (  -).  Or  ces  six  variables  sont  intimement 
liées  à  celles  qui  figurent  aux  premiers  membres  des  formules 
(20  bis)  :   on  passe,   en  quelque  sorte,  des  unes  aux  autres,  en 

(')  Les  angles  w  et  9  sont,  en  effet,  déterminés,  puisque 

cos  10  =  —  >  cos  B  =  —  ; 

G  G 

or  il  est  évident  que  les  cinq  angles  u,  0.  y,  y,  y  déterminent  complètement 
l'orientation  du  trièdre  Oxyz.  Quant  à  la  rotation  instantanée  (p,  g,  r),  elle 
est  aussi  déterminée,  puisque  le  vecteur  OG  a  pour  projection  sur  les  axes 
mobiles  \p,  Bq.  Ci: 

(2)  On  peut  le  voir  ainsi  :  donnons  à  ces  six  quantités  des  accroissements 

BGj  5<f>,  Sr,  0/.  vf.  87, 

cela  constitue  une  modification  virtuelle  de  la  position  et  des  vitesses  du  système. 
Dans  cette  modification   virtuelle,   le   travail  des   quantités  de  mouvement  a 
pour  valeur 

Go/  -f-*8<p-f-  r  By, 

car  les  angles  w  et  6  ont  bien  varié  de  ou  et  60  dans  cette  modification  virtuelle, 
mais  ces  variations  ooj  et  Zb  n'amènent  aucun  travail  des  quantités  de  mouve- 
ment. 

Or    lorsque,    suivant  la    méthode  classique    de    P<iisson-llamilton,    on    adopte 

pour  variables  des  coordonnées   curvilignes  g,  et  les  quantités  p,=  — r  corres- 

pondantes,  les  quantités  git  pt  forment,  on  le  sait,  un  système  canonique.  Dans 
une  modification    virtuelle  quelconque  Zq  r  8/>,-,  de  la   position   et  des  vitesses  du 

système,  l'expression  différentielle    7  pfil,  représente,  elle  aussi,  le  travail  des 

quantités  de  mouvement. 
L'expression 

G  0/  ■+-  *  8f  H-  r  8y  —    y  pi  Zqi  =  0 

est  donc  une  différentielle  exacte,  et  cela  prouve  que  les  variables  G,  <1>  ,l\  y,  p,  y 
constituent,  comme  les  variables/^,  qi  de  Poisson-Hamilton,  un  système  cano- 
nique. 
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donnant  au  trièdre  Oxtytz,  de  la  figure  i  une  orientation  arbi- 
traire. On  voit  ainsi,  qu'en  désignant  par  T0,  y0,  y0  trois  nouvelles 
constantes  arbitraires,  on  peut  écrire 


G  =  G, 

<ï>  =  GcosÔ, 

r  =  r0, 
?  — fi 

T  =  Y«- 


Par  suite,  utilisant  les  formules  (20  bis),  nous  aurons,  pour  le 
mouvement  à  la  Poinsot  le  plus  général,  les  six  éléments  cano- 
niques G,  4>,  T,  y,  o,  y,  exprimés  cette  fois  en  fonction  du  temps 
et  de  six  constantes  arbitraires  n,  A",  t0.  ro,  y0,  y0  sous  ^a  forme 


/  ABO  /         A(R-C) 

\/(A-C)(B-C.  nV  '        C(B-A)*' 


(22) 


/  ABC2 

/■  =  y.o+AT+-LogH(.e_<s). 


/A(13 
9  =  arctang^/  — 


G  1  en- 


C)    sn-: 
Y  =  Yo- 

Telles  sont  les  formules  qui  vont  jouer  le  rôle  des  formules  (12) 
de  la  théorie  générale  (n°  4).  Les  grandes  lettres  G,  4>,  Y  vont 
jouer  le  rôle  des  y,  les  petites  lettres  y,  cp,  y,  le  rôle  des  x. 

Sur  ces  formules  faisons  les  remarques  suivantes  : 

i°  La  constante  ro  n'intéresse  que  la  variable  T;  la  constante  y0, 
que  la  variable  y;  la  constante  /0,  que  la  variable  y  ; 

20  La  constante  t0  ne  figure  que  dans  l'argument  t  =  n(t  —  t0), 

et  l'on  a 

à  f) 

-r—  =  —  n  —, 

il  en  résulte  que  (au  facteur  constant  —  n  près)  toutes  les  dérivées 
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nmirrmit.    dnr 
dt0 


partielles  —  pourront,  dans  les  calculs,   être  remplacées  par  des 


,) 


dérivées  partielles  —  ; 

3°  La  constante  n  ligure,  d'abord  explicitement  dans  G  et  <I>, 
ensuite  implicitement  dans  l'argument  x  :  une  dérivée  partielle  par 
rapport  à  //  doit  donc  s'écrire 

à  v  à 

4°  La  constante  k  figure,  d'abord  explicitement  dans  G,  ensuite 
comme  module  des  fonctions  sn,  en,  dn,  H,  enfin  par  les  lettres  À 
et  c,  qui  en  dépendent  par  les  formules  (21). 

■  Enfin  observons  que  : 

G  ne  dépend  que  de  n,  k; 
4»  »  n,  k;  t; 

r  »  r0  ; 

cp  »  k,  x; 

Y  »  ïo- 

Ces  diverses  remarques  permettront  de  simplifier  notablement 
les  jacobiens  que  nous  aurons  à  utiliser  dans  l'emploi  des  for- 
mules (i4  bis). 

12.  Fonction  perturbatrice  f  et  fonction  résolvante  a\  — 
Maintenant  que  nous  possédons,  par  les  formules  (22),  la  solution 
générale  du  mouvement  à  la  Poinsot,  qui  est  notre  mouvement 
non  troublé,  nous  allons  étudier  les  perturbations  de  ce  mouve- 
ment sous  l'action  d'une  fonction  perturbatrice  f.  Dans  le  pro- 
blème que  nous  avons  en  vue,  le  corps  est  pesant,  et  son  centre  de 
gravité  est  voisin  du  point  fixe  O.  Prenons,  pour  commencer,  le 
cas  où  ce  centre  de  gravité  g  est  situé  sur  l'axe  d'inertie  O-s,  à  une 
distance  du  point  fixe  O»  = /.  Alors,  la  fonction  perturbatrice 
(potentiel  de  pesanteur)  est,  en  appelant  P  le  poids  du  solide,  et 
supposant  l'axe  OZ  vertical, 

P/cosQ. 
Nous  désignerons  par  e  la  quantité  (par  hypothèse  très  petite)  P/, 
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et  nous  écrirons,  d'après  une  formule  bien  connue  de  trigonomé- 
trie sphérique, 

cosû  =  coswcosO  —  sin  wsin6cos  / 

r  *        /      f1    /      *â 

=  GG-l/I-G^i/I-G^COS^ 
Il  vient  donc  pour  la  fonction  perturbatrice 

formule  où  il  n'y  a  plus  qu'à  remplacer  G,  <I>,  -^  par  leurs  valeurs 
(22),  pour  avoir  f  exprimé  en  fonction  de  x  (c'est-à-dire  du 
temps),  et  des  six  constantes  arbitraires  d'intégration. 

Pour  avoir  la  fonction  résolvante  t,  nous  n'avons  plus  qu'à 
effectuer  la  quadrature 

(23)  <*=  f  fdt=  l   f   f,h. 

Lorsqu'on  aura  remplacé  G,  $,  y  par  leurs  valeurs  (22),  1  se 
trouvera  exprimé  en  fonction  du  lemps  et  des  constantes  arbi- 
traires :  cette  formule  (23)  jouera  le  rôle  de  la  formule  (i3)  de  la 
théorie  générale. 

Observons  dès  maintenant  que  cette  fonction  a-  est  essentielle- 
ment périodique  par  rapport  à  t,  à  part  un  seul  terme  séculaire 
provenant  de  ce  que  4>  n'a  pas  une  valeur  moyenne  nulle  :  on  a, 
en  effet. 


-:/**Vïi=fe-./V'* 


=  v/(a-cmCb-c)  sir  +  termes  pé,-iodiques> 

car  la  valeur  moyenne  de  dnx  est  ^>  en  désignant  toujours  par 
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jK  la  période  réelle  <!<■  la  fonction  dn,  reliée  au  module  k2  par  la 
formule  (19  bis)  (  '  ). 

On  peut  donc  écrire  finalement 

,  -i\  /,is  )     <r  =  7^  " —  (t  —  <„)  -f-  termes  périodiques. 

G      u  *  /         A  (  B  -  (  :  1  .  , 

'T'"C(B-AJ*' 

13.  Perturbations  des  éléments  G.  F.  y.  —  Revenons  aux 
formules  (22).  D'après  la  remarque  déjà  faite  que  les  constantes  y  u, 
T0.  Vq  ne  figurent  respectivement  que  dans  y,  T,  y,  nous  sommes 
dans  le  cas  d'application  des  formules  simplifiées  (i4  ter)  du  n°  7. 
Nous  avons  donc  immédiatement,  et  d'une  manière  complètement 
explicite,  les  perturbations  des  éléments  G,  y.  f  (respectivement 
conjugués  de  y,  T.  y)  : 

oG  =  —  e »  Sv  =  e  — —  ,  or  =  —  e  -5 

'V.o  cl  0  ''Y" 

Remplaçant  cr  par  sa  valeur  complète  (2.3),  ces  formules 
s'écrivent 


8G=siA-3/i/'-^si"**' 

''■•  -  rô  /•  *  - ...  /"l  a  A^'  -  S  cos*  *■ 


sr  =  o. 

La  dernière  montre  que  1",  moment  cinétique  par  rapport  à  la 
verticale  OZ,  ne  subit  aucune  perturbation  ni  séculaire  ni  pério- 
dique (c'est  le  théorème  des  aires). 

La   première  montre  que  G  (moment  cinétique  pris  en  valeur 

(')  De  la  foi-mule 

/  dn  -  dz  =  —  i  Log  (ciit+  î  snt) 

(qui    se   vérifie    immédiatement   par    diflerentialion  ),    on  déduit    pour  la    valeur 
moyenne  de  la  fonction  dn 


—    /        dnTcr7  =  -—  [Log(-i)  —  Logi] 
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absolue)  ne  subit  que  des  variations  périodiques  :  l'angle  to,  dont 

le  cosinus  est  -^  ?  reste  donc  moyennement  constant. 

Enfin  la  seconde  montre  que  y  (angle  du  plan  vertical  conte- 
nant OG  avec  un  plan  vertical  fixe)  subit,  outre  des  variations 
périodiques,  une  variation  séculaire  égale  à 


mov.  *  e       /  ABC2  r. 

* -tl~  {t  ~  f,i}  ~  G*i/(A-C)(B-C)  ÏKX- 

Nous  trouvons  ainsi  la  loi  principale  du  mouvement  préces- 
sionnel  :  Le  vecteur  OG,  moment  cinétique,  reste  moyennement 
constant  en  grandeur,  il  fait  avec  la  verticale  un  angle  moyenne- 
ment constant  a>,  enfin  son  plan  vertical  ZOG  tourne  moyenne- 
ment autour  de  la  verticale  avec  un  lent  mouvement  de  précession 
de  vitesse  angulaire 

mov.  $  mov.  cosO 

£■ =   £ • 

G*  G 

14.  Perturbations  des  éléments  4>,  y,  cp.  —  11  nous  reste  à 
étudier  les  perturbations  o4>,  oy,  os,  dont  le  calcul  est  un  peu 
moins  simple.  Nous  nous  servirons  des  formules  générales  (i4  bis), 
qui  vont  nous  donner  ces  perturbations  par  le  quotient  de  deux 
jacobiens,  tous  deux  delà  forme 

D(G,  ...,T) 


D0>  *,  *o,  Xo,  ro>  Tfo) 


Utilisons  ici  les  remarques  faites  à  la  fin  du  n°  II.  Il  est  d'abord 
évident  que,  dans  un  tel  quotient,  les  dérivées  —  peuvent  être 
remplacées  par  des  dérivées  —,  qui  n'en  diffèrent  que  par  le  fac- 
teur—  n.  Ensuite,  au  lieu  de  prendre  les  dérivées  partielles  par 
rapport  à  n  sous  la  forme  complète 

à        ,  d 

—  -i-  (t  —  t0  )  -r-  I 

nous  pourrons  nous  contenter  de  les  prendre  sous  la  simple 
forme  —  (cela  revient  à  faire,  dans  chaque  jacobien,  une  combi- 
naison de  colonnes). 


MI-LANGES.  i5i 

Bref,  nous  aurons,  par  exemple,   comme  formule  donnant  o<I>  : 


i  > ,  <  ; 

-  *,  1 

?>X: 

i, 

Y) 

l-M/t, 

k,  x, 

30>- 

l'n 

.  Yo) 

D(G, 

•1',    1 

,i  x> 

°> 

Y) 

0<f>   —  £ 

DCn,  A-,  x,  x«,  r0,  Yo) 

où  le  jaeobien  du  numérateur  ne  diffère  de  celui  du  dénominateur 
que  par  la  substitution  des  dérivées  de  a-  aux  dérivées  de  <p. 

Examinons  cette  expression  de  ûQ>  :  notre  but  est  de  recon- 
naître que  <ï>  ne  subit  aucune  perturbation  séculaire,  en  ce  sens 

que  *I>  (par  suite  cos9  =  -^  j  oscille  entre  deux  limites  moyenne- 
ment constantes. 

Nous  simplifierons  encore  l'expression  de  o$  par.  la  remarque 
suivante.  Dans  les  formules  (22),  <I>,  »,  y  dépendent  seuls  de  la 
lettre  t;  et  comme  les  fonctions  sn,  en,  dn,  H  admettent  toutes  la 
période  4K   [formule  (19  bis)],  nous   voyons  que  <I>,   (y — ),t), 

f.cp  —  nr")  admettent  la  même  période,  et  pourraient,  par  suite, 
être  développés  en  séries  trigonométriques  de  la  forme 

2cos  .  .     N 

a,„    .     mv         (  m  —  entier), 
sin 

m 

en  posant,  pour  l'argument  c, 

ttx         rnz 

dans  ces  séries,  les  coefficients  am  dépendraient  du  module  k2. 
Nous  aurions  ainsi  : 

<t>  =  termes  périodiques, 

,  .  .  1  o  =c+  termes  périodiques, 

(•22  Ois)  <     '  rii 

2ÏO 

y  = v  -+-  termes  périodiques. 

La  lettre  x  ne  figurant  que  par  l'argument  v,  nous  pourrons, 
dans  le  quotient  des  deux  jacobiens  donnant  o4>,  remplacer  les 

dérivées  -r-  par  des  dérivées  -r-  • 

Observons  en  dernier  lieu  que,  v  dépendant  de  k  (par  Tinter- 


2  5'J>. 
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médiaire  de'K),  les  dérivées  partielles  par  rapport  à  k  devraient 
être  prises  sous  la  forme  complète 


à 
dk 


Ud4)±. 


en  désignant  par  -y  une  dérivée  prise  sans  faire  varier  v.  Mais  il 
est  clair  qu'en  faisant  dans  chaque  jacobien  une  combinaison  de 
colonnes,   nous  pourrons  nous  contenter  de  la  simple  forme— r- 
Finalement,  l'expression  de  la  perturbation  o<ï>  s'écrit 


(*4) 


ô<ï> 


D(G,  ».  T,  /,,  a,  y) 
D(n,  k,  v.  -/0,  r0.  y0  ) 

Di  G,  *,  r,  y,  9,  7) 
D(n,  k,  p,  -/„,  r0.  -r,,  ) 


Examinons  séparément  le  numérateur  et  le  dénominateur  de 
cette  fraction. 

Le  dénominateur  que  j'appelle  A,  s'écrit,  en  tenant  compte  des 
formules  (22)  et  (22  6/5),  et  de  la  remarque  qui  termine  le  n°  11  : 


(■i5) 


dG 
dn 

dG 

0 

0 

0 

0 

d& 

dn 

6»* 

dk 

ô<i> 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

dk 

dv 

' 

0 

0 

0 

df 
dk 

df 
dv 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

formule  qui  se  réduit  immédiatement  à 


dG     dG 
dn      dk 

d4>     6>1>  o>4> 

dn      dk  dv 

do  dy 

°       dk  d~v 


D'après  les  formules  (22)  et  (22  bis),  il  est  clair  que  ce  jacobien 
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ne  comporte  que  des  termes  constants  ou  périodiques.  Aucun 
ternie  séculaire  ue  s'introduira  (loue  dans  o(l>  du  fait  du  dénomi- 
nateur. 

Quant  au  numérateur,  nous  l'obtenons  en  remplaçant,  clans  le 
déterminant  (26),  les  cléments  de  l'avant-dernière  ligne  par  les 
dérivées  de  t.  Ce  numérateur,  si  on  le  développe  par  rapport  aux 
éléments  de  la  seconde  ligne,  s'écrira 


dt> 
dn 


dk 


v.  /.,  u  désignant  les  mineurs  correspondants,  qui  sont 


dG 
ôk 

0 

0 

dG 

dn 

0 

0 

dk 

dv 

1 

> 

0 

'V. 
dv 

1 

do 

dz 

,h 

da 

0? 

da 

dk 

dv 

"v.» 

1)11 

dv 

0/n 

ÙG 

dG 

On 

dk        ° 

•j  = 

— 

0 

da 

&        . 
dk 

di       ai 

ô 

a 

dk      T/ 

u 

Dans  ces  mineurs,  il  faut  se  rappeler  que  l'on  doit  prendre 
pour  G  la  formule  (22),  pour  7  la  formule  (22  bis),  et  pour  1  la 
formule  déduite  de  (23  bis) 


V 


ABC* 


r0 


(A  — C;(B  -  C  1  (.= 


fr-  v  -+■  ternies  périodiques. 


Alors  examinons  si  nos  trois  mineurs  v.  x,  u  peuvent  contenir 
des  termes  séculaires.  Les  seuls  éléments  de  ces  trois  déterminants, 
contenant  de  tels  termes,  sont 


dk 


àa 

dk 


dn 


car   tous  les  autres  éléments  sont  constants  ou  périodiques.  On 
voit  donc  immédiatement  que  v  et  x  ne  comportent  aucun  terme 
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séculaire;  au  contraire,  u  comporte  le  terme  séculaire  mixte 

On  àk  ày0     V   '' 
En  résumé,  l'expression  (24)  de  6<I>  s'écrit 

e  /d<î>  d<f>  d<I> 

A  \  On  Ok  Ov 

formule  qui  peut  s'interpréter  de  la  façon  suivante.  La  formule 
(22)  [ou  (22  bis)]  donne  la  valeur  non  troublée  de  <I>.  La  valeur 
troublée  <ï>  — j—  S<t»  s'obtiendra  en  donnant  dans  (22)  [ou  dans 
(22  bis)],  à/i,  k,  p,  respectivement  les  petits  accroissements  fictifs 

EV  £"/  SO 

~\'    ~ï'     ~T' 

dont  les  deux  premiers  sont  essentiellement  périodiques  :  cette 
valeur  troublée  [formule  (22)]  est  donc  exprimée  (à  un  facteur 
moyennement  constant  près)  par  une  fonction  dn  dont  le  module 
/<-  est  moyennement  constant,  et  dont  l'argument  seul  comporte 
un  terme  séculaire  mixte.  C'est  bien  dire,  comme  nous  l'avions 
annoncé,  que  <ï>  -f-  oM>  oscillera  entre  deux  limites  moyennement 
constantes. 

Il  resterait,  pour  être  complet,  à  étudier  les  perturbations  8y 
et  o».  Or,  une  analyse  entièrement  analogue  à  celle  que  nous 
venons  de  faire  pour  o<I>  montrerait  que  07  et  8cp  comportent  bien 
des. termes  séculaires,  mais  que  ceux-ci  peuvent  s'interpréter  tout 
comme  ceux  de  o<ï>,  en  ce  sens  qu'ils  ne  portent  que  sur  l'argu- 
ment v  (  c'est-à-dire,  somme  toute,  sur  le  temps  lui-même). 

15.  Cas  général.  —  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé 
que  le  centre  de  gravité  du  solide,  par  hypothèse  très  voisin  du 
point  fixe  O,  se  trouvait  en  g  sur  l'axe  d'inertie  Oz  (n"  12)  :  la 
fonction  perturbatrice  était  alors 

e/=  P/cos(ZOz); 


(dG  da        dG  da\ 
(x)  Il  n  en  comporte  pas  d  autre,  car   le  terme     —  —  —  —   —  )  est  evidem- 
v   '  r  r  \dn  Ok        dk   dn) 

ment  identiquement  nul  si  l'on  n'y  retient  que  la  partie  séculaire  de  a. 
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elle  avait  une  valeur  moyenne  non  nulle  dans  le  mouvement  non 

troublé,  ce  qui  amenait  dans  la  fonction  résolvante  c  =  /  f  dl  un 

terme  séculaire. 

Nous  traiterions  d'une  façon  analogue  le  cas  où  le  centre  de 
gravité  du  solide  serait  en  »,  ou  en  g.±  sur  l'un  des  autres  axes 
d'inertie  Ox  ou  Oy  (fig.  4)-  Nous  aurions  alors  une  petite  sim- 

Fig-  \. 


plification,  du  fait  que  a-  n'aurait  aucun  terme  séculaire  :  en  effet, 
la  fonction  perturbatrice  serait  alors 

l'/j  cos(ZOir)     ou     P/,  cos(ZO^), 

et  l'on  reconnaît  aisément,  sur  le  mouvement  à  la  Poinsot  non 
troublé,  que  ces  deux  derniers  cosinus  ont  une  valeur  moyenne 
nulle. 

Nous  pouvons  donc  dire  que  dans  ce  dernier  cas  (centre  de 
gravité  en  g,  ou  g2),  le  mouvement  à  la  Poinsot  ne  subit  que  de 
petites  variations  périodiques  :  il  n'y  a  même  pas  le  mouvement  de 
précession  signalé  au  n"  13  (provenant  alors  du  terme  séculaire 
de  oy). 

Enfin,  dans  le  cas  général,  où  le  centre.de  gravité  Cj  du  solide 
aurait  une  position  quelconque  (voisine  du  point  fixe  O),  nous 
décomposerions  le  poids  total  du  corps,  appliqué  en  (/,  en  trois 
autres  poids  fictifs  P,  P,,  P2  appliqués  en  trois  points  g,  g{,  g2 
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sur  les  axes  d'inertie,  ce  qui  nous  ramènerait  aux  cas  particuliers 
précédents. 

Pour  résumer  tout  ce  qui  précède,  nous  dirons  que  lorsqu'un 
solide  pesant  est  suspendu  par  un  point  voisin  de  son  centre  de 
gravité,  la  seule  perturbation  séculaire  que  subit  le  mouvement 
à  la  Poinsot  (qui  existerait  seul  en  l'absence  de  la  pesanteur), 
est  le  mouvement  conique  de  précession  du  morne  n  t  ciné  tiq  ue  OG , 
signalé  au  n°  13. 

Ce  résultat,  qui  est  bien  conforme  à  ce  que  l'intuition  géomé- 
trique et  mécanique  permettait  de  prévoir,  sinon  de  démontrer, 
se  trouve,  remarquons-le,  en  complet  accord  avec  le  théorème 
démontré  au  n°  o,  sur  Y  invariabilité  de  la  valeur  moyenne  de 
la  fonction  perturbatrice. 

{A  suivre.) 
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M  ELAN  (.ES 


PASCAL  MATHÉMATICIEN  ET  PHYSICIEN 
Par  M.  Emile  PICAHD  ('). 


L'Académie  des  Sciences  est  heureuse  de  s'associer  à  l'hommage 
rendu  à  l'un  des  plus  glorieux  enfants  de  notre  pays.  Elle  aime  à 
rappeler  ces  années  du  xvne  siècle,  où  sans  avoir  une  existence 
officielle,  elle  formait  une  petite  société  de  mathématiciens  et  de 
physiciens  groupés  autour  du  Père  Mersenne.  Parmi  les  membres 
de  cette  académie  libre  figuraient  Descartes,  Fermât,  Roberval, 
Desargues,  Pascal,  pléiade  illustre,  que  nous  sommes  fiers  de 
rattacher  ainsi  à  notre  compagnie. 

Avec  le  xvne  siècle  avait  commencé  une  brillante  période  de 
l'histoire  des  sciences.  Kepler  et  Galilée  avaient  ouvert  des  voies 
nouvelles  par  leurs  immortelles  découvertes  en  astronomie,  en 
physique  et  en  mécanique.  Peu  à  peu  s'élaboraient  les  méthodes 
de  la  science  moderne,  et  les  sciences  physico-mathématiques  se 
constituaient  sous  la  forme  qui  devait  leur  permettre  de  prendre, 
pendant  deux  siècles,  un  incomparable  essor.  Dans  les  milieux 
scientifiques,  où  Biaise  Pascal  fut  introduit  tout  jeune  encore  par 
son  père,  les  sciences  mathématiques  étaient  en  grand  honneur, 
et  l'on  y  avait  aussi  le  goût  de  l'observation  et  de  l'expérimen- 
tation. Etienne  Pascal  entretenait  la  curiosité  d'esprit  de  son  fils, 
en  lui  décrivant  les  phénomènes  de  la  nature  et  les  plus  beaux 
résultats  de  l'industrie  humaine.  C'est  sous  l'influence  d'une  édu- 
cation où  la  science  tenait  une  large  place,  et  où  se  manifestait 
quelque  défiance  de  la  spéculation  philosophique  a  priori%  que 

(*)  Discours  prononcé  au  nom  de  l'Académie  des  Sciences,  à  Clermont- 
Ferrand,  le  dimanche  8  juillet  1923,  à  l'occasion  du  tricentenaire  de  la  nais- 
sance de   Pascal. 

Bull,  des  Sciences  math.,  2'  série,  t.   XLV1I.  (Août   1923.)  17 
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se  développa  le  génie  de  Pascal.  Son  vigoureux  esprit  se  forma 
en  dehors  des  cadres  habituels,  et,  de  bonne  heure,  la  recherche  de 
la  vérité  le  prit  tout  entier. 

Encore  enfant,  Pascal  s'essayait  déjà  dans  des  recherches  géo- 
métriques, où,  quelle  que  puisse  être  la  part  de  la  légende,  il 
montrait  une  extraordinaire  facilité.  A  seize  ans,  il  publiait  un 
court  Essay  pour  les  coniques.  Ces  courbes  remarquables,  déjà 
considérées  dans  l'antiquité  grecque,  aA^aient  été  utilisées  par 
Kepler  dans  l'étude  du  mouvement  des  planètes,  et  bientôt  elles 
allaient,  avec  Newton,  jouer  un  rôle  essentiel  en  mécanique 
céleste,  exemple  mémorable  de  spéculations  théoriques  ayant 
attendu  deux  mille  ans  leur  application.  Pascal,  dans  son  Essay, 
a  dit  ce  qu'il  doit  au  mathématicien  lyonnais  Desargues.  Mais, 
en  prenant  pour  base  de  la  théorie  des  coniques  la  proposition 
célèbre  sur  l'hexagone  inscrit,  qui  porte  son  nom,  il  témoignait  de 
la  puissance  d'invention  d'un  grand  géomètre;  aussi  la  perte  du 
Traité  sur  les  coniques,  auquel  il  travailla  plus  tard,  et  dont  quelques 
fragments  furent  communiqués  à  Leibniz,  est-elle  à  jamais  regret- 
table. Alors  que  Descartes  ramenait  la  géométrie  à  l'algèbre  avec 
la  géométrie  analytique,  Pascal  s'engageait  dans  les  voies  de  la 
géométrie  pure,  que  Poncelet  et  Chasles  devaient  suivre  avec  tant 
d'éclat  au  siècle  dernier. 

L'éducation  reçue  par  Pascal  l'avait  rendu  curieux  de  toutes 
choses,  et  les  applications  pratiques  delà  science  ne  l'intéressaient 
pas  moins  que  la  théorie  pure.  Pour  venir  en  aide  à  son  père,  il 
pose  le  problème  de  la  construction  des  machines  à  calculer.  Sa 
machine  concerne  les  opérations  d'addition  et  de  soustraction; 
elle  donne  la  somme  de  deux  nombres  dont  les  chiffres  ont  été. 
successivement  inscrits  sur  diverses  roues.  Dans  cette  opération, 
le  report  des  retenues  constituait  une  sérieuse  difficulté.  Quoique 
le  procédé  employé  par  Pascal  nous  paraisse  aujourd'hui  bien 
grossier,  on  doit  admirer  l'ingéniosité  dont  il  faisait  preuve  à  une 
époque  où  l'étude  des  transformations  cinématiques  était  si  peu 
avancée.  Pascal  attachait  un  grand  intérêt  à  son  invention,  et  il 
traita  avec  quelque  dédain  ceux  qui  cherchèrent  à  l'imiter.  Il 
montra  là  d'ailleurs  de  véritables  qualités  d'homme  d'affaires, 
et  le  privilège  qu'il  se  fit  attribuer  pour  sa  machine  arithmétique 
et  qui  prévoyait  «  tous  les  déguisements  possibles  »  constitue  un 
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brevet  difficile  à  tourner.  En  fait,  c'est  seulement  au  milieu  du 
siècle  dernier  que  la  conception  première  de  Pascal  est  devenue 
susceptible  d'une  forme  vraiment  pratique,  et  l'on  sait  le  dévelop- 
pement pris  aujourd'hui  par  des  mécanismes  capables  de  réaliser 
les  opérai  ions  algébriques  les  plus  complexes. 

Les  circonstances  décidèrent  maintes  fois  de  l'orientation  des 
recherches  de  Pascal,  attentif  à  toutes  les  nouveautés.  En  i644? 
Torricelli  réalisait  une  expérience  célèbre  avec  un  tube  rempli 
de  mercure,  et  faisait  renaître  la  question  du  vide  longtemps  agitée 
par  les  écoles  de  l'antiquité  et  du  moyen  âge.  Aristote  avait  conclu, 
comme  conséquence  de  sa  théorie  du  lieu  naturel,  à  l'impossibi- 
lité du  vide.  Plus  tard,  Roger  Bacon,  posant  un  principe  de  conti- 
nuité universelle,  regardait  le  vide  comme  un  désordre,  et,  comme, 
d'après  lui,  la  nature  a  besoin  d'ordre,  elle  contraint  les  corps  à 
se  mouvoir  de  manière  qu'aucun  espace  vide  ne  se  produise  entre 
eux.  Cependant  l'observation  et  l'expérience  intervenaient  peu  à  peu 
dans  l'étude  des  phénomènes  naturels.  Il  semble  que,  à  la  suite 
de  son  expérience,  Torricelli  ait  soupçonné  que  la  force  soulevant 
le  vif  argent  n'est  pas  une  force  intérieure  et  provient  de  la  gravité 
de  l'air  extérieur  poussant  le  liquide  dans  le  tube.  Mais  les  hypo- 
thèses les  plus  diverses  sont  alors  agitées,  hypothèses  qui,  comme  le 
dit  Pascal,  «  conspirant  à  bannir  le  vide,  exercent  à  l'envi  cette 
puissance  de  l'esprit  qu'on  nomme  subtilité  et,  pour  solution  de 
difficultés  véritables,  ne  donnent  que  de  vaines  paroles  sans  fon- 
dement ».  Pascal  demande  à  l'expérience  et  non  à  des  dissertations 
stériles  des  réponses  aux  questions  posées.  Il  témoigne  du  sens 
critique  le  plus  pénétrant  dans  la  discussion  des  faits,  dont  il  tire 
les  conséquences  avec  une  logique  d'une  rare  vigueur.  Il  montre, 
par  de  longues  et  coûteuses  expériences,  où  figurent  des  tubes 
et  des  siphons  de  cinquante  pieds  de  haut,  que  le  vide  existe 
dans  la  partie  supérieure  du  baromètre,  ou  du  moins  «  que  l'espace, 
vide  en  apparence,  n'est  rempli  d'aucune  des  matières  qui  sont 
connues  dans  la  nature  et  qui  tombent  sous  aucun  de  nos  sens  ». 
On  lui  a  parfois  reproché  de  n'avoir  abandonné  que  peu  à  peu 
l'opinion  d'après  laquelle  la  nature  abhorre  le  vide.  Quoiqu'il 
éprouvât  des  difficultés  à  croire  que  la  nature,  «  qui  n'est  point 
animée  ni  sensible,  puisse  être  susceptible  d'horreur  »,  Pascal  ne  se 
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décida,  en  effet,  que  lentement  à  abandonner,  comme  il  l'avoue 
lui-même,  les  opinions  où  le  respect  de  l'antiquité  l'avait  retenu,  et 
il  formula  correctement  la  solution  du  problème,  en  parlant  des 
matières  qui  nous  sont  connues.  Trente  ans  plus  tard,  l'illustre 
Huyghens,  plus  audacieux,  invoquait  l'expérience  de  Torricelli 
pour  prouver  que  le  vide  barométrique,  laissant  passer  la  lumière, 
doit  contenir  une  matière  d'espèce  nouvelle.  Ce  fut  l'origine  de 
la  théorie  si  féconde  des  ondulations;  mais,  de  cet  éther,  où 
se  propagent  les  ondes  lumineuses,  la  science,  il  faut  l'avouer,  n'a 
pas  encore  réussi,  depuis  plus  de  deux  siècles,  à  concilier  certaines 
propriétés  contradictoires,  au  point  que  quelques-uns,  enclins  à  ne 
voir  dans  les  théories  que  des  jeux  de  formules,  ne  lui  accordent 
plus  aujourd'hui  qu'une  existence  symbolique.  Pascal,  en  ces 
questions,  ne  se  préoccupant  que  «  des  matières  qui  sont  en  notre 
connaissance  »,  laissait,  sans  l'écouter  peut-être,  Descartes  disserter 
sur  les  tourbillons  de  sa  matière  subtile.  L'expérience,  dite  du 
vide  dans  le  vide,  par  laquelle  un  baromètre  était  réalisé  dans  le 
vide,  l'inclinait  à  se  rallier  à  l'explication  entrevue  par  Torricelli, 
mais  il  fallut  l'expérience  du  Puy  de  Dôme  pour  lui  faire  admettre 
définitivement  que  la  pesanteur  et  la  pression  de  l'air  sont  les 
seules  causes  de  la  suspension  du  mercure  dans  le  tube  baromé- 
trique. Qui  eut  le  premier  l'idée  de  réaliser  cette  expérience  ?  C'est 
un  point  sur  lequel  on  a  beaucoup  discuté.  Descartes,  sans  séparer 
jamais  la  physique  de  sa  métaphysique,  y  pensa  sans  doute  en 
même  temps  que  Pascal,  et  aussi  le  Père  Mersenne,  dont  Pascal 
disait  qu'il  n'avait  pas  d'égal  pour  poser  de  belles  questions.  Il 
semble  même  que  le  Minime  ait  à  cet  égard  quelque  priorité,  ayant 
proposé  l'expérience  dans  un  livre  imprimé  en  1647.  Mais  Pascal 
sut  le  premier  organiser  systématiquement  les  observations,  et, 
le  19  septembre  1648,  son  beau-frère  Perier  constatait  l'inégalité 
des  hauteurs  dans  le  baromètre  à  la  base  et  au  sommet  du  Puy  de 
Dôme.  Cette  démonstration  expérimentale  de  la  pesanteur  et  de 
la  pression  de  l'air  eut  un  retentissement  immense.  Désormais,  on 
ne  pouvait  plus  professer  l'horreur  de  la  nature  pour  le  vide,  sans 
supposer  que  cette  nature  abhorre  le  vide  au  pied  de  la  montagne 
plus  que  sur  son  sommet;  l'explication  purement  verbale  avait 
reculé  devant  le  fait  précis,  et  un  progrès  scientifique  considérable 
était  réalisé. 
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Pascal  voit  aussi  l'importance  pratique  de  la  célèbre  expérience, 
mandant  de  suite  à  son  beau-frère  que  non  seulement  la  diversité 
drs  lieux,  mais  aussi  la  diversité  des  temps  en  un  même  lieu,  selon 
qu'il  fait  plus  ou  moins  froid  ou  chaud,  sec  ou  humide,  amenaient 
des  variations  de  niveau  dans  les  tubes  barométriques.  C'était  là 
tout  un  programme  météorologique,  et  l'observatoire  du  Puy  de 
Dùme,  dont  la  ville  de  Clermont  est  justement  fière,  fut  virtuel- 
lement fondé  par  l'illustre  enfant  de  Clermont,  dont  nous  célé- 
brons aujourd'hui  le  troisième  centenaire. 

Si  importante  qu'ait  été  l'observation  du  Puy  de  Dôme,  elle 
ne  fut  qu'un  brillant  épisode  dans  le  développement  d'une  étude 
plus  générale  entreprise  par  Pascal.  Sa  pensée  allait  au  delà  du 
problème  particulier  de  la  pesanteur  de  l'air.  Sous  le  nom  de 
Traité  de  V équilibre  des  liqueurs,  il  compose  un  traité  d'hydrosta- 
tique, œuvre  admirable  dans  laquelle  sont  coordonnés,  d'une  ma- 
nière logique  et  harmonieuse,  les  résultats  épars  obtenus  depuis 
Archimède  dans  la  statique  des  fluides.  Des  expériences  précises 
définissent  ce  qu'on  doit,  entendre  par  la  pression  en  un  point 
d'un  liquide  et  en  font  connaître  les  lois.  Pascal  rattache  ensuite 
ces  lois  «  pour  ceux  qui  sont  géomètres  »  à  des  principes  généraux 
de  mécanique,  comme  celui-ci,  que  «jamais  un  corps  ne  se  meut 
par  son  poids,  sans  que  son  centre  de  gravité  descende  ».  Il  utilise 
aussi  le  principe  des  déplacements  virtuels,  qui,  soupçonné  dès 
le  xme  siècle  par  l'école  de  Jordanus,  connu  de  Galilée,  et  formulé 
pour  la  première  fois  avec  les  précisions  nécessaires  par  Descartes, 
domine  la  statique  tout  entière.  De  cet  ordre  constant  «  d'après 
lequel  le  chemin  dans  les  machines  est  en  raison  inverse  de  la  force  », 
Pascal  déduit,  en  faisant  abstraction  du  poids  du  liquide,  la  pro- 
priété fondamentale  de  la  presse  hydraulique  à  laquelle  son  nom 
reste  attaché.  Le  Traité  de  V équilibre  des  liqueurs  est  un  ouvrage 
qui  fait  époque  dans  l'histoire  de  la  mécanique;  c'est  de  cette 
base  solide  que  partiront  plus  tard,  après  le  développement  des 
méthodes  du  calcul  infinitésimal,  Clairaut,  d'Alembert  et  leurs 
successeurs,  pour  fonder  la  théorie  générale  des  fluides.  Le  Traité 
de  V équilibre  des  liqueurs  et  celui  de  la  Pesanteur  de  la  masse  de 
Vair  ne  sont  pas  moins  mémorables  dans  l'histoire  de  la  littérature 
scientifique  française.   Pascal,   avec  sa  pensée   merveilleusement 
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lucide,  y  donne  le  modèle  du  style  scientifique;  de  sa  phrase  sobre 
et  allant  droit  au  but  à  la  phrase  lourde  et  parfois  obscure  de 
Descartes  dans  sa  Dioptrique  et  dans  ses  Météores,  le  progrès  est 
considérable.  Pascal  avait  conscience  de  l'importance  de  l'œuvre 
accomplie,  en  coordonnant  les  travaux  de  ses  prédécesseurs  et  les 
rattachant  à  quelques  principes  simples  ;  il  pouvait  écrire  très 
justement  :  «  Je  sais  un  peu  ce  que  c'est  que  l'ordre,  et  combien  peu 
de  gens  l'entendent.  »  Mais,  s'il  était  fier  du  succès  de  ses  efforts, 
il  savait  aussi  que  la  science  est  une  œuvre  collective,  comme  en 
témoigne  cette  phrase  des  Pensées:  «Certains  auteurs,  parlant  de 
leurs  ouvrages,  disent  :  mon  livre,  mon  commentaire,  mon  his- 
toire, etc.  Ils  sentent  leurs  bourgeois  qui  ont  pignon  sur  rue,  et 
toujours  un  «  chez  moi  »  à  la  bouche.  Ils  feraient  mieux  de  dire  : 
notre  livre,  notre  commentaire,  notre  histoire,  etc.,  vu  que  d'ordi- 
naire il  y  a  plus  en  cela  du  bien  d'autrui  que  du  leur.  » 

Les  premiers  travaux  mathématiques  de  Pascal  avaient  porté 
sur  les  sections  coniques.  Il  ne  semble  pas  avoir  approfondi  l'œuvre 
algébrique  de  Viète,  non  plus  que  la  géométrie  analytique  de 
Descartes.  La  généralité  même  de  la  méthode,  préconisée  par  le 
grand  philosophe,  devait  plutôt  en  détourner  Pascal,  soucieux  de 
résultats  précis.  Son  esprit,  curieux  des  détails,  préférait  les  beaux 
problèmes  qu'offre  la  géométrie  traitée  à  la  manière  des  anciens 
et  les  questions  délicates  posées  par  l'analyse  combinatoire  et  le 
calcul  des  probabilités.  Pascal  a  consacré  un  traité  à  ce  qu'il  a 
appelé  «  le  triangle  arithmétique  »;  il  entend  par  là  une  suite 
d'entiers  disposés  en  colonnes  verticales  formant  un  triangle 
indéfini,  où  chaque  nombre  se  calcule  en  faisant  la  somme  des 
entiers  qui  le  surmontent  dans  la  colonne  précédente.  On  obtient 
ainsi  les  nombres  de  combinaisons  de  diverses  grandeurs  prises 
entre  elles  un  certain  nombre  de  fois,  et  la  considération  du  triangle 
devait  lui  être  utile  pour  ses  recherches  sur  le  calcul  des  probabi- 
lités. Il  faut  cependant  reconnaître  que,  si  Pascal  avait  employé  les 
signes  de  l'algèbre,  il  aurait,  en  évitant  les  longs  détours  du  lan- 
gage ordinaire,  grandement  facilité  la  tâche  de  ses  lecteurs. 

Deux  questions  sur  le  jeu.  posées  par  le  chevalier  de  Méré,  furent 
l'origine  du  calcul  des  probabilités.  La  première  se  formulait  ainsi  : 
si  l'on  joue  plusieurs  fois  avec  deux  dés,  combien  faudra-t-il  de 
coups  au  minimum  pour  que  l'on  puisse  parier  avec  avantage  que, 
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après  avoir  joué  ces  coups,  on  aura  fait  rafle  de  six?  La  réponse, 
qui  se  déduit  facilement  de  l'évaluation  du  nombre  des  cas  favo- 
rables, est  que,  si  l'on  parie  d'amener  double- six  en  vingt-quatre 
coups,  les  chances  de  perte  l'emportent  sur  celles  de  gain;  c'esl 
le  contraire,  si  l'on  accorde  vingt-cinq  coups.  La  seconde  question 
était  moins  simple.  Comme  l'écrivait  Pascal  à  Fermât,  au  sujet 
de  Méré  qui  ne  put  la  résoudre  :  «  Il  a  un  très  bon  esprit,  mais  il 
n'est  pas  géomètre;  et  c'est,  comme  vous  savez,  un  grave  défaut.  » 
Ce  problème  concerne  le  cas  où,  des  joueurs  rompant  le  jeu  avant 
la  fin,  on  cherche  à  opérer  la  juste  distribution,  qui  s'appelle  le 
parti.  La  méthode  de  Pascal  est  d'une  admirable  simplicité,  et, 
en  formant  une  équation  aux  différences  finies,  il  invente  une  des 
deux  méthodes   analytiques   du  calcul  des  probabilités.   L'autre 
méthode,  qui  repose  sur  la  théorie  des  combinaisons,  fut  donnée 
dans  le  même  temps  par  Fermât.    La  correspondance  si  curieuse 
entre  ces  deux  grands  esprits  nous  fait  assister  à  la  genèse  des 
premiers  principes  du  calcul  des  probabilités.  Le  compliment,  cet 
ennemi  des  conversations  douces  et  aisées,  suivant  l'expression  de 
Fermât,  en  est  le  plus  souvent  banni.  Cependant,  on  y  sent  la 
déférence  de  Pascal  pour  le  grand  géomètre  de  Toulouse,  et  celui-ci 
lui  ayant  envoyé  les  énoncés  de  quelques-uns  de  ses  théorèmes 
sur  la  décomposition  des  entiers  en  nombres  carrés  et  en  nombres 
triangulaires,  dans  l'espérance  qu'il  le  suivrait  dans  la  même  voie, 
Pascal  répond,  au  sujet  de  ces  énoncés  :  «  Pour  moy,  je  vous  con- 
fesse que  cela  me  passe  de  bien  loin;  je  ne  suis  capable  que  de  les 
admirer.  »  En  une  autre  occasion,  Pascal  écrit  à  Fermât  qu'il  est 
celui  de  toute  l'Europe  qu'il  tient  pour  le  plus  grand  géomètre. 
La  correspondance  entre  Fermât  et  Pascal,  imprimée  seulement 
longtemps   après,   circula   dans  le   monde  scientifique   d'alors   et 
provoqua  de  nouvelles  recherches  sur  le  calcul  des  probabilités. 
Huyghens,    Leibniz    et    d'autres    développent   et    appliquent   les 
principes  de  Fermât  et  de  Pascal,  sans  y  rien  ajouter  d'essentiel, 
jusqu'à  ce  que  Jacques  Bernoulli   découvre  le   célèbre  théorème 
qui  porte  son  nom,  et  que  Poisson  a  généralisé  un  siècle  plus  tard 
en  l'appelant  la  loi  des  grands  nombres.  Sans  parler  des  nombreuses 
applications  pratiques  du  calcul  des  probabilités,  on  sait  la  place 
qu'il  a  prise  dans  la  science  de  notre  époque,  au  point  que,  d'après 
certains   théoriciens   de   la   mécanique  statistique,   les  lois   de  la 
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physique  ne  sont  que  des  lois  de  plus  grande  probabilité,  si  bien 
que,  quelque  jour,  le  monde  pourrait  faire  machine  en  arrière, 
éventualité  qui,  hâtons-nous  de  le  dire,  est  infiniment  peu  pro- 
bable. 

Pascal,  retiré  à  Port-Royal,  avait  abandonné  toute  recherche 
scientifique,  quand,  au  mois  de  juin  i658,  il  adresse  un  défi  aux 
mathématiciens  sur  des  problèmes  relatifs  à  la  courbe  appelée 
roulette  ou  cycloïde.  Galilée  et  le  Père  Mersenne  avaient  les 
premiers  considéré  cette  courbe,  étudiée  ensuite  par  Torricelli 
et  surtout  par  Roberval,  qui  démontra  que  l'aire  comprise  entre 
la  cycloïde  et  sa  base  est  égale  à  trois  fois  l'aire  du  cercle  généra- 
teur. Pour  résoudre  les  problèmes  posés  par  Pascal,  il  fallait  faire 
des  intégrations  très  complexes,  et  les  vues  qu'il  développa  à  cette 
occasion  portent  au  delà  du  cadre  spécial  des  questions  mises  au 
concours.  Le  principe  général  posé  par  Cavalieri  dans  sa  Géométrie 
des  indivisibles  est  mis  en  pleine  lumière  par  Pascal,  qui  soutient 
la  légitimité  de  ce  calcul  des  infiniment  petits,  encore  enveloppé 
de  brumes.  La  phrase  suivante,  précisant  son  emploi,  répondait 
à  certaines  critiques  :  «  On  n'augmente  pas  une  grandeur  continue 
d'un  certain  ordre,  formule  Pascal,  lorsqu'on  lui  ajoute  en  tel 
nombre  que  l'on  voudra  des  grandeurs  d'un  ordre  infinitésimal 
supérieur.  »  Peu  à  peu  se  clarifiait  ainsi  la  notion  de  sommation  ou 
d'intégrat:cn,  posée  sous  d'autres  points  de  vue  par  Eudoxe  et 
par  Archimède  dans  l'antiquité,  et  dont  Fermât  donnait  de  son 
côté  des  exemples  mémorables  relatifs  aux  paraboles  de  degrés 
supérieurs.  On  trouve  dans  l'ouvrage  de  Pascal  sur  la  roulette, 
sous  des  formes  géométriques  extrêmement  ingénieuses,  des 
résultats  fondamentaux  se  rapportant  à  ce  que  les  géomètres 
appellent  aujourd'hui  les  intégrales  curvilignes  et  les  inté- 
grales doubles,  et  il  suffit,  pour  indiquer  la  puissance  de  ses  mé- 
thodes, de  rappeler  le  beau  théorème  sur  l'égalité  à  un  arc  d'ellipse 
d'un  arc  de  cycloïde  allongée  ou  raccourcie.  N'oublions  pas  non 
plus  que  Leibniz  a  plus  tard  reconnu  expressément  tout  ce  qu'il 
devait  aux  ouvrages  de  Pascal.  Les  amis  des  sciences  mathéma- 
tiques regarderont  toujours  avec  respect  à  la  Bibliothèque  de 
Clermont  les  deux  exemplaires,  offerts  par  Marguerite  Perier,  de  la 
Lettre  contenant  la  solution  de  tous  les  problèmes  touchant  la  roulette, 
écrite  par  Pascal  à  M.  de  Carcavi,  sous  le  nom  d'Amos  Dettonville, 
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qui  était  l'anagramme  de  Louis  de  Montalte,  l'auteur  des  Provin- 
ciales. 

Telle  fut,  pendant  les  quelques  années  où  il  poursuivit  des 
recherches  scientifiques,  l'œuvre  de  Biaise  Pascal  en  mathéma- 
tiques et  en  physique.  Il  y  chercha  surtout  un  délassement  et  une 
occasion  d'exercer  son  vigoureux  esprit.  Depuis  Lagrange  et 
Laplace,  on  s'accorde  à  regarder  Fermât,  cet  autre  amateur  de 
génie,  comme  le  premier  fondateur  du  calcul  différentiel,  que 
Leibniz  devait  doter  plus  tard  d'un  fécond  algorithme.  C'est  aussi 
pour  nous  un  légitime  sujet  de  fierté  que  de  voir  les  noms  associés 
de  Fermât  et  de  Pascal  briller  au  premier  rang  parmi  ceux  des 
fondateurs  du  calcul  intégral  et  du  calcul  des  probabilités.  Chez 
Pascal,  la  puissance  d'invention  fut  égale  à  celle  des  plus  grands 
géomètres,  et  il  est  permis  de  regretter  que  d'autres  soucis  l'aient 
détourné  des  voies  de  la  science  à  une  époque  où  se  préparait, 
en  mécanique  et  en  physique,  comme  dans  l'analyse  infinitésimale, 
la  magnifique  floraison  qui  allait  éclore  dans  la  seconde  moitié 
du  xviie  siècle  avec  Huyghens,  Newton  et  Leibniz. 

En  physique,  Pascal  se  montre  habile  expérimentateur,  et  il 
apparaît  mécanicien  ingénieux  dans  la  construction  de  la  machine 
à  calculer  et  dans  l'invention  du  haquet.  La  physique  est,  avant 
tout,  pour  lui,  une  science  expérimentale,  et  il  insiste  sur  ce  que 
l'expérience  et  l'observation  sont  la  seule  source  de  nos  connais- 
sances. «  Que  tous  les  disciples  d'Aristote,  ■ —  écrit-il  dans  la  con- 
clusion de  ses  traités  sur  le  vide  et  sur  la  pesanteur  de  l'air,  — ■ 
assemblent  tout  ce  qu'il  y  a  de  fort  dans  les  écrits  de  leur  maître 
et  de  ses  commentateurs  pour  rendre  raison  de  ces  choses  par 
l'horreur  du  vuide,  s'ils  le  peuvent;  sinon,  qu'ils  reconnaissent 
que  les  expériences  sont  les  véritables  maistres  qu'il  faut  suivre 
dans  la  physique.  »  Mais  on  doit  aussi  admirer  la  puissance  de 
coordination  dont  Pascal  fait  preuve  dans  ses  recherches  sur  les 
fluides.  D'après  lui,  une  tâche  essentielle  du  physicien  est  de  dis- 
poser les  faits  dans  un  ordre  logique,  en  les  rattachant  les  uns  aux 
autres  grâce  à  quelques  principes  simples  qui  généralisent  eux- 
mêmes  des  résultats  expérimentaux.  C'est  ce  qu'il  fit  en  hydrosta- 
tique avec  le  principe  du  travail  virtuel  et  celui  du  centre  de  gra- 
vité. 

Pascal  regardait  la  physique   positive   comme    essentiellement 
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distincte  de  la  cosmologie,  c'est-à-dire  d'une  métaphysique  du 
monde  matériel,  et,  s'il  était  permis  de  transposer  quelque  peu 
en  se  servant  d'un  langage  tout  moderne,  on  qualifierait  d'éner- 
gétique le  point  de  vue  sous  lequel  il  envisageait  la  science.  On 
peut  penser  aussi  qu'il  se  ralliait  à  l'antique  doctrine,  d'après 
laquelle  la  science  n'a  d'autre  objet  que  de  sauver  les  phénomènes, 
tjwÇeiv  -y.  (paivéjJLsva,  suivant  une  formule  platonicienne  ;  c'est  ainsi 
qu'il  trouve  bon  qu'on  n'approfondisse  pas  l'opinion  de  Copernic 
considérant  sans  doute  qu'il  y  a  équivalence  entre  les  systèmes 
héliocentrique  et  géocentrique  dans  l'explication  des  apparences 
offertes  par  les  mouvements  des  planètes. 

Pour  Pascal,  la  physique  ne  peut  être  réduite  à  une  mathé- 
matique universelle,  et  la  tendance  cartésienne  lui  paraissait 
trop  audacieuse  de  chercher  l'essence  de  la  matière  et  de  préciser 
la  façon  dont  le  monde  est  construit  avec  de  la  figure  et  du  mouve- 
ment. «  Il  faut  dire  en  gros,  ■ —  répète-t-il,  —  cela  se  fait  par  figure 
et  mouvement,  car  cela  est  vrai,  mais  de  dire  quels  et  composer 
la  machine,  cela  est  ridicule,  car  cela  est  inutile,  et  incertain,  et 
pénible.  »  Le  point  de  vue  est  étroit,  mais,  depuis  un  siècle,  d'émi- 
nents  physiciens,  en  s'y  tenant,  ont  fait  progresser  la  science.  Par 
contre,  d'autres,  plus  confiants,  se  sont  efforcés  de  démonter  la 
machine  pour  voir  ce  qu'elle  contient,  et  les  hypothèses  sur 
lesquelles  ils  ont  bâti  des  théories  les  ont  parfois  conduits  à  la 
découverte  de  faits  importants  et  nouveaux.  Les  savants  ont 
aujourd'hui  moins  de  goût  pour  les  querelles  d'écoles,  où  se 
plaisaient  leurs  devanciers,  et  ils  jugent  mieux  de  ce  qu'il  faut 
demander  aux  hypothèses  et  aux  théories.  Cependant,  ceux  mêmes 
qui  accorderaient  à  Pascal  qu'il  est  incertain  et  inutile  de  chercher 
la  composition  de  la  machine  ne  le  suivraient  sans  doute  pas 
jusqu'au  bout  d'une  pensée,  qu'il  termine  par  ces  mots  :  «  Et 
quand  cela  serait  vrai,  nous  n'estimons  pas  que  toute  la  philo- 
sophie vaille  une  heure  de  peine.  »  Par  philosophie,  il  entend  ici 
la  philosophie  naturelle,  c'est-à-dire  les  sciences  physiques,  sui- 
vant une  expression  malheureusement  abandonnée  en  France 
depuis  un  siècle.  De  la  géométrie,  il  jugeait  à  peu  près  comme  de 
la  physique,  quand  il  écrivait  à  Fermât  :  «  car,  pour  vous  parler 
franchement  de  la  géométrie,  je  la  trouve  le  plus  haut  exercice  de 
l'esprit,  mais  en  même  temps  je  la  connais  pour  si  inutile  que  je 
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fais  peu  de  différence  entre  un  homme  qui  n'est  que  géomètre  et 
un  habile  artisan.  Aussi  je  L'appelle  le  plus  beau  métier  du  monde, 
mais  enfin  ce  n'esl  qu'un  métier;  e1  j'ai  <lii  souvent  qu'elle  est 
bonne  pour  faire  l'essai,  mais  non  pas  l'emploi  de  notre  force.  » 

C'est  une  des  étrangetés  du  génie  de  Pascal,  qu'il  ait  tracé  un 
sillon  aussi  éclatant  dans  des  recherches,  dont  il  proclamait  la 
vanité.  De  bonne  heure,  il  jugea  seuls  dignes  de  ses  efforts  la  philo- 
sophie morale  et  les  problèmes  religieux,  jamais  résolus,  dans 
lesquels  l'humanité  exprime  ses  inquiétudes  et  ses  angoisses. 
Cependant,  il  ne  se  détachait  qu'à  regret  des  études  scientifiques 
pour  lesquelles  il  était  si  merveilleusement  doué,  et,  après  avoir 
paru  les  abandonner  sans  esprit  de  retour,  il  y  fut  ramené  un 
moment  par  une  heureuse  inconséquence,  qui  nous  permet  de  le 
regarder  comme  un  des  fondateurs  de  l'analyse  infinitésimale. 

Sous  l'empire  de  ses  préoccupations  religieuses,  Pascal  en  était 
venu  à  voir  dans  la  recherche  scientifique  systématiquement 
poursuivie  un  exercice  non  seulement  inutile,  mais  dangereux. 
On  lit  dans  les  Pensées  :  «  Ecrire  contre  ceux  qui  approfondissent 
la  science  :  Descartes  ».  Pascal  et  Descartes.  Que  de  contrastes 
entre  ces  deux  grands  génies  !  Dans  sa  vision  de  la  science,  Pascal 
a  montré  trop  de  prudence,  et  Descartes  a  fait  preuve  de  trop 
d'audace.  Jamais  esprits  ne  furent  plus  dissemblables,  et  moins 
faits  pour  se  comprendre.  Si  nous  sommes  tentés  de  sourire  de 
l'assurance  avec  laquelle  Descartes  trouvait  des  explications  pour 
toutes  choses,  nous  nous  étonnons  de  l'indifférence  de  Pascal  pour 
les  points  de  vue  féconds  introduits  par  les  idées  cartésiennes.  Mais 
l'œuvre  scientifique  de  Pascal  est  assez  grande  pour  que  nous  ne 
nous  abandonnions  pas  à  des  regrets  superflus,  et  nous  pouvons 
placer  son  nom  à  côté  de  ceux  de  Descartes  et  de  Fermât.  Ces  trois 
grands  géomètres  sont  l'honneur  de  la  science  française  dans  la 
première  moitié  du  xvne  siècle;  les  mathématiciens  et  les  physi- 
ciens les  associent  dans  une  commune  admiration. 
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MOUVEMENT  D'UN  SOLIDE  PESANT  FIXÉ  PAR  UN  POINT  VOISIN 
DE  SON   CENTRE  DE   GRAVITÉ; 

Par  M.  H.  VERGNE. 

(Suite  et  fin.  ) 


16.  Cas  particulier. —  Un  cas  particulier  intéressant  se  présente 
lorsque  le  module  k  des  fonctions  elliptiques  est  très  petit.  Il  est 
alors  possible  de  développer  toutes  les  fonctions  (y  compris  la 
fonction  résolvante  z)  en  séries  rapidement  convergentes  ordon- 
nées suivant  les  puissances  de  k-.  On  pourra  par  exemple  se 
<i intenter,  dans  les  perturbations,  de  conserver  les  termes  en  /.-, 
et  les  calculs  peuvent  être  alors  pratiquement  effectués. 

La  formule  (19)  montre  que  deux  circonstances  bien  différentes 
peuvent  rendre  le  module  k  1res  petit  : 

i°  Si  A  est  voisin  de  B.  c'est-à-dire  si  le  corps  est  presque  de 
révolution  autour  de  l'axe  d'inertie  Oz,  /.  sera  très  petit  quelles 
que  soient  les  conditions  initiales. 

20  Si  A  et  B  sont  très  différents,  c'est-à-dire  si  le  corps  est  quel- 
conque, mais  si  D  est  très  voisin  de  C,  k  sera  très  petit  grâce  aux 
conditions  initiales  :  car  prendre  la  constante  arbitraire  D  voisine 
de  C  revient  à  faire  tourner  initialement  le  corps  autour  d'un  axe 
très  voisin  de  son  axe  d'inertie  Oz  ('). 

Enfin,  il  peut  arriver  que  les  deux  circonstances  se  présentent 
à  la  fois,  el  comme  ce  cas  présente  des  applications  importantes, 
nous  allons  l'étudier  d'un  peu  plus  près. 

Nous  supposerons  donc  que  notre  corps  solide,  fixé  en  O,  est 
une  toupie  gyroscopique  qui  n'est  pas  parfaitement  de  révolution 
autour  de  l'axe  d'inertie  Os;  nous  la  lançons  initialement  avec  une 
grande  vitesse  de  rotation  autour  d'un  axe  voisin  de  cet  axe  Oz. 
Nous  cherebons  son  mouvement  dans  le  champ  de  la  pesanteur  (2) 

(')  On  voit,  en  effet,  sur  les  formules  (20)  ou  (20  bis)  que,  clans  ce  cas,  cos  6 
est  très  voisin  de  1  :  l'angle  6  est  donc  très  petit. 

(2)  L'énergie  potentielle  de  pesanteur  jouera  le  rôle  de  fonction  perturbatrice: 
elle  est,  en  effet,  très  petite  vis-à-vis  de  l'énergie  cinétique  de  rotation  du  solide, 
que  nous  supposons  très  grande. 
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en  supposant  que  son  centre  de  gravité  n'est  pas  exactement  situé 
sur  l'axe  Os,  mais  en  est  voisin  (les  longueurs  /, ,  l2  de  la  figure  î 
sont  très  petites  à  côté  de  /  qui  est  fini). 

Bref,  nous  étudions  le  mouvement  d'un  gyroscope  ordinaire 
présentant  de  légers  défauts  de  révolution  et  de  centrage  du  centre 
de  gravité  :  nous  allons  voir  que  ces  défauts  n'influent,  pratique- 
ment, en  rien  sur  son  mouvement  ('  ). 

Tout  d'abord  les  fonctions  perturbatrices 

Pt/iCOS(ZOar),         P2/2  cos(ZOj) 

envisagées  au  n"  lo  sont  par  hypothèse  très  petites  à  côté  de  la 
fonction  perturbatrice  principale 

e/=  P/cOS(ZO*) 

envisagée  au  n°  12,  et  il  suffira  de  retenir  cetle  dernière. 
D'ailleurs,  nous  avons  toujours 

cixCZO  s)  =  cosQ  =  cos  w  cos  0  —  sin  w  sinQ  cos^. 

L'angle  9  est  supposé  initialement  très  petit  :  dans  le  mouve- 
ment à  la  Poinsot  non  troublé,  il  reste  toujours  très  petit  (d'ail- 
leurs, il  reste  aussi  très  petit  dans  le  mouvement  troublé,  puisque 
nous  savons  qu'il  ne  subit  que  des  perturbations  périodiques); 
comme  cosQ  est  multiplié  par  ;-P/,  nous  pourrons,  dans  son 
expression,  remplacer  sinQ  par  zéro  et  cosO  par  1,  ce  qui  réduira 
la  fonction  perturbatrice  à 

s  f  =  P /  COS M, 

d'où,  pour  la  fonction  résolvante, 

e<y  =  fzfdt  =  Vl.  lt. 

La  fonction  <r  ne  dépend  que  des  deux  éléments  canoniques  T 


(')  Le  défaut  de  révolution  pourrait  être  assez  grand  sans  infirmer  cetle  con- 
clusion pourvu  que  le  défaut  de  centrage  du  centre  de  gravité  reste  faible;  si  ce 
dernier  défaut  devenait  grand,  cela  introduirait  des  perturbations  périodiques 
non  négligeables. 


270  PREMIÈRE    PARTIE, 

et  G,  les  formules  (i4)  donnent  immédiatement 

_  .    T  P/cOSM 

8X  =  -P^'  = G"  •'. 

et  toutes  les  autres  perturbations  sont  nulles. 

La  perturbation  oy  donne  le  mouvement  précessionnel  du  vec- 
teur du  moment  cinétique  OG. 

La  perturbation  oy  = —  Sycosto  n'est  pas,  à  proprement  parler, 
une  perturbation  :  elle  provient  de  ce  que  l'angle  y  est  compté, 
non  pas  à  partir  d'un  plan  fixe,  mais  à  partir  du  plan  ZOG  qui 

P  / 
tourne  avec  la  vitesse  angulaire  précessionnelle  -p->  dont  la  com- 


P/ 


posante  suivant  la  direction  OG  est  précisément  -~,-cos 


(O. 


Nous  pouvons  résumer  ainsi  le  résultat  qui  précède  :  S'il  n'y 
avait  pas  de  pesanteur  (c'est-à-dire  s'il  n'y  avait  aucune  action 
perturbatrice),  le  moment  cinétique  OG  serait  absolument  fixe,  et 
notre  gyroscope  non  de  révolution  aurait  autour  de  OG  comme 
axe,  un  mouvement  à  la  Poinsot  qui  ne  différerait,  par  hypothèse, 
que  très  peu  d'une  simple  rotation  rapide  autour  de  l'axe 
d'inertie  O;,  ce  dernier  axe  décrivant  autour  de  OG  un  cône  de 
nutation  d'ouverture  0  toujours  très  petite.  L'action  de  la  pesanteur 
n'amène  à  ce  mouvement  à  la  Poinsot  qu'une  seule  perturbation, 
celle  de  faire  décrire  au  moment  cinétique  OG  (axe  du  mouvement 
à  la  Poinsot)  le  cône  de  précession. 

C'est  précisément  à  ce  résultat  qu'aurait  conduit  immédiate- 
ment, mais  d'une  manière  qui  n'est  peut-être  pas  entièrement 
rigoureuse,  la  simple  application  du  théorème  des  moments  ciné- 
tiques :  la  vitesse  du  point  G  (extrémité  du  vecteur  moment  ciné- 
tique) est  équipollente  {fig.  3)  au  moment  Ou.  de  la  force  pertur- 
batrice (poids  P  appliqué  en  g)  ;  or,  l'angle  9  étant  très  petit,  ce 
moment  Ou.  est  à  très  peu  près  égal  à  P/sinto,  qui  est  bien  la 
\itesse  du  point  G  quand  le  vecteur  OG  décrit  le  cône  de  préces- 
sion. 

Si,  à  partir  du  point  O  comme  centre,  nous  imaginons  tracée  la 
sphère  de  rayon  i,  le  moment  cinétique  OG  a  sur  cette  sphère 
une  trace  que  nous  appellerons  le  point  G,  et  l'axe  d'inertie  O- 
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a  une  trace  que  nous  appellerons  le  point  ;.  Le  point  G,  dans  le 
mouvement  de  précession,  décrit  sur  celle  sphère  le  parallèle  de 
colatitude  w,  tandis  que  le  point  z  décrit  autour  du  point  G  la 
petite  courbe  nulalionnelle,  si  bien  que  le  mouvement  résultant 
du  point  z  est  une  sorte  de  courbe  épicycloïdale,  festonnant  de 
boucles  très  petites  la  circonférence  lieu  du  point  G. 

Dans  beaucoup  de  cas,  on  peut  convenir  de  ne  pas  parler  du 
petit  mouvement  de  nutation,  et  ne  retenir  que  la  précession.  Cela 
revient,  puisque  l'angle  0  est  très  petit,  à  confondre  sur  la  sphère 
le  point  z  avec  le  point  G,  et  à  dire  que  l'axe  de  rotation  du  gyros- 
cope, pratiquement  confondu  avec  l'axe  d'inertie  0.3,  décrit  autour 
de  la  verticale  le  cône  précessionnel.  Il  sera  d'ailleurs  toujours 
loisible  de  superposer,  après  coup,  à  cette  précession,  la  petite 
nutation  telle  qu'elle  serait  dans  le  mouvement  à  la  Poinsot  non 
troublé,  puisque  l'angle  0  ne  subit  aucune  perturbation. 

17.  Couple  perturbateur  dépendant  explicitement  du  temps.— 
Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  toujours  supposé  que  le  champ 
de  pesanteur  dans  lequel  se  trouve  placé  notre  gyroscope  est  un 
champ  constant  en  intensité  et  en  direction.  Il  pourrait  n'en  être 
pas  ainsi  :  par  exemple,  on  pourrait  imaginer  le  gyroscope  dans 
un  champ  dont  l'intensité  et  la  direction  varieraient  avec  le  temps 
suivant  une  loi  donnée  :  le  couple  perturbateur,  qui  produit 
la  précession,  serait  alors  fonction  non  seulement  de  la  position 
actuelle  du  solide,  mais  aussi  explicitement  du  temps,  et  le  mou- 
vement conique  de  précession,  au  lieu  de  s'effectuer  autour  d'un 
axe  vertical  fixe,  aurait  lieu  maintenant  autour  d'une  verticale 
variable,  dont  la  direction  serait  connue  à  chaque  instant  ('). 
Plaçons-nous  dans  cette  hvpothèse,  en  nous  bornant  au  cas  envi- 
sagé en  dernier  lieu  d'un  gyroscope  lancé  initialement  autour  d'un 
axe  de  rotation  très  peu  différent  de  l'axe  principal  d'inertie  O: 

(')  En  fait,  par  su i Le  de  la  rotation  de  la  Terre,  la  verticale  d'un  lieu 
n'a  pas  rine  direction  fixe  dans  l'espace  absolu  :  elle  y  décrit  en  i\  heures  un 
cône  de  révolution  ayant  pour  demi-angle  au  sommet  la  colatitude  du  lieu.  C'est 
donc  en  réalité  autour  d'une  verticale  lentement  variable  que  s'accomplit  le 
mouvement  précessionnel  d'une  toupie.  De  ce  chef,  il  résulte  que  les  indications 
données  par  les  appareils  gyroscopiques  (  gyroscope  collimateur  Fleuriais)  servant, 
en  marine,  à  déterminer  la  verticale  (  lorsque  l'horizon  est  invisible,  la  nuit  ou 
par  temps  de  brunie)  doivent  subir  une  petite  correction  qui  n'est  pas  toujours 
négligeable. 
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(ano-le  8  très  petit)  (').  En  faisant  abstraction  du  petit  mouvement 
de  nutation  (dont  on  peut  d'ailleurs  tenir  compte  après  coup,  si 
l'on  veut),  on  peut  dire  que  l'on  connaîtra  le  mouvement  de  l'axe 
d'inertie  O;,  dès  que  l'on  connaîtra  le  mouvement  du  vecteur  OG  : 
or,  la  vitesse  de  l'extrémité  G  de  la  flèche  OG  est  à  chaque  instant 
équipollente  au  moment  Ou.  du  couple  perturbateur  par  rapport 
au  point  fixe  O. 

Cette  remarque  trouve  son  application,  par  exemple,  dans  le 
problème  des  mouvements  précessionnels  de  Taxe  d'un  corps 
céleste,  et  dans  le  problème  très  analogue  du  mouvement  préces- 
sionnel  des  projectiles  oblongs  lancés  par  les  armes  rayées.  Dans 
ces  deux  problèmes,  il  est  vrai,  le  corps  solide  étudié  (corps 
céleste  ou  obus)  n'est  en  réalité  fixé  par  aucun  point;  mais  comme 
l'on  étudie  le  mouvement  autour  du  centre  de  gravité  O,  celui-ci 
est  regardé  comme  fixe,  par  définition,  et  l'application  du  théorème 
des  moments  cinétiques  (qui  s'étend  au  mouvement  autour 
du  centre  de  gravité)  fournit  encore  à  chaque  instant  la  vitesse  du 
mouvement  de  précession  de  l'extrémité  du  vecteur  moment  ciné- 
tique, vitesse  qui  est  équipollente  au  moment  Ou.  du  couple  per- 
turbateur, lequel,  ici,  dépend  bien  explicitement  du  temps. 

\nus  dirons,  pour  terminer,  quelques  mots  de  ces  deux  pro- 
blèmes. 

18.  Mouvements  précessionnels  de  V axe  cV un  corps  céleste.  — 
Les  corps  célestes,  planètes  et  satellites,  sont  très  voisins  de  corps 
de  révolution  et  sont  animés  d'un  mouvement  de  rotation  relative- 
ment rapide  autour  d'un  axe  très  voisin  de  leurplus  petitaxe  prin- 
cipal d'inertie  Oz.  Ils  subissent,  dans  leur  mouvement  autour  de 
leur  centre  de  gravité  O,  l'influence  perturbatrice  des  astres  voi- 
sins, qui  se  traduit  à  chaque  instant  par  un  petit  couple  perturba- 
teur, agissant  comme  le  couple  dû  à  un  champ  de  pesanteur 
variable  agirait  sur  un  gyroscope. 

Prenant  comme  exemple  la  Terre,  étudions  le  mouvement  de 
son  axe  O;  sous  l'action  perturbatrice  de  la  Lune  et  du  Soleil, 
dont  nous  considérerons  séparément  les  effets. 


(')  Le  cas  général  où  8  n'est  pas  très  petit  pourrait  être  abordé  par  la  méthode 
que  nous  avons  suivie  dans  le  cas  d'un  champ  de  pesanteur  constant. 
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Assimilons  la  Terre  à  un  corps  de  révolution  de  moments 
d'inertie  principaux  A  cl  G.  Désignons  parti  la  distance  polaire 
géocentrique  de  la  Lune,  par  L  sa  masse  (relie  de  la  Terre  étant 
prise  pour  unité),  par  D  sa  distance  au  centre  de  la  Terre. 

Le  couple  perturbateur  a  pour  moment,  cela  est  bien  connu, 

3L(Ç  — A) 


D=» 


COsQ  sin  il. 


et  le  vecteur  Oy.  qui  représente  ce  moment  par  rapport  au  centre 
de  gravité  O  de  la  Terre  est  toujours  //ans  le  plan  de  Véquateur 
et  perpendiculaire  au  plan  méridien  de  la  Lune.  C'est  ce  vecteur 
moment  qui  donne,  à  chaque  instant,  la  vitesse  de  l'extrémité  G 
de  la  flèche  OG  représentant  le  moment  cinétique;  comme  on 
peut,  ici,  confondre  en  direction  la  flèche  OG  avec  l'axe 
d'inertie  O5.  on  en  déduit  le  mouvement  du  pôle  terrestre  sur  la 
sphère  céleste. 

Le  vecteur  moment,  nous  venons  de  le  dire,  est  toujours  dans  le 
plan  de  Véquateur,  et  sa  direction  et  sa  grandeur  sont  jonctions 
périodiques  du  temps.  Or  on  sait  que,  quand  un  vecteur  tourne 
dans  un  plan  en  ayant  sa  grandeur  et  sa  direction  fonctions  pério- 
diques du  temps,  on  peut  toujours  le  considérer  comme  la  résul- 
tante d'une  série  de  vecteurs  constants  en  grandeur  et  tournant 
uniformément  dans  ce  plan.  A  ces  vecteurs  tournants,  il  convient 
d'ajouter  un  vecteur  fixe  représentant,  en  quelque  sorte,  la 
moyenne  du  vecteur  ainsi  décomposé. 

Dans  le  cas  actuel,  le  vecteur  fixe  produira  les  perturbations 
séculaires,  les  vecteurs  tournants  produiront  les  perturbations 
périodiques. 

Chacune  de  ces  perturbations  périodiques  pourra  être  étudiée 
indépendamment  des  autres  :  ayant  pour  vitesse  un  vecteur  de 
grandeur  constante  qui  tourne  uniformément,  elle  consiste  évi- 
demment en  un  petit  mouvement  circulaire  du  pôle  autour  de  sa 
position  moyenne  (').  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  ces  pertur- 
bations périodiques. 

Nous  parlerons  plutôt  des  perturbations  séculaires,  qui  sont  de 

(l)  II  arrivera  d'ailleurs  <| ae  deux  mouvements  circulaires  de  sens  inverse  et  de 
même  période  se  composeront  en  un  mouvement  elliptique  ayant  celte 
période. 

Bull,  des  Sciences  math.,  20  série,  t.  XLVII.  (Août  192a.)  18 
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beaucoup  les  plus  importantes  puisque  leurs  effets  se  cumulent. 
Ces  perturbations  séculaires  sont  dues,  nous  l'avons  dit,  au 
vecteur  fixe  qui  représente  la  moyenne  du  moment  perturbateur. 
Ce  vecteur  fixe  moyen  se  trouve  être  parallèle  à  la  ligne  des  nœuds, 
intersection  de  l'équateur  avec  le  plan  de  l'orbite  lunaire.  La 
vitesse  de  déplacement  séculaire  du  pôle  terrestre  P  est  donc  cons- 
tamment parallèle  au  plan  de  l'orbite  lunaire.  Si  donc  nous  consi- 
dérions l'orbite  lunaire  comme  fixe,  nous  verrions  le  pôle 
terrestre  P  décrire  sur  la  sphère  céleste  un  cercle  précessionnel 
avec  une  vitesse  angulaire  constante  o>  autour  du  pôle  it  de  l'orbite 
lunaire. 

Telle  est  la  perturbation  séculaire  due  à  la  Lune.   Mais  il  y  en  a 


aussi  une  due  au  Soleil  :  elle  consiste  en  un  pareil  mouvement 
circulaire  précessionnel  du  pôle  terrestre  P  autour  du  pôle  de 
l'écliptique  tJ . 

Pour  avoir  le  mouvement  séculaire  complet  du  pôle  terrestre  P, 
il  nous  faut  composer  ces  deux  précessions  lunaire  et  solaire 
{fig-  5).  La  précession  lunaire  consiste  en  une  rotation  (o  autour 
de  0~.  La  précession  solaire  consiste  en  une  rotation  w'  autour 
de  O-'.  Ces  deux  rotations  se  composent  en  une  seule  wm  autour 
d'un  axe  moyen  Otz,„  (1  ). 

Si  les  points  r^-J  étaient  fixes,  nous  verrions  le  point  P  décrire 
un  petit  cercle  autour  de  tz,u  comme  pôle.  Or  le  pôle  rJ  de  l'éclip- 
tique peut  bien  être  regardé  comme  fixe,  mais  il  n'en  est  pas  de 


(')   Comme  il  se  trouve  que  w  est  à  peu   près  deux  fois  plus  grand  que  &>',  le 
point  ~m  est  plus  rapproché  de  -  que  de  t.'. 
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même  du  pôle  -  de  l'orbite  lunaire.  I  n  mouvement  connu  sons  le 
nom  de  «  rétrogradation  des  nœuds  o  lui  fail  décrire  autour  du 
point  ~  un  |)iiii  cercle  de  5°  de  rayon  en  une  période  <!<•  18  ans 
el  demi  environ.  Lepoinl  izmi  par  suite,  tourne  aussi  autour  de  it' 
dans  le  même  temps. 

Le  mouvemenl  séculaire  complel  du  pôle  terrestre  I*  esl  donc 
un  mouvemenl  épicycloïdal  résultant  «l'une  rotation  autour  du 
-«  pôle  instantané  »  -,n  qui  tourne  lui-même  autour  du  point  fixe  îc'. 
Nous  plaçant  à  un  point  de  vue  classique  en  Cinématique,  nous 
pouvons  obtenir  ce  mouvement  épicycloïdal  en  faisant  rouler  une 
courbe-roulante  invariablement  liée  au  point  mobile  I*  sur  une 
courbe-base  &xe(fig.  6  >.  Le  rôle  de  courbe-base  est,  ici,  joué  par 


le  petit  cercle  lieu  du  pôle  instantané  itTO ;  celui  de  courbe-roulante 
par  un  petit  cercle  dont  le  rayon,  on  le  voit  facilement,  est  à  peine 
différent.  La  roulante  roule  donc  sur  la  base,  qui  a  un  rayon  à 
peine  inférieur,  en  la  tangentant  intérieurement,  le  point  de  con- 
tact tzm  faisant  un  tour  en  18  ans  el  demi  |  '  1. 

Nous  verrons  alors  le  pôle  terrestre  V  décrire,  en  gros,  un  petit 
cercle  autour  de  -'  :  il  le  parcourra,  dans  le  sens  rétrograde,  en 
20000  ans  environ  :  c'est  la  précession,  des  équinoxes.  Ce  petit 
cercle  précessionnel  a  un  rayon  de  23°2<S'  (inclinaison  de  l'éclip- 
tique).  Il  est  festonné  par  des  ondulations  dues  à  ce  que  le  point 
-m  tourne  autour  de  -'  :  ces  ondulations  dont  la  période  (18  ans 
et  demij  est  celle  de  la  rétrogradation  des  nœuds,  et  dont  l'ampli- 


(')  En  toute  rigueur,  la  courbe-roulante   ni  la  courbe-base  ne  sont  des  circon- 
férences, car  otm  n'est  pas  tout  à  fait  constant,  pas  plus  que  la  distance  tc'tc. 
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tude  est  de    18"  environ  en  latitude,   constituent  la  natation  de 
B radie y. 

19.  Tel  est  le  mouvement  séculaire  de  l'axe  terrestre  sous  l'in- 
fluence perturbatrice  de  la  Lune  et  du  Soleil.  Cherchons  à  étudier, 
de  la  même  manière,  le  mouvement  séculaire  de  l'axe  lunaire  sous 
l'influence  perturbatrice  de  la  Terre  et  du  Soleil.  Il  semble,  à 
première  vue,  qu'il  suffira  de  permuter  le  rôle  de  la  Lune  et  celui 
de  la  Terre,  et  qu'ainsi  nous  devrions  trouver,  pour  le  pôle  lunaire, 
un  mouvement  sur  la  sphère  céleste  analogue,  au  moins  qualitati- 
vement, à  celui  du  pôle  terrestre.  Mais  nous  allons  voir  que,  dans 
le  cas  de  la  Lune,  une  circonstance  très  spéciale  rend  le  mouvement 
du  pôle  fort  différent. 

Soit  "fia  position  du  pôle  lunaire  sur  la  sphère  céleste.  Envisa- 


geons séparément  la  perturbation  séculaire  due  à  la  Terre,  et  celle, 
incomparablement  plus  petite,  due  au  Soleil.  Nous  pouvons  refaire 
une  figure  analogue  à  la  ligure  5.  L'effet  précessionnel  dû  à  la  Terre 
consistera  en  une  rotation  du  pôle  <£  autour  de  0~  (').  L'effet 
précessionnel  dû  au  Soleil  consistera  en  une  rotation  du  pôle  <£ 
autour  de  0~'.  Ces  deux  rotations  se  composeront  encore  en  une 
seule  autour  d'un  axe  moyen  Ott,„;  et  d'ailleurs,  comme  la  rotation 
autour  de  0~  est  incomparablement  plus  grande  que  la  rotation 
autour  deO~',le  point  -,„  sera,  cette  fois,  presque  confondu  avec 
le  point-. 

Nous    pourrons  encore  faire    une    autre  ligure     analogue    à    la 
figure  6,  où  nous  représenterons   une  circonférence-base  (lieu  du 


(L)  Le  point  ~  est,  en  effet,  le  pôle  de  l'orbite  que  la  Terre  décrit  danssonmou- 
vement  relatif  autour  de  la  Lune. 
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nouveau  point  tzm  sur  la  sphère  céleste),  sur  laquelle  roulera  nue 
nouvelle  circonférence-roulante  invariablement  liée  au  poinl  '.t. 
qu'elle  entraîne  daus  son  mouvemenl  i  fie.  -  i.  La  circonstance 
très  curieuse  qui  se  présente  < l;« n -  le  cas  de  la  Lune  esl  que  le  pôle 

coïncide  avec  le  centre  de  l<i  roulante.  Cette  coïncidence 
remarquable  permel  d'expliquer immédiatemenl  le  mouvemenl  du 
pôle  lunaire. 

Le  pôle  lunaire  (J?  décrit,  autour  <lu  pôle  de  I  écliptique  tc',  un 
petit  cercle  en  [8  ans  <•(  demi.  Il  esl  toujours  sur  le  même  grand 
cercle  que  —  et  -'.  à  distance  constant.'  i  i  degré  el  demi  environ) 
de-'. 

Ce  sont  les  lois  de  la  libration  de  la  Lune,  bien  connues  des  astro- 
nomes sous  le  nom  de  «  lois  de  Cassini    ». 

20.  Libration  en  rotation.  —  Le  cas  de  la  Lune  présente  encore 
une  autre  circonstance,  que  nous  avons  négligée  jusqu'à  présent,  et 
dont  nous  devons  maintenant  dire  un  mot.  Dans  les  lignes  précé- 
dentes, nous  axons  traité  la  Lune  comme  un  corps  de  révolution. 
Il  en  résultait  que  le  moment  O  <x  du  couple  dû  à  l'astre  pertur- 
bateur (Terre)  était  dans  le  plan  de  l'équateur  binaire,  ainsi  que 
nous  l'avons  dit.  Ce  vecteur  Ou  représentant  la  vitesse  de  l'extré- 
mité G  du  moment  cinétique  (pratiquement  dirigé  suivant  l'axe  de 
révolution),  il  n'en  résultait,  pour  le  moment  cinétique  OC  aucune 
variation  en  grandeur]  O-jl  étant  perpendiculaire  à  OG.  Comme 
OG  mesure  (à  très  peu  près)  le  produit  C/"  du  moment  d'inertie 
principal  par  la  rotation  propre,  nous  pouvionsdire  que  la  vitesse 
angulaire  de  rotation  propre  /•  autour  de  l'axe  de  révolution  restait 
constante  en  grandeur,  tandis  que  cet  axe  de  révolution  décrivait 
le  mouvement  de  précession  indiqué  ci-dessus. 

Tenons  maintenant  compte  de  ce  que  la  Lune  n'est  pas  rigou- 
reusement de  révolution  autour  de  son  petit  axe  d'inertie. 

Nous»allons  voir  qu'alors  le  moment  Ou. du  couple  perturbateur 
n'est  plus  purement  équatorial;  il  va  avoir  une  petite  composante 
suivant  la  ligne  des  pôles,  d'où  résultera,  cette  lois,  pour  le  vecteur 
OG  (par  suite  pour  la  rotation  propre  r  )  une  petite  variation  en 
grandeur  :  c'est  en  cela  que  consiste  la  «  libration  en  rotation». 

La  Lune  est,  comme  on  sait,  légèrement  allongée  vers  la  Terre 
à  laquelle  elle  tourne  toujours  la  même  face,  sa   vitesse  angulaire 
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de  rotation  propre  r  étant  constamment  égale  en  moyenne  à  sa 
vitesse  angulaire  de  révolution  autour  de  la  Terre.  Supposons 
d'abord  cette  dernière  vitesse  angulaire  constante,  c'est-à-dire 
faisons  abstraction  de  ses  variations  (dont  nous  parlerons  un  peu 
plus  loin)  provenant  de  l'excentricité  de  l'orbite  lunaire  et  de 
l'influence  perturbatrice  du  Soleil.  Les  deux  vitesses  angulaires 
n'étant  égales  qu'e/J  moyenne,  supposons  qu'à  l'instant  considéré 
la  rotation  propre  soit  légèrement  plus  rapide,  par  exemple,  que 
la  révolution.  Ln  observateur  lunaire  qui  prendrait  pour  trièdre 
référence  Oxyz  celui  formé  par  les  trois  axes  principaux  d'inertie 
de  la  Lune,  verrait  la  Terre  (initialement  dans  la  direction  Or  du 
plus  grand  a\e  i  s'éloigner  peu  à  peu  vers  la  droite  du  plan  jOz. 
D'où  un  moment  O  •j.  dirigé  Minant  Oc,  croissant  de  plus  en  plus 
en  valeur  absolue,  et  donnant  au  point  G  extrémité  du  moment 
cinétique  une  vitesse  vers  le  point  O  :  la  vitesse  de  rotation  propre  /• 
va  donc  diminuer  jusqu'à  devenir  égale  puis  inférieure  à  la  vitesse 
angulaire  de  révolution.  A  partir  de  ce  moment  le  phénomène 
inverse  se  produira,  et  l'on  devra  voir  l'axe  allongé  de  la  Lune 
animé  d'un  balancement  de  part  et  d'autre  d'une  direction  moyenne 
diriger  vers  la  Terre.  La  période  d'un  tel  balancement  est  très 
longue  (  les  deux  moments  d'inertie  A  et  B  étant  très  voisins),  et 
son  amplitude  doit  dépendre  des  «  conditions  initiales  »  du  mouve- 
ment. Or,  l'observation  ne  donne  aucune  trace  d'un  pareil  balan- 
cement à  longue  période,  preuve  que  l'influence  des  conditions 
initiales  est  depuis  longtemps  annulée  par  des  causes  étrangères 
(frottements  des  marées  internes,  etc.  |. 

La  vitesse  angulaire  de  révolution  de  la  Lune  autour  de  la  Terre, 
que  nous  avons  supposée  constante,  ne  l'est  pas  rigoureusement. 
Tenons  maintenant  compte  de  ses  variations  :  une  inégalité  appelée 
équation  annuelle  la  fait  varier,  dans  le  cours  d'une  année,  d'une 
révolution  à  1  autre,  les  lunaisons  d'été  étant  plus  rapides  que  les 
lunaisons  d'hiver.  L'observateur  lunaire,  dont  nous  parlions  tout 
a  l'heure,  verra  donc,  de  ce  chef,  la  Terre  se  déplacer  vers  sa  droite 
en  hiver,  vers  sa  gauche  en  été  :  la  Terre  sera  alternativement  à 
gauche  et  à  droite  du  plan  ./O:.  D'où  pour  le  moment  Ou.  une 
composante  alternative  de  direction  O;,  donnant  effectivement  à 
la  rotation  propre  /une  petite  variation  de  période  annuelle  (libra- 
tion  en  rotation  annuelle). 
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Enfin,  tenons  compte  de  lYxceninciié  de  l'orbite  lunaire  (dont 
qous  avons  jusqu'ici  fait  abstraction),  nous  devrons  considérer 
que,  dans  le  cours  même  d'une  révolution,  la  vitesse  angulaire  de 
la  Lune  autour  de  la  'rené  varie  de  pari  èl  d'autre  de  sa  valeur 
moyenne  l  équation  «lu  centre).  L'observateur  lunaire  verra  donc, 
de  ce  chef,  la  Terre  animée  d'un  mouvement  alternatif  de  gauche 
à  droite  et  de  droite  à  gauche  du  plan  j:Oz.  ayant  pour  période 
une  révolution  (').  D'où  pour  le  moment  0|j.  une  composante 
alternative  mensuelle  de  direction  O;,  donnant  une  petite  «  Ubra- 
tion  en  rotation  »  de  même  période. 

Il  est  à  remarquer  que  l'équation  annuelle  est,  pour  le  mouve- 
ment angulaire  de  révolution  de  la  Lune,  une  inégalité  beaucoup 
plus  petite  que  l'équation  du  centre.  Pourtant  la  libration  en  rota- 
tion mensuelle  donne  un  effet  beaucoup  moins  sensible  que  la 
libration  en  rotation  annuelle  :  cela  tient  à  ce  que  l'équation 
annuelle,  qui  cause  cette  dernière,  a  une  période  beaucoup  plus 
longue  (environ  i3  fois)  que  l'équation  du  centre  (2). 

21.  Mouvements  précessionnels  des  projectiles.  —  Les  pro- 
jectiles oblongs  lancés  par  les  armes  rayées,  obus  ou  balles  de 
fusils,  sont  animés  à  leur  départ  d'un  vif  mouvement  de  rotation 
autour  de  leur  axe  de  révolution;  cela  leur  assure  une  certaine 
tendance  à  rester  couchés  sur  la  trajectoire,  l'angle  que  fait  l'axe 
avec  la  tangente  à  la  trajectoire  restant  toujours  petit;  en  même 
temps  il  se  produit  un  écart,  connu  sous  le  nom  de  dérivation, 
perpendiculairement  à  la  direction  du  tir. 

On  s  accorde  à  voir  la  cause  principale  de  ces  phénomènes  dans 
les  effets  gyroscopiques  produits  par  la  résistance  de  l'air  au  mou- 
vement de  translation  du  projectile  assimilé  lui-même  à  un  gyros- 
cope. A  vrai  dire,  on  fait,  sur  le  couple  de  renversement  dû  à  la 
résistance  de  l'air,   précisément  les  hypothèses  nécessaires  pour 

(l)  Il  en  résulte  qu'un  observateur  terrestre  ne  verra  pas  toujours  l'axe  le  plus 
allongé  de  la  Lune  rigoureusement  dirigé  vers  le  centre  de  la  Terre.  Il  semblera 
animé  d'un  balancement  mensuel  autour  de  cette  direction.  Ce  phénomène  (com- 
plètement indépendant  des  petites  variations  de  la  rotation  propre  /■)  constitue 
la  libration  apparente  ou  optique  :  c'est  surtout  à  elle  ([ne  nous  devons  de  con- 
naître île  la  surface  de  la   Lune  un  peu   plus  que  1  Sr,"  en  longitude. 

(  -  )  On  conçoit  que  les  anties  inégalités  du  mouvement  de  révolution  de  la 
Lune  (évection.  variation)  qui  sont  à  la  fois  petites  et  à  courte  période,  ne  pro- 
duisent, pour  la  libration  en  rotation,  que  des  effets  absolument  insensibles. 
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expliquer  les  effets  observés  :  mais  ces  hypothèses  n'ont  rien  que 
de  très  naturel  et  paraissent  tout  à  fait  conformes  à  la  réalité. 

Dans  son  mouvement  autour  de  son  centre  de  gravité,  l'obus 
est  supposé  soumis  à  un  couple  de  renversement,  qui  est  fonction 
croissante  de  >a  vitesse  de  translation  V,  fonction  aussi  de  l'angle  to 
que  fait  son  axe  longitudinal  avec  la  tangente  à  la  trajectoire; 
d'ailleurs  ce  couple  s'annule  avec  sinœ;  donc  pour  les  petites 
valeurs  de  co  on  peut  le  supposer  proportionnel  à  sin  w  et  le  repré- 
senter par 

F<  Y  i  sin  tu. 

F(\  )  étant  une  fonction  croissante  de  la  vitesse  de  translation  V 
i  bien  déterminée  pour  un  projectile  donné,  mais  pouvant  varier 
d'un  projectile  à  l'autre  i. 

Comme  l'obus  tourne  liés  rapidement  autour  de  son  axe  de 
révolution  (ou  autour  d'un  axe  très  voisin  de  cet  axe  de  révolu- 
tion), il  est  à  chaque  instant,  dans  son  mouvement  autour  du 
centre  de  gravité,  assimilable  à  un  gyroscope  soumis  à  un  couple 
de  renversement  F(V)  sin  w  (  au  lieu  du  couple  P/sinw  qui,  pour 
le  gyroscope  ordinaire,  était  dû  à  la  pesanteur).  Seulement,  ici,  la 
direction  de  la  verticale  fictive  (qui  est  la  tangente  à  la  trajectoire  \ 
est  variable  avec  le  temps,  et  il  en  est  de  même  de  l'intensité  de 

[s  F  i  V  )  1 
'"'  produisant  le  couple  de  ren- 

versement. 

Nous  sommes  donc  bien  dans  le  cas  signalé  au  n°  17  d'un 
«  couple  perturbateur  dépendant  explicitement  du  temps  ». 
Comme  d'ailleurs  le  moment  cinétique  OC,  autour  du  centre  de 
gravité  O,  est  toujours  pratiquement  confondu  en  direction  avec 
l'axe  de  révolution,  on  peut  traiter  le  problème  par  la  méthode 
élémentaire  basée  sur  le  théorème  des  moments  cinétiques,  que 
nous  venons  d'employer  pour  l'étude  des  mouvements  précession- 
nels  des  corps  célestes.  C'est  ce  que  j'ai  fait  dans  un  précédent 
travail  (  '),  en  supposant  le  projectile  rigoureusement  de  révolu- 
tion aux  points  de  vue  géométrique  et  mécanique.  Je  ne  reviendrai 
pas  ici  sur  les  momements  précessionnels  qui  se  produisent  alors 
et  qui  sont  bien  connus. 

(')  H.  Vérone,  Théorie  élémentaire  du  mouvement  de  précession  ou  de  déri- 
vation des  projectiles  {Bulletin  des  Se.  math.,  2e  série,  t.  XI.II,  avril-mai  1918). 
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.le  désire  seulemenl  examiner  les  conséquences  qu'auraient,  pour 
le  mouvement  précessionnel  de  l'obus,  de  légers  défauts  de  révo- 
lution el  d<-  centrage  du  centre  de  gravité. 

Pont  d'abord,  si  le  centre  de  gravité  ne  se  trouve  pas  rigoureu- 
sement sur  l'axe  longitudinal  du  projectile,  sa  trajectoire  à 
l'intérieur  de  l'âme  de  la  bouche  à  feu  ne  sera  pas  l'axe  rectiligne 
lui-même  de  celle  unie,  mais  une  hélice  très  allongée  s'enroulanl 
autour  de  cette  droite  (par  suite  de  la  rayure  de  l'âme)  :  le  premier 
élément  de  la  trajectoire  du  centre  de  gravité  hors  du  canon  ne 
sera  pas  tangent  à  l'axe  de  ce  canon.  Si  donc  ce  défaut  de  centrage 
n'était  pas  très  petit,  il  en  résulterait  de  graves  écarts,  soit  en 
portée,  soit  en  direction. 

\  oyons  maintenant  l'ed'et  d'un  léger  défaut  de  révolution.  Bien 
entendu,  la  forme  extérieure  du  projectile  sera  toujours  presque 
rigoureusement  de  révolution,  au  point  de  vue  géométrique, 
puisque  le  projectile  doit  se  mouvoir  dans  l'âme  du  canon.  Il  ne 
peut  s'agir  que  de  légers  défauts  de  révolution  au  point  de  vue 
mécanique  :  par  exemple,  l'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  centre  de 
gravité  n'est  pas  rigoureusement  de  révolution,  ou  bien  encore  son 
plus  grand  axe  ne  coïncide  pas  rigoureusement  avec  l'axe  longitu- 
dinal du  projectile.  L'étude  que  nous  avons  faite  un  peu  plus  haut 
(n°  16)  du  mouvement  d'un  gyroscope  ordinaire  présentant  de 
légers  défauts  de  révolution  nous  permet  de  dire  que  ces  défauts, 
s'ils  sont  faibles,  n'influeront  pour  ainsi  dire  pas  sur  le  mouvement 
précessionnel  du  projectile,  qui  restera  le  même  que  pour  un  pro- 
jectile parfaitement  de  révolution.  11  est  vrai  que  le  mouvement 
nutationnel  pourra  bien  être  un  peu  plus  grand,  si  Taxe  de 
l'ellipsoïde  et  l'axe  longitudinal  du  projectile  ne  coïncident  pas 
rigoureusement.  Mais  comme  c'est  la  précession  seule,  et  non  la 
nutation  qui  indue  sur  la  portée  et  la  dérivation,  on  voit  que  de 
petits  défauts  de  révolution  du  projectile  n'influeront  pratiquement 
pas  sur  le  tir. 

Il  n'en  faut  certes  pas  conclure  que  la  perfection  de  révolution 
des  obus  ne  soit  pas  très  désirable,  car  il  est  très  vraisemblable 
que  les  défauts  ne  sont  pas  sans  induence  sur  la  détérioration  de 
la  bouche  à  feu,  en  particulier  sur  l'usure  des  rayures. 
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LE  PROBLÈME  DE  DIRICHLET  ET  LE  POTENTIEL  DE  SIMPLE  COUCHE; 
Par  M.  Gaston  BERTRAND. 


1.  Exposé  de  la  question.  —  On  résout  habituellement  le  pro- 
blème de  Dirichlet  à  l'aide  d'un  potentiel  de  double  couche,  dont 
la  densité  est  déterminée  par  une  équation  intégrale  de  deuxième 
espèce. 

Si  l'on  se  sert  du  potentiel  de  simple  couche,  on  est  conduit  à 
une  équation  de  première  espèce,  que  M.  E.  Picard  a  étudiée  à 
l'aide  du  théorème  fondamental  qui  porte  son  nom  (1). 

Mais  cette  dernière  équation  peut  être  résolue  par  un  procédé 
tout  différent.  En  effet,  une  simple  différentiation  la  transforme  en 
une  équation  de  première  espèce  à  intégrale  principale  au  sens 
de  Cauchy.  Dès  lors,  elle  se  ramène  immédiatement  à  une  équa- 
tion de  deuxième  espèce  i  -  ). 

C'est  cette  équation  que  nous  nous  proposons  de  former  dans  le 
cas  de  l'espace  à  deux  dimension^. 

2.  Le  problème  de  Dirichlet  et  le  potentiel  de  simple  couche.  — 
Soit  un  domaine  simplement  connexe  CD,  limité  par  une  courbe  C 
ayant  pour  équations  x  =  x(s),  y  =  y{  s  ».  s  étant  l'abscisse  curvi- 
ligne. Cherchons  une  fonction  \(x,y),  harmonique  dans  CD  et 
prenant  sur  sa  frontière  C  une  succession  continue  de  valeurs 
données  à  l'avance  /V. s  i. 

Essayons  de  résoudre  le  problème  par  le  potentiel  logarithmique 
d'une  simple   couche,  de  densité  inconnue  0(5),  répandue  sur  la 


(')  E.  Picard,  Sur  un  théorème  général  relatif  aux  équations  intégrales 
de  première  espèce  et  sur  quelques  problèmes  de  Physique  mathématique 
(Bendicon/i  de/  Circolo  matematico  di  Palermô,  t.  \\1\.  1910). 

(-)  G.  Bertrand,  Equations  de  Fredholm  à  intégrales  principales  au  sens 
de  Cauchy  (Comptes  rendus  hebdomadaires  des  séances  de  /  Académie  des 
Sciences.  I.  172,  1"  semestre  1921,  p.  1  (j58-i46i). 

Francesco  Tricomi,  Su  di  uiCequazione  intégrale  di  prima  specie  (Bendi- 
conti  del  Circolo  matematico  di  Palermo,  t.  XLVI,  1922,  p.  35--3S8 ). 
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courbe  C  :  autfêmenl  dit,  posons 

\      i\    y  |  =     /    log  -  :  («    I  'Is  . 

r1  =  [x  —  x{  s')]2  -+-  [y  —  /(*')]*. 

Cette  fonction  ^  étant  harmonique,  il  suffit  d'exprimer  qu'elle 
satisfait  à  la  condition  au  bord,  ce  qui  donne 

(i.  ./'  s)=    /   log  j:P(s')ds', 

1   c 

a\  ce 

,!=  r*-(s,  s')  =  [>(«)  —  ./•(  s')]2+  b'(5)  — .T(s'  'P- 

Telle  est  l'équation  intégrale  de  première  espèce  qui  a  été  étudiée 
par  M.  Picard. 

3.  Equation  singulière  du  problème.  —  Je  diiïérentie  par  rap- 
port à  s  lis  deux  membres  de  1  équation  (i  ).  Pour  éviter  le  point 
singulier  s' =  s  je  partage  l'intégrale  en  trois  parties  : 

('}  i     f(s)=    !  loi:  -p(s')ds'  +    /       log  -  p(s')<fo'-t-    /  log-p(s')</s', 

l  désignant  la  longueur  de  la  courbe  C. 
On  a  évidemment 

il         i  _  [./-(Y) —  x  (s)]  x'  (s)  -4-  [y  (*') — „k(*)].x'(s)  _  cosTMM'_  cos  / 

r/s    "  D  /•  ~~  r2  r  r 

en  appelant  y  =  TMM'  l'angle  formé  par  la  demi-tangente  aux 
arcs  croissants  en  M  et  le  vecteur  MM'  qui  joint  le  point  s  au 
point  s' .  Cela  permet  décrire 


(4) 


—  p  s  —  £  i  log p(s  -t-  e)  lo 


/•(  5.  s  —  e;  r'*,  s-j-s; 


rf  r*    i    * 


</*. 


lo" ;  -  z(s')ds' 
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Tout  d'abord  quand  s  tend  vers  zéro,  la  somme  des  deux  pre- 
mières intégrales  a  pour  limite  la  valeur  principale  au  sens  de 
Cauchy  de  l'intégrale  singulière 

/*COS  V        ,  , 

/    —  o(s  \  as  . 

On  la  désignera  dans  ce  qui  suit  à  l'aide  d'un  signe  somme 
accent aé 

f'22ï*p(s')ds'=lim\   f*"™JL9W&+    f'  c^l?(,')dA. 

■7        r  s=oLJ0  r  Js+e     r  J 

Quant  à  la  seconde  ligne  de  (4)  elle  peut  s'écrire 

-p(s  +  ;)log/-2(«,-,s  —  b)—  -p(s  — e  iIog/-»(*,*^-e). 

Or  d'après  une  formule  bien  connue 

R  étant  le  rayon  de  courbure  au  point  s.  D'où 

losr2(5,  a-  -+-  h)  =  loçA*  (i '—  -+-  A/*3  )  =  ïozh* ^-(  i  4-  1!//  i. 

\  12  H2  /  I2K2 

On  a  ainsi  pour  la  somme  des  deux  termes  en  question 

-   [?(s-h  £)—  0(5  —  £)]1«)^£2 

+  îÔp-(«+»')p(«+-i-ïnr»-c_+.B'.w— )• 

Pour  que  cette  expression  tende  vers  zéro  avec  s,  il  suffit  que  le 
rayon  de  courbure  R  reste  supérieur  à  un  nombre  fixe  et  soit  déri- 
vable,  et  aussi  que  la  densité  p(s)  satisfasse  à  une  condition  de 
continuité  analogue  à  celle  de  Lipschitz. 

Reste  enfin  le  terme 

^         d     C  '        i        '      ,  ,     j  ,  i    d     C         ■         „  ,  • 

>ls  J      _         s  r  '  v    ;  i  ils  J      .         b      rw 
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Dans  cette  intégrale,  s'  est  voisin  de  .v,  on  peut  donc  poser 

h  —  s'  —  s, 

ce  <[in  donne 

logr*  =  log(*'-  .v  I*-  (^r^}  [i+  (*'-«)  B  (*)] 

et  par  conséquent 

T  =  —  l  j    I  ?  '  O  log  (  s'  —  s)*  ds' 

i     d     rs+ei-+-{s'—  s)B(s).  ,  , 

■*"Ï4âJL       "¥(7j (*-0"P(O*. 

Sous  les  conditions  ci-dessus,  le  second  terme  tend  bien  vers  zéro 
avec  t.  Pour  étudier  le  premier,  je  pose 

S  '  =  S   -H  // , 

il  devient 

J=_li    f  +  ~\ozli*-?(s^h\dh, 

c'est-à-dire 

J  =  —  -    /         \o"h-a'(s-\-h)dh. 

Cette  opération  est  légitime,  si  la  dérivée  p'  reste  finie,  ou  ne 
devient  infinie  en  certains  points  que  d'un  ordre  inférieur  à  l'unité. 
Et  l'on  a  alors 

lim  J  =  o. 

£  =  0 

Je  reviens  maintenant  à  l'équation  (4)-  Dans  les  deux  membres 
je  fais  tendre  i  vers  zéro.  J'obtiens  ainsi  la  formule  cherchée.  Etant 
donnés  le  potentiel  de  simple  couche  et  sa  valeur  sur  la  courbe  C 

(i)  f(s)  =  J\og±p(s>)ds', 

on  a  pour  sa  dérivée  tangentielle  l'expression 
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4.  Théorème  sur  les  intégrales  principales.  —  Je  me  propose 
de  démontrer  le  théorème  suivant  : 


Théorème.  —  Soit  M(.r,  y)  un  noyau  admettant  la  période  l  par 
rapport  à  chacune  des  variables  xely,  et  qui  considéré  comme 
fonction  de  y  n'admet  comme  singularité  que  le  pôle  simple  y  =  x 
de  résidu  i  ;  autrement  dit  tel  que  l'on  ait 

M(w,y)  =  — l—  h-M^j), 

y     ^ 
AT,  (x,  y)  ayant  des  dérivées  premières. 

Soient  N(.r,  y)  un  second  noyau  analogue  elf(x)  une  fonction 
périodique  dérivable ;  on  a  la  formule  fondamentale 

(5)  f    \\{x,y)dy    f    N(y,  z)f(z)dz 

=  _**/(*)  +    f  f{z)dz    f    M(x,y)K(y,z)dy. 

C'est  la  formule  d' interversion  de  V ordre  des  intégrations 
dans  une  intégrale  double  avec  valeurs  principales. 

Pour  alléger  l'écriture  je  choisis  l'unité  de  longueur  de  manière 
que  la  période  l  soit  égale  à  i~. 

I.  Formules  auxiliaires,  —  On  trouve  facilement  en  appliquant 
la  définition  des  valeurs  principales 

Je  'ait  i        y  —  x 
-c^—^-dy  =  o, 
o 

f       i          y  —  ./:    i          z  —  y    i         ~ 
'         -  cot co t cIy  =  -  • 

Q  2  2  2  1  J  i 

D'autre  part  la  théorie  du  potentiel  fournit  les  intéressantes  for- 
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milice  suivantes  (')  : 

271 

/       sinnjMog 

«-  0 

I        i'hs»  )  log    si  11 


sin — 


y 


dy  = sin  n./\ 

dy  = cos/ia?, 


on  en  déduit  en  différentianl  pur  rapport  à  ./ 

r'-77  i      y~x-        j 

/  -cot- sn\nydy  =       Tzcosnce, 


I 


1  „„,y—-r 


-  cot  - —  cosny  dy  =  —  usinnx. 


Ces  deux  formules  sont  d'ailleurs  aisées  à  établir  directement. 
On  en  tire 


(8) 


~  '27t  n  ~'27t  _  

/        -cot- -  dy  I  cot" -è'ii\n:dz= — 7i2sin«.r, 

J^>  '271T  ^.  '2TC 

Cot^=- drj     - 
0  "  0 


3  —  y 

cot —  cos  /i  zdz  —  —  7T5  cos  n  x~. 

2 


II.  Application   à  f{x).  — /(a?)  étant  dérivable  est  dévelop- 
pable  en  série  trigonomé trique 

/'(  ./•  )  =  a0-±-  S  ancosnx  -+-  i/jsin  />  .r. 
Je  considère 

,,'ZIZ  ~'2  7ï 

1  =  /     !  cot,^~  dy  /    2 cot  ^-r^/' z) f/j 
«a  2       •- 0 

=    /        -  cof^~;r  (//    /         -cot— ^-[ao+s«racosre^-t-6resinn^]^. 

v  0  «-  0 


.l'intègre  terme  à  terme  en  appliquant  les  formules  (6)  et  (8). 
Le  terme  a0  disparaît  et  il  reste 


c'est-à-dire 


I  =  —  -2Srt,jCOS«x'  -+-  bn  sin  nx, 

I    =  —  T.-fix)  -4-  7T2rty. 


(')    E.    Goursat,    Cours   d'Analyse   mathématique,    t.   III,  3e   édition,    1928, 
p.  238. 


288  PREMIÈRE   PARTIE. 

D'un  autre  côté,  j'envisage  l'intégrale 

D'après  la  formule  (-')  elle  peut  s'écrire 

-    /      f(z)dz  =  -     I       [«o+  -«nciu/i  c  -H  6wsiiwi«]  ûfe  =  tt2«c 
D'où,  en  rassemblant  tous  ces  résultats,  la  formule 
(o)  /        -  cot^  ~ X  dy    !         V- coi*-3'  f(z^dz 


■ir.  '271 


y  —  #    i         s  —  y   , 
cot cot —  dy. 


(A  suivre.) 
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l.l  YI-CIVITA  (Tullio)  <:  AMALDI  (Ugo).  —  Lezioni  di  Meccanica 
razionale.  Vol.  I  :  Cinemat  ira.  Principi  e  Statica  (Leçons  de  Mécanique 
rationnelle.  Vol.  I  :  Cinémat itjnr.  Principes  et  Statique).  Un  volume  in-8° 
«le  xvi- 744  pages.  Bologne,  Nicola  Zanichclli,  1  <, >  >  > .  Prix  :  65  lires. 

Les  Leçons  de  Mécanique  rationnelle  des  deux  savants  géomètres 
italiens  comporteront  deux  volumes.  Le  premier-  qui  vient  de 
paraître,  est  consacré  à  la  Cinématique,  aux  principes  de  la  Méca- 
nique et  à  la  Statique;  le  second  volume  sera  consacré  à  la  Dyna- 
mique du  point  et  des  systèmes  holonomes,  ainsi  qu'à  la  Méca- 
nique des  milieux  continus. 

Les  auteurs,  qui  ont  enseigné  l'un  et  l'autre  la  Mécanique  ration- 
nelle, ont  tenu  à  conserver  à  leur  ouvrage  un  caractère  élémentaire, 
sans  perdre  de  vue  les  multiples  exigences  de  tous  ceux  qui  ont 
besoin  de  connaissances  mécaniques  précises  :  physiciens,  astro- 
nomes, géodésiens,  ingénieurs:  tous  y  trouveront  les  notions 
fondamentales  clairement  exposées  et  illustrées  par  des  applica- 
tions simples  et  toujours  concrètes.  L'appareil  analytique  y  est 
réduit  au  minimum  et  le  lecteur  n'y  rencontrera  aucun  des  pro- 
blèmes, d'intérêt  purement  mathématique,  qui  se  sont  parfois 
glissés  dans  les  cours  de  Mécanique. 

Le  premier  volume  est  divisé  en  seize  Chapitres.  Le  premier  est 
consacré  à  la  Théorie  des  vecteurs,  les  cinq  suivants  à  la  Cinéma- 
tique du  point  et  du  solide,  le  septième  aux  notions  fondamen- 
tales et  aux  axiomes  de  la  Mécanique,  le  huitième  aux  notions 
mécaniques  dérivées,  aux  dimensions  et  à  la  similitude,  le  neuvième 
à  la  Statique  du  point,  le  dixième  à  la  Géométrie  des  masses,  le 
onzième  aux  éléments  de  la  théorie  du  potentiel  newtonien,  le 
douzième  aux  principes  de  la  Statique  des  systèmes,  le  treizième 
à  la  Statique  des  solides,  le  quatorzième  à  la  Statique  des  sys- 
tèmes déformables,  le  quinzième  au  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles et  le  dernier  à  l'équilibre  relatif.  Des  énoncés  d'exercices, 
toujours  de  nature  concrète,  suivent  chaque  Chapitre. 

Les  développements  accordés  aux  différentes  théories  traitées 
Bull,  des  Sciences  math.,  2'  série,  t.  XLYII.  (Septembre  192!.)  19 
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dans  ce  volume  correspondent  à  peu  jîrès  au  programme  de  notre 
certificat  de  Mécanique  rationnelle,  avec  quelques  compléments 
de  Mécanique  appliquée.  Le  Chapitre  consacré  au  mouvement 
d'une  figure  plane  de  forme  invariable  dans  son  plan  contient  la 
formule  de  Savary  et  ses  applications,  ainsi  que  les  éléments  de  la 
méthode  épicycloïdale  pour  'a  recherche  des  profils  conjugués, 
et  des  notions  sommaires  sur  les  engrenages.  Le  Chapitre  XI  ne 
fait  qu'aborder  l'étude  des  propriétés  du  potentiel  de  volume  (exis- 
tence et  continuité  des  dérivées  premières),  réservant  au  volume  II 
de  l'ouvrage  l'étude  des  dérivées  secondes  et  la  théorie  des  poten- 
tiels de  simple  et  de  double  couche;  mais  il  contient  l'élude  directe 
du  potentiel  d'une  couche  homogène  limitée  par  deux  sphères 
concentriques  ou  deux  ellipsoïdes  concentriques  et  homothé- 
liques  (le  point  où  l'on  prend  le  potentiel  étant,  dans  ce  dernier  cas, 
à  l'intérieur  de  la  couche).  La  Statique  du  solide  est  d'abord  étudiée 
par  la  méthode  classique  élémentaire,  puis  rattachée  au  principe 
des  vitesses  virtuelles.  Le  Chapitre  consacré  aux  systèmes  défor 
niables  contient  un  paragraphe  sur  l'équilibre  des  verges  (élas- 
tique plane).  Le  dernier  Chapitre  (équilibre  relatif)  renferme  des 
applications  détaillées  de  Mécanique  appliquée  (rotation  de 
régime  d'un  arbre  horizontal,  résistance  éprouvée  par  une  voiture 
animée  d'un  mouvement  uniforme  sur  sol  horizontal,  transmis- 
sion par  courroies,  etc.);  le  problème  de  l'équilibre  à  la  surface 
terrestre  est  étudié  en  négligeant,  dans  une  première  approxima- 
tion, l'influence  du  mouvement  de  translation  de  la  Terre. 

Nous  achèverons  de  donner  une  idée  de  l'ouvrage  en  ajoutant 
que  les  démonstrations  sont  toujours  élégantes  et  comportent  le 
minimum  de  calculs.  Les  auteurs  utilisent  les  notations  vecto- 
ielles  les  plus  élémentaires  (produit  scalaire  et  produit  vectoriel 
de  deux  vecteurs);  on  ne  voit  du  res  e  pas  pourquoi,  dans  ces 
limites  restreintes,  elles  ne  seraient  pas  adoptées  dans  renseigne- 
ment en  France. 

Il  ne  nous  este  qu'à  souhaiter  la  prochaine  publication  du  second 
volume  de  cet  ouvrage  appelé  à  rendre  de  grands  services  à  tous 
ceux  qui,  sans  développements  mathématiques  superflus,  désirent 
s'initier  aux  théories  fondamentales  de  la  Mécanique. 

E.  Cartan. 
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DISCOURS  SUR  MARC  SEGUIN, 
PRONONCÉ  A  ANNONAY  LE  10  JUILLET  1923 

Pu;  M.  Imii.i:  PICARD. 


L'Académie  des  Sciences  ne  pouvait  manquer  de  s'associer  à  la 
commémoration  du  savant  éminent  e1  du  grand  ingénieur,  que  la 
ville  d'Annonay  fête  aujourd'hui.  Ce  fut  une  figure  singulièrement 
originale  que  celle  de  Mare  Seguin.  La  profondeur  de  ses  concep- 
tions théoriques  lui  assure  un  rang  élevé  parmi  les  mécaniciens, 
et  il  fut  en  même  temps  un  homme  d'action  et  un  réalisateur 
puissant. 

Marc  Seguin  témoigna  de  bonne  heure  de  cet  esprit  d'observation, 
qui  devait  lui  être  si  utile  pendant  toute  sa  carrière.  Venu  à  Paris 
dès  l'âge  de  treize  ans.  il  y  travailla  sous  la  direction  de  son  oncle 
Montgollier.  Esprit  très  pénétrant  et  s'écartant  volontiers  des  voies 
battues.  Joseph  Montgollier  eut  une  grande  influence  sur  la  forma- 
tion intellectuelle  de  son  neveu,  en  qui  il  reconnut  vite  une  nat un- 
analogue  à  la  sienne.  Seguin  ne  manqua  jamais  par  la  suite  de 
dire  toute  sa  reconnaissance  pour  celui  qui  lui  avait  donné  le  goût 
de  la  science  et  de  ses  applications. 

Joseph  Montgollier  et  son  frère  Etienne,  qui  s'illustrèrent  par 
leur  invention  de  la  machine  aérostatique,  appartenaient  à  une 
famille  vouée  depuis  des  siècles  à  l'art  de  la  fabrication  du  papier. 
Marc  Seguin  commença  par  suivre  la  tradition  familiale,  et  lit 
progresser  l'industrie  à  laquelle  les  siens  étaient  attachés,  en  intro- 
duisant à  Annonay  une  industrie  nouvelle,  celle  des  draps  et 
feutres  destinés  à  la  fabrication  du  papier.  Mais  son  esprit  inventif 
poursuivait  en  même  temps  d'autres  recherches.  Son  nom  reste 
attaché  à  la  première  introduction  en  France  des  ponts  suspendus, 
où  des  câbles  en  fil  de  fer  remplaçaient  avec  grand  avantage  les 
barres  et  les  chaînes  métalliques  employées  jusqu'alors.  L'Amé- 
rique et  l'Angleterre  nous  avaient  précédés  dans  la  construction 
de  ces  ponts,  mais  Seguin  fit  une  étude  théorique  et  expérimentale 
de  la  question,  qui  lui  permit  d'opérer  d'une  manière  moins  empi- 
rique. En  i8a4;  il  obtint  avec  son  frère  l'autorisation  de  construire 
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un  pont  en  fils  de  fer  sur  le  Rhône  entre  Tain  et  Tournon;  ce  fut 
la  premier  pont  de  ce  genre  jeté  en  France  sur  un  grand  fleuve. 
La  simplicité,  l'élégance  et  le  bas  prix  de  ces  constructions  les 
recommandèrent  vite  à  la  faveur  publique,  malgré  quelques  acci- 
dents amenés  par  des  constructions  défectueuses.  Entre  beau- 
coup d'autres,  le  pont  de  Brooklyn  à  New-York,  accessible 
aux  voitures  de  toute  nature  et  aux  trains  de  chemin  de  fer,  dit 
assez  le  parti  que  l'on  peut  tirer  de  ces  ouvrages  économiques,  et 
d'un  entretien  facile  pouvant  être  effectué,  sans  interrompre  la 
circulation,  quand  ils  ont  été  rationnellement  construits.  Il  est 
peut-être  permis  de  regretter  que  ce  mode  de  constructions  ne 
suit  pas  plus  usité  en  France,  alors  que  d'autres  pays  continuent 
à  construire  de  grands  ponts  suspendus,  dont  ils  sont  justement 
fiers. 

Les  difficultés  rencontrées  par  Seguin  dans  l'établissement  d'un 
service  de  bateaux  à  vapeur  entre  Valence  et  Lyon,  par  suite  de 
l'insuffisance  des  machines  qu'il  avait  fait  venir  d'Angleterre, 
l'amenèrent  à  réfléchir  sur  les  conditions  dans  lesquelles  fonction- 
naient les  chaudières.  Ce  fut  là  l'origine  d'une  de  ses  plus  impor- 
tantes découvertes.  Il  se  préoccupa  d'accroître  la  quantité  de 
vapeur  fournie  par  la  chaudière,  sans  accroître  beaucoup  son  poids, 
en  augmentant  la  surface  de  contact  entre  l'eau  à  échauffer  et 
les  gaz  du  foyer.  Dans  ce  but,  Philippe  de  Girard,  l'inventeur  de 
la  machine  à  filer  le  lin,  avait  déjà  cherché  à  introduire  des  tube 
dans  les  chaudières,  mais  il  faisait  passer  l'eau  dans  les  tubes,  et 
obtenait  des  résultats  peu  satisfaisants.  Seguin  au  contraire  fait 
circuler  l'eau  autour  de  nombreux  tubes  métalliques,  dans  lesquels 
passe  la  flamme.  La  production  de  la  vapeur  fut  ainsi  rendue  quatre 
fois  plus  grande  que  dans'  les  machines  anglaises  alors  usitées. 
En  même  temps,  par  l'emploi  de  deux  ventilateurs  poussant  l'air 
sous  le  foyer  avec  une  assez  forte  pression,  un  bon  tirage  put  être 
établi.  Ces  inventions  ne  tardèrent  pas  à  transformer  les  machines 
à  vapeur,  et  les  chaudières  tabulaires  sont  depuis  lors  devenues 
d'un  universel  emploi.  Appliquées  aux  locomotives,  elles  permirent 
d'obtenir  des  vitesses  beaucoup  plus  grandes,  et  les  chemins  de 
fer  purent  prendre  une  extension  considérable  grâce  au  génie 
inventif  de  notre  illustre  compatriote. 

De  très  bonne  heure,  Marc  Seguin  s'était  préoccupé  de  développer 
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dans  une  large  mesure  les  moyens  de  communication,  qu'il  jugeail 
indispensables  au  développemenl  de  l'industrie.  Maints  passages 
de  son  grand  Ouvrage  sur  les  chemins  de  fer  témoignenl  d'une  foi 
robuste  dans  l'action  bienfaisante  des  pagres  industriels.  <  C'esl 
l'industrie,  écrit-il  en  iS.'îu.  « [ t ■  ï  fait  naître  el  qui  développe  chez 
le>  hommes  de  nouveaux  besoins,  el  qui  leur  donne  en  même  temps 
le  moyen  de  les  sa  isfaire.  Elle  es1  la  vie  des  peuples  civilisés. 
C  esl  donc  à  sou  développemenl  que  doivent  tendre  tous  les  talents, 
toutes  les  intelligences;  c'est  autour  de  ce  puissant  levier  que 
doivent  se  réunir  les  esprits  supérieurs  qui  aspirent  à  l'honneur 
de  concourir  à  notre  régénération  sociale.  «  Nous  ne  pouvons  que 
souscrire  à  la  noble  pensée  qui  animait  Seguin,  quand  il  écrivait 
ces  lignes,  en  faisant  seulement  la  réserve  que,  l'industrie  comme 
la  science,  est  indifférente  au  mal  comme  au  bien,  et  que.  si  elle 
contribue  au  bien-être  de  l'humanité,  elle  peut  aussi  concourir, 
nous  n'en  avons  vu  que  trop  d'exemples,  à  des  buts  criminels. 
Mais  lame  ardente  et  généreuse  de  Seguin,  surajoutant  en  quelque 
sorte  un  élément  moral,  était  trop  haute  pour  voir  dans  le  dévelop- 
pement de  l'industrie  autre  chose  que  ses  fins  bienfaisantes.  On 
peut  dire  alors  avec  lui  que  «  les  changements,  s'opérant  au  profit 
de  la  généralité  et  tendant  à  vulgariser  le  bien-être,  sont  un  élé- 
ment de  régénération  sociale  ». 

La  construction  du  chemin  de  fer  de  Saint-Etienne  à  Lyon,  sur 
lequel  circulèrent  en  France  les  premières  locomotives,  avait  pré- 
senté, sur  une  étendue  de  cinquante-huit  kilomètres,  des  difficultés 
considérables,  telles  que,  pont  à  construire  au  confluent  du  Rhône 
et  de  la  Saône,  percement  de  tunnels  dans  des  roches  granitiques 
ou  schisteuses,  dont  Seguin  triompha  très  heureusement.  C'est 
dans  son  livre  aussi  que  sont  exposés  les  principes  généraux  sur 
le  tracé  des  chemins  de  fer,  cpxi  depuis  lors  ont  servi  de  guide  aux 
ingénieurs,  et  l'on  reste  étonné  devant  l'habileté  avec  laquelle  il 
résout  certains  problèmes  que  l'on  n'avait  pas  encore  osé  aborder 
en  Angleterre,  pays  où  avaient  été  construites  les  premières  voies 
ferrées.  Avec  quelle  justesse  aussi  il  analyse  ce  qui  concerne  la 
partie  financière  de  cette  industrie  appelée  à  un  si  grand  avenir. 

En  même  temps  qu'il  fut  un  ingénieur  et  un  technicien  hors  de 
pair,  Marc  Seguin  eut  le  culte  de  la  Science,  culte  qu'il  tenait, 
comme  il  aimait  à  le  répéter,  de  son  oncle  Montgolfier.  On  parle 
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beaucoup  aujourd'hui  de  l'union  de  la  science  et  de  l'industrie; 
elle  fut  admirablement  réalisée  chez  notre  confrère.  Il  avait  la 
cou  fiance  la  plus  absolue  dans  la  puissance  de  la  science,  et  ne 
voyait  pas  de  limites  aux  services  qu'elle  peut  rendre  à  l'humanité. 
'L'inventeur  de  la  chaudière  tubulaire  s'ècriail  un  joui-  dans  une 
éloquente  préface  :  «  Où  sont  les  bornes  devant  lesquelles  s'arrêtera 
la  puissance  humaine....  Quand  la  force  matérielle  de  l'homme 
s  csl  trouvée  insuffisante  pour  accomplir  son  œuvre  et  persévérer 
dans  le  progrès,  quand  sa  volonté  semblait  devoir  se  briser  contre 
d  insurmontables  obstacles,  voici  qu'une  goutte  d'eau  réduite  en 
vapeur  est  venue  suppléer  à  sa  faiblesse,  et  lui  créer  une  puissance 
dont  on  n'a  pu  encore,  dont  on  ne  pourra  de  longtemps  peut-être 
mesurer  l'étendue  ».  En  fait,  la  goutte  d'eau,  réduite  en  vapeur, 
avait  déjà  fourni  une  belle  carrière,  depuis  le  temps  où  Denis 
Papin  faisait  connaître  une  nouvelle  manière  pour  élever  Veau  par 
la  force  du  fea.  Sur  quel  ton  lyrique.  Marc  Seguin  ne  parle- 
rait-il pas  aujourd'hui  des  sources  d'énergie,  qui  ont  conduit 
depuis  lors  à  de  nouveaux  moyens  de  communication. 

1.  élude  du  fonctionnement  des  machines  à  vapeur  avait  amené 
Seguin  à  réfléchir  sur  la  théorie  des  phénomènes  où  la  chaleur 
est  en  jeu.  A  la  fin  du  xvme  siècle,  le  calorique  était  généralement 
regardé  comme  un  agent  impondérable,  susceptible  de  passer  d'un 
corps  à  un  autre,  ou  de  rester  latent,  mais  indestructible.  Cepen- 
dant Lavoisier  et  Laplace.  dans  leur  mémoire  de  1780  sur  la 
chaleur,  avaient  rappelé  que.  si  certains  physiciens  regardent 
celle-ci  comme  un  fluide  répandu  dans  toute  la  nature,  d'autres 
pensent  qu'elle  n'est  que  le  résultat  des  mouvements  insensibles 
îles  molécules  de  la  matière,  hypothèse  dans  laquelle  la  chaleur 
serait  la  force  vive  correspondant  à  ces  mouvements.  Un  peu  plus 
lard.  Rumford.  étudiant  la  chaleur  produite  dans  le  forage  des 
canons,  avait  émis  l'idée  qu'elle  pouvait  être  créée  ou  détruite; 
mais  ces  vues  étaient  bien  vagues.  Dans  ses  célèbres  Réflexions 
sur  la  puissance  motrice  du  feu,  où  apparaît  pour  la  première  fois 
le  second  principe  de  la  Thermodynamique,  Sadi  Carnot  consi- 
dérait encore  le  calorique  comme  une  substance.  Que  de  tâtonne- 
ments dans  la  fondation  de  la  Thermodynamique  eussent  été 
évités  s'il  n'avait  pas  été  enlevé  en  i83a  par  une  mort  prématurée. 
Nous  savons  aujourd'hui  que  les  idées  de  Carnot  sur  la  chaleur 
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s " ('•  i ; i i ( •  i l i  modifiées  vers  la  fin  de  sa  vie.  comme  en  témoignent 
des  noies  manuscrites,  publiées  seulement  en  [878,  où  l'on  voit 
que  I»'  grand  physicien  avail  pieinemenl  adopté  I  idée  de  I  équi- 
valence  de  la  chaleur  el  du  travail,  donnant  même  pour  l'équi- 
valent mécanique  de  la  calorie  un  nombre  voisin  de  celui  que  devail 
trouver  longtemps  après  Robert   Mayer, 

Mare  Seguin  ne  pouvail  avoir  connaissance  des  travaux  testés 
inédits  «le  Sadi  Garnot.  Se  référanl  à  certaines  idées  émises  antre- 
fois  par  son  oncle  Montgolfier,  il  affirme  nettement,  dès  [839, 
c'est-à-dire  quatre  mus  avanl  Mayer,  le  principe  de  l'équivalence 
de  la  chaleur  et  du  travail.  Il  esl  Frappé  d'abord  de  ce  que  la  quan- 
tité de  puissance  mécanique  susceptible  d'être  développée  par  une 
masse  donnée  de  vapeur  est  relative  à  sa  différence  de  densité 
el  de  température  dans  les  deux  étals  consécutifs  où  elle  se  trouve, 
avant  el  après  la  production  du  mouvement;  il  ajoute  que  la 
vapeur  ne  paraîl  être  que  l'intermédiaire  du  calorique  pour  pro- 
duire la  force,  et  que  «  il  doit  exister  entre  le  mouvement  et  le 
calorique  un  rapport  direct,  indépendant  de  l  intermédiaire  de  la 
vapeur,  ou  de  tout  antre  agent  qu'on  pourrait  y  substituer  ». 
Examinant  ensuite  ce  qui  se  passe  dans  la  machine  à  condensa- 
lion  ordinaire,  il  lui  paraît  que,  si  l'on  admet  la  conservation  du 
calorique,  on  pourrait,  au  moyen  d'une  masse  finie  de  calorique. 
obtenir  une  quantité  indéfinie  de  mouvement,  ce  qui,  dit-il,  ne 
peut  être  admis  ni  par  le  bon  sens,  ni  par  une  saine  logique.  Il  aime 
mieux  supposer  «  qu'une  certaine  quantité  de  calorique  disparait 
dans  l'acte  même  de  la  production  de  la  puissance  mécanique, 
et  réciproquement,  et  que  les  deux  phénomènes  sont  liés  entre 
eux  par  des  conditions  qui  leur  assignent  des  relations  invariables». 
Et  Seguin  croit  pouvoir  signaler  à  l'appui  de  ses  idées  l'abaisse- 
meni  de  température  qui  accompagne  l'expansion  d'un  lluide 
aériforme  cl  le  phénomène  opposé,  c'est-à-dire  la  production  de 
la  chaleur  qui  est  la  suite  de  la  compression.  Sans  doute,  quelques- 
unes  des  assertions  de  Seguin  étaient  à  préciser,  mais  le  point 
essentiel  demeure,  eelui  de  la  disparition  du  calorique  correspon- 
dant à  un  travail.  C'était  alors  une  conjecture  hardie  et  nouvelle 
de  croire  que  la  chaleur  cesse  d'exister,  au  lieu  de  la  croire  indes- 
tructible et  de  la  dire  latente.  Quoique  Marc  Seguin  n'ait  pas 
appuyé   de    preuves    formelles   ses    merveilleuses    divinations,    on 
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peut  dire  que  la  profondeur  de  ses  conceptions  le  range  parmi 
les  fondateurs  de  la  Thermodynamique.  Ainsi,  avec  Sadi  Carnot 
et  Marc  Seguin,  notre  pays  peut,  en  toute  justice,  revendiquer 
une  place  d'honneur  dans  l'histoire  de  la  science  des  énergies 
calorifiques,  qui  a  eu  une  si  grande  répercussion  sur  le  dévelop- 
pement de  la  physique  tout  entière. 

Seguin,  qui  ne  cessait  de  s'intéresser  aux  machines  à  vapeur,  a 
cherché  en  1807  à  construire  une  nouvelle  machine  devant  marcher 
constamment  avec  la  même  vapeur.  L'idée  qui  l'a  guidé  est  que 
la  chaleur  dépensée  pour  la  vaporisation  de  l'eau  est  perdue  dans 
la  condensation,  et  que,  en  évitant  ces  changements  d'état,  on 
pourrait  ne  dépenser  que  la  quantité  de  chaleur  représentant 
strictement  la  puissance  mécanique  ohtenue.  Il  voulait  en  fait 
réaliser  un  cycle  thermodynamique,  où  l'eau  reste  constamment 
;i  l'état  de  vapeur,  et  il  aurait  eu  alors  un  moteur  analogue  aux 
moteurs  à  air  chaud.  Quoique  les  essais  pour  la  réalisation  de  cette 
machine,  qu'il  appelle  pulmonaire,  n'aient  pas  été  couronnés  de 
succès,  on  est  frappé  de  l'extrême  ingéniosité  qu'il  déploie.  Et 
même  le  ('générateur»  qu'il  fait  construire  «  pour  restituer  à  chaque 
coup  de  piston  à  la  vapeur  la  chaleur  qu'elle  a  perdue  en  pro- 
duisant l'effet  mécanique  »  pourrait  être  l'ancêtre  des  surchauffeurs 
des  machines  modernes  à  vapeur  surchauffée,  si  le  but  poursuivi 
n'était    j»as   entièrement   différent. 

Le  neveu  des  Montgolfier  ne  pouvait  manquer  de  s'intéresser 
à  la  navigation  aérienne,  mais  il  n'avait  pas  confiance  dans  l'avenir 
des  ballons.  Aussi  dirigea-t-il  ses  recherches  du  côté  des  hélices, 
guidé  par  l'exemple  des  aérodons  qui  servent  aux  enfants;  mais, 
après  des  essais  infructueux,  pensant  au  battement  des  ailes  de 
l'oiseau,  il  est  convaincu,  je  cite  ses  propres  expressions,  «  qu'il 
faut  imiter  le  mode  au  moyen  duquel  la  Providence  divine  a  su 
résoudre  la  question  d'une  manière  à  la  fois  si  simple  et  si  avanta- 
geuse ».  Il  construit  à  cet  effet  une  aile  de  toile  fine  de  quatre 
mètres  carrés,  montée  sur  une  charpente  légère,  et,  imposant  à  cette 
aile  un  battement  au  moyen  d'un  effort  musculaire  appliqué  au  bras 
d'un  levier,  il  obtient  à  chaque  coup  un  petit  soulèvement  au-dessus 
du  sol.  Il  voit  l'importance  du  problème  de  la  résistance  à  l'avance- 
ment dans  les  fluides,  et  présente  d'ingénieuses  remarques  sur  la 
dépendance  entre  la  forme  des  poissons  et  celle  de  la  proue  qui  se 
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forme  derrière  un  obstacle  placé  dans  un  couranl  d'eau;  plusieurs 
de  ses  tentatives  à  ce  sujet  on1  été  reprises  de  mis  jours.  Seguin 
croyail  à  l'avenir  de  la  solution  orthoptère,  e1  il  termine  son  étudt 

par  ces  mois  :  «  Il  me  sullii  pour  le  iiioiucni  d'avoir  constaté  la  pos- 
sibilité d«'  résoudre  un  problème  hérissé  de  tant  de  difficultés, 
pour  acquérir  la  certitude  que,  dans  un  temps  plus  OU  moins 
éloigné,  on  parviendra  à   voyager  aussi  facilement  dans  les  airs 

qu'on  le  l'ait  aujourd'hui  sur  r  ».  (1rs  Vues  prophétiques  devaient 

être  réalisées,  mais  par  une  autre  voie  que  celle  entrevue  par 
Seguin,  bien  que  ses  allusions  aux  hydroglisseurs  eussent  pu 
l'amener  à  penser  aux  avions. 

Le  grand  réalisateur,  que  fut  Seguin  dans  la  première  partie 
de  sa  carrière,  s'est  toute  sa  vie  intéressé  aux  questions  les  plus 
élevées  de  la  physique  théorique.  Il  avait  compris  de  bonne  heure 
que  les  principes  généraux  de  la  science  sont  le  guide  le  plus  sur 
pour  réaliser  des  progrès  importants  dans  les  applications.  A  une 
époque,  où  le  principe  de  la  conservation  de  l'énergie,  qui  domine 
la  science  moderne,  présentait  encore  bien  des  obscurités,  notre 
confrère  en  fut  l'infatigable  apôtre.  On  trouve  chez  lui  des  raisonne- 
ments qui  rappellent  ceux  de  Sadi  Carnot,  dont  le  travail  sur  la 
puissance  motrice  du  feu  est  resté  si  longtemps  ignoré  de  tous, 
raisonnements  où  l'impossibilité  du  mouvement  perpétuel  joue  le 
rôle   essentiel. 

Seguin  avait  pour  Newton  une  admiration  sans  bornes.  Il 
chercha  à  établir  que  la  gravitation  universelle  est  susceptible 
d'expliquer  tous  les  phénomènes  naturels:  dans  ses  études  sur  les 
causes  et  les  effets  de  la  chaleur,  de  la  lumière  et  de  l'électricité, 
il  déclare  «  qu'il  a  en  vue  d'élever  bien  haut  l'immense  et  immortel 
génie  de  Newton,  l'esprit  le  plus  droit,  le  plus  grand,  le  plus  vaste 
et  le  plus  profond,  qui  ait  jamais  existé  de  mémoire  d'homme  ». 
C'est  le  sort  commun  des  synthèses  trop  vastes,  qui  veulent  tout 
embrasser,  de  ne  pouvoir  remplir  complètement  leur  objet,  mais 
certaines  vues  audacieuses  de  Seguin  témoignent  de  la  pénétra- 
tion de  son  esprit  critique.  Il  s'attaque  vivement  au  fluide  impon- 
dérable, cpie  les  physiciens  appellent  éther,  et  à  travers  lequel  ils 
supposent  que  se  propagent  les  ondes  lumineuses.  «  Cet  agent 
auquel  faute  de  mieux,  écrit-il,  des  hommes  recommandables  à 
tous  égards  s'étaient    attachés,   en  donnant   à  son   existence   une 
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réalité  fictive,  ne  peut  plus  se  soutenir,  et  on  doit  forcément  en 
faire  l'abandon.  »  Seguin  allait  peut-être  un  peu  vite,  et  les  choses 
sont  plus  complexes  qu'il  ne  le  supposait;  mais  notre  confrère. 
s'  il  "\ivait  aujourd'hui,  trouverait  dans  ses  attaques  contre  l'éther 
des  alliés,  que  d'ailleurs  il  jugerait  peut-être  compromettants, 
parmi  les  partisans  de  la  théorie  moderne  de  la  relativité  qui,  ne 
voyant  dans  la  science  qu'un  vaste  symbolisme  et  qu'un  jeu  de 
formules,  ensevelissent,  eux  aussi,  le  fluide  éthéré  dans  le  linceul 
de  pourpre,  où  dorment  les  dieux  morts. 

Telle  fut  la  vie  scientifique,  prodigieusement  active,  de  Marc 
Seguin.  Chez  lui.  l'homme  fut  à  la  hauteur  du  savant  et  du  tech- 
nicien, et  il  n'est  pas  besoin  de  rappeler  les  éminentes  qualités 
de  son  cœur  compatissant  à  toutes  les  misères,  dans  cette  ville 
d  Annonay,  où  sa  figure  vénérable  est  restée  légendaire.  Bien  rares 
sont  les  hommes  de  celte  trempe  et  de  ce  caractère;  leur  grande, 
comme  leur  petite  patrie,  doivent  conserver  pieusement  leur  sou- 
venir. Aussi  l'Académie  des  Sciences  a-t-elle  tenu  à  apporter  son 
tribut  d'admiration  à  son  illustre  correspondant,  cpie  nous  saluons 
comme  un  précurseur  dans  la  théorie  de  la  chaleur,  et  dont  le 
nom  reste  à  jamais  inscrit  dans  l'histoire  de  la  locomotion  à  vapeur 
à  côté  de  ceux  de  Papin  et   de  Stephenson. 


LE  PROBLÈME  DE  DIRICHLET  ET  LE  POTENTIEL  DE  SIMPLE  COUCHE; 

l'ai-  M.  Gaston  BERTRAND 

(suite  et  Jin). 


III.  Calcul  de 

f      A (j-;  x )  dy   I        cot  ~—-+  /(  z  ) <lz. 
«A)  «Ai 

Dans  le  plan  yOz  je  forme  le  carré  OBMF  de  côté  2~,  et  j'isole 
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la  bissectrice  singulière  z      y  ==  o  par  les  droites 

\(1.     c'est-à-dire     z  =  y      i. 
DE,  »  s  =  y  -b  -.. 
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J'intègre  de  deux  manières  l'a  fonction  Ai  y.  rient  :       -f\  z-  \. 
dans  le  champ  ABC  et  DEF.  Soit  J  cette  intégrale.  J'ai  d'abord 

J=        j       k(y,x)dy  j  cot— -^-f(z)dz 


f        -W-  'vO'  /      ' 

<■  0  ^    V--+-6 


tiï-j^Asjdz, 


m  encore 


=       /^       k(y,x)dy  f        col- — ^/{z)ds-+-    /        A    r.  ./■    </r    /       cm  -— ■' ■_/    ;. 

-/      k(y,x)dyf         cot^       \fz,lzj       \(y,.r>,/yf      n,|l-^/,:)(/ 

•    o  t.',,  ■■  •»-— î  »   v  •+-£ 

Je  m'occupe  maintenant  de  l'avant-dernière  intégrale  double 
F(e)=    /     \(y,x)dy   f        cot^ZZf(z)dz, 


Iz 
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je  l'intègre  par  parties 


F  (e)  =        /     Al  v,  x)  dy     ■>  16g    sin /i  s) 

=         f   M?,  a?)2logsin  -f(y  —  s  »  dy 
Ç   k(y,  x)i\ogsin^/(o)  dy 

r£  cy  £         •  s  — ki 

/     k(y,x)dy    I  2lng    sin —  [./'(-z)  rfs. 

Quand  s  tend    vers  zéro,   il  en  e>l  de  même  des  deux  dernières 
intégrales,  il  suffit  dune  d'étudier 

ilogsin^    /      \(y,  x)f(y  —  i)dy, 

Aetyétant  bornées,  la  valeur  absolue  de  ce  terme  est  moindre  que 

2M  slogsin  -  • 

Donc  F  (s)  tend  vers  zéro  avec  z. 

La   même  démonstration   vaut  pour  le  quatrième  terme  de  J,  et 
l'on  a 


limJ 


/         \    r.j    ,ly    j         cot  — — --f(z)dz. 


'—y 


Je  reprends  la  fonction  V  1  r.  a?)cot  f(z)  et  je  l'intègre  dans 

'autre  sens 

y 


./   icot 


J=       f  f(z)dz        f  M  y, 

'  1  'h 

-4-    /  f(z)dz    I  X(y,  x )cot 

=        f  f(z)dz        f        A(y, 

«-Al  i/n 


4r 


r 


4r 


x) cot —  dy 


!       /l  z  )  rf.s  /*       A  (7,  ./•  )  cot  ^— ^  f/r 

*^  11  "-    z  +  Z                                             X 

f  /<  s  )  rf*  r         A  1 .  y.  x)  co t  ^-=£  r// 

y     /(  ;  .  dz  f   '  A  (v,  x)  cot  ^=^  r/j-: 
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d'où  en  répétanl  exactement  !<■  raisonnement  ci-dessus 

r'~~                 f'~                       3       y 
li  111.1=    /      f(z)dz    /        \  i  _)../•  i  coi —  dy. 

( )n  a  donc 

(10)  f     A(y,x)dy  f      cott^Z/(z)dz 

•  ii  i  o 

pl-  .    2- 

=     I        f(z)dz     f  \(y,X)i'0\-—^dy. 


loi 


l\  .  Calcul  de 


f       cot^-^dy   f      B(z,y)f(z)di 

<-'n  «A) 


y vxw  [sage 


J'=        /'        cof^— -«>    f~nB(z,y)f(z)dz 

Jq  •   il 

+    f      col^=^dy    f"  B(z,y)f(z)dz, 

cela  peut  s'écrire 

J>        f~*f(z)dz    f         ror^^B(z,y)dy 
r-'2~  ,"-~  y  x 

-+-    /       f(z)dz    f  cot- h(z,y)dy; 

•   h  •-  .r+Z 

d'où  en  faisant  tendre  î  vers  zéro 

(ii)  f      cot^—? dy   f~**{*,y)A*)d* 

•  o  *-  0 

=    f     /(*)<**    f       cot?—?- \i(z,  y)  dy. 

Y.  Cas  général 

P=   f      M{x,y)dy   f       \«;r.  z)f(z)dz. 

D'après  l'énoncé  du  théorème  on  peut  écrire 

M  i  x,  y)  =  -  <ot  —    -  —  Ai  x,  v). 
N  -  ./•.  v)  =  ;  col  •'        -  -+-  B(#,  7). 
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Les  fonctions  A  et  B  étant  continues  et  pourvues  de  dérivées  du 
premier  ordre,  on  a  donc 

«  (i         L  -  J 

x    f       [l-cot^^  +  B(z,y)\f(z)dz 

«Al  «-'  0 

«  0  «-'o 

+    /       Air,  x  )  dy    f      I  col  ^^/(  s  )  <k 

-    /"     A(r,x)rfK  f     B(z,y)f(z)dz; 
il  mi  en  tenant  compte  des  formules  d'interversion  (y),  (io)  el  (i  î) 

r  - ~  p'2~  l  y  —  X    I  S  —  V    , 

I  *  =  -  -2/1  .ru-    /       /(  s  l  r/;    /         ,  ''^  '  •— —  •  -  cot  —^~  ^ 
«-  n  >-o 

-H    f    *f(z)dz    f'"->coiy^B(z,y)dy 
H-    /       /(  c  )  </r    /         A  (_/,  a;)  -  cot —  dy 

autrement  dit 

P  =--*■/(*)  +    f"\f(z)dz    f  T'^-^  +  A^r)] 

d'où  enfin  la  formule  fondamentale  cherchée 
(  5 )  f       M  (x,  y  ) a?/    /*       N  (jr,  ;  )f\  z  .  <£z 

=  -**/(*)  +    ^      /(*)«&    f        M(.r.y)V(y,  zu/y. 
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-'>.  Le  problème  ramené  à  une  équation  de  seconde  espèce. 
(  >u  a  <louc  à  résoudre  L'équation  singulière 

,  7 

/     cosy        .<    ,  , 

I     —^-pi.v  )ds  =J  («), 

qu'on  peut  écrire  pour  simplifier 

(12)  I     Ki.v.  s')p(s')ds'  =  f(s), 

(  )n  trouve  sans  peine 

cosy       ..         .            1 
—L-  -  K,.s..  s>)  - 


12  R* 


De?  lors,  si  le  contour  C  ;i  une  courbure  finie  et  dérivable,  le 
noyau  K(.y,  s')  satisfait  aux  conditions  du  théorème  précédent,  .le 
multiplie  les  deux  membres  de  (12)  par  K(s",  s)ds,  et  j'intègre 
tout  le  long  de  G  en  prenant  la  valeur  principale 

I      li(s",s)ds    /      K(s,  s')p(s')  ds' =    f      K(s",  s)f'{s)  ds  ; 
d'où  en  appliquant  la  formule  1  5  1 
(i3)     —  -2  p  (.s-")  -h    /    p(s')ds'    /      [<•(/,  s)K(s,  s')ds=    /      K(s",s)f(s)ds. 

dg  1    11  «-    0 

Ces/  6/e/i  a/*e  équation  intégrale  de  seconde  espèce. 

Remarque.  —  Pour  que  l'analyse  précédente  soit  valide,  il  faut 
que  0(5)  ait  une  dérivée,  ce  qui  conduit  à  étudier  d'un  peu  plus 
prés  les  différentes  fonctions  qui  figurent  dans  l'équation  (i3). 

0.  Etude  du  noyau  de  l'équation  intégrale 


N(.v,  *')=    f    K(.v,  t)K(t,  s')dt. 


On  vient  de  trouver 
ce  qui  peut  s'écrire 
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Donc  si  le  contour  C  a  une  courbure  finie  et  dérivable,  on  a 

Ki. s-,  t)  =  jcot-j(t  —  s)  +  4>(s,  t), 

<I>(s,  /)  avant  des  dérivées  premières.  On  a  de  même 

K(t,  s')—  -coi-(s' — r)-4-*(/3  s'), 
et  par  conséquent 
N(*,0=  f    ^cotj(t  —  s)coij(s'-t)dt+   !     ~lcotj(t-s)<P(i,  s')dt 

<-  o      l~  «■  0 

-4-    /     -  col j (s'— t)&(s,  t)dt-+-    /    <l>(s,  t)<l>(t,  s')d(. 

'     o  e    0 

Tout  d'abord,   on   trouve  aisément  en  effectuant  l'intégration  et 
en  prenant  la  valeur  principale 

/•''ir»         -  71,.   , 

/     —  col  -  (t  —  s  )  cot  -  (s  —  t  )  dl  = 


7T- 


Donc  tout  revient  à  étudier  la  nature  analytique  dune  intégrale 
de  la  forme 

\is)=    /     eotyû  —  s)F(t)dt. 

1    0 

Or,  il  est  aisé  d'en  calculer  la  dérivée.  Pour  cela  je  pose 

t  =  s  -+-  x. 
L'intégrale  devient 

r'1     r.x 

I  (  .s-  i  =    /      cot  —  x  F  (  .v  -+-  ./•  )  dx  ; 

"-    D 

d'où  évidemment 

r'     -x 

\'(S)=      I         COt  -y     X    l'(s  -h  X)  dxy 

'■  0 

ce  qui  en  revenant  à  t  donne  la  formule  intéressante 

y    f    coi-(l  —  s)F(t)dl=    f     c>M-(t  —  s)F'(t)dt. 

Précisément  dans  le  noyau  N(s,  s')  les  fonctions  <ï>(f,  5'),  $(5,  /) 
sont  des  fonctions  dérivables  de  i,  s  et  s'.  D'où  cette  conclusion  : 

Dans  l'équation  intégrale  (i3)  le  noyau  est  une  fonction  déri- 
vable par  rapport  à  chacune  de  ses  variables. 
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Elude  du  terme  connu 

f     \i:s,nf(t),l/; 

ce  terme  peut  s'écrire 

t        cot     (t—s)f'{t)dt'-+-    /     «I»(.v,  t)f(t)dt, 

■     0  '0 

il  aura  donc  une  dérivée  si  f"  (f)  existe,  c'est-à-dire  si  la  succession 

de  valeurs  données  sur  la  courbe  C  forme  une  fonction  ayant 
une  dérivée  seconde. 

7.  Nous  sommes  dans  le  cas  ci  un  pôle.  —  J'envisage  l'équation 
homogène  déduite  de  (i3) 

p(s)  =  — j    /     p(s')ds'    I      K(.«,  s")K(.s",  s'  |  ds", 

'■"  *-  o  «A> 

que  j'écris  pour  alléger 
04)  p(*)=  ~   f  fi(s,s')p(s')ds': 

"    *-  0 

Je  dis  qu'elle  a  une  solution  non  nulle,  et  par  suite  que  —  est 
un  pôle  de  la  résolvante  relative  au  noyau 

N(s,  «')  =     /      K(s,  s")K(s",  s')ds". 

En  effet,  l'équation  (i4)  est  équivalente  à 
(i5)  floS±p(s')ds'  =  A; 

la  constante  k  pouvant  être  nulle. 

Je  forme  le  potentiel  relatif  à  cette  loi  de  densité  p(s').  H  est 
constant  par  définition  sur  la  courbe  C,  il  est  donc  constant  dans 
tout  le  domaine  intérieur  cD.  Sa  dérivée  normale  prise  à  l'intérieur 
est  nulle  et  l'on  a  avec  les  notations  accoutumée-- 

t  p(.v)  =  -    f    ——p(s)ds  . 

Bull,  des  Sciences  math.,  2e  série,  t.  XLVII.  (Septembre  i ; > 2 3 . )  20 
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Comme  il  est  bien  connu,  cette  équation  a  une  solution  non 
nulle  p(V);  qui  est  aussi  solution  de  l'équation  (i5).  Cette  solution 
l'est  également  de  (i4)  qui  se  déduit  de  (i5)  par  une  différentiation 
et  une  itération. 

En  conséquence,  pour  que  l'équation  non  homogène  (i3)  ait 
une  solution,  il  faut  et  il  suffit  que  le  terme  connu  à  savoir 

f    KO,  t)f(ù)dt, 

soit  orthogonal  aux  solutions  de  l'équation  associée 

p(s)  =  —    /     p(s')ds'    I     K(s',  s")K(s",  s)ds". 

S.  Résumé  et  conclusion.  — Le  problème  ordinaire  de  Dirichlet 
peut  s'exprimer  par  l'équation  intégrale  de  première  espèce 

f  loS-  pis')  ds'=  f(S)  +  />, 

ou  encore  par  l'équation  singulière 

/ P I  s'  )  ds'  =  f'(s ); 

celle-ci  se  ramène  à  une  équation  de  deuxième  espèce,  à  savoir 
—  7îsp(s)-+-    ff(s')ds'    f  l\(s,  s")K(s".  s')ds"=    Ç  K(s,  s')f(s')  ds' 

où  l'on  a  posé 

cos  /         il  ,       i 
K (.?,  s     =  *  =  — log     • 

Dès  lors,  pour  que  le  problème  de  Dirichlet  soit  résoluble  par 
un  potentiel  de  simple  couche  : 

i°  Il  suffit  que  le  contour  C  ait  une  courbure  finie  et  dérivable  ; 
■2"    11    suffit    que    la   fonction   périodique  /'(s  )   ail  une    dérivée 
seconde  : 

3°  Il  faut  et  il  suffit  que  le  terme 


JK  (s,  s'  )/'(  s')  du' 
a 
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soit  orthogonal  aux  solutions  de  l'équation  homogène 

i  i (')  i  —  JC*p(*)  ■+-    /  pi  s')  (/*''    /     K  (.s-  .  8*  )  K (  v".  .s- )  ds'  =  o. 

En  l'ait  cette  dernière  condition  n'es!  pas  restrictive.  Supposons, 
pour  fixer  tes  idées,  que  l'équation (i 6)  n'ail  qu'une  solution  pt  (s). 
Au  lieu  de  prendre  pour  V(aî,  r)  uniquement  un  potentiel  de 
simple  couche,  je  pose 

V(ay,j-)  =  —  k  —  hu{x,  j)-4-    /  log-p(0*'« 

«(.r,  )  ^  riant  une  fonction   harmonique  quelconque.  On  a  ainsi 
sur  la  courbe  C 

M7.  /(*)+  *  +  *»(*)  =      fi0Sj.P  (*')<&', 

et  par  conséquent 

(18)  /'(î)'+Aa'(0=    I     —/■  ?  {  Sl  ds' . 

D'après  ce  qui  précède  on  doil  avoir 

/    pr(s)rfs    /     K(s,  .«'_)[/'($')  -4-  &«'<  s'  <]ds'  =  o. 

Celte  équation  détermine  /i.  si  l'on  a  choisi  w(a?,y)  de  façon 
que  le  coefficient  de  h  ne  soit  pas  nul.  Sous  cette  condition,  l'équa- 
tion (18)  a  une  solution  non  nulle.  Et  l'on  détermine  k  en  inté- 
grant (i-  )  tout  le  long  de  la  courbe  C. 

Le  problème  posé  est  ainsi  entièrement  résolu. 


SUR  LA  DÉRIVATION  ET  L  INTÉGRATION  GÉNÉRALISÉES: 
Par  M.  Paul  \.\.\\  . 


1.  Riemann  a  introduit  en  analyse  une  opération  fonctionnelle 
qui  généralise  la  dérivation,  et  qu'on  peut  appeler  dérivation 
d'ordre  non  entier.  Sa  définition  repose  sur  la  définition  préalable 
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de    ce    qu'on   peut    de   même   appeler    l'intégration    d'ordre   non 
entier. 

L'intégration  et  la  dérivation  sont  des  opérations  inverses  l'une 
de  l'autre,  comme  cela  a  lieu  pour  l'intégration  et  la  dérivation 
ordinaires,  et  cette  remarque  permet  de  résoudre  aisément  cer- 
taines équations  intégrales  de  première  espèce.  Une  autre  applica- 
tion de  ces  notions  provient  de  ce  que,  si  une  fonction  a  des 
dérivées  jusqu'à  l'ordre  a  restant  finies  pour  ^==o,  sa  dérivée 
d'ordre  a  avant  une  limite  non  nulle  c,  cette  fonction  a  pour  valeur 

principale  - — • 

L  objet  du  présent  mémoire  est  d'indiquer  une  généralisation  de 
la  dérivation  selon  Riemann,  qui  permet  de  résoudre  de  nouvelles 
équations  intégrales,  et  qui  peut  aussi  s'appliquer  à  l'étude  de 
l'allure  d'une  fonction  à  l'origine;  elle  nous  permettra  de  recon- 
naître   si    une    fonction    a    une    valeur    principale    de   la   forme 

/.  za  (log  -  i    (  log  log-  ]  '  •  Les  principaux  résultats  obtenus  ont  été 

résumés   dans    une   Note   présentée    à    l'Académie   des   Sciences 
le  22  mai  1923. 

La  dérivée  généralisée  de  Riemann  semblant  assez  peu  connue, 
malgré  l'application  qu'en  a  faite  M.  Hadamard  à  l'étude  des  fonc- 
tions définies  par  des  séries  de  Tavlor,  nous  commencerons  par  en 
rappeler  la  définition  et  les  principales  propriétés,  et  en  indiquer 
l'application  à  la  fonction  exponentielle  et  à  la  fonction  caractéris- 
tique du  calcul  des  probabilités. 


2.  Définissons  d'abord  l'intégrale  généralisée  d'une  fonc- 
tion /ici.  Si  l'on  intègre  n  fois  de  suite  cette  fonction,  à  partir 
d'une  valeur  initiale  que  nous  prendrons  égale  à  zéro,  on  obtient 
l'intégrale  d'ordre  n 

J 0  •-  0  «-  0 

qui   se  ramène,   en  intervertissant  l'ordre  des  intégrations  et  en 
effectuant  celles  qui  peuvent  s'effectuer,  à  l'intégrale  simple 


L 
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La  généralisation  introduite  pa r  Riemann  consiste  à  remplacer 
l'entier  //  par  un  nombre  positif  quelconque  a;  naturellement, 
(/i  —  i)!  doit  être  d'abord  remplaça  par  la  fonction  eulé- 
rienner(n),  qui  conserve  un  sens  lorsqu'on  remplace  n  par  */.  On 
pourrait  même  donner  à  a  des  valeurs  iîmagmaires ]  mais  cela  ne 
sera  pas  utile  pour  la  suite. 

Considérons  donc  l'expression 


(0 


'?!/'-)]=/' 'J  r/lf" '/(")<*'.      («>°>. 


<jue  nous  appellerons  l'intégrale  aièmo  de  f(z).  Nous  l'écrirons  aussi, 
en  posant  u  =.  tz, 

(2)  i#X*)]  =  *J       r(«)     -A'*)*- 

On  remarque  que,  si  f{z)  est  uniforme,  cette  opération  intro- 
duit un  point  critique  à  l'origine.  Pour  qu'elle  soit  définie  sans 
ambiguïté,  nous  considérerons  le  plan  de  la  variable  3  comme 
coupé  par  la  partie  négative  de  Taxe  réel,  la  coupure  elle-même 
étant  rattachée,  pour  fixer  les  idées,  au  demi-plan  supérieur;  la 
détermination  de  ;a  choisie  clans  le  plan  coupé  sera  celle  qui  est 
réelle  et  positive  avec  z. 

Il  résulte  aisément  des  propriétés  des  fonctions  eulériennves  B 
et  T  que  la  succession  des  opérations  1?  et  li?  équivaut  à  l'opération 
unique  l?+|i.  On  a  en  effet 

Si  l'on  pose  r  =  u-\-  t(z  —  u),  cette  expression  devient 


lit  a,  'i) 


r(«)i 

On  a  donc 

(3)  r  [!«[/(*)]  |  =  îï+pl/(=)l- 
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Si  l'on  donne  à  (3  une  valeur  entière  /?,  il  résulte  immédiatement 
de  notre  point  de  départ  qu'en  dérivanl  n  fois  eette  expression  on 
annule  l'effet  de  l'opération  1".  On  a  donc 

(4)  '?tA^]=i^,?+"[/(^]. 

Cette  formule,  établie  pour  a  positif,  peut  servir  de  définition 
de  l'opération  I?  quand  a  est  négatif;  il  suffit  «le  prendre  pour  // 
un  entier  supérieur  à  a  ;  l'expression  obtenue  est  évidemment 
indépendante  de  l'entier  n.  En  remplaçant  a  par  — a.  on  a  ainsi 
défini  l'opération 

D«[/(^)]  =  J7a[/(^)]  =  ^lB_flt[/(^)]; 

que  nous  appellerons  dérivatioïi  d'ordre  a  par  rapport  à  z. 

Lorsqu'il  n'en  résultera  aucune  ambiguïté,  nous  supprimerons 
après  les  lettres  I  ou  D  l'indice  qui  indique  la  variable  par  rapport 
à  laquelle  on  intègre  on  dérive. 

3.    Appliquons  les  opérations  La  et  Dx  à  la  fonction  - — -> 

111  '  1  i  m  -+- 1  ) 

(///>>  —  i).  Il  vient 


Lr(m  +  i)J       "        ,/  V(y.)        V(m 


'(/n  -4-  i) 
B(a,  m  -+-'i) 


<// 


n  y.  i  r(m-+-i) 

c'est-à-dire 

[-  ;/(  -  /; 

f(ST7)J  =  P7^ 


Par  application  de  la  formule  (5),  il  vient  alors 

T        :■'"         1  z"1   a 

,  -  ,  Da    - =  - . 

I  T<  m  -+■  i)|        r(m  —  on-  i) 

Vin>i  1  intégration  d  ordre  a  cl  la  dérivation  d'ordre  i.  ont  pour 
elfet  respectivement  d'augmenter  ou  de  diminuer  de  a  le  para- 
mètre m. 

On  en  déduit  aisément  les  formules  d'intégration  et  de  dériva- 
lion  des  séries  entières.  D'une  manière  générale,  on  peut  intégrer 
et  dériver  les  séries  dans  les  mêmes  conditions  que  pour  l'intégra- 
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lion  cl  la  dérivation  ordinaires.  L'intégration  d'ordre  a,  d'après  la 
formule  i  i  ),  consiste  dans  le  calcul  d'une  intégrale  ordinaire;  il  en 
résulte  qu'on  peut  intégrer  terme  à  terme  toute  série  unifofcraé- 
nioni  convergente.  La  dérivation  résultant  d'une  intégration  suivie 
dune  dérivation  ordinaire,  il  suffit  certainement  que  la  série  ini- 
tiait' soit  uniformément  convergente  de  o  à  s,  et  que  la  série  finale 
le  soit  dans  un  petit  intervalle  comprenant  la  valeur  consi- 
dérée -. 

Les  mêmes  remarques  s'appliquent  à  l'intégration  et  la  dériva- 
tion sous  le  signe  somme. 

i.    Montrons  maintenant  que  l'intégration  et  la  dérivation  sont 
des  opérations  inverses  l'une  de  l'autre. 
Je  dis  d'abord  que  l'on  a 

(8;  D»  ]  !«[/(*>] {  =/(*),       (a>o). 

Cela  est  exact  si  a  est  entier.  Supposons  a  non  entier,  et  posons 
y.=p-]ry.\  p  étant  le  plus  grand  entier  inférieur  à  a.  D'après  la 
définition  même  de  l'opération  Da,  et  par  application  de  la 
formule  (3),  celte  expression  s'écrit 

rfzP+i  L-/        '  '        dz>'+l 

Elle  est  bien  égale  à  f\  z  i. 

Etudions  maintenant  l'opération  inverse,  qui  consiste  à  effectuer 
ropération  Da,  puis  l'opération  Ia.  La  première  opération,  comme 
le  montre  la  formule  |  -  i,  conduit  en  général  à  une  fonction  g{  z  > 
devenant  infinie  à  l'origine,  et  qu'on  ne  peut  pas  intégrer  à  partir 
de  ce  point.  On  ne  peut  donc  remonter  de  g(z)  à  la  primitive  f(z  i 
qu'en  effectuant  des  intégrations  indéfinies  ordinaires,  jusqu'à  ce 
qu'on  obtienne  une  fonction  qu'on  puisse  intégrer  à  partir  de 
l'origine:  si  n  est  le  nombre  de  ces  intégrations.  Ia  indiquera  la 
succession  des  opérations  l*  et  Ia",  la  première  comprenant 
«intégrations  ordinaires;  cette  opération  introduit  essentiellement 
n  constantes  d'intégration. 

Supposons  la  fonction  initiale  f(z)  intégrable;  ses  intégrales  le 
seront  aussi,  mais  non  nécessairement  ses  dérivées,  de  sorte  qu'il 
faudra  en  général  prendre  n  =p  -f-  i   (  p  et  a'  désignant  toujours 
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respectivement  la  partie  entière  de  a  et  sa  partie  fractionnaire). 
VI ors  la  succession  des  opérations  Da,  lx  se  décomposera  de  la 
manière  suivante  : 

(9)  !»-<*',     D>'+>.     I/'+i.     I*.     D>. 

Pour  des  valeurs  convenables  des  constantes  d'intégration 
introduites  par  l'opération  l/'+l,  il  est  alors  évident  qu'on  retrouve 
finalement  la  fonction  /"(s).  .Mais  si  ces  constantes  sont  quel- 
conques, on  trouve  pour  l'expression  calculée  la  valeur 

(10)  ia;D*[./u)]I  =/(«)  +  *«'-•  PP(z), 

Pp{  s  1  désignant  un  polvnome  de  degré  p  à  coefficients  arbitraires. 
On  remarque  d'ailleurs  que  l'opération  Da,  effectuée  sur  le  second 
membre  de  cette  formule,  donne  g~(~-),  quel  que  soit  ce  polynôme, 
de  sorte  que  rien  ne  distingue  la  fonction  initiale  f(z)  de 
l'ensemble  des  fonctions  représentées  par  la  formule  (10). 

D'après  la  succession  d'opérations  (9  ),  on  voit  qu'on  n'est  pas 
assuré  de  pouvoir  remonter  de  la  dérivée  g'(z)  à  la  primitive  f\z  i 
rien  que  par  des  intégrations;  une  dérivation  finale  peut  être 
nécessaire. 

Mais,  >i  /<  z)  est  holomorphe,  on  peut  sûrement  prendre  n  = /' 
ri  effectuer  la  succession  d'opérations 

ji    a'        D/'+'.      V',      I*'. 

Vprès  la  troisième  opération,  la  fonction  obtenue  devient  infinie 
au  plus  comme  -^j  et  la  dernière  opération  se  réduit  à  une  inté- 
gration. On  peut  alors  remonter  de  la  dérivée  à  la  primitive  à  l'aide 
de  quadratures  seulement. 

11  peut  arriver  que  n<^p)  le  nombre  n  peut  même  être  nul.  Le 
nombre  n  de  constantes  arbitraires  sera  alors  réduit,  puisque  après 
n  quadratures  on  intégrera  à  partir  de  l'origine.  On  voit  aisément 
(par  application  du  numéro  suivant)  que  les  fonctions  ainsi 
obtenues  finalement  se  distinguent  dans  l'ensemble  des  fonc- 
tions (10)  parce  qu'elles  sont  d'un  ordre  infinitésimal  plus  élevé  à 
l'origine. 

Les  résultats  qui  précèdent  permettent  naturellement  la  résolu- 
tion d'équations  intégrales. 
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D'après  la  formule  i  10),  L'équation 

(m)  D«[/i  s)]  =  .ci  -' 

se  résout  par  la  formule 

c„.   C\ cp  étant  des  constantes  arbitraires.   Inversement,  de 

P  équation 

(i3)  l*[f{z)]  =  g{z) 

on  déduit,  par  la  formule  (8  i, 

(14)  /(*)  =  D"[*(*)]; 

inais  il  résulte  de  ce  qui  précède  que.  si^(s  i  a  une  valeur  prin- 
cipale dune  des  formes  c  z'x  h  (h  =  i ,  2,  ...,/>+  1),  la  fonction 
ainsi  obtenue  ne  vérifie  pas  L'équation  (i3)  qui,  en  conséquence. 
11  a  pas  de  solution. 

On  remarque  que,    pour  y.=  -,    l'équation   (i3)   ainsi  résolue 

n'est  autre  que  l'équation  intégrale  d'Abel  à  l'aide  de  laquelle  on 
résout  le  problème  de  la  courbe  tautochrone. 

0.  11  est  facile  de  limiter  supérieurement  l'intégrale  généra- 
lisée. 

Si  nous  supposons  seulement  que  la  fonction  |/(*)|  soit  in té- 
grable  le  long  du  chemin  rectiligne  (o,  ;i,  la  formule  de  défini- 
tion (1)  donne,  si  a^i, 

1 1*1/'- •] l<  ^^y  /V<«  )du  •' 

et  par  suite 

(i5)  l*[f(z)]  =  z*-ie(z), 

e(^)  s'annulant  avec  ^.  Si  y.  -  ^  1,  il  suffit  de  séparer  l'intégrale  (1) 
en  deui  parties  correspondant  respectivement  aux  intervalles  d'in- 
tégration (o,  kz)  et  (  kz,  s),  /.  étant  un  nombre  un  peu  plus  petit 
que  l'unité,  pour  arriver  au  même  résultat,  si  l'on  suppose  que 
zf(z-)  reste  fini. 
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Supposons  maintenant,   d'une  manière  plus  précise,  que  l'on 
ait 

La  formule  (2)  donne  alors 

Ci")  |Iar/'(2)|< |I^[;"']I=  —  '      ' 

Précisons  encore  notre  hypothèse,  en  supposant  que 

p  -m 

le  signe  ~-  indiquant  que  les  deux  quantités  considérées  sont 
équivalentes  pour  z  infiniment  petit.  On  peut  appliquer  le  résultat 
précédent  à  leur  différence,  et  prendre  k  aussi  petit  que  l'on  veut, 
pourvu  ([ne  c  soit  assez  petit.  On  a  donc 

(19)  [«[/(,; 


T(  m  -\-  i\ 

Ce  mode  de  raisonnement  montre,  d'une  manière  générale, 
qu'on  peut  intégrer  les  inégalités  et  les  égalités  asympto tiques, 
pourvu  que  les  seconds  membres  soient  intégrables,  et  positifs  (ou 
du  moins  d'argument  constant)  sur  le  chemin  rectiligne  (o,  ;)('). 

Naturellement,  ces  mêmes  résultats  peuvent  s'énoncer  autre- 
ment en  faisant  intervenir  la  dérivation.  Ainsi,  pour  ne  considérer 
que  le  cas  le  plus  important  où  m=o,  on  a  les  énoncés  sui- 
vants : 

Si  la  dérivée  d'ordre  a  d 'une  fonction  /{:•)  estait  plus  égale 
en  module  à  un  nombre  positif  /. ,  ses  dérivées  d'ordres  infé- 
rieurs à  a  étant  finies  et  continues^  on  a 


ri  7.  + 1) 


(')  On  peut  même  étendre  ces  résultats  à  certains  cas  où  les  seconds  membres 
ne  sont  pas  intégrables.  Seulement  il  est  essentiel  que  l'opération  \"  puisse  être 
définie  par  des  intégrations  seulement  (nous  avons  vu  au  n°  4  que  ce  n'était  pas 
toujours  le  cas);  et  il  faut  tenir  compte  des  constantes  d'intégration  indéter- 
minées (lui  s'introduisent. 
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Si  la  dérivée  d'ordre  a.  d'une  fonction  f(s)  a  pour  z 
une  limite  non   nulle  <\   ses  dérivées  d'ordres  inférieurs  à  a 
restant  finies  et  continues,  >>n  </ 

-a 

./'  s  i  ~c=rr- 


Nous  savons  en  effet  qu'on  peu!  remonter  de  la  dérivée  à  l.i  pri- 
mitive  par  l'opération  I7  en  ajoutant  une  expression  de  la  forme 

C0Z*     '--  C|  3*    *-+-.  .  .—  CpZ*'     '. 

Si  les  coefficients  cn.  e(,  ...,  cp  n  étaient  pas  tous  nuls,  les  dérivées 
de  f(z)  d'ordres  compris  entre  y.  et  y.  —  i  seraient  infinies  à 
l'origine,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse.  Ils  sont  donc  nuls,  et 
les. théorèmes  énOncés  se  réduisent  à  ceux  qui  s'expriment  par  les 
Formules  (17)  et  (19  |. 

Naturellement,  dans  ces  différents  énoncés,  on  peut  considérer 
séparément  les  valeurs  positives  et  les  valeurs  négatives  de  c. 

6.  Appliquons  maintenant  les  résultats  obtenus  à  la  fonction 
exponentielle 

(20)-  e*  =  1  -+-  z  -+- . . . -1-  — ;  +-.... 

m  . 

Remarquons  d'abord  qu'on  pourrait  modifier  la  définition  des 
opérations  la  et  D'y-  en  intégrant  à  partir  d'un  point  autre  que 
l'origine.  En  intégrant  à  partir  de  —  x,  on  trouve  que  toutes  les 
intégrales  ou  dérivées  de  éz  sont  égales  à  e7.  Ce  résultat  simple,  qui 
nous  servira  plus  loin,  peut  être  applique  à  l'étude  des  séries  de 
Dirichlet 

rtie"'i:-((;f   '--"    -...+  fl«e-^:  +  .... 

dont  la  dérivée  d'ordre  a  serait 

(—  l)a[«|  '/.*e-'>:—  «-,'/.y;>>    >-.=  —  .  .  .+  <//(>.^C-'":—  .  .  .  |. 

Une  telle  étude  serait  une  généralisation  de  celle  faite  par 
M.  Hadamard  sur  la  série  de  Taylor,  qui.  par  le  changement  de  z 
en  e   : .  se  ramène  à  un  cas  particulier  des  séries  de  Dirichlet. 

Mais,  pour  certaines  applications,  il  est  utile  d'étudier  l'intégrale 
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de    ez    prise   à  partir    de    l'origine.    Intégrant   ternie    à   terme    la 
série  (i5  ),  il  vient 

Ia[ez]  =Û«(*), 
en  posant 

_  -a  -a+i  za+»i 

(21)  Ûa(-Z)  = 


F  (  a  -t-  i  j        riï  +  îi  r  (  a  +  m  ; 

el  si  l'on  dérive,  on  constate  que  cette  formule  est  vraie  quel  que 
soit  a.  Cette  fonction  est  le  produit  de  za  par  une  fonction  entière 
ce  qui  est  évident  a  priori,  l'intégration  n'introduisant  pas  d'autres 
singularités  que  celles  de  s™. 

La  fonction  Q(z-)  vérifie  l'équation  différentielle 
d  -  ,   .      -  ««-> 

et  peut  être  définie,  si  a  est  positif,  comme  étant  l'intégrale  de  cette 
équation  s'annulant  avec  ;.  On  a  alors  (en  multipliant  par  le  fac- 
teur intégrant  e   ~  et  intégrant) 

(2-2)  e-~Qa(;;)=  _L_    j     tx   ie~tdt        (a>o). 

Cette  expression  s'obtient  d'ailleurs  directement  en  faisant  dans 
l'intégrale  ( i )  le  changement  de  variable  a  =  z  —  /. 

Transformons-la  en  décomposant  l'intégrale  en  deux  parties, 
l'une  allant  de  o  à  -\-oz,  l'autre  de  —  yz  à  c.  Il  vient  ainsi 

(a3 )  V.xi  z)=  e~—  w«l  3  I, 

en  posant 

(24)  w«(s)==r-— -    /      t^e-tdt. 

Cette  formule,  établie  pour  a  positif,  reste  vraie  pour  a  négatif, 
comme  on  s'en  assure  immédiatement  en  dérivant  les  deux 
membres. 

Des  formules  (21)  et  (2.3),  on  déduit 

-  -  -  _  sa-J 

(25  1  wa(*)  —  u«_,(«)  =  Qa  _i(5)-i»a(cj  =  -p— > 

el  par  suite 

—  s*- 1  «a  2  ^a— "'  - 

(26)    mx(z)  =  —■ h  — — — -  -+-.  .  .-h  — — - -f-  a>a-/n(z  1. 

I  (  a  ;         I  (  y.  —  1  )  I  (  a  —  m  -+- 1) 
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Si  Di  augmente  indéfiniment,  on  est  conduit  à  un  développe- 
ment divergent,  échappant  évidemment  à  toutes  les  méthodes  de 

sommation,  car  sa  somme  serait  le  produit  de  sa  par  une  fonction 
monodrome,  el  la  fonction  qu'il  s'agit  de  représenter  n'a  pas 
celte  forme.  Mais  ce  développement  présente  de  l'intérêt  comme 
développement  asvmpto tique,  à  l'infini,  dans  le  plan  coupé  comme 
il  a  été  dit  au  n"  2. 

Pour  établir  cette  propriété  du  développement  (26),  il  suffit 
évidemment  de  montrer  que  wa(;)  est  de  l'ordre  de  grandeur  de 
z*~*,  ce  qu'on  peut  déduire  de  la  formule  de  définition  (i>./\).  Mais 
nous  nous  contenterons  de  déduire  de  cette  formule  qui',  si  a  <  o, 
<<)«(;  1  est  au  plus  de  l'ordre  de  grandeur  de  z'1  ;  le  résultat  plus 
précis  indiqué  d'abord  résulte  alors  évidemment  des  formules  (2.V) 
et  (  26)  elles-mêmes. 

Nous  pouvons  supposer,  dans  la  formule  (24),  qu'on  ait  pris 
pour  chemin  d'intégration,  en  restant  dans  le  plan  coupé,  un  are 
de  circonférence  ayant  l'origine  pour  centre  allant  du  point  c  au 
point  ^  ,  puis  Taxe  réel  de  ce  point  jusqu'à  l'infini.  La  partie 
réelle  de  t  allant  en  croissant,  le  module  de  e~(  décroît  depuis  la 
valeur  initiale  |  e "z  |  jusqu'à  zéro.  La  formule  (24)  donne  alors 


|  <•>«(*)! 


fTëTj 


F(a-t-i) 


C.  Q.    V.   1>. 


7.  11  est  facile  de  passer  de  ez  à  e"r,  x  étant  une  constante  quel- 
conque. Soit  en  intégrant  ternie  à  terme  la  série  qui  représente 
cette  fonction,  soit  en  utilisant  la  formule  (2),  on  voit  que 


(27) 


l*[e*=] 


i"«0« 


D*  [>-*'-|  =  XXQ-%{3BZ  ), 


les  symboles  Ia  et  Da  étant  affectés  de  l'indice  c,  qui  indique  la 
variable  par  rapport  à  laquelle   on  dérive.   On  a  de  même,  plus 


généralement. 


(28) 


D?/<  ooz  ,  =  .r*V(xz),         j  F(z)  =  \>*[f(z)]  \ 


Pour  l'étude  de  l'exponentielle  imaginaire  eiz,  il  est  commode 
d'introduire  deux  nouvelles  fonctions  Qx  et  toa  définies  par  les  for- 
mules 

Ûa(««)  =  <a  "a  *  z  ,),  wa(  iz  )  =  i«  »«(  s). 
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Les  formules  (21  >,  (23)  et  (26)  deviennent  alors 

(29)  Û«(*) -4- «<»(*)  =  «-««'*, 

za  -a+i 

1  3o)  lak'rJ  =  ^a1  ^  I  = 


(3l)       lûa(  S)  =    ^— t-t^ r  -+-.  .  . -+-    ■      „  , ; :   +  (*>a-,M<  ;  t. 

il  (y.)        i1 1  (  a  —  1  )  f '"  I  (  a  «1  -t-  1  ) 


cette  dernière  formule  donnant  le  développement  asvmptotique 
de  tùa(z)j  à  l'infini,  sur  l'axe  réel.  De  même  les  formules  (22) 
el  1  >\  1.  si  l'on  change  r  m  iz  el  t  en  «7,  donnent 

Q*(*)=  FT^ï  f  '*  ie  Udt        ,a>°)> 
(33  1  ^a(s)  =  f(ï)/      i%~Xs'Udi         C*.<0. 

Dans  cette  dernière  formule,  le  changement  de  variable  indiqué 
conduirait  à  prendre  —  oc/  comme  limite  supérieure  d'intégration  : 
la  formule  ainsi  écrite  serait  valable  quel  que  soit  a.  Mais,  pour 
y  1.  la  fonction  xù^z)  s'annule  à  l'infini,  sur  l'axe  réel,  et  l'on 
peut  prendre  -f-  ~ji  ou  —  ce  comme  limite  supérieure,  suivant  le 
signe  de  c.  de  manière  à  intégrer  sur  l'axe  réel  en  évitant 
l'origine. 

(  )n  remarque  que,  si  a  est  compris. entre  o  et  1,  les  fonctions 
0.%{  z  i  et  toxi  s)  sont  bornées  sur  tout  l'axe  réel,  la  première  s'an- 
nulant  à  l'origine  et  la  seconde  à  l'infini,  et  que  l'addition  des  for- 
mules 1  ')■■>.  1  el  (33  1  donne 

I  34  1  f      t*-ie-n  dt  =  r-«r((a)         (  0  <  x      1). 

Enfin,  si  l'on  remplace  ;  par  ./  :.  on  a  les  formules 

8.  Ces  résultats  peuvent  être  utilisés  pour  l'étude  delà  fonétion, 
dite  caractéristique, 

o(z)=  I         e^xdV{a    . 
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qui  joue  an  grand  rôle  en  calcul  (1rs  probabilités;   F(ar)  esl   une 
fonction  à  variation  bornée.  Supposons  que  les  intégrales 


Ep=    f  .r'^IV(.r)  (0      p       y. 


aient  un  sens,  c'est-à-dire  soient  absolument  convergentes.  Nous 
poserons  toujours  ac  =  />-+-  x',  p  étant  entier  et  a'  compris  entre  o 
et  i .  On  a 

i  Z.r                     i  i  z.r  )!' 
,"--•<■=  I  H j-  -h... H f-   +H'+lQp+i{  SX), 

et,  en  multipliant  par  rfF(a?)  et  intégrant  rie  —  x  à  -f-oo, 

ipi  zj  =  Eo-t-tEtZH-..  .-h  —  Ivc/'-i-  *(>). 
en  posant 

*(*)  =  iP-"  /         Qp+i{zx)dF\ 

D'ailleurs  o(z)  différant  de  $(-)  par  un  polynôme,  l'étude  des 
singularités  de  y(z)  se  ramène  à  l'étude  de  (I>i  '  z  t.  Or  nous  avons 

et  la  fonction  Q,_a.(sa?),  dont  l'indice  esl  compris  entre  o  et  i,  est 
bornée  de  —  x  à  +  x  et  s'annule  avec  ;.  La  dérivée  ainsi  calculée 
existe  donc  et  s'annule  avec  ^.  ainsi  que  toutes  les  dérivées 
d'ordres  plus  petits.  On  a  alors 

<I>(s)  =  z*z{z  I, 

la  fonction  t( z)  s'annulant  avec  z.  On  voit  ainsi  que.  -i  l'intégrale 
Ea  a  un  sens,  la  fonction  :p(s)  ne  diffère  d'une  fonction  holomorphe 
que  par  une  fonction  ayant  des  dérivées  jusqu'à  l'ordre  a  déter- 
minées et  continues,  et  qui  s'annule  à  l'origine  plus  rapidement 
(pie  z'x  ('). 

(')  J'ai  énoncé  ce  résultat  dans  une  Note  présentée  à  l'Académie  des  S<  iences  le 
23  avril  1923 ;  j'en  indiquais  ensuite  un  autre  plus  précis,  relatif  à  un  cas  parti- 
culier. Vyant  reconnu  que  cet  autre  résultat  s'obtient  très  simplement  sans  faire 
intervenir  la  dérivée  d'ordre  fractionnaire,  je  ne  l'indique  pas  ici.  Je  ne  revien- 
drai pas  non  plus  sur  la  généralisation  de  ce  résultat,  facile  à  déduire  de  la 
notion  de  dérivée  d'ordre  (a,  jî,  y)  exposée  dans  la  fin  de  ce  travail. 
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9.  On  peut  généraliser  l'intégration  par  parties.  Partons  de 
l'identité 

^>i(i)S-jf/(i)*o*)Ç- 

En  effectuant  sur  les  deux  membres  de  cette  identité  l'opération 
D*.  el  faisant  y=  i,  il  vient 

(35)  fX  V*[f(x)]gV-\x*-idx==  f  fïj)  D*[)?(XY]X«-tdX. 

Pour  y.  =  i,  en  remplaçant  dans  la  deuxième  intégrale  X  par-  > 

on  retrouve  l'intégration  par  partie  ordinaire. 

Voici  une  application  de  cette  méthode,  un  peu  modifiée  Par- 
lons de  la  formule 

Jry.    I  eifx  ,/,,-  =  y-*    !       ./'*-•  eix  il.r  I  0         7.  <  I). 

EfFeetuons  sur  les  deux  membres  l'opération  l*.  On  vérifie  aisé- 
ment que  l'intégration  sous  le  signe  somme  est  légitime,  au  pre- 
mier membre,  et  il  vient,  en  faisant  y  =  i , 

\      Qa,(x)  —  =  T(i  —  y.)   /      a?«-'  &*  dx, 

ou,  en  utilisant  la  formule  (34), 

(36)  f    û«(ar.)—  =»«r(a)r(i  — «)  =  « 


cos  —  a  -+-  ï  sin  -  a 


sin  -a 


(zl  suivre.) 
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LÉVY  i  Paul).  —  Leçons  »  Analyse  fonctionnelle. 
!n-S,  \i-îi'  pages.  Paris,  Gauthier- Villa rs,  1922. 

Lors  de  l'apparition  de  cel  Ouvrage,  M.  Paul  Lévy  m'avait  fait 
l'honneur  de  me  demander  de  présenter  au  publie  le  sujet  et  l'au- 
teur. Les  termes  dont  je  me  servis  sont  ceux  mêmes  que  j'aurais 
forcement  à  répéter  aujourd'hui;  je  demande  la  permission  de  les 
reproduire  purement  el  simplement  pour  commencer. 

La  tâche  de  signaler  à  l'attention  du  lecteur  le  Calcul  fonc- 
tionnel aurait  pu  sembler  importante  il  y  a  un  quart  de  siècle:  elle 
esl  bien  simplifiée  aujourd'hui. 

Logiquement  parlant,  le  Calcul  fonctionnel  aurait  dû  se  con- 
stituer dès  la  naissance  même  de  la  notion  d'intégrale  définie  ou. 
plus  exactement,  lorsque,  avec  cette  notion,  fut  élaborée  celle 
même  de  fonction  au  sens  de  Dirichlet,  la  fonction  étant  consi- 
dérée comme  définie  non  par  telle  ou  telle  série  d'opérations  ana- 
lytiques, mais  par  la  connaissance  de  toutes  ses  valeurs;  l'intégrale 
définie  fait  précisément  intervenir  l'ensemble  de  ces  valeurs  et  par 
là  constituait  un  premier  fait  de  Calcul  fonctionnel.  On  n'aperçut 
point  cependant  qu'il  y  avait  là,  et  dans  le  Calcul  des  Variations 
qui  apparut  bientôt  après,  une  branche  nouvelle  de  la  Science.  11 
('■tait  réservé  à  M.  Pincherle  et  surtout  à  M.  Volterra  d'en  dégager 
l'individualité  et  d'en  montrer  l'importance.  Cette  importance,  il 
n'est  plus  permis  à  un  mathématicien  de  l'ignorer,  depuis  les 
Mémoires  de  M.  \  olterra  sur  les  fonctions  de  lignes  et  les  Leçons 
que  l'illustre  géomètre  a  professées  à  l'Université  de  Paris  sur  le 
même  sujet. 

Mais  un  autre  fait  a  tout  particulièrement  contribué  à  rendre 
naturelle  et  familière  à  tous  les  géomètres  la  discipline  d'esprit 
dont  nous  parlons  :  je  veux  parler  de  la  théorie  du  problème  de 
Buil.  des  Sciences  math.,  2'  série,  1.  XL  VIL  (Octobre  1923.)  21 
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Dirichlet  et  des  vues  aouvelles  que  nous  a  ouvertes  sur  ce  sujet  la 
découverte  de  ~S\.  Fredholm.  Celle-ci  nous  a  appris  que  même 
dans  1  ('tuile  d'une  équation  aux  dérivées  partielles,  il  peut  être 
essentiel  de  considérer  les  relations  d'une  des  valeurs  de  la  fonc- 
tion inconnue  non  seulement  avec  les  valeurs  infiniment  voisines, 
mai-;  encore  avec  toutes  celles  que  cette  inconnue  peut  prendre 
dans  son  domaine  entier  d'existence.  En  un  mot,  il  est  aujourd'hui 
impossible  de  traiter  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles sans  la  rattacher  au  Calcul  fonctionnel. 

S'il  esl  devenu  inutile  d'insister  sur  le  sujet  du  A  olume  qu'on  \a 
lire,  est-il  nécessaire  d'en  présenter  au  public  railleur?  A  peine 
davantage.  On  .sait  par  quels  remarquables  débuts  M.  Paul  i.é\\ 
-  'est  signalé  au  monde  scientifique.  On  sait  comment,  à  côté  de  la 
généralisation  de  la  notion  de  différentielle  totale,  telle  qu'elle 
résulte  des  recherches  de  M.  \  olterra,  il  a  pareillement  étendu  au 
nouveau  domaine  la  notion  d'équation  aux  différentielles  totales 
complètement  intégrable  el  comment  cette  nouvelle  généralisation 
a  jeté  >ur  toutes  les  théories  la  plus  vive  el  la  plus  féconde  lumière. 

Pendant  cinq  ans,  M.  Paul  Lév-\  a  donné  à  la  Patrie  une  activité 
qui  aurait  été  précieuse  pour  la  Science.  A  celle-ci,  il  s'est  de  nou- 
\e,m  consacré  tout  entier.  En  même  temps  que  l'œuvre  de 
AI.  \  olterra  et  la  sienne  propre,  il  en  '  continue  une  autre  qui 
s-' annonce  admirable  :  celle  de  R.  (ialeaux.  tue  à  l'ennemi  en 
septembre  H)i4?  el  dont  l'œuvre  si  x  i te  et  si  brutalement  inter- 
rompue avait  ouvert  au  Calcul  fonctionnel  la  voie  nouvelle  de  l'in- 
tégration. 

Le  lecteur  verra  à  quel  degré  de  clarté  et  d'harmonie  cette 
théorie  élevée  a  été  amenée  par  les  efforts  de  pareils  savants.  Nul 
doute,  et  c'est  l'essentiel,  qu'il  n'y  trouve  également  l'occasion 
d  applications  importantes  et  de  progrès  nouveaux. 

Juin   [922. 

Ce  sujet  d'ores  et  déjà  immense.  M.  P.  Lévy  n'a  pas  songé  aie 
traiter  entièrement  et  il  n'y  pouvait  pas  songer.  Il  aurait  fallu. 
tout. d'abord,  parler  de  la  théorie  de  Fredholm  à  iaquelle  je  faisais 
allusion  tout  à  l'heure,  et  cela  seul  aurait  demandé  un  volume  plus 
étendu  que  celui  qui  nous  occupe:  il  en  faudrait  un  autre  pour  les 
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remarquables    théorie:     de   [permutabilité    el    de   composition    de 
M.  \  oîterra. 

Pour  l;i  même  raison,  il  ne  |><>u\;tii  être  question  de  reprendre 
L'exposé  du  Calcul  des  \  ariations,  premier  Chapitre  et,  historique- 
ment, première  forme  du  Calcul  fonctionnel;  et  cependant,  force 
est  (\c  rappeler  les  notions  fondamentales  de  celui-là,  qui  sont 
indispensables  pour  l'intelligence  de  celui-ci  :  voisinages  des 
divers  ordres,  champs  fonctionnels,  variation. 

Pour  M.  \.r\\.  d'ailleurs,  Le  Calcul  des  Variations  rentre  dans 
ce  < | n' il  appelle  1'  ilgèbre  fonctionnelle.  L'auteur  établit,  en  eflfel 
à  L'intérieur  du  Calcul  fonctionnel,  une  distinction  intéressante  el 
profonde,  toute  parallèle  à  celle  qui  existeT  dans  le  calcul  classique, 
entre  l'Algèbre  et  l'Analyse.  Cette  dernière  peut  être,  en  somme 
définie  comme  concernant  les  problèmes  qui  n'ont  pas  de  sens  tant 
qu'on  ne  fait  pas  varier  les  nombres,  tandis  que  l'Algèbre  pose  des 
problèmes  relatifs  à  des  nombres  fixes,  même  -i.  comme  il  arrive 
très  souvent,  il  est  utile  d'introduire  des  variables  pour  résoudre 
ces  problèmes.  Toutes  ces  circonstances  se  retrouvent  en  (.aïeul 
fonctionnel. 

Qu'il  s'agisse  d'Algèbre  fonctionnelle  ou  d'Analyse  fonction- 
nelle, il  faut  toujours  partir  d'une  fonction  arbitraire  y  considérée 
dans  un  intervalle  déterminé  I  s'il  s'agit  de  fonctions  d'une  variable  I 
et  tenir  compte  des  diverses  valeurs  qu'elle  prend  dans  cet  inter- 
valle. La  méthode  indiquée  pour  cela  est,  le  plus  souvent,  celle 
dont  la  fécondité  a  été  mise  en  évidence  par  VI.  Volterra  et  qui 
consiste  à  insérer,  dans  l'intervalle  donné,  un  certain  nombre  i  très 

grand  |  de  moyens  ./.■,.  ./:■, xn.  valeurs  de  x  pour  lesquelles  on 

forme  les  valeurs  correspondantes  /', .  /■> fn  de  /'.  Si  mainte- 
nant on  a  à  étudier  une  fonctionnelle  àef,  c  est-a-dire  une  quan- 
tité U  dont  la  valeur  dépend  de  la  forme  de  la  fonction  /dans  l'in- 
tervalle donne,  on  pourra,  à  titre  de  première  approximation,  au 
moins  dans  certains  cas,  la  remplacer  par  une  certaine  fonction 
de  /,.  f* /„,  en  se  réservant  de  faire  croître  n  indéfini- 
ment. 

A  cette  méthode  s'en  oppose,  il  est  vrai,  une  autre  d'un  carac- 
tère très  différent,  reposant  sur  tel  ou  tel  développement  en  série 
par  exemple,  en  série  trigonoméfcrique  i  de  ht  fonction  /'.  laquelle 
est  alors  considérée  comme  définie  par  la  connaissance  des  coeffi- 
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cients  de  ce  développement.  U  devient  ainsi  une  fonction  d'une 
infinité  dénombrable  de  variables,  les  coefficients  en  question.  Je 
crois  bien  que  la  préférence  relative  à  accorder  à  ces  deux 
méthodes  est,  dans  une  assez  large  mesure,  affaire  de  tempérament: 
la  question  n'est  peut-être  pas  sans  rapport  avec  celle  qu'a\  ait  sou- 
levée certain  Mémoire  de  M.  Zermelo,  et  qui  fit  couler  pas  mal 
d'encre  il  y  a  une  dizaine  d'années  sans  que  la  discussion  ait 
sérieusement  modifié  les  mentalités  qui.  pour  le  moment,  semblent 
innéc>.  Nul  doute  cependant,  que  M.  Lévv  n'ait  entièrement  raison 
d'attribuer  le  rôle  principal  à  la  méthode  indiquée  par  M.  Nolterra: 
comme  il  le  fait  remarquer  fort  justement,  personne  n'aura,  malgré 
tout,  l'idée  d'introduire  la  notion  d'intégrale  définie  en  disant  que 

la  fonction 

a0  ■+■  a  j  x  -i- . .  .  -f-  a n  x"  —  .  .  . 

a  pour  intégrale 


c  —  e/0  ./■  -    (iv h ...  H 1-  .  .  .  . 

■>  n 

V  ces  premières  généralités  tient  encore  de  très  près  le 
Chapitre  II,  établissant  la  notion  de  continuité  dans  le  domaine 
fonctionnel.  La  définition  de  la  continuité-  uniforme  fait  intervenir 
la  notion  d'ensemble  compact  due.  comme  on  sait,  à  M.  Fréchet. 
M.  Lévv  aurait  pu  se  placer,  dune  manière  systématique,  au  point 
de  vue  particulièrement  philosophique  de  ce  géomètre  et  consi- 
dérer des  «  fonctionnelles  »  d'une  nature  plus  générale,  portant 
non  plus  seulement  sur  des  fonctions,  mais  sur  des  éléments  de 
nature  tout  à  fait  quelconque.  On  comprend  qu'il  ait  voulu  ici 
encore  borner  sa  tache,  si  intéressante  que  tût.  une  fois  de  plus,  celle 
qui  s'offrait  à  lui. 

Il  ne  peut  d'ailleurs  aborder  celle  qu'il  a  en  vue  sans  un  nou- 
veau Chapitre  préliminaire,  soubassement  aussi  indispensable  à 
l'édifice  du  Calcul  fonctionnel  que  l'est  l'étude  des  irrationnelles  à 
la  théorie  des  fonctions  :  de  même  qu'ici,  avant  de  prendre  le 
nombre  pour  variable,  force  est  d'être  l\~zé  sur  ce  que  sont  tous  les 
nombres  possibles,  là.  on  est  bien  obligé  de  porter  tout  d'abord 
m  ui  attention  sur  les  fonctions  les  plus  générales  et  plutôt  que  de 
supposer  au  lecteur  la  connaissance  des  principes  modernes  de 
MM.  Borel,  Baire,  Lebesgue,  M.  Lévv  donne  un  résumé  substantiel 
relatif  aux  fonctions  sommables  et  à  variation  bornée,  à  l'intégrale 


COMPTES  HENDUS  ET  ANALYSES.  ia5 

de  Stielties,  etc.  \  noter  qu'ici  on  se  rapproche  à  nouveau  du  point 
de  vue  de  M.  Fréchet,  avec  la  notion  de  fonction  d'ensemble,  donl 
tous  ceux  qui  ont  entendu  M.  de  la  Vallée  Poussin  au  Collège  de 

France  connaissent  la  fécondité. 

On  entre  au  contraire,  résolument  au  cœur  du  sujet,  avec  la 
variation  première  el  les  fonctionnelles  linéaires.  C'est  la  générali- 
sation, au  domaine  qui  nous  occupe,  de  la  notion  de  différentielle, 
généralisation  qui  doit  également  beaucoup  à  M.  Fréchet. 

V\ec  elle  s'introduit  la  notion  et  l'étude  des  fonctionnelles 
linéaires.  I  ne  relation  tout  analogue,  que  l'auteur  expose  en  se 
plaçant  encore  au  point  de  vue  de  M.  Fréchet,  unit  les  variations 
d'ordres  quelconques  aux  fonctionnelles  d'ordre  supérieur  à  propos 
desquelles  apparaissent,  en  même  temps  qu'un  résultat  de 
M.  Fréchet.  ceux  que,  sur  ce  sujet,  l'on  doit  à  Gâteaux.  La  notion 
de  fonctionnelle  polynôme  est  ainsi  constituée,  et  l'on  peut  consi- 
dérer les  développements  des  fonctionnelles  continues  en  séries  de 
telles  fonctionnelles  polynômes  ou  en  séries  analogues  aux  séries 
de  Taylor. 

C'est  seulement  à  ce  moment  que  l'auteur  (se  bornant  à  cet 
égard  comme  nous  l'avons  dit,  aux  résultats  essentiels,  ceux  qui  lui 
sont  indispensables  dans  la  suite)  rappelle  les  propriétés  connues 
des  équations  de  Fredholm  et  de  Volterra,  lesquelles,  pour  être 
exposées  au  point  de  vue  de  la  théorie  actuelle,  présupposent  les 
notions  qui  viennent  d'être  introduites.  Une  équation  de  Fredholm 
définit,  pour  l'Analyse  fonctionnelle,  une  transformation  ponc- 
tuelle dans  l'espace  fonctionnel,  et  le  problème  qui  se  pose  à  son 
égard  est  celui  de  l'inversion  de  cette  transformation.  Le  cas  traité 
par  Fredholm  est  celui  de  la  transformation  linéaire;  mais  on  sait 
comment,  par  analogie  avec  ce  qui  se  passe  en  Analyse  classique, 
MM.  A  olterra  d'une  part,  Ehrhardt  Schmidt  de  l'autre,  y  ont 
ramené  des  cas  plus  généraux  en  introduisant  la  variation  de  la 
fonctionnelle  qui  définit  la  transformation  ('  ). 


>  '  >  M.  Khrhardt  Schmidt  a  même  traité  le  cas  où  le  déterminant  de  l'équation 
de  Fredholm  ainsi  obtenue  s'annule  (cas  correspondant  à  celui  d'une  transfor- 
mation ponctuelle  ordinaire  autour  d'un  point  où  le  jacobien  s'annule);  sa 
méthode  dépend  essentiellement  de  développements  en  fonctionnelles  polynômes 
tels  que  ceux  dont  il  a  été  question  un  peu  plus  haut,  et  mériterait  peut-être 
d'être  reprise  en  utilisant  les  précisions  obtenues  depuis  sur  ce  point. 
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Enfin,  par  les  notions  d'orthogonalité  qui  s'y  rattachent,  les 
théories  dont  nous  venons  de  parler  introduisent  les  conceptions 
fondamentales  de  la  géométrie  de  l'espace  fonctionnel. 

Tout  ceci  est  encore,  en  somme,  de  l'Algèbre  fonctionnelle.  Il 
n'en  est  plus  de  même  de  la  deuxième  Partie  de  L'Ouvrage,  con- 
sacrée aux  i iquat ions  aux  dérivées  fonctionnelles  du  premier 
ordre.  Ici  l'inconnue  est  une  fonctionnelle  l  (  nous  sommes  donc 
bien  en  Analyse  fonctionnelle  et  non  en  Algèbre);  x(t)  étant  la 
fonction  (de  la  variable  indépendante  t)  dont  dépend  U,  la  dérivée 
fonctionnelle  de  l    par  rapport  à  x  est  le  coefficient  de  o./ .  sous  le 

signe  /  ?  dans  la  variation  SU.  Cette  quantité  qui  dépend  géné- 
ralement, bien  entendu,  de  la  forme  de  la  fonction  x  (c'est-à-dire 
qui  est  elle-même  une  fonctionnelle')  est  aussi,  d'autre  'part,  une 
fonction  de  /,  et  les  équations  aux  dérivées  fonctionnelles  qu'on 
est  conduit  tout  d'abord  à  considérer  font  connaître  la  forme  de 
cette  fonction.  <  lomme  elle  est  ainsi  définie  pour  toutes  les  valeurs 
de  /,  on  a  ainsi  l'analogue,  non  d'une  équation  aux  dérivées 
partielles,  mais  d'une  équation  aux  différentielles  totales. 

Ce  point  de  vue,  et  toute  la  théorie  qui  en  découle,  appartient 
entièrement  à  M.  Paul  Lévv  et,  à  ee  titre,  celle  deuxième  Partie 
est,  pour  une  grande  part,  son  œuvre  propre. 

Comme  l'équation  aux  différentielles  totales,  l'équation  aux 
dérivées  fonctionnelle'-  aura  sa  condition  d'intégrabilité ;  c'est 
cette  condition  dont  la  formation  est  le  résultat  essentiel  de 
\l  Paul  Lévv.  Pour  l'obtenir,  supposons  d'abord,  conformément  à  la 
méthode  classique  du  Calcul  des  Variations,  que  la  fonction  x,  au 
lieu  d'être  complètement  arbitraire,  dépende  seulement  d'un  para- 
mètre variable  \  :  alors  l'équation  donnée  |  absolument  comme  il 
arrive  pour  une  équation  aux  différentielles  totales  entre  x,  r,  z  si 
l'on  astreignait  le  point  (x.  y,  z)  à  décrire  une  ligne  donnée]  se 
réduit  à  une  équation  différentielle  ordinaire,  dans  laquelle  ).  est 
la  variable  indépendante.  Dans  un  cas  comme  dans  l'autre  il  faut, 
pour  définir  entièrement  la  solution,  s'en  donner  la  valeur  initiale, 
celle,  par  exemple,  qui  correspond  à  X  =  o  ;  après  quoi  une 
méthode  d'approximations  successives,  celle  de  M.  Picard  par 
exemple,  en  fournira  la  valeur  pour  chaque  valeur  de  ).. 

■En  résumé,  si  nous  considérons  deux  fonctions  ./:,,( t  ),  <r,  (/)  et 
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une  ligne  Lde  l'espace  fonctionnel  joignant  l'une  à  Vautre 
[c'est-à-dire   une  série  continue  de  fonctions  ./</:/>   telles  que 

m  /;  o)  =#.„(*),  x(t;  1  )        /  1 1  /  '  |.  et  nous  donnons  la  valeur  de  1 
correspond. mi   à  x(t')       ./„</).  il  en  résultera  une  valeur  déter- 
minée de  l    correspom<lanl  à  sc\  t  l    -#»(<). 

fôous  avons  à  exprimer  que  ce  dernier  résulta*  es1  indépendant 
du  chemin  L  suivi  pour  aller  de  la  fonction  initiale  à  la  fonction 
finale.  C'est  ce  <[iii  se  l'ait  par  des  méthodes  inspirées  du  Calcul 
des  Variations  classique;  M.  Lévy  obtient  uns!  deux  conditions 
simultanées.  Il  faut  qu'une  certaine  fonction  ©•(£,  t{  i  soit  symé- 
trique par  rapport  aux  deux  variables  qu'elle  contient  et,  d'autre 
part,  qu'une  certaine  expression  différentielle  linéaire  soit  iden- 
tique à  son  adjointe. 

Le  cas  le  plus  intéressant  est.  comme  pour  les  équations  aux 
différentielles  totales  classiques,  celui  où  l'équation  est  complète- 
ment intégrable.  c'est-à-dire  où  les  conditions  d'intégrabilité  sont 
identiquement  vérifiées. 

Un  exemple  simple  est  donné  par  [le  cas  où  la  fonctionnelle 
cherchée  dépend  d'une  ligne  plane  C  et.  en  outre,  des  positions  de 
deux  points  A,  B.  Le  calcul  des  conditions  d'intégrabilité  montre 
alors  que,  moyennant  des  hypothèses  complémentaires  très  géné- 
rales, l'équation  doit  se  ramener  à  la  forme 

5U£=  fv^ànds. 

•  c 

Inversement,  cette  équation  est  complètement  intégrable;  une 
quelconque  de  ses  solutions  est  définie  et  peut  être  calculée  par 
approximations  successives,  lorsqu'on  en  donne  la  valeur  (en  fonc- 
tion des  coordonnées  de  A  et  de  B)  pour  une  position  déterminée 
du  contour  C,  étant  supposé  toutefois  qu'il  s'agisse  d'une  solu- 
tion régulière. 

La  nécessite  de  cette  dernière  restriction  apparaît  dés  le  Chapitre 
suivant  consacré  au  problème  de  Diriehlet  et  à  la  fonction  de 
< ire en. 

Nul  cas  où  l'importance  du  Calcul  fonctionnel  se  montre  mieux. 
Les  éléments  qui  figurent  dans  la  solution  du  problème  de 
Diriehlet  et,  particulièrement  la  fonction  de  Green,  ne  dépendent 
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pas  seulement  d'un  ou  plusieurs  points  :  ils  dépendent  aussi,  essen- 
tiellement, de  la  forme  du  contour  C  à  l'intérieur  duquel  la  fonc- 
tion harmonique  cherchée  doit  être  calculée.  Lorsqu'on  déforme 
continûment  ce  contour,  les  éléments  éprouvent  des  variations  infi- 
nitésimales qui  sont  régies  par  les  principes  précédents  et  la  fonc- 
tion de  Green,  par  exemple,  admet,  par  rapport  à  une  telle  défor- 
mation, une  dérivée  fonctionnelle  dont  on  peut  calculer  l'expres- 
sion. 

Fidèle  aux  principes  qu'il  a  adoptés,  l'auteur  commence  par  rap- 
peler les  fondements  classiques  de  la  théorie  du  problème  de  Diri- 
chlet,  sous  la  forme  où  ils  lui  seront  utiles.  On  remarquera  d'ailleurs 
les  vues  personnelles  et  profondes  que  ses  travaux  l'on  conduit  à  y 
ajouter  et,  en  particulier,  la  manière  suggestixe  dont  il  fait  inter- 

d-  e* 
venir  la  quantité  - — —, —  dérivée  seconde  de  la  fonction  de  Green 

prise  par  rapport  aux  déplacements  normaux  (à  partir  du  contour) 
des  deux  points  dont  elle  dépend. 

La  formule  qui  exprime  la  variation  de  la  fonction  de  Green  g 
par  déformation  du  contour  donne,  pour  cette  quantité,  une  pre- 
mière équation  aux  dérivées  fonctionnelles,  non  complètement 
intégrable  celle-là,  et  dont  les  conditions  d'inlégrabilité  se  com- 
portent de  manière   assez  différente  suivant  les  singularités  sup- 

posées  à  la  solution.  Quant  à  la  dérivée  seconde  -; — -^—  i  Minnosée 
r  v  a/iAd/t[}         ri 

définie  même  pour  les  point>  intérieurs,  grâce  à  l'intervention 
d'une  famille  de  contours  dérivant  de  C  par  déformation  continue  i, 
elle  vérifie  précisément  l'équation  aux  dérivées  fonctionnelles  com- 
plètement intégrable  écrite  plus  haut.  On  peut  se  proposer  de  tirer 
de  là  une  méthode  de  calcul  de  la  fonction  de  Green  considérée 
comme  fonctionnelle  dépendant  du  contour  ^et,  par  conséquent, 
de  résolution  du  problème  de  Dirichlet);  malheureusement  les 
singularités  de  cette  fonction  créent,  en  l'espèce,  de  graves 
difficultés. 

Que  doit-on  maintenant  entendre  par  équation  aux  dérivées 
fonctionnelles  partielles? 

Supposons  que  la  fonctionnelle  inconnue  L  ait  à  dépendre  de 
deux  fonctions  arbitraires  .r(t),v(t).  Si  nous  nous  donnions  des 
expressions  auxquelles  doivent  être  égales  les  deux  dérivées  fonc- 
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tionnelles  de  l  par  rapport  à  x{t)  et  par  rapport  à  y\  i  I,  le  pro- 
blème appartiendrai!  à  la  catégorie  qui  vienl  d'être  étudiée.  Mais 
si  10n  ne  donne  qu'une  relation  entre  ces' de  us  dérivées  (relation 
contenant,  en  général,  les  fonctions  a?,  k  eH^s-mêmes  ainsi  que  U), 

on  est  <'ii  lace  d'un  type  nouveau  encore  analogue  à  l'intégration 
d'un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles  a  une  seule  fonc- 
tion inconnue,  mais  dans  lequel  le  nombre  des  équations  csl  infé- 
rieur à  celui  des  variables  indépendantes  (  et  non  égal  à  ce  nombre 
comme  il  arrive  pour  les  équations  aux  différentielles  totales  ).  11  y 
aura  donc  encore  des  conditions  d'intégrabilité  ;  mais,  d'autre  part, 
on  trouve  des  analogies  surprenantes  avec  la  théorie  de  l'équation 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Traçant  ce  qu'il  appelle 
une  courbe  (et  qu'il  ne  faut  pas  confondre  avec  une  ligne  i  dans 
l'espace  fonctionnel,  c'est-à-dire  un  lieu  de  points  dépendant  d'une 
fonction  arbitraire  (de  sorte  que  l'une  des  deux  fonctions  #(£), 
y(l)  restant  arbitraire,  l'autre  est  définie  pour  chaque  détermina- 
tion de  la  première).  M.  Lévv  est  arrivé  à  choisir  une  telle  courbe 
de  manière  qu'elle  soit  «  caractéristique  >>  et  jouisse  de  toutes  les 
propriétés  classiques  des  caractéristiques  ordinaires  pour  le  cas 
du  premier  ordre.  La  notion  d'intégrale  complète  se  transporte 
également  au  problème  actuel. 

Le  cas  du  Calcul  des  Variations  à  deux  variables  indépendantes, 
déjà  classique  par  les  travaux  de  MM.  Volterra  et  Fréchet,  fournit 
une  illustration  remarquable  de  ces  principes.   L'étude  de  l'extre- 

r1' 

muni  dune  intégrale  simple    /     /i.r.    r.  y')dx  conduit,    comme 

on  le  sait  depuis  Jacobi  et  Hamilton,  à  une  équation  aux  dérivées 
partielles.  Tout  pareillement  M.  Volterra  puis  M.  Fréchet  ont 
considéré  le  minimum  de  l'intégrale  double 


SI 


'<■'•■  y-  s,  P:  '/  >  dx  dy  {p  =  —rq=—J 


la  surface  s  ri./.  r>  étant  assujettie  à  passer  par  un  contour 
fermé  donné  C  et  l'aire  d'intégration  S  étant  limitée  à  ce  contour. 
Lu  tel  minimum  (la  forme  de  la  fonction  /  étant  supposée  donnée 
une  fois  pour  toutes)  dépend  uniquement  du  choix  du  contour  C. 
C'est  donc  une  fonctionnelle  où  entrent  les  seconds  membres  des 
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équations  y  =  g( x) ,  z=h(x)  de  ce  contour.  Comme  telle,  elle 
vérifie  une  équation  aux  dérivées  fonctionnelles  dont  la  formation, 
particulièrement    en    ce    qui    concerne    l'intégrale    classique    de 

Dirichlet    /    /     (y-.  )  +  (  — ;  )  \dxdy,  figure  dans  les  Leçons  sur 

les  Fondions  de  lignes,  professées  à  la  Sorbonne  par  M.  Yolterra, 
et  dont  on  peut  déterminer  les  caractéristiques. 

Il  semble  que  l'on  doive,  ensuite,  passer  aux  équations  aux 
dérivées  fonctionnelles  du  second  ordre.  Mais,  absolument  comme 
il  arrive  dans  l'Analyse  classique,  ceci  n'est  possible  qu'après 
l'introduction  des  notions  d'intégrales  de  diverses  espèces,  et  c'est 
ce  qui  fait  l'objet  de  la  troisième  Partie  de  L'Ouvrage.  Ici,  M.  Kévj 
se  montre  le  continuateur  de  René  Gâteaux. 

C'est  à  Gâteaux  que  l'on  doit,  en  effet,  d'avoir  abordé  pour  la 
première  fois  la  généralisation  des  notions  de  volume  et  d'intégra- 
tion à  l'espace  fonctionnel.  Elles  se  présentent,  d'ailleurs,  sous  une 
forme  profondément  différente  de  celle  \  laquelle  nous  sommes 
habitués,  et  il  ne  semble  pas,  quant  à  présent,  que  l'analogie  puisse 
être  rendue  plus  complète.  Si,  en  effet,  on  tient  compte  de  ce  que 
le  nombre  «les  dimensions  (lequel  ûgure  en  exposant  dans  le  rap- 
port des  étendues  de  deux  figures  homothétiques)  esi  infiniment 
grand,  on  constate  que.  dans  l'espace  fonctionnel,  la  mesure  d'un 
volume  quelconque  esl  en  gênerai  nulle  ou  infinie.  Par  exemple,  si 
avec  Gâteaux  on  commence  par  réduire  la  fonction  x(t),  définie 
dans  l'intervalle  m,   i  i.  à  une  «  fonction  simple  »,  c'est-à-dire  à  une 

fonction  prenant  la  valeur  constante  ./  ,   [tour  o^£<<  -■>  la  valeur 

constante  j;.,   de  t  =  —  à   t  =  — '»  •  •  •>    la    valeur   constante  ./■,,   de 
n  n 

n  —  i   .  ,  ... 

/  =  a  t  =  i .  la  condition 

(i)  /    .r--.   /  )  dt        R2. 

qui  définit  un  «  volume  sphérique  »  de  rayon  R  dans  l'espace  fonc- 
tionnel, donnera  entre  .r,.  ....  xn  l'inégalité 

x\  —  .  .  .  -f-   .'',-,       H  H2, 

laquelle  correspond  à   nue    sphère   de   ra\onl\\//   dans  l'espace 
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à  h  dimensions  (ce  qu'osa  appellera  la  a  ^|*mo  section  o  \  „  du 
volume  considéré);  or  le  volume  \„  de  dette  sphère  tead  verso 
ou   vers  oc  pour  //       x,  sm\;mi  que  lî  c^i  au   plus  égal  ou  qu'il 

csi  supérieur 


G'esl  pour  la  même  raison  qu<\  comme  l'avail  déjà  l;ui  voir 
Al.  Borel,  toul  le  voiume  d'une  sphère  esl  dans  ces  conditions, 
concentré  au  voisinage  immédiat  de  la  surface  et  La  surface  au  voi- 
sinage immédial  de  l'équateur. 

Tout  au  plus  peut-on  être  utilement  conduit,  dans-certains  cas, 
à  mesurer  un  volume  sous  la  forme  J(<o),  où  to  est  un  symbole 
d'entier  infiniment  grand  et  3  une  fonction  ou  type  décroissance 
comme  les  a  soin  eut  considérés  M.  Borel  (dans  les  cas  les  plus 
usuels  on  trouve,  pour  J",  une  valeur  de  la  (orme  cu>5aw).  C'est 
cette  fonction  qui  exprime  asvmptotiquement,  en  fonction  de  /«,1e 
volume  Vn  déduit  de  la  /jième  section  délinie  comme  nous  l'avons 
dit  tout  à  l'heure. 

Dans  ces  conditions,  ce  n'est  pas  l;i  notion  d'intégrale  qu'il  esl 
préférable  d'introduire,  mais  celle  de  valeur  moyenne  (1),  dont 
Gâteaux  a  formé  l'expression  pour  une  fonctionnelle  considérée 
dans  le  domaine  spliérique  (i).  On  conçoit,  d'après  ce  qui  précède, 
comment  il  peut  arriver  très  généralement  que  la  fonctionnelle  soit 
presque  partout  sensiblement  égale  à  sa  valeur  moyenne;  de  sorte 
.qu'une  seule  de  ses  valeurs  intervient  en  fin  de  compte,  du  moins 
pour  un  mode  de  continuité  convenable  de  la  fonctionnelle  consi- 
dérée. 

Les  mêmes  circonstances  apparaissent  sous  un  jour  un  peu  dil  - 
férent,  en  partant  du  second  des  points  de  vue  dont  nous  avons 
parlé  au  commencement  (  -),  c'est-à-dire  lorsqu'on  définit  une 
fonction  par  une  infinité  dénombrable  de  paramètres.  Ce  sont,  à 
nouveau   ici,   les   théories   relatives   aux   équations   intégrales   qui 


(')  On  retrouve  des  conclusions  du  même  ordre  lorsqu'on  part  du  point  de 
vue  (ont  à  fait  général  de  M.  Fréchet.  C'esl  ainsi  que  le  problème  a  été  abordé, 
sans  la  connaissance  des  travaux  de  <i.iteau\,  dans  >\e-~  Notes  très  intéressante^ 
rie  MM.  Daniel  {Annals  of  Mathematics,  t.  \1\,  \\  )  et  Xorbert  Wiener., 
Ibid.,  t.  \\I). 

(-)  La  question  avait  été  abordée  ainsi  ..  propos  de  certaines  théories  physiques 
récentes 
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interviennent  et,  en  particulier,  la  théorie  des  formes  quadratiques 
à  une  infinité  de  variables  Je  M.  Hilbert.  À  noter  toutefois  que, 
mitre  les  notions  classiques  de  suite  de  fonctions  orthogonales  et 
normales,  on  a  à  en  considérer  deux  autres  (suite  «  également 
dense  »  et  suite  «  normalement  dense  »)  qiu  dépendent  de  l'ordre 
dans  lequel  les  termes  sont  rangés. 

Eu  opérant  ainsi  on  peut  même  arriver  à  des  notions  correspon- 
dant à  celle  d'intégrale,  grâce  aux  vues  que  nous  avons  acquises  sur 
cette  dernière  par  les  travaux  de  M.  Lebesgue. 

Une  dégénérescence  tout  analogue  à  celle  que  nous  avons 
signalée  en  ce  qui  concerne  le  volume  et  l'intégrale  se  présente 
également  pour  d'autres  notions  géométriques  ou  analytiques.  Telle 
est  tout  d'abord  celle  de  courbure  moyenne,  où  il  faut  d'ailleurs 
avoir  soin  de  prendre  vraiment  une  moyenne  de  courbures  (et non 
comme  on  le  fait  en  géométrie  classique,  une  somme);  ici  encore 
on  constate  que  la  courbure  d'une  section  normale  est,  en  réalité, 
la  même  dans  presque  toutes  les  directions.  C'est  la  courbure 
moyenne  ainsi  définie  qui  intervient  lorsqu  on  cherche  à  étudier, 
pour  un  volume  fonctionnel  ^  de  forme  quelconque,  la  concen- 
tration  près  de  la  surface  déjà  constatée  pour  un  volume  sphé- 
rique  :  on  trouve  que  la  valeur  moyenne,  dans  le  volume  V,  d'une 
fonctionnelle  uniformément  continue,  est  égale  à  sa  valeur  moyenne 
sur  la  surface  S  qui  limite  ce  volume,  mais  en  attribuant  à  chaque 
élément  un  poids  proportionnel,  d'une  part  à  son  étendue,  de 
1  autre  à  son  rayon  de  courbure  moyenne.  Vucune  difficulté  n'est 
généralement  occasionnée  parles  points  de  S  où  le  rayon  de  cour- 
bure est  infini,  points  dont  on  peut  ne  pas  tenir  compte;  mais,  par 
contre,  la  conclusion  précédente  suppose  la  continuité  du  plan 
tangent  <  continuité  à  la  Lipschitz,  ce  qui  limite  la  courbure);  s'il 
y  a.  par  exemple,  une  ligne  de  points  anguleux,  c'est  cette  ligne 
qui  comptera  à  peu  près  exclusivement  pour  le  calcul  de  la  valeur 
moyenne.  Si  l'on  note  encore,  par  exemple,  que  le  produit  de  la 
courbure  moyenne  d'une  surface  par  la  dislance  du  plan  tangent  à 
l'origine  des  coordonnées  est  presque  partout  égal  à  i,  ou  voit 
combien  les  énonces  géométriques  changent  d'aspect  en  passant  à 
l'espace  fonctionnel. 

Le  paramètre  différentiel  du  second  ordre  AL  doit  de  même 
être  défini  comme  une  moyenne,   et  non  comme  une  somme  des 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  333 

dérivées  secondes.  La  fonction  a?i  t)  dont  dépend  aotre  fonc- 
tionnelle l    étanl  toujours  considérée  dans  l'intervalle  (o,  i),  le 

paramètre  différentiel  en  question  sera    /    l  ",  il  t.  valeur  moyenne 

(au  sens  de  l'Analyse  classique)  de  la  dérivée  fonctionnelle  du 
second  ordre  Ur-  dans  cet  intervalle.  On  pourrait  aussi,  en  se  pla- 
çant au  pointde  vue  de  la  représentation  par  série  x(t)  =  11  anf„(t), 
de  sorte  que  l  est  une  fonction  des  variables  a  |',  «2,  ....  a,,.  ..., 
prendre  connue  paramètre  différentiel  du  second  ordre  la  limite 
vers  laquelle  tend,  pour  ?i  infini,  la  moyenne  des  dérivées  secondes 

à*U    d*i)  #U    T1  .       ,  .,„    .  . 

-— ,  >  -j— ïj  ■•■3  --^r-  Il  se  trouve  que  les  deux  définitions  concordent 

d<iy      <)ar,  Ott jt  l 

pourvu  que  la  suite  des  fonctions  fondamentales  f„  soit  convena- 
blement choisie,  à  savoir  qu'elle  soit  ce  que  l'auteur  a  précédem- 
ment appelé  "  également  dense  ». 

Les  règles  de  calcul  de  ce  symbole  (  dans  lequel  il  ne  faut 
pas  oublier  que  la  dérivée  V'x._  est  beaucoup  plus  profondément  dif- 
férente de  la  dérivée  seconde  mixte  L  "rXi  que  cela  n'a  lieu  en 
Analyse  ordinaire)  diffèrent  notablement  des  règles  classiques  et 
sont  d'ailleurs  plus  simples:  elles  se  rapprochent  de  celles  qui  con- 
cernent les  dérivées  premières.  L'étude  de  l'équation  de  Laplace 
Al  =o  (dont  les  solutions  seront  encore  appelées  fonctionnelles 
harmoniques)  participe  de  ce  même  caractère  et  le  problème  de 
Cauchy  s'y  pose  par  la  donnée  de  L  seul  sur  une  surface,  la 
\  aleur  de  la  dérivée  normale  s'en  déduisant,  si  la  courbure  moyenne 
n'est  pas  nulle.  Le  cas  de  la  courbure  moyenne  nulle,  autrement 
dit  des  surfaces  minima,  joue  un  rôle  tout  spécial,  et  les  fonction- 
nelles U  harmoniques  ne  sont  autres  que  celles  pour  lesquelles  les 
surfaces  U  =  const.  sont  des  surfaces  minima.  Le  problème'de 
Dirichlet  se  résout  beaucoup  plus  simplement  qu'en  Analyse 
ordinaire:  il  arrive  en  effet  que.  dans  la  formule  correspondant  à 
là  formule  classique  qui  donne  la  valeur  d'une  fonction  harmonique 
à  l'intérieur  d'une  surface  fermée,  le  potentiel  de  simple  couche, 
seul  terme  où  ligure  la  dérivée  normale  à  la  surface,  disparaît,  de 
sorte  que  la  solution  est  immédiatement  donnée  par  le  terme 
potentiel  de  double  couche.  Le  théorème  sur  la  moyenne  des 
valeurs  d'une  fonction  harmonique  à  la  surface  d'une  sphère  reste 


vrai. 
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Ajoutons  que  potentiel  de  simple  couche  et  potentiel  de  double 
couche  sont  deux  notions  beaucoup  moins  distinctes  que  dans 
l'espace  ordinaire  :  puisqu'un  potentiel  de  simple  couche  superfi- 
cielle de  densité  ;.  se  ramène  à  un  potentiel  dédouble  couche  de 
densité  ulR,  en  appelant  R  le  rayon  de  courbure  moyenne. 

Rien  d'autres  relations  aussi  curieuses  s'introduisent  parla  con- 
sidération des  potentiels  de  volume,  l'étude  géométrique  des 
surfaces  et  des  variétés  minima.  etc.  Nous  ne  pouvons  ici,  y  insister 
davantage  et  nous  n'avons  pu  donner  qu'une  idée  bien  sommaire 
et  très  rudimentaire  de  ce  sujet  si  riche  en  points  de  vue  nouveaux 
si  fécond  aussi  en  applications  et  en  recherches  ultérieures;  d  in- 
téressantes indication-  sont  donnée^  à  cet  égard  par  l'auteur  dans 
un  dernier  Chapitre.  Soyons  reconnaissants  à  M.  Paul  Lé\  \  <1  y 
avoir  initie  le  public  français. 

Jacoues  IÏaiia-.:  yrd. 


DICKSON  |L.  E.i.  MITCHÉLL  (H.  H.),  VANEUVEB  (H.  S.),  WAHL1N 
G.  E.).  —  Algebraic  Numbers.  Bulletin  of  tke  National  Besearch  Couneil. 
Vol.  5.  Part.  :>.  n°28,  192S.  Un  volume  in-8°.  96  pages.  Publié  par  le  National 
Research  Couneil  oî  the  National  Academv  ol  Scienci  s,  Washington. 


Ce  petit  pamphlet,  écrit  avec  le  pies  grand  soin,  à  peu  près 
dans  le  style  de  l'Histoire  de  la  Théorie. des  Nombres  de  M.  Dickson, 
rendra  de  grands  services  à  ceux  qui  s'intéressent  aux  nombres 
algébriques.  Les  auteurs  se  sont  suri  ont  proposé  de  compléter 
el  de  continuer  le  rapport  de  M.  Hilberl  sur  le  même  sujet. 

L'Ouvrage  comprend  quatre  Chapitres.  Le  premier  est  consacré 
aux  nombres  algébriques  en  général,  le  second  à  la  cyclotomie 
(raeines  de  l'unité),  le  troisième  aux  nombres  p-adiques  de  Hensel, 
le  dernier  aux  corps  fonctionnels. 

On  ne  saurait  trop  se  féliciter  de  voir  enfin  paraître  de  tels 
rapports.  Tous  les  jours  la  littérature  scientifique  voit   naître  de 
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nouvelles  ramifications,  tes  écrits  nouveaux  s'amoncell'enl  à  qui 
mieux  mieux.  Dans  ce  labyrinthe,  le  cbereheur  s'intéressanl  ;i  ane 
question  bien  définie  éprouve  an  besoin  aigu  il'mi  guide  de  toute 
confiance,  l'uni-  la  Théorie  des  Nombres,  il  y  a  la  magnifique 
Histoire  de  M.  Dickson»,  pour  les  nombres  algébriques  le  Rapport 
llilheri  et  celui  des  quatre  auteurs  américains. 

S.   Lefschetz. 


«  QUAND  LA  LUMIÈRE  FUT...  .  pur  Louis  Maillard,  professeur 
d'Astronomie  à  l'Université  <ie  Lausanne.  Deux  volum«s  t8  26cm, 
Joo  pages  avec  83  figures  e1    \  >  planches  hors-texte. 

Les  Presses  universitaires  de  France,  Paris  i<c>">.  Prix  :    >2fr,5o. 

Le  problème  des  origines  du  monde  est  de  tous  les  temps  e1  de 
tous  les  peuples,  ainsi  qu'çn  témoignent  d'innombrables  mythes 
et  légendes,  dont  plusieurs  remontent  à  une  antiquité  fort  reculée. 
Mais  c'est  surtout  depuis  îes  immortels  travaux  des  précurseurs 
et  créateurs  de  la  Mécanique  eéïeste  que  les  études  eos.mogoniques 
ont  bénéficié,  par  contre-coup,  d'une  faveur  marquée,  tant  sont 
divers  et  imprévus  le-  phénomènes  qui.  dans  la  suite  des  âges, 
sont  venus  modifier  fc'aspecl  du  grand  problème.  De  nos  jours. 
des  mathématiciens  et  astronomes,  même  parmi  les  plus  illustres, 
n'ont  pas  dédaigné  de  eonsacrer  leurs  efforts  à  ce  problème,  dont 
les  données  hypothétiques  laissent  un  cours  ;issez  libre  à  l'imagina- 
tion. Ainsi,  dans  ce  domaine  tangent  à  celui  des  questions  éter- 
nelles, on  progresse.  Et  nulle  histoire  n'est  plus  instructive  que 
celle  de  cette  recherche  inaugurée  par  le  premier  homme  qui  s  est 
demandé  :  Qu'est-ce  que  le  monde  et  quelle  est  son  origine  ?  Ce 
sont  ces  pages  d'histoire  que  M.  Louis  Maillard  expose  dans  les 
deux  volumes  pittoresquement  intitulés  :  Quand  la  lumière  fut.... 
Ce  bel  et:  important  Ouvrage  est  de  ceux  qu'il  est  agréable 
de  connaître  et  de  faire  connaître.  La  personnalité  de  l'auteur  s'y 
révèle  avec  une  telle  continuité,  dans  l'analyse  des  légendes 
antiques  comme  dans  la  discussion  des  théories  les  plus  récentes. 
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qu'on  se  sent  en  présence  d'une  œuvre  longuement  méditée,  écrite 
avec  clarté,  rigueur  et  impartialité.  Ces  deux  volumes  placent 
leur  auteur  au  rang  des  plus  érudits  historiens  de  la  science. 

Le  Tome  Ier  est  divisé  en  deux  parties  :  l'une  est  consacrée 
à  l'étude  des  cosmogonies  mythiques  des  peuples  anciens,  non  civi- 
lisés et  civilisés,  —  l'autre  à  celle  des  hypothèses  géométriques  des 
Grecs.  D'abord,  l'auteur  raconte,  dans  un  style  alerte  et  imagé,  les 
principales  légendes  cosmogoniques.  Il  y  a  une  telle  distance  entre 
ces  contes  naïfs  et  les  théories  modernes  qu'on  a  peine  à  recon- 
naître leur  filiation,  pourtant  certaine.  Et  c'est  un  des  grands 
mérites  de  M.  Louis  Maillard  d'avoir  fait  ressortir  la  continuité, 
souvent  peu  apparente,  des  explications  :  mythiques,  poétiques, 
religieuses,  philosophiques,  scientifiques.  L'Ouvrage  devient  ainsi 
un  des  plus  saisissants  tableaux  qui  se  puissent  imaginer  de  la  puis- 
sance évolutive  de  l'esprit  humain. 

Dans  les  mythes,  partout  la  fantaisie  la  plus  absolue  semble 
régner  à  l'exclusion  de  toute  idée  directrice.  Rien  de  scientifique 
ne  semble  pouvoir  être  extrait  de  tels  récits,  qui  dévoilent  la  men- 
talité enfantine  des  primitifs.  Toutefois,  on  constate  entre  eux 
certains  points  de  contact  intéressants.  Que  faut-il  conclure  de 
ces  analogies  ?  Les  relations  entre  peuples  expliquent  le  mélange 
de  leurs  idées  générales.  Au  surplus,  dit  M.  Maillard  :  «  Tout  de 
V homme  est  borné...,  et  dans  un  champ  limité  d'hypothèses  sur  un 
sujet  donné,  lès  rencontres  d'idées  sont  probables)).  Ainsi,  les  analogies 
se  retrouvent  même  chez  des  peuples  n'ayant  eu  vraisemblable- 
ment aucun  commerce  direct  ou  indirect,  comme  ceux  d'Afrique 
et  d'Amérique,  par  exemple....  A  moins  qu'elles  ne  fournissent  la 
preuve  d'une  antique  liaison  intercontinentale,  rompue  par  un 
effondrement  (Atlantide),  ou,  suivant  la  théorie  récente  de  Wegener, 
par  un  phénomène  de  dérive. 

En  fait,  le  problème  des  origines  consiste  en  une  vaste  extrapo- 
lation dans  le  temps  et  dans  l'espace.  Il  est  donc  indispensable, 
pour  le  résoudre,  de  connaître  d'abord  l'état  actuel  du  monde  et  le 
sens  de  son  évolution.  L'astronomie  ne  peut  avancer  qu'en  raison 
des  progrès  des  autres  sciences  physiques  et  mathématiques.  Ne 
nous  étonnons  donc  pas  des  balbutiements  primitifs.  Avec  les 
découvertes,  le  problème  cosmogonique  a  pris  et  prendra  toujours 
plus  d'extension.   Limité  d'abord  à  la  création  d'une  contrée  ou 
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d'une  île,  il  embrassera  pur  la  suite  la  Terre  entière,  puis  le  sys- 
tème solaire,  et  même,  au  gré  d'hypothèses  récentes,  l'univers 
visible  tout  entier.  Mais  les  théories  proposées  perdent  en  précision 
plus  peut-être  qu'elles  ne  gagnent  en  généralité. 

De  grands  philosophes  grecs  (logiciens,  physiciens,  mathéma- 
ticiens) étudièrent  le  système  du  monde;  M.  Maillard  consacre 
la  seconde  partie  de  ce  volume  aux  recherches  astronomiques 
poursuivies  dans  les  Ecoles  fécondes  qui  brillèrent  du  —  vie  au 

r  ne  siècle,  bien  que  la  cosmologie  y  tienne  souvent  plus  de 
place  que  la  cosmogonie  :  «  Les  naturalistes  d' lonie  et  leurs  disciples 
de  la  Grande  Grèce  s'en  tiennent  aux  apparences  immédiates  d'un 
monde  très  borné.  Dans  leurs  essais,  la  recherche  des  causes  natu- 
relles s'affirme.  Leurs  cosmogonies  empruntent,  le  sachant  ou  non, 
bien  des  notions  et  des  idées  à  l'Orient,  en  particulier  à  l'Inde,  la 
Chaldée  et  V Egypte.  —  Les  observations  continues  des  navigateurs 
vont  suggérer  instamment  que  la  Terre  n'est  pas  plane,  triais  sphérique. 
Pour  Pythagore  et  son  Ecole,  pour  Platon.  Eudoxe.  Calippe  et 
Aristote  (le  prince  de  la  philosophie),  la  sphère  terrestre  est  immobile 
au  centre  de  l'univers.  Un  système  rationnel  se  développe  :  sur  des 
sphères  homocentriques,  les  astres  effectuent  des  rotations  uniformes. 
—  Pour  Apollonius  de  Perge,  —  puis  pour  Hipparque  et  Ptolémée, 
ces  grands  maîtres,  —  autour  de  la  Terre  immobile,  le  Soleil  et  les 
planètes  décrivent  des  excentriques,  fixes  ou  mobiles,  ou  des  épicycles 
variés.  —  Cependant,  Philolaus,  Hicétas  et  Ecphantus  se  risquent 
à  doter  la  Terre  d'une  rotation  diurne.  Aristarque  de  Samos,  — ■ 
peut-être,  avant  lui,  Héraclide  du  Pont.  —  émet  l'hypothèse  hardie 
et  vraie  du  système  héliocentrique  :  les  planètes,  ■ —  la  Terre  entre 
autres  —  tournent  autour  du  Soleil.  » 

Comme  on  le  voit,  dans  la  profusion  des  idées  qui  ont  jailli 
sous  le  ciel  de  l' lonie,  de  l'Attique  ou  de  la  Grande  Grèce,  certaines 
étaient  fort  en  avance  sur  les  connaissances  positives  de  l'époque. 

Il  ne  leur  a  manqué,  pour  s'imposer  définitivement,  que  d'être 
sanctionnées  par  une  longue  série  d'observations  bien  faites. 


Plus  tard,  en  plein  moyen  âge,  Baudoin  de  Courtenay  cite  cette 
opinion,  déjà  ancienne  peut-être,  que  le  Soleil  est  de  nature  attrac- 
Bull.  des  Sciences  math.,  2*  série,  t.  XLVII,  (Octobre  i<p3.)  22 
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tive  comme  les  aimants.  «  Cette  idée  que  les  corps  célestes  sont  soumis 
aux  mêmes  lois  que  les  corps  terrestres  ne  pouvait  effleurer  les  philo- 
sophes grecs  persuadés  que  les  deux  et  les  astres  sont  incorruptibles, 
divins,  éternels.  Placer  les  astres  sous  la  loi  commune  à  toutes  choses 
c'était  préparer  —  de  loin  —  les  voies  de  la  Mécanique  céleste.  » 

Pour  y  arriver,  il  n'a  pas  sufli  de  la  subtile  logique  de  Nicole 
Oresme,  de  la  dialectique  confuse  de  Nicolas  de  Cusa,  et  des  élu- 
cubrations  scolastiques  de  tant  d'autres  astronomes  en  chambre. 
Seules  les  observations  remises  en  honneur  par  Purbach  et  Regio- 
inontanus,  puis  réalisées  systématiquement  par  Tycho-Brahé  et 
sçs  collaborateurs,  permirent  à  la  science  d'accomplir,  au  xvie 
et  au  xvne  siècle,  les  progrès  merveilleux  qui  nous  apparaissent 
encore  aujourd'hui  avec  un  éclat  incomparable. 

Dans  la  première  partie  du  Tome  II,  l'auteur  brosse  un  tableau 
saisissant  et  vigoureux  de  cette  période  héroïque  de  l'astronomie: 
il  s'arrête  avec  une  prédilection  marquée  à  l'œuvre  grandiose  de 
Copernic,  Kepler  et  Galilée,  aux  tourbillons  de  Descartes  et 
de  Swedenborg,  — ■  enfin  aux  travaux  immortels  «le  Newton,  révé- 
lant la  gravitation  universelle. 

Dans  la  deuxième  partie,  M.  Maillard  résume  d'abord,  dans  un 
exposé  clair  et  concis,  l'état  actuel  de  nos  connaissances  les  plus 
précises  sur  le  Cosmos,  passant  en  revue  le  Soleil,  les  planètes  et 
leurs  satellites,  les  comètes,  les  étoiles,  les  amas  stellaires,  les 
nébuleuses,  la  galaxie,  etc.  Le  lecteur,  ainsi  initié  aux  plus  belles 
découvertes  de  l'Astronomie,  peut  suivre  aisément  l'exposé  des 
hypothèses  cosmogoniques  modernes.  Les  quelques  chapitres  qu'il 
comporte  forment  naturellement  le  point  culminant  de  l'Ouvrage. 
Toutes  les  qualités  qui  font  la  haute  valeur  de  ces  deux  volumes 
s'y  trouvent  réunies.  M.  Louis  Maillard,  auteur  lui-même  d'une 
hypothèse  eosmogonique,  apprécie  les  travaux  de  ses  confrères 
avec  une  grande  largeur  de  vues  et  une  impartialité  parfaite.  Dans 
un  style  dont  la  précision  scientifique  n'exclut  pas  l'élégance, 
l'auteur  met  en  lumière  l'idée  directrice  qui,  des  timides  essais  du 
commencement  du  xvme  siècle,  conduira  les  chercheurs  aux  vastes 
synthèses  que  nous  admirons  aujourd'hui. 

Une  connaissance  de  plus  en  plus  précise  de  la  Terre  et  de  ses 
roches  avait  assez  généralement  répandu  l'idée  d'un  état  primiti- 
vement fluide  des  planètes.  De  là  à  conclure  qu'elles  sont  peut-être 
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issues  du  Soleil  lui-même,  il  n'y  avail  qu'un  pas.  Buiïon  émel 
L'hypothèse  que  les  planètes  mil  été  séparées  simultanémenl  «In 
Soleil  par  une  comète  sillonnanl  la  surface  de  l'autre.  L'étroil 
lambeau  de  matière  (la  sept-centième  partie  de  la  masse  solaire), 
grâce  à  l'attraction  des  particules,  se  transforme  en  globes  qui 
gravitent  dans  un  même  plan  et  dans  le  même  sens.  Les  faillies 
excentricités  sont  contraires  à  la  t  héorie  de  Buffon,  qui,  par  ailleurs, 
ne  rend  pas  compte  des  sens  de  rotation  des  planètes  et  des  satel- 
lites. 

■  Kant,  le  premier,  conçoit  la  génération  du  système  solaire  à 
partir  d'une  nébuleuse  fictive,  où  la  variété  des  masses  et  des  mouve- 
ments est  très  grande.  Tout  finit  par  s'y  organiser  grâce  à  I  atiracr 
tion  et  aux  actions  moléculaires  ;  les  particules  décrivent  alors  dans 
le  même  sens,  autour  d'un  noyau  présolaire,  des  renies  concen-, 
triques  situés  à  peu  près  sur  le  même  plan.  La  nélnileuse  étant 
d'abord  hétérogène,  le  noyau  primitif  d'une  planète  peut  se  former 
accidentellement,  en  n'importe  quel  point  du  sphéroïde  nébuleux.  > 
La  théorie,  dépouillée  de  tous  calculs,  ne  peut  résister  à  un  examen 
critique.  11  était  réservé  à  Laplace  de  mettre  plus  de  rigueur 
dans  les  déductions. 

Sa  fameuse  hypothèse  cosmogonique est  bien  connue.  La  nébu- 
leuse solaire  est  animée  d'un  mouvement  de  rotation  qui  s'accé- 
lère par  le  fait  de  la  contraction.  La  force  centrifuge  à  l'équateur 
finit  par  équilibrer  la  pesanteur,  et  des  anneaux  —  qui  deviendront 
les  planètes  — se  détachent  de  la  masse  centrale. 

L'hypothèse  explique  bien  la  coïncidence  approchée  des  plans 
des  orbites  planétaires  avec  celui  de  l'équateur  solaire;  les  faillies 
excentricités,  le  sens  direct  des  révolutions  et  des  rotations  sont 
conformes  à  la  théorie.  «  Elle  rendait  compte  avec  une  simplicité 
séduisante  des  harmonies  du  système  alors  connu.  Elle  n'est  plus  en 
rapport  avec  V Astronomie  actuelle,  et  Laplace  s'en  fût  aperçu  avant 
tous.  »  En  particulier,  les  rotations  rétrogrades  d'Uranus  et  de 
Neptune  ne  peuvent  s'expliquer  dans  la  théorie  de  Laplace  sans 
faire  intervenir  des  phénomènes  secondaires,  comme  les  marées. 
auxquels  on  a  du  reste  l'ait  jouer  un  rôle  beaucoup  trop  considé- 
rable. 

Selon  Faye,  la  nébuleuse  primitive  est  d'abord  homogène,  puis 
nucléée.  Les  planètes  prennent  naissance  au  sein  même  de  la  masse 
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nébulaire.  L'attraction  sur  l'une  d'elles  est  à  l'origine  proportion- 
nelle à  la  distance,  elle  ne  devient  newtonienne  qu'après  la  forma- 
tion du  Soleil.  Cette  évolution  de  la  loi  de  force  classe  les  planètes 
en  deux  groupes  caractérisés  par  des  rotations  directes  à  l'intérieur 
et  rétrogrades  à  l'extérieur.  Comme  celle  de  Laplace,  la  théorie 
de  Faye  a  été  mise  en  échec  par  des  observations  ultérieures  con- 
traires aux  prévisions  :  les  révolutions  rétrogrades  de  trois  satel- 
lites de  Jupiter  et  de  Saturne.  Quelques  variantes  ont  été  proposées 
afin  de  mettre  l'hypothèse  en  accord  avec  les  faits  nouvellement 
connus.  Il  reste  diiheile,  comme  à  son  illustre  devancière,  de  lui 
faire  expliquer  la  formation  d'anneaux  séparés. 

Le  champ  des  hypothèses  nébulaires  est  loin  d'être  complète- 
ment exploré.  Il  semble  promettre  encore  de  belles  moissons, 
surtout  dans  le  domaine  restreint  du  système  solaire.  La  mise  au 
point  proposée  par  M.  Maillard  ramène  avec  raison  l'attention 
sur  cette  conception  un  peu  délaissée  pour  des  théories  plus  nou- 
velles et  plus  brillantes. 

L'auteur  considère  une  nébuleuse  analogue  à  celle  de  Faye,  homo- 
gène puis  nucléée.  Partant  d'une  hypothèse  simple,  il  a  trouvé  une 
loi  de  force  «  générale  et  généreuse  »  contenant  deux  paramètres 
variant  en  sens  inverse  avec  le  temps.  Nombre  de  particularités 
du  système  solaire  s'expliquent  simplement  par  la  théorie.  La 
discontinuité  de  la  force  rend  cqmpte  de  la  discontinuité  dans  la 
séparation  des  anneaux.  Les  planètes  sont  nées  dans  deux  périodes 
entre  lesquelles  se  place  l'origine  des  planétoïdes.  Les  rotations  cl 
révolutions  rétrogrades  sont  une  conséquence  logique  de  la  loi  de 
force.  Une  autre  originalité  des  conceptions  de  l'auteur  réside  dans 
le  fait  qu'elles  permettent  de  donner  une  raison  des  «résidus  »  non 
expliqués  des  mouvements  planétaires  (*).  Les  nombres  qu'il  obtient 
pour  l'avance  des  périhélies,  les-  inégalités  de  la  Lune,  etc.,  sont 
des  vérifications  d'un  grand  intérêt.  «  //  est  assez  effrayant  de 
penser  à  ce  que  néglige  et  veut  négliger  notre  hypothèse  :  résistance 
variable  du  milieu,  chocs,  variations  thermiques,  marées,  pression 
de  radiation,  actions  électromagnétiques,  etc.  Il  est  donc  sage  de  s'en 
tenir  aux  concordances  générales  et  de  renoncer  à  proposer  de  nou- 


(')  Cosmogonie  et  gravitation,  brochure  de  4<>  pages;  chez  Gauthier-Villan 
Paris.  Prix  :  3  fr. 
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pelles  «  harmonies  de  la  Sature.  »  Cette  judicieuse  remarque 
s'applique  à  »  toutes  a  les  hypothèses  proposées  jusqu'à  mainte- 
nant. 

M.  Belot,  rompu  ni  avec  les  traditions,  considère  que  «  V  architec- 
ture des  inondes  ne  dépend  pas  de  la  gravitation  :  sa  stabilité  seule 
en  dépend».  Pour  lui.  le  système  solaire  est  le  résultat  du  choc  d'un 
noyau  en  rotation  rencontrant  une  nébuleuse.  Les  pulsations  du 
noyau  donnent  naissance  aux  planètes.  Moyennant  quelques  hypo- 
thèses secondaires,  la  théorie  permet  de  formuler  certaines  lois 
relatives  aux  distances,  aux  inclinaisons,  au  sens  des  révolutions  et 
des  rotations.  Elle  ne  suffil  pas  à  caractériser  nettement  les  deux 
groupes  des  planètes  intérieures  et  extérieures,  cependant  très 
distincts. 

Après  M.  Belot.  d'autres  chercheurs  ont  étudié  les  conséquences 
possibles  d'un  choc  :  entre  deux  nébuleuses  (M.  See)  ou  entre  une 
nébuleuse  et  un  essaim  de  météores  (M.  Moreux).  Dans  ces  essais, 
le  rôle  de  phénomènes  secondaires  —  capture,  pression  de  radia- 
tion  —  est  invoqué  avec  plus  ou  moins  de  bonheur.  On  ne  saurait 
du  reste  reprocher  aux  théories  cosmogoniques  de  tenir  compte 
de  toutes  les  causes  possibles. 

L'Ouvrage  se  termine  par  un  Chapitre  impartial  sur  la  néo- 
relativité, dépouillée  de  ses  mystères.  La  théorie  nouvelle  trouvera- 
t-elle  une  application  dans  la  cosmogonie,  où  les  intervalles  de 
temps  et  de  lieux  se  mesurent  par  des  nombres  prodigieux,  où  par 
conséquent  les  actions  les  plus  infimes  ont  eu  le  temps  d'accumuler 
des  effets  considérables?  En  attendant,  puisque  «  de  par  la  nature 
même  de  .nos  moyens  de  contrôle,  tous  les  faits  nouveaux  découverts 
grâce  à  la  relativité  sont  et  seront  interprétables  dans  V espace  eucli- 
dien et  le.  temps  terrestre  ».  M.  Maillard  nous  conseille,  après  les 
randonnées  dans  l'espace  à  quatre  dimensions,  de  ne  pas  oublier 
le  chemin  du  laboratoire,  et  de  méditer  ce  jugement  de  sereine, 
impartialité  emprunté  à  M.  E.  Picard  :  «  L'avenir  dira  dans  quelle 
mesure  les  idées  nouvelles,  si  elles  reçoivent  de  nouvelles  confirma- 
tions expérimentales,  pourront  s'incorporer  dans  ce  bon  sens 
moyen  de  l'humanité  où  Descartes  mettait  le  fondement  de  la  cer- 
titude, et  qui  était  pour  lui  le  trait  d'union  entre  notre  pensée  et 
le  réel.  Sans  cet  accord,  il  n'y  a  que  scepticisme;  c'est  un  écueil 
que  n'ont  pas  toujours  évité  les  théoriciens  de  la  Physique.  » 
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L'auteur,  par  l'étude  approfondie  qu'il  a  dû  faire  de  toutes  les 
théories,  de  leurs  qualités  et  de  leurs  défauts,  sait  qu'  «  il  ne  suffit 
pas  d'orner  quelques  mots  d'une  majuscule  pour  résoudre  les  pro- 
blèmes insolubles  »;  néanmoins  il  reste  d'un  bel  optimisme  scien- 
tifique, qui  se  manifeste,  dans  son  ouvrage,  dès  la  brillante 
iratroducl  ion  d'allure  philosophique  «  La  Science  devant  l'Univers  », 
jusqu'à  la  conclusion  pleine  de  bon  sens.  Pour  lui,  la  vérité  ne 
jaillira  que  d'une  vaste  synthèse  de  toute  les  sciences,  mais  celui 
qui  la  tentera  n'est  pas  encore  né.  Qu'importe  ?  Ayons  de  la 
patience.  La  Physique  précisera  de  mieux  en  mieux  le  constitu- 
tion —  discontinue  —  de  la  matière  et  la  Mathématique,  suivant 
le  mouvement,  développera  peut-être  un  calcul  des  différences 
finies,  dans  lequel  le  calcul  infinitésimal  rentrera  pomme  un  cas 
particulier,   etc. 

Ces  deux  volumes,  admirablement  conçus  et  réalisés  par  le 
savant  érudit  qu'est  M.  Louis  Maillard,  sont  d'une  documenta- 
tion précise,  toujours  exacte  et  abondante.  Ils  ne  s'adressent  pas 
seulement  aux  initié.,  mais  bien  au  grand  public  cultivé,  curieux 
de  l'origine  et  du  développement  de  nos  connaissances  astrono- 
miques. L'exécution  typographique  est  1res  soignée;  des  figures 
originales,  planches  hors  texte,  reproductions  de  portraits  et  de 
merveilleuses  photographies  du  Ciel,  illustrent  l'ouvrage.  Tout 
concourt  à  faire  de  Quand  la  Lumière  fut...  une  initiation  dans 
le  sens  !••  plus  noble  du  mot. 

Charles   Volet, 

Physicien 

au  Bureau  international  des  Poids  et  Mesures, 

Sè\  res. 
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SUR  LA  DERIVATION  ET  L  INTÉGRATION  GÉNÉRALISÉES 
Par  M.  Pai  i    LÉ\h 

(  suite  et  fin  ). 


10.   Nous   allons    maintenant    indiquer    une    généralisation  des 
opérations  Ia  et  D7-. 

Soit  une  fonction  X(z)  telle  que  V — —  tende  vers  zéro  avec  ^,  et 
v  '  l        \\z) 

i  i  i ,  •  .  ,  •      ,       .  i  1  Off  A  (  Z )  , 

cela  par  valeurs  d  un  signe  détermine.  Alors  —. tend  vers  zéro, 

1  °  \<r_:z 

et  la  fonction  X(s)  peut  devenir  nulle  ou  infinie,  mais  moins  rapi- 
dément  qu  une  puissance  de  c.  Un  remarque  aussi  que  -= — —  tend 
vers  l'unité,  quand  z  tend  vers  zéro,  Â  restant  fixe.  En  effet 

r1' '-).'< 
,  /       ai 


\(kz) 


X(s) 


a'i  n 


■c;; 


/'* 


s|log* 


e  désignant  le  module  maximum  de  \ '    ":    entre  c  et  kz,  qui  tend 

a(Ç) 

vers  zéro  avec  ;. 

Considérons  l'opération  fonctionnelle 


(37)        Ja[/(-s>]=  / 
On  remarque  que 


a  (  a  —  »  )/(  m  )  </»  (  a  >  o). 


i'-w-H-jf'^pr 


À  (  Z  —   II 


I  '/.' 1  2 


Cette  expression  diffère   de  la  précédente,  mais  a  é\idemment 
même  valeur  principale  pour  ^  infiniment  petit,  si  /(  z)  est  positif. 
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Il  en  résulte  que.  sans  donner  lieu  à  des  égalités  analogues  à 
1  égalité  (4)  relative  à  l'opération  lx,  l'opération  Ja  peut  rendre  les 
mêmes  services  pour  l'étude  de  l'allure  des  fonctions  à  l'origine. 

Supposons  ciue  fis)  soit  de  la  forme  - — -u.(z),  \x(z)  dési- 

ii  i       .'  .    /  r(m  +  i)lv/7'x/ 

gnant  une  fonction  soumise  aux  mêmes  restrictions  que  X(.s),  et  /// 

étant      —  î.  Il  vient,  en  posant  u  —  zt, 

J«[/(*)]  =  *»«-«X(*)j*C5) 

rld  —  t)*  >      t»>     x[(i— t)z]  ix(tz) 

J0         r(a)        T(m  --  î  )         li  :■)  fi(-z) 

On  a  d'ailleurs 

l°gu<^));li<s|"'s"-'}1'    '"^    ''|lo?'1' 

e  et  t\  désignant  respectivement  les  plus  grandes  valeurs  de  \\rl' 

et  *"  ,./    quand  Z  varie  de  o  à  ;.  et  par  suite  l'intégrale  considérée 
fx(ç)     *  « 

s'écrit 

•'fi /  ,a    î  t-9s       /ni+h'rt 


I 


V  I  /  i  !"(/« 


rf/, 


0  el  0  étant  inférieurs  en  module  à  l'unité;  î  et  r\  tendant  vers 
zéro,  on  peut  ;ï  la  limite  négliger  6s  et  6'rt.  et  il  vient 

Considérons  maintenant  l'opération  cOa  délinie  par  la  formule1 

(  39)  ©•;[/(*  >]  =  J-a[/i  5)]  =  ^  '"-«[/(*)], 

/?  étant  un  nombre  entier  supérieur  à  a.  Elle  dépend  naturellement 
du  choix  de  cet  entier,  et  si  l'on  veut  la  définir  sans  ambiguïté  on 
prendra  par  exemple  le  plus  petit  entier  supérieur  à  a.  Mais  ce 
choix  est  sans  importance  au  point  de  vue  de  la  propriété  fonda- 
mentale de  cette  opération,  qui  est  la  suivante  : 

Si  V  expression  (3g  |  a  pour  z  infiniment  peut  une  limite  non 
nulle  c,    les  e.i pressions  analogues  formées  avec  des  valeurs 
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plus  petites  de  -/  restant  finies,  et  si  l'on  sait  que  fi  z  i  a  une 
valeur  principale  de  la  forme  /.  sPjju  ;  >,  cette  valeur  principale 

En  effet  .1"  *  [/"( s  )],  obtenu  en  intégranl  //  fois  l'expression  l  3g  l, 
est  de  la  forme 

CZ"  fl     (  n_, 

/*  . 

Si  < ■(.  Ci,  ••••  c"  l'étaient  pas  tous  nuls,  un  uni  aisément  par  La 
formule  (38)  que,  [3  étant  compris  entre  y.  et  -/  —  i.  .J"^  [ /"(  c  1 1 
aurail  une  valeur  principale  de  la  loi  nie  /.-*'.  v  étant  un  nombre 
inférieur  à  //  et  non  entier,  et  sa  dérivée  n"'""' .  Q$[fi  s)],  serait 
infinie,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse.  Alors  ct,  c2,  •  •  -,  cn  sont 

nuls,  et  la  valeur  principale  de  .1"   a  f  /'(  s)]  es!  — p  •  La  formule  (38) 

permet  alors  de  définir  la  valeur  principale  de  f\  z  I,  qui  est  bien 
celle  indiqui 

On  remarque  que  l'hypothèse  que  l'on  sache  que  f(z)  a  une 
valeur  principale  de  la  tonne  kzPu.  s)  simplifie  beaucoup  le  rai- 
sonnement. Mai-  elle  ne  semble  pas  essentielle.  Si  la  fonction  f  \  z  ) 
tendait  vers  zéro  très  lentement  ou  tre-  rapidement,  il  e»t  clair  que 
les  autre-  hypothèses  ne  pourraient  pas  être  réalisées.  Si  elle  ten- 
dait vers  zéro  irrégulièrement,  ces  irrégularités  pourraient  être 
atténuées  par  l'effet  de  l'opération  Jra_Œ,  mais  réapparaîtraient  par 
I  etlét  des  dérivations;  -i  donc  l'on  suppose  que  l'expression  |  3g) 
a  une  limite  finie  et  différente  de  zéro,  cette  éventualité  n'esl  pro- 
bablement pas  possible. 

Nous  n  insisteron-  pas  sur  cette  question,  el  non-  allons  terminer 
ce  travail  par  1  étude  d'un  cas  particulier. 

12.  Posons 

^  'x  >".   =  zx    \ogz    '-    lo_  logis  V. 
"  ~      z 

Nous  considérerons    x,   t.  y)  comme  un  exposant  symbolique 

cpii    définit    l'ordre   infinitésimal  de   cette   fonction:    un  exposant 

x,   1>.  y)  sera   alors   supérieur  à  un  autre   exposant   (a',  [3  .  y'     -i 
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a  >  a',  ou  si  x  =  %',  {3  >  p',  ou  si  a=  a'.  [3  =  p",  y  >  y'.  L'ordre 
de  grandeur  relatif  de  deux  exposants  est  ainsi  défini  par  la  com- 
paraison des  premiers  éléments  qui  n'ont  pas  la  même  valeur  dans 
les  deux  ( ' ). 

Nous  nous  proposons  de  définir  une  opération  fonctionnelle  qui 
esl  un  cas  particulier  de  l'opération  cOa,  permettant  de  reconnaître 
qu'une  fonction  a  à  l'origine  une  valeur  principale  de  la  forme 
/, •  z  x ■  ï ■"•  .  Mais  elle  présentera  cet  avantage  qu'on  peut  lui  étendre 
les  formules  (  3  )  et  (4)  ;  alors  la  définition  de  la  dérivée  ainsi  géné- 
ralisée sera  bien  déterminée,  et  ne  dépendra  plus  d'un  entier  arbi- 
traire. 

Il  est  nécessaire  d'abord  d'introduire  l'opération  J",  analogue 
à  I*,  mais  dans  laquelle  on  intègre  à  partir  de  —  x.  au  lieu  de 
zéro  (2).  On  a  donc 

r  "  (  z «)*— i 

(4°)  J?[/(-z)J=/        "  r       — f{u)du         (a>o). 

Celle  opération  ne  sera  appliquée  dans  la  suite  qu'à  des  fonctions 

continues  de  —  x  à  la  valeur  z  considérée,  et  -.'annulant  pour  ; 
infini    négatif  plus    rapidement   (pie   n'importe    quelle    puissance 

de  ■; — -  •  Elle   est  alors  délinie  sans  ambiguïté,   et  conduit  à  une 

\z\  » 

valeur  réelle  si  la  fonction  intégrée  est  réelle,  et  positive  si  cette 
fonction  est  positive  de  —  co  à  z.  En  raisonnant  comme  pour  l'opé- 
ration I,  on  obtient  les  formules 


(4i)  J?'J?[/(-')]  =  Jra'[/^>|. 

dn 
dz, 


(42)  mf(*n=4ria+n\A*)i 


(')  Il  peut  être  commode  d'introduire  le  nomlire  transfini   u  et  de  représenter 

(a.   'i.  -)   par  a  -+- -„  •    Nous   n'avons   pas   employé    celte    notation    pour   la 

w        <o- 

seule  raison  qu'elle  compliquerait  l'écriture  des  formules. 

Il  est  éxklent  qu'on  peut  introduire  des  exposants  à  plus  de  trois  éléments: 
nous  avons  pensé  que  trois  suffisent  pour  montrer  la  généralité  de  la  méthode. 

(-)  Indépendamment  de  la  simplification  relative  à  la  fonction  exponentielle, 
déjà  signalée  au  n  6,  l;i  substitution  de  l'opération  .1  à  l'opération  I  présente  cet 
avantage,  essentiel  pour  la  suite,  que  la  nouvelle  intégrale  '-t  la  nouvelle  dérivée 
ainsi  définies  ne  changent  pas  lorsqu'on  prend  pour  variable  Indépendante 
z  +-  const.  au  lieu  de  z. 
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Cette  dernière  formule  peut  alors  être  |  >  ii>c  puni'  définition  si  z 
est  négatif.  En  mettant  en  évidence  La  dérivation  au  lieu  de  1  iuté- 
gral  ion,  nous  p<  (serons 

A«[/(^)]  =  J7«[/U)]  =  ^rJ*-«[/(^)]] 

a  étanl  df  signe  quelconque,  et  ti  un  entier  >o  et  ^  a. 

En  appliquant  cette  opération  à  ./r.  <  x  •  1),  on  trouve  aisé- 
ment 

(44)  a?[>-  ]  =  x-  ■  log«  i». 

Ceci  posé,  la  nouvelle  opération  que  non»  voulons  introduire, 
que  nous  désignerons  par  D-a  ;  •' ,  ou  par  I. r*'-'* '"'■'-  et  que  nous 
appellerons  dérivation  d'ordre  (a,  |!>,  y)  />«''  rapport  à  ;,  sera 
définie,  si  a,  [i,  v  sont  négatifs,  par  la  formule 

|-a.->.-V)[/(.)]=:D,a^[/(i;;]  =  AVA^L)a(/(,)] 

D'après  la  définition  des  opérations  D  et  A.  cette  expression 
représente  l'intégrale 

C46)  7_.     n-v     ^J_.     vi-V)     d\{    "rPTr^*1 


si  1  on  pose 


**;«)  =  ? 


r(-a)' 

"Ca  — a')-P-'     s-*'-' 


(47) 


?!  s;  a.  p)  =  Aj[<pi  s;  x)]  =  | 


r(-P)         F(-a') 
(-s;  a.  3.  v)  =  AÏ[oi  s;  x,  B  .1 


t/a'. 


=  ./        r,-v,     ''■  J    -TpfTfpT) 

On  voit  d'abord  sans  peine  que.  a.  (3,  y  étant  négatifs,  cette  inté- 
grale double  est  absolument  convergente,  de  sorte  que  l'opération 
D  a  J  "  est  bien  définie  par  la  formule  1  46)  pour  toute  fonction  inté- 
gralité de  0  à  c,  et  pour  les  valeurs  négatives  de  oc,   j.  v. 
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Les  formules  <  4  ')  et  (42)  s'étendent  aisément  à  cette  opération. 
Partons  de  la  formule 

■D«'D«  [/(*)]  =  D**a'[/(*)L 

et  effectuons  successivement  sur  les  deux  membres  les  opérations 
A£  et  A£.;  il  vient,  en  tenant  compte  de  la  formule  (41)' 

D(«'.P'iDj«. P>[/( z)]  =  ^.A^D^'f/C*-)]  =  A^D?— [/'  «)J, 

ou  enfin,  d'après  la  formule  de  définition  (45), 

Dfa'.  P'I  pioti  pi  [  yy  .  ,  |  _  j  ,<a+a',  p  hp'qy,  _ }  |_ 

En  effectuant  ensuite  les  opérations  A,^  et  AL,  on  trouve  de 
même 

,  }8)  D?,'P''T',DÎ!«'P'T,[/(z')]  =  D,it+*'.P+P'.ï+r^[/(a)]. 

Si  maintenant  on  donne  à  a.  [3',  "'  dès  valeurs  entières  négatives 

■ —  l.  —  m,  — n<  el  >i  Ion  dérive  /  fois  par  rapport  à  y,  il  vient 

'  ho        ":a  -'"■  [f(*n  =  JZ^i»  ur'^-'"-n'\.f^)\, 

formule  qui  peut  servir  de  définition  lorsque  a,  (U,  y  sont  de  signes 
quelconques;  cette  définition  e*t  naturellement  indépendante  du 
choix  des  entiers  /,  /»,  n. 

Je  dis  maintenant  que  la  définition  de  l'opération  D  par  la  for- 
mule (46)  s'applique  toutes  les  fois  que  l'expression  (a,  J3  +  i ,  Y+i) 
est  négative,  c'est-à-dire  si  le  premier  des  nombres  a,  [U  -\- 1 ,  y  +  i , 
qui  n'est  pas  nul.  est  négatif.  Il  suffit  évidemment  de  montrer  que 
la  fonction  co(-s;  a,  [J,  y)  définie  par  la  formule 

<  5o  )  ©(z ;  a,  È,  Y )  =  — ; ; —  o(z:  a  —  /.  B  H-  m,  y  -+-  n) 

conserve  un  sens  dans  ces  conditions  et  est intégrable  par  rapport 
à  ;  à  partir  de  l'origine;  on  peut  alors,  en  appliquant  la  for- 
mule (4o)i  dériver  sous  le  signe  somme  et  l'on  est  ramené  à  la 
foi-mule  (46). 

Or,  si  a,  |j,  v  sont  négatifs,  eu  posant  a  —  i.x.  $'=  fiy,  L'exprès- 
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sion  de  »|  >•  :  ?..  [i.  v)  devient 

i     g  i-v    /•*>•  ,>•  — Q-Y-  »(—  3  >-j-v,    f*\.r  —  i)  •  ?.v-' =- 


(/./■. 


el  >i m >  cette  forme  il  d  \  .1  aucune  difficulté  à  dériver  un  nombre 

quelconque  de  fois  par  rapport  à  s,  a,  [3,  ce  qui  montre  que  la 
fonction  '^{:-:  y-,  %  y)  conserve  un  sens  pour  y.  négatif,  [Jetvquel- 
conques. 

Pour  avoir  la  valeur  principale  de  cette  fonction,  pour  z  très 
petit,  remarquons  que  les  formules  de  définition  (47)  s'écrivent 


-•.  a 


(5.) 


çp(s;  7..  ,:.  y)  =   /      ?(*  —  *': 


— a  — 1 

\\  —  a  •  ; 


Si  ;  est  infiniment  petit,  la  valeur  principale  île  cette  intégrale 
provient  des  valeurs  de  %  voisines  de  a,  et  l'on  peut  au  dénomina- 
teur remplacer  T( —  a/)  par  T( —  a  |;  les  expressions  ainsi  obtenues 
sont  les  mêmes  que  si.  considérant  ce  dénominateur  comme  une 
constante,    on    appliquait    les    opérations    A^   el    Ao    à    la    fonction 

/  1  \  a^' 
s-a-l  =  (  —  1       -La  formule  I   \'\  1  donne  immédiatement  le  résul- 
tat de  ces  opérations,  el  il  vient 

\  ?(*\  *■  P)  -|? (logM    =^7 T' 

1  r  (—  *  J       ■  -  /  r  (—  a  ) 

VP/  t\T        -i-a-i. -3. -v 


/  ?( .;  7..  >.  v ,  ~  ±±l  (logiy  (iogiogiy= 


r  1  —  a  ) 


Cette  fonction  peut  être  intégrée  de  o  à  ;  si  l'exposant  symbo- 
lique |  —  x  —  1 .  —  j,  —  v  1  est  supérieur  à  ( —  1 ,  +  1,  -r  1  ),  c'est- 
à-dire  si  (a,  [3  -f-i,  Y  +  1)  f'st  positif.  Alors  l'opération  D*  J  '■'  . 
définie  par  la  formule  (  {<>  1.  sans  que  l'on  ait  à  effectuer  de  dériva- 
tion proprement  dite,  s'applique  à  toute  fonction  intégrable  de  o 
h  z. 

12.  Une  première  application  résulte  immédiatement  de  ce  que 
l'intégration  et  la  dérivation  [d'ordre  1  y..  rt>,  v)  sont  des  opérations 
inverses  l'une  de  l'autre. 
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Si  a.  |j,  y  sont  positifs,  l'équation  intégrale 

(53)  !*«•?•  ï  [/(*)]=*(*) 

se  résout  immédiatement  si  Ton  effectue  sur  les  deux  membres 
l'opération  Dl"'^'.  Il  vient  ainsi,  en  utilisant  la  formule  (48), 

(54)  f(z)=D^-V[s(z)]. 

Lorsque  a,  (3,  y  sont  de  signes  quelconques,  la  succession  des 
opérations  I  et  D  peut  comporter  une  dérivation  suivie  dune  inté- 
gration, et  le  résultat  de  ces  opérations  peut  ne  pas  conduire  à 
retrouver  la  fonction  intiale,  à  cause  de  l'introduction  possible  de 
constantes  d'intégration. 

Mais  on  peut  observer  que.  quels  que  soient  [3,  [i\  y,  y', 
on  a 

#[¥(*;«,  P)]  =>(*;«,  P-P), 
J;il?'  s;  a,  >.  v »  1  =  Ç(*î «>  P,  r  — ï')- 

Dans  ce  cas  il  n'y  a  pas  à  introduire  de  constantes  d'intégration, 
puisque  l'on  intègre  à  partir  de  —  oo,  et  que  les  fonctions  o  (z  ;  a,  [3  ) 
et  -i(-:  -/.  j,  y)  sont  précisément  nulles  lorsqu'un  des  indices  est 
infini  négatif. 

Or,  y.  étant  négatif,  mais  [j  et  y  quelconques,  on  a 

(55)  &?*•*[/{*)]=  f    ?(z-u;a,$,y)f(u)du, 

et  effectuer  sur  cette  expression  l'opération  Dif  'i',;'1  revient  à  effec- 
tuer successivement  les  opérations  D?,  A^ ,  Al.  Pour  la  première 
la  formule  (48)  est  applicable,  et  les  deux  autres  s'effectuent  sous 
le  signe  somme,  ce  qui  a  pour  effet  de  remplacer  -i>  par  [ï  -j-  ,8'  et  y 
par  y -t- y'-  Finalement,  la  formule  (48)  est  applicable  quels  que 
soient  les  signes  [3  et  y.  Il  suffit  que  a  soit  négatif. 

Par  suite,  l'équation  intégrale  (53)  est  résoluble  par  la  foi- 
mule  (  54)  toutes  les  fois  que  a  est  positif.  Ainsi,  pour  o  <C  a  <<  1 , 
[3  =  —  1 ,  y  =  O)  on  voit  que  l'équation 

J       -T^y-    ]{\o^z-u)-Y^)^f{u)du=,-g{z) 
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se  résout  par  la  formule 


/< 


"     •      II  «-/—a, 


'(8-«0- 


r(-«') 


rfa'. 


Supposons  enfin  a  positif  dans  [^expression  l)'.a  ?  "■'  ;  p  étant  alors 
la  partie  entière  «le  a,  on  a 


^[/(*)]=jës/ 


?(3 


/>  —  I. 


/'f  //   I  '///. 


Pi     V 


Pour  effectuer  l'opération  D.a  '*  ■"•'  ,  où  a'  esl  négatif,  nous  pou- 
vons toujours  effectuer  successivement  les  opérations  D? .  A£.,  A| . 
La  première  seule  introduira  des  constantes  d'intégration,  comme 
nous  l'avons  indiqué  au  n°  4,  formule  (in).  En  effectuant  les  deux 
autres  opérations,  el  faisant  a'  =  — x,  3'  =  - 
vient 

lS?;P'ï»D«.P.T>[/(«)J==/(^)  +  JïpJ?a[ci^=j+. 

Ainsi  l'équation 

(55)  DÏ.P.ï[/(*)]  =  ^*J 

admet  une  infinité  de  solutions,  de  la  forme 

(56)  /(*y=Ik«'P-"^(*)l-lS;«'P'T,[ea^+...+ 


'"  F,a-/M  I 


[>-/>) 


13.   La  dérivation  généralisée  peut  servir  à  'obtenir  des  égalités 

asvmptotiques. 

D'après  la  formule  (  55  I,  les  opérations  [<.a»P»ï)  et  D.a  •"  •"■'  appa- 
raissent comme  un  cas  particulier  des  opérations  Ja  et  ffia  étudiées 
au  n°  10.  Les  résultats  obtenus  à  cet  endroit,  et  les  formules  (52  i 
(jui  nous  donnent  la  valeur  principale  de  w(z;  x.  j,  v  )  à  l'origine, 
nous  donnent  alors  le  théorème  suivant  : 

Si  (à,  (3,  y)  et  (/-f-  '.  m,  n)  sont  .supérieurs  à  (o,  i,  i),  e£  s* 
/'i  z)  «  pour   râleur  principale    -^— ,    alors    1/  J  "'  \f\  s)]  <7 


pour  valeur  principale 


r  -  l+a,  m  +  'y  re-t-y 
r (a  -f-  a'  i 
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On  en  déduit  aisément  le  théorème  suivant  : 

Si  la  dérivée  d'ordre  (a,  j3,  y)  de  f(z)  tend,  pour  z  ==  o,  vers 
une  limite  non  nulle  c,  les  dérivées  d'ordres  inférieurs  restant 

finies,  la  fonction  f{  z  )  a  pour  valeur  principale  j^ -• 

INous  n'avons  pins  besoin  ici  des  mêmes  restrictions  qu'au  n°  10. 
car  nous  pouvons  remonter  de  la  dérivée  ;'i  /'(  z)  par  la  for- 
mule (  10).  Les  constantes  c0,  c,,  . .  .,  cp  sont  nulles  (car  autrement 
les  dérivées  d'ordres  compris  entre  (a,  rf  ~  i  et  (<* —  i,  j,  y) 
deviendraient  infinies,  contrairement  à  l'hypothèse.  Alors  le 
théorème  énoncé  se  réduit  au  précédent. 
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DICKSON  (L.-E.).  • —  History  of  the  theory  of  numbers.  Pu- 
blished  by  the  Carnegie  Institution  of  Washington.  Trois  volumes  in-8°. 
Vol.  I  :  xn  +  486  pages,  1919;  sous-titre  :  Divisibility  and  primality. 
Vol.  II  :  xxv  -f-  8o3  pages,  1920;  sous-titre  :  Diophanline  Analysis. 
Vol.  III  :  vi  -f-  3 1 3  pages,   1920;  sous-titre  :  Quadratic  and  higher  forma. 

La  Carnegie  Institution  a  vraiment  accompli  œuvre  pie  en 
mettant  sa  puissance  au  service  de  M.  Dickson.  L'ouvrage  qu'il 
vient  d'achever  après  12  ans  d'efforts  est  sans  contredit  le  plus 
important  en  Théorie  des  Nombres  depuis  les  Disquisitiones  de 
Gauss.  Comme  ouvrage  d'histoire  mathématique  il  marque  aussi 
sans  nul  doute  une  époque.  Il  est  malheureusement  à  regretter 
que  la  première  édition  des  deux  premiers  volumes  soit  presque 
épuisée.  Espérons  qu'une  seconde  édition  en  verra  bientôt  le 
jour. 

Auteur  de  travaux  fort  importants  sur  l'algèbre  et  l'arithmé- 
tique supérieures,  nul  ne  saurait  être  mieux  qualifié  que  le  grand 
savant  de  Chicago  pour  mener  à  bout  une  telle  tâche.  Disons 
de  suite  que  son  succès  est  éclatant.  Laissons-le  nous  dire  lui- 
même  ce  qu'il  s'est  proposé  d'accomplir  et  pourquoi  :  «  Les  efforts 
de  Cantor  et  de  ses  collaborateurs  montrent  qu'une  histoire  chro- 
nologique des  mathématiques  jusqu'au  xixe  siècle  peut  être 
écrite  en  quatre  gros  volumes.  Pour  Iraiter  le  siècle  dernier  avec 
autant  d'ampleur,  on  a  estimé  qu'il  en  faudrait  quinze,  tant  la 
littérature  mathématique  de  cette  période  est  étendue.  Mais  à 
retenir  l'ordre  chronologique,  donc  à  consacrer  un  gros  volume 
à  une  période  d'au  plus  sept  ans,  on  irait  à  l'encontre  des  buts 
principaux  d'un  ouvrage  d'histoire.  De  plus,  il  serait  très  peu 
commode  d'y  retrouver  tout  ce  qui  se  rapporte  à  tel  ou  tel  sujet. 
Il  y  a  certes  place  pour  des  ouvrages  traitant  du  développement 
de  diverses  branches  des  mathématiques  jusqu'à  nos  jours. 

»  La  Théorie  des   Nombres  a  tout  particulièrement  droit  à  un 

Bull,  des  Sciences  matkéni..  1*  série,  t.  XLVII.  (Novembre  192.}.)         23 
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ouvrage  d'histoire  séparé,  à  cause  du  grand  intérêt  que,  depuis 
Pythagore,  elle  a  toujours  suscité  à  travers  les  siècles.  Cet  intérêt  est 
d'ailleurs  partagé,  à  un  extrême  par  presque  tous  les  mathéma- 
ticiens connus,  à  l'autre  par  de  nombreux  amateurs  que  n'attire 
aucune  autre  partie  des  mathématiques.  Cet  ouvrage  a  pour  but 
de  décrire  de  façon  suffisamment  complète  toute  la  littérature  sur 
la  Théorie  des  Nombres....  Il  est  écrit  non  seulement  pour  les 
fastidieux  mathématiciens  de  profession,  mais  encore  pour  le 
grand  nombre  d'amateurs,  qui  éprouvent  une  fascination  sans 
fin  pour  la  «  reine  des  sciences  »,  dont  le  règne,  commencé  il  y  a  des 
siècles,    a    continué   sans    interruption   jusqu'à    notre    époque....» 

Il  n'est  pas  aisé  de  rendre  justice  à  une  telle  œuvre.  Il  faut  s'en 
servir,  considérer  ses  citations  aussi  nombreuses  qu'exactes,  les 
descriptions  rapides  et  élégantes  dans  le  style  caractéristique  de 
l'auteur,  pour  l'apprécier  à  sa  juste  valeur. 

Exprimons  le  vœu  que  M.  Dickson  fasse  école  et  que  d'autres 
géomètres,  aussi  courageux  que  lui,  accomplissent  une  tâche  sem- 
blable pour  d'autres  parties  de  la  Mathématique. 

Le  sous-titre  du  premier  volume  de  l'ouvrage  de  M.  Dickson, 
Divisibilité  et  nombres  premiers,  en  décrit  fort  bien  la  portée.  Dans 
une  préface  étendue  l'auteur  jette  un  coup  d'œil  d'ensemble 
sur  l'histoire  des  questions  qu'il  y  traite  :  Nombres  parfaits,  pro- 
blèmes de  Fermât  et  de  Wallis,  fonction  es  d'Euler,  racines  primi- 
tives, congruences,  tables  de  facteurs  et  de  nombres  premiers, 
recherche  et  distribution  des  nombres  premiers,  telles  sont  les 
principales.  A  titre  d'exemple  il  y  a  un  court  chapitre  de  six  pages 
intitulé  :  Nombres  de  Fermât  Fn  =  25"  +  i  (Chap.  XV),  avec  64  cita- 
tions depuis  Fermât  (i654)  jusqu'à  nos  jours.  A  lire  ces  citations 
on  retrouve  les  noms  de  la  plupart  des  revues  mathématiques 
généralement  connues  et  accessibles,  ainsi  que  d'un  bon  nombre 
qui  ne  le  sont  pas.  On  touche  là  précisément  au  mérite  essentiel 
de  cette  œuvre  :  elle  offre  sous  forme  condensée  une  vraie  biblio- 
thèque de  Théorie  des  Nombres;  les  adeptes  peuvent  y  apprendre 
facilement  et  rapidement  tout  ce  que  leurs  prédécesseurs  ont 
accompli  sur  tel  ou  tel  sujet. 

Examinons  encore  un  chapitre  de  ce  volume,  le  dernier  : 
Théorie  des  nombres  premiers;  c'est  celui  qui  intéressera  peut-être 
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le  plus  le  public  mathématique.  Chaque  partie  de  la  théorie  en 
question  y  a  reçu  un  traitement  séparé.  Il  >'  a  par  exemple  un 
paragraphe  spécial  sur  le  théorème  d'Euclide  affirmant  l'existence 
des  nombres  premiers  (l'auteur  en  décrit  16  démonstrations  !), 
plusieurs  sur  les  nombres  premiers  contenus  dans  des  progres- 
sions arithmétiques,  etc.  Le  dernier  paragraphe,  sur  la  distribu- 
tion des  nombres  premiers  est  relativement  court,  M.  Dickson 
nous  renvoyant  à  juste  titre  à  l'excellent  traité  de  M.  Landau 
sur  cette  matière,  traité  qu'il  est  facile  de  se  procurer. 

Le  second  volume,  de  beaucoup  le  plus  long  des  trois,  traite 
de  l'analyse  indéterminée.  Pour  les  amateurs,  c'est  certes  le  plus 
précieux,  puisqu'il  rend  compte  d'une  vraie  poussière  de  recherches 
mathématiques  remontant  à  une  haute  antiquité.  Il  y  a  encore 
une  longue  préface,  vue  à  vol  d'oiseau  comme  au  début  du  pre- 
mier volume.  Voici  les  chapitres  qui  intéresseront  le  plus  ceux 
d'entre  nous  que  M.  Dickson  qualifie  de  professionnels  : 

Chapitre  II  :  Équations  linéaires.  —  Théorème  fondamental  de 
Minkowski  sur  les  formes  linéaires.  (Nous  nous  bornons  à  rappeler 
les  travaux  d'auteurs  récents.) 

Chapitres  VI  a  IX  :  Représentation  d'entiers  par  une  somme 
de  n  carrés.  —  Travaux  notables  de  H.-J.-S.  Smith  et  Minkowski 
(couronnés  par  l'Académie  des  Sciences  en  1882);  aussi  de  Hermite, 
Stieltjes,  Hurwitz  et  autres.  Il  convient  de  rappeler  ici  le  Chapitre  XI 
consacré  aux  18  mémoires  de  Liouville  sur  un  sujet  étroi- 
tement connexe,  ainsi  qu'aux  démonstrations  de  maints  résultats 
qu'il  ne  fit  qu'énoncer. 

Chapitre  XXIII  :  Équations  diophantines  de  degré  n.  —  Tra- 
vaux notables  de  Hilbert,  Hurwitz,  Poincaré,  Runge,  Maillet. 

Chapitre  XXV  :  Problème  deWaring.  —  Travaux  de  Hilbert  et 
autres. 

Chapitre  XXVI  :  Dernier  théorème  de  Fermât.  —  Découverte 
capitale  des  idéaux  par  Kummer;  travaux  très  importants  de 
MM.  Dickson,  Mirimanoif,  Wieferich,  ^  andiver  et  autres. 

Le  dernier  volume,  Théorie  arithmétique  des  formes,  le  plus  impor- 
tant des  trois,   est  de  caractère  quelque  peu  différent  des  deux 
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autres.  On  y  trouve  plutôt  des  méthodes  générales  que  des  résultats 
séparés,  méthodes  exigeant  une  terminologie  compliquée  et  un 
maniement  expert  de  l'analyse.  Un  résumé  historique  eût  été  par 
trop  difficile  à  écrire  cette  fois  et  l'auteur  l'a  omis.  Disons  de  suite 
que  ce  volume  constitue  le  guide  le  plus  sûr  et  le  plus  attrayant 
qu'il  soit,  pour  qui  veut  approfondir  la  théorie  des  formes.  Jetons-y 
un  coup  d'oeil  rapide. 

Chapitres  I  a  VIII  :  Formes  quadratiques  binaires.  —  Cette 
question  occupe  à  elle  seule  les  deux  tiers  du  volume,  et  le  sixième 
chapitre,  consacré  à  la  question  difficile  du  nombre  de  classes  des 
formes  à  coefficients  entiers,  en  occupe  le  tiers. 

Ce  chapitre  fort  difficile  est  de  la  main  de  M.  Cresse,  élève  de 
M.  Dickson,  qui  y  a  consacré  cinq  années.  Disons  de  suite  que 
son  travail  est  digne  de  son  maître. 

Glanant  çà  et  là  chez  M.  Dickson,  rappelons  les  points  saillants 
de  cette  théorie,  une  des  plus  attrayantes  des  mathématiques,  très 
importante  aussi  bien  en  théorie  des  nombres  qu'en  analyse 
(fonctions  elliptiques  et  automorphes,  groupe  modulaire,  etc.). 
D'ailleurs  la  plupart  des  doctrines  de  ce  troisième  volume  sont 
plus  ou  moins  la  généralisation  des  découvertes  qui  se  sont 
groupées  autour  des  formes  binaires. 

Le  problème  fondamental  est  de  résoudre  l'équation  indéter- 
minée aux  inconnues  x.  y. 

©  (a?,  y)  =  ax-  ■+-  2  b  xy  -+-  ry-  =  m , 

ou,  comme  on  dit,  de  représenter  m  par  0.  La  forme  est  souvent 
désignée  par  (a,  6,  c).  Il  suffit  de  supposer,  comme  nous  le  ferons, 

dv(a,  b,  c)  =  1   (forme  primitive),  6* —  ac  =  D 

non  carré  parfait,  et  de  ne  considérer  que  des  solutions  en  entiers  a, 
y  premiers  entre  eux  (représentation  propre). 

La  solution  classique  est  due  pour  une  bonne  part  à  Lagrange 
(1773),  ce  que  beaucoup  ignorent.  Elle  fut  mise  sous  sa  forme 
définitive  par  Gauss  (1801).  La  théorie  qu'il  a  bâtie  autour  de 
cette  solution  est  si  importante  et  présente  tant  de  traits  nouveaux 
que  son  nom  y  est  en  général  attaché.  Il  faut  ajouter  que  nombre 
de  ses  démonstrations,  souvent  plutôt  ardues,  ont  été  simplifiées 
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par  divers  géomètres,  notamment  Dirichlet.  Voici  un  court  résumé 
de  cette  solution  classique  :  Il  existe  deux  entiers  (3,  o  tels   que 

ïo  —  j3y  =  i . 

Le  changement  de  variables 

T  :(a?,  y\  xx  -h  ïy.  yar-t-S^) 

remplace  o  par  une  forme  dite  équivalente  avec  m  pour  premier 
coefficient.  Cette  forme  aura  même  D  et  si  n  est  son  second  coeffi- 

n2 £) 

cient,  est  un  entier  (le  troisième  coefficient). 

m  v  ' 

Réciproquement,    lorsqu'il    existe    une  forme  (  m,    n,    ] 

équivalente  à  (a,  b,  c),  m  est  représentable  par  cette  dernière 
forme  (donc  par  toute  autre  équivalente).  Les  formes,  équiva- 
lentes à  une  donnée,  le  sont  entre  elles  et  constituent  une  classe 
relative  à  D.  On  est  donc  ramené  à  reconnaître  si  deux  classes 
données  coïncident. 

Soit  [a,  b,  c)  appartenant  à  une  classe  K.  Si  i  \  b  >  a  ,  une 
certaine  transformation  (x,  y;  x  +  u,  y,  y)  la  réduira  à  (a',  b' ,  c') 
avec  |  6'|  <C  |6|  (Lagrange).  On  arrive  ainsi  de  proche  en  proche 
à  (A,  B,  C)  dans  K,  telle  que  2  |  B  |  ^  |  A  |  ou  |C[,  dite  forme  réduite. 
On  trouve  aisément  pour  |A|,|B|,  |  C|,  des  limites  supérieures  ne 
dépendant  que  de  D.  Par  suite  le  nombre  de  formes  réduites  rela- 
tives à  D  est  fini  et  il  en  est  de  même  du  nombre  de  classes  dis- 
tinctes. Des  procédés  arithmétiques  simples  conduisent  à  la  sépa- 
ration des  réduites  en  formes  inéquivalentes  (Gauss).  ce  qui  achève 
la  solution.  Pour  obtenir  toutes  les  représentations  de  m  par  o, 
on  est  ramené  à  résoudre  l'équation  de  Pell.  Tout  ceci  est  étroi- 
tement relié,  pour  D  positif,  au  développement  de  \  D  en  fraction 
continue. 

Le  problème  fondamental  est  en  somme  celui  de  la  réduction. 
Hermite  en  a  donné,  en  1801,  une  solution  aussi  élégante  que  nou- 
velle. Il  démontre  d'abord  qu'une  forme  définie  (a,  b,  c),  à  coeffi- 
cients réels  mais  nullement  entiers,  est  équivalente  sous  les  trans- 
formations telles  que  T,  à  une  forme  réduite  avec  2  15  :|A| 
-ou  |  C  |.  Parmi  toutes  les  formes  équivalentes  à  (a,  b,  c),  il  en  choisit 
une  à  la  plus  petite  valeur  possible  pour  |  a\.  S'il  y  en  a  plus  d'une 
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il  prend  celle  avec   |  b  |   aussi  petit  que  possible  ;   c'est  sa  forme 
réduite.  Soit  ensuite  la  forme  indéfinie 

cp  =  a( x  —  ajr)  (x  —  $jr )         (a,  a,  (B  réelles). 
Hermite  lui  associe  le  faisceau  de  formes  définies 

f  —  {x  —  aj)!+  \(x  —  $yY         (À  paramètre  positif). 

A  es  il  applique  en  même  temps  qu'à  /  toute  T  ramenant  /  à  une 
forme  réduite.  Les  formes  que  l'on  déduit  ainsi  de  cp  en  sont  les 
réduites  par  définition.  Pour  les  formes  à  coefficients  entiers,  on 
arrive  ainsi  aux  mêmes  résultats  que  Gauss. 

A  signaler  encore  les  méthodes  géométriques  de  réduction 
(Smith,  Dedekind,  Klein,  Hurwitz,  Humbert).  Elles  sont  associées, 
on  le  sait,  au  domaine  fondamental  classique,  û,  de  la  fonction 
modulaire.  Voici  comment  les  choses  se  présentent  par  exemple 
d'après  Klein  :  Marquons  dans  le  plan  complexe  z  les  affixes  zl5  z2 
des  deux  racines  de 

Si  elles  sont  réelles,  on  trace  le  cercle  C  (de  centre  sur  l'axe  réel) 
dont  elles  sont  les  extrémités  d'un  même  diamètre,  (a,  b,  c)  est 
réduite  lorsque  C  a  un  point  commun  avec  Q.  Si  z1?  z2  sont  ima- 
ginaires, la  forme  est  réduite  lorsque  l'une  d'elles  appartient  à  Q. 
D'après  M.  Bianchi,  cette  méthode  peut  être  étendue  aux  formes 

2;7C 

à  coefficients  de  type  a  +  t  (3  avec  t  =  i  ou  e  :i  .  Il  faut  alors 
avoir  recours  à  une  certaine  représentation  géométrique  par  un 
espace   à  trois   dimensions  due  à  Poincaré  (Dickson,  Chap.  VII). 

Mentionnons  enfin  les  méthodes  géométriques  par  réseaux  de 
points  (Gauss,  Poincaré,  Klein  et  autres).  On  retrouvera  ces 
méthodes  et  bien  d'autres  chez  M.  Dickson,  décrites  avec  e  mini- 
mum de  détails  compatible  avec  la  plus  grande  clarté. 

La  composition  des  classes  de  formes  binaires  (Dickson,  Chap.  III), 
étudiée  pour  la  première  fois  dans  toute  sa  généralité  par  Gauss, 
a  reçu  une  importance  nouvelle  depuis  les  rapprochements  avec 
les  produits  d'idéaux  d'un  corps  quadratique  (Dedekind).  Soient 
(a,  b,  c),  (a',  b',  c')  appartenant  aux  classes  K,  K'  du  discriminant  D. 
Il  y  a  deux  entiers  B,  C,  tels  que  (a,  B,  a'  C),  (a',  B,  a  C)  appar- 
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tiennent  respectivement  aux  mêmes  classes.  La  forme  (aa'}  B,  C) 
définie  par  les  identilrs 

{ax-^r-  -zBxy  ■+■  a'(\y-)  (a'x^-i-  i\\'  x'  y'  -±-  aGy'*) 
=  ( aa'X* -+-  a BX Y  -+-CY*); 

X  =  j7./-'—  Cri'.  Y  =  y'(ax  -+-  by)  -+-y(a'x  -+■  b'y) 

appartient  à  une  classe  bien  déterminée  K",  toujours  relative 
à  D,  dite  composée  avec  les  deux  autres.  Symboliquement,  on 
écrit  K"  =  KK'  et  il  est  clair  que  KK'  =  K'  K.  Cette  composi- 
tion des  classes  donne  ainsi  lieu  à  un  groupe  abélien  fini.  Son  ordre 
est  égal  au  nombre  h  (D)  de  classes  distinctes.  La  détermination 
de  h  (D)  est  un  problème  des  plus  ardus  (Chap.  VI  écrit  par 
M.  Cresse).  Les  travaux  principaux  dans  cette  direction  sont 
de  Gauss,  Dirichlet  et  Kronecker.  Toutefois  la  liste  d'auteurs  que 
donne  M.  Cresse,  comprend  les  noms  de  la  plupart  des  grands 
analystes  modernes. 

Mentionnons  ici  les  questions  assez  techniques  d'ordre  et  de 
genre  sur  lesquelles  il  y  a  d'importantes  recherches  d'Eisenstein, 
mathématicien  dont  on  retrouve  souvent  le  nom  chez  M.  Dickson. 

Chapitres  IX  a  XI  :  Formes  quadratiques  à  plus  de  deux  variables. 
—  Travaux  notables  de  Hermite  et  Minkowski  du  côté  arithmé- 
tique surtout,  aussi  ceux  de  G.  Humbert  établissant  des  rapports 
avec  les  fonctions  abéliennes  singulières. 

Chapitres  XII  a  XIV  :  Formes  de  degré  <2.  —  Travaux  fort 
importants  de  Hermite  et  de  M.  Julia  sur  les  formes  binaires. 
Rappelons  rapidement  leur  méthode.  Soient  .p  (x,  y)  une  forme 
réelle,  ocl5  <x2, ...,  les  racines  réelles  de  o  (z,  i)  =  o,  (3,-,  (3;  ses  paires 
de  racines  imaginaires  conjuguées.  A  tp  on  rattache  la  forme  définie 

/=  S  tk( x  -  %ky  |> -f-  S  u\  (x  -  fcy)  {x  —  ~iiy  ) 
=  ax'2  -+-  2  b  xy  ■+•  cy-, 

que  l'on  réduit  à  la  manière  d' Hermite.  On  applique  à  co  'es 
mêmes  transformations  qu'à  /  et  on  la  considère  comme  réduite 
lorsque  l'une  des  racines  de 

az--*r-ibz  —  c  =  o 
a  son  affixe  dans  Q.  Quand  les  t,  u  prennent   toutes  les  valeurs 
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positives  possibles,  les  substitutions  réduisant  o  ont  cette  pro- 
priété :  elles  transforment  en  un  domaine  recouvrant  en  partie  îî, 
un  certain  domaine  convexe  en  relation  simple  avec  les  afïixes 
des  a,  (3  (Julia).  Il  y  a  de  belles  généralisations,  dues  à  M.  Julia, 
où  il  se  sert  de  formes  hermitiennes  au  lieu  de  formes  quadratiques. 

Chapitres  XV  et  XVI  :  Formes  hermitiennes.  —  Ici  se 
rattachent  de  belles  recherches  sur  les  fonctions  automorphes  dues 
à  M.  Picard  (groupe  de  Picard  et  son  polyèdre  fondamental),  et 
G.  Humbert  (fonctions  abéliennes  singulières),  ainsi  qu'à  leurs 
élèves  (MM.  Alezais,  Cotty  et  autres). 

Chapitre  XVII  :  Formes  bilinéaires,  matrices  (H.-J.-S.  Smith 
Frobenius,  Dickson  et  autres). 

Chapitre  XVIII  :  Représentation  a" un  nombre  par  des  polynômes 
mod  p  (M.  Dickson  et  autres). 

Chapitre  XIX  :  Théorie  congruentielle  des  formes.  —  Il  s'agit 
•de  la  théorie  des  invariants  et  covariants  des  formes  quand  les 
coefficients  des  formes  et  des  substitutions  sont  des  entiers  pris 
modulo  m  entier  donné. 

Cette  théorie  a  été  étudiée  surtout  par  M.  Dickson  et  ses  élèves. 

11  y  a  là  une  jolie  doctrine  où  l'on  n'a  guère  fait  l'étude  que  du  cas 

où  m  est  premier  ou  puissance  d'un  nombre  premier.  Ceci  est  dû 

aux  difïicultés  spéciales  que  l'on  rencontre  :  elles  ne  permettent 

guère  l'application  des  méthodes  qui  ont  cours  en  général  dans  les 

recherches  sur  les  invariants   et  covariants   algébriques.   A  titre 

d'exemple 

ax--h  ibxy  -t-  cy'1, 

prise  modulo  p,  entier  premier  impair,  possède  les  trois  invariants 

D  =  b2  —  ar,         I  =  (i  —  a/>-i)(i  —  bP~l)(i  —  cP-1), 
[  pzlL       '1=1  1 

dont  les  valeurs  suffisent  pour  caractériser  les  classes  de  formes. 

Enfin 

I.     A,     H.     D* !>/'-• 

constituent  un  système  d'invariants  linéairement  indépendants 
en    nombre    maximum.  S.   Lefschetz. 
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QUELQUES     LIVRES     RECENTS     SUR      LA      RELATIVITE. 

EINSTEIN  (Albert). —  The  meaning  of  relativîty.  Four  lectures  delivered 
al  Princeton  Unwersity,  May  1921.  Published  in  199.3  hy  the  Princeton 
University  Pross,  Princeton  (New  Jersey),  U.  S.  A.  Un  petit  volume  de 
ia3  pages  avec  j  diagrammes. 

STEINMETZ  (C.  P.).  —  Four  lectures  on  relativîty  and  space. 
Me  Graw-Hill  and  Co.  New-York,  1923.  Un  volume  de  x-126  pages. 

BIRKHOFF  (G.  D.).  —  Relativîty  and  modern  physics,  with  the  coopé- 
ration of  R.E.  Langer.  Published  in  1923  by  the  Harvard  University  Press, 
Cambridge  (Mass.)  U.  S.  A.  Un  volume  de  xn-283  pages. 

POOR  (C.  L.).  —  Gravitation  versus  Relativîty.  G.  P.  Putnams  sons. 
.Xew-York  and  London.  Un  vol.  de  xxxiv-277  pages. 

Quatre  Ouvrages  sur  la  relativité,  parus  en  peu  de  mois  aux 
Etats-Unis,  voilà  qui  donne  en  quelque  sorte  la  mesure  du  grand 
intérêt  qu'elle  y  suscite,  tout  comme  ailleurs  du  reste.  Il  faudrait 
d'ailleurs  y  ajouter  les  Livres  de  M.  Edington,  la  traduction  de 
l'excellent  Ouvrage  populaire  de  M.  Xordmann,  celle  du  Livre 
de  M.  Weyl  et  d'autres  !  Parmi  tous,  seul  l'Ouvrage  de  M.  Poor, 
est  netttement,  voire  violemment,  hostile. 

Commençons  par  l'ouvrage  de  M.  Einstein  lui  même;  sous  un 
volume  très  restreint  il  nous  y  présente  un  excellent  résumé  des 
deux  relativités.  Avec  raison  il  évite  d'entrer  dans  trop  de  préci- 
sions, sauf  dans  le  dernier  chapitre  où  il  traite  de  la  gravifique. 
M.  Einstein  montre  nettement  que,  pour  lui,  la  relativité  est  un 
Chapitre  de  la  Physique,  que  son  succès  est  à  mesurer  par  sa 
capacité  de  prédire  les  phénomènes.  Il  convient  de  rappeler  ici 
que  les  observations  récentes  faites  lors  de  l'éclipsé  totale  de 
septembre  1922  semblent  confirmer  à  nouveau  les  prédictions  du 
grand  savant  sur  la  déflection  des  rayons  lumineux  au  voisinage 
du  Soleil. 

M.  Steinmetz,  Tingénieur-conseil  de  la  Général  Electric  C°,  qui 
vient  de  mourir,  a  toujours  fait  montre  d'un  intérêt  considérable 
pour  la  science  pure.  Cet  intérêt,  il  a  constamment  éprouvé  le 
désir  de  le  voir  partagé  par  le    public  instruit,    notamment    par 
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les  ingénieurs  ses  collègues.  Aussi  est-ce  pour  eux  surtout  que  son- 
Livre  est  écrit.  Autant  que  possible  il  s'est  efforcé  d'avoir  recours 
à  des  analogies  géométriques,  plutôt  qu'à  des  combinaisons  de 
formules  et  sans  cesse  se  sert-il  d'exemples  numériques  concrets. 
Cela  ne  l'empêche  pas  de  s'enfoncer  peu  à  peu  dans  des  considé- 
rations théoriques  assez  avancées,  notamment  dans  son  dernier 
Chapitre,  Sur  les  caractéristiques  de  l'espace.  Souhaitons-lui  le 
succès  auquel  il  a  droit. 

L'Ouvrage  de  M.  Birkhoff  est  de  caractère  nettement  différent 
des  autres.  Le  savant  de  Harvard,  dont  les  travaux  fort  impor- 
tants sur  les  systèmes  dynamiques  sont  bien  connus,  ne  pouvait 
laisser  passer  la  Relativité  sans  y  prendre  un  intérêt  vivace.  A 
lire  son  Livre,  le  mathématicien  sera  tout  à  fait  à  l'aise,  car  c'est 
pour  lui  que  M.  Birkhoff  a  écrit,  il  le  sentira  de  suite,  et  écrit 
avec  grand  succès.  Par  exemple  l'espoir  qu'il  exprime  dans  sa 
préface,  «  that  the  book  will  prove  serviceable  as  a  text  for  an  under- 
graduate  course  »,  disons  un  cours  de  première  année  dans  une 
université  d'Europe,  cet  espoir,  dis-je,  est  certes  illusoire.  Ne  le 
regrettons  pas,  et  félicitons  même  l'auteur  d'avoir  donné  là  un 
Ouvrage  que,  même  les  géomètres  rompus  aux  questions  einstei- 
niennes,  ne  voudraient  lire  rapidement. 

Dans  un  chapitre  préliminaire  M.  Birkhoff  passe  en  revue  les 
théories  principales  de  la  physique  classique,  en  indiquant  leurs 
contradictions  avec  certains  faits  expérimentaux  notoires.  Les 
transformations  de  variables  propres  à  la  dynamique  classique, 
et  celles  convenant  le  mieux  à  l'électromagnétisme,  ne  sont  com- 
patibles qu'avec  un  éther  fixe,  dont,  toutefois  l'expérience  de 
Michelson-Morley,  entre  autres,  rend  l'existence  improbable. 
L'auteur  aborde  ensuite  de  front  l'étude  de  l'espace-temps  d'un 
observateur  ne  pouvant  se  mouvoir  que  dans  une  seule  direction.. 
On  perçoit  là  une  des  heureuses  caractéristiques  de  cet  Ouvrage 
au  point  de  vue  didactique  :  des  théories  parfois  fort  difficiles  y  sont 
poussées  aussi  loin  que  possible  avec  un  nombre  minimum  de 
variables.  C'est  ainsi  que  M.  Birkhoff  fait  une  étude  géométrique  fort 
complète  des  types  d'espaces  possibles  dans  le  cas  mentionné  plus 
haut.  Lorsqu'on  les  suppose  homogènes,  il  y  en  a  essentiellement 
deux,  suivant  la  manière  de  se  correspondre  des  lignes  d'univers 
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passam  paf  deux  points  arbitraires.  Le  premier,  ou  espace-temps 
aélotropique,  à  correspondance  unique  et  bien  déterminée,  est 
à  la  base  de  la  dynamique  classique;  le  second,  ou  espace-temps 
iwtropique  est  à  la  hase  de  la  relativité  restreinte.  C'est  l'expé- 
rience seule  qui  permet  de  décider  celui  à  choisir.  M.  BirkhofF 
pousse  assez  loin  l'étude  du  second  type.  C'est  ainsi  qu'il  y  a  dans 
son  Ouvrage  un  chapitre  sur  la  dynamique  des  systèmes  linéaires 
de  particules  matérielles,  un  autre  sur  l'hydrodynamique  à  une 
dimension.  Son  traitement,  toujours  et  partout,  est  par  postulats 
clairs  et  précis,  méthode  décidément  à  recommander. 

Après  une  discussion,  assez  complète,  de  la  théorie  des  tenseurs, 
M.  Bii  khoiï  nous  introduit  à  la  gravifîque  einsteinienne  de  l'espace- 
temps  à  deux  dimensions.  Ce  cas  n'est  pas  suffisamment  caracté- 
ristique, aussi  entame-t-il  finalement  l'étude  du  cas  général.  A 
signaler  tout  particulièrement  un  très  bon  chapitre  sur  l'électro- 
magnétisme,  et  dans  la  discussion  de  la  gravifîque  la  dérivation 
de  l'équation  de  Scbvvarzschild  en  se  basant  uniquement  sur  la 
symétrie  sphéiHque  du  champ. 

On  retrouvera  dans  ce  beau  Livre  la  clarté,  l'élégance,  l'origi- 
nalité de  vues,  qui  caractérisent  tous  les  écrits  de  notre  collègue 
de  Harvard^ 

M.  Poor,  professeur  de  mécanique  céleste  à  Columbia  Univer- 
sity,  ne  cache  guère  son  manque  d'enthousiasme  pour  M.  Einstein 
et  ses  œuvres.  Malgré  le  ton  de  polémique  ardente  qui  anime  son 
Ouvrage,  il  est  intéressant  à  plusieurs  points  de  vue.  Et  d'abord 
il  contient  un  résumé  assez  clair  des  recherches  monumentales  de 
Le  Verrier,  Hill  et  Newcomb,  sur  les  irrégularités  des  mouvements 
des  planètes,  et  notamment  de  Mercure.  Ces  travaux  très  impor- 
tants ne  sont  peut-être  pas  assez  connus  des  savants  qu'intéresse 
la  relativité.  Les  calculs  de  Le  Verrier  l'ont  conduit  à  admettre  une 
déviation  séculaire  inexpliquée  de  38  et  quelques  secondes  pour 
le  périhélie  de  Mercure.  Ces  calculs  ont  été  vérifiés  par  une  méthode 
différente  par  Ilill.  Presque  un  demi-siècle  plus  tard.  Newcomb, 
avec  des  observations  ultérieures  en  sa  possession,  a  trouvé 
environ  4o".  La  concordance  avec  les  43"  que  fournit  la  formule 
de  Schwarzschild  nous  paraît  fort  satisfaisante  à  nous,  mais  non 
à  M.  Poor  qui  semble  plutôt  difficile  ! 
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Il  faut  dire  que  le  savant  de  New- York  a  imaginé  de  rendre 
compte  des  irrégularités  en  question  et  tout  aussi  bien  de  la  dévia- 
tion des  rayons  lumineux,  en  faisant  entrer  en  jeu  une  enveloppe 
de  matière  fort  ténue  entourant  le  Soleil  et  s'étendantbienau  delà 
de  l'orbite  terrestre.  Ses  calculs,  il  nous  l'affirme  dans  son  Livre, 
rendent  bien  mieux  compte  des  faits  que  n'y  arrive  la  relativité, 
et  cela  sans  sortir  des  théories  classiques.  Nous  laisserons  à  d'autres 
de  décider,  mais  certes  une  telle  explication  mérite  d'arrêter 
l'attention  des  savants. 

S.    Lefschetz. 


GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE,  par  Gaspard  Monge. 
2  vol.  Paris,  Gauthier-Villars,    1922. 


Cet  opuscule  célèbre  reparaît  dans  la  Collection  Les  maîtres  de 
la  Pensée  scientifique.  Une  intéressante  préface  de  M.  Maurice 
Solovine,  directeur  de  cette  Collection,  résume  la  biographie  de 
Monge,  grand  savant  et  grand  citoyen.  On  y  voit  que  la  géo- 
métrie descriptive,  conçue  vers  1770,  dut  longtemps  être  tenue 
secrète  comme  invention  intéressant  la  défense  nationale,  et  ne 
put  être  divulguée  qu'en  l'an  VII.  Un  pareil  fait  semble  isolé  dans 
l'histoire  des  mathématiques. 

Beaucoup  de  personnes  apprendront  avec  surprise,  dès  les  pre- 
mières pages  de  ce  livre,  que  Monge  n'est  pas  l'inventeur  de  la 
représentation  par  projections  orthogonales  et  qu'il  ne  s'est 
jamais  donné  pour  tel  :  «  Mais  dans  la  géométrie  descriptive  », 
dit-il  (t.  I,  p.  10),  «  qui  a  été  pratiquée  depuis  beaucoup  plus  long- 
temps... au  lieu  de  la  considération  de  trois  plans,  on  est  parvenu, 
au  moyen  des  projections,  à  n'avoir  plus  besoin  explicitement  que 
de  celle  de  deux  ».  Il  tombe  d'ailleurs  sous  le  sens  que  maint  chef- 
d'œuvre  de  stéréotomie,  antérieur  à  Monge,  n'a  pu  être  exécuté 
sans  épures  comportant  des  projections,  des  rabattements,  des 
intersections  de  surfaces,  etc.  Rien  n'était  plus  familier  à  Albert 
Durer   que  la  représentation   par   projections   orthogonales   con- 


COMPTES    RENDUS    ET   ANALYSES.  365 

juguées.  Le  mérite  de  Monge  est  d'avoir  dégagé  une  méthode 
simple  et  générale  de  procédés  nombreux  inventés  chacun  en  vue 
de  problèmes  très  particuliers  et  sans  lien  entre  eux.  Appeler  cette 
méthode  géométrie  descriptive,  c'était  peu  de  chose  en  soi;  mais 
c'est  beaucoup  d'avoir  compris  qu'il  y  avait  une  science  en  attente 
d'un  nom  pour  se  connaître. 

Le  petit  livre  de  Monge  pourrait  encore  servir  aujourd'hui,  pour 
une  étude  assez  complète  de  la  géométrie  descriptive.  On  y  trouve 
les  méthodes  fondamentales  :  rabattements,  emploi  des  plans 
auxiliaires  pour  trouver  les  intersections,  etc.,  auxquelles  on  n'a 
pas  ajouté  grand'chose  depuis  (sauf  peut-être  les  changements 
de  plan,  que  l'on  peut  d'ailleurs  interpréter  comme  des  rabatte- 
ments). 

Et  ce  que  l'on  y  trouve  plus  que  dans  la  plupart  des  traités 
modernes,  ce  sont  des  idées  générales.  Monge  n'était  pas  lié  par 
un  programme  d'enseignement  ou  d'examens  lui  traçant  un  cadre 
strict.  Il  ne  se  demande  pas  ce  qui  ressortit  aux  Elémentaires  et 
aux  Spéciales,  et  ce  qui  dépasse  le  niveau  de  celle-ci.  Il  traite  des 
problèmes  de  topographie.  Il  expose  la  théorie  des  courbes 
gauches,  des  développables,  des  lignes  de  courbure  des  surfaces 
générales  (ses  méthodes  dénuées  de  rigueur  sont  quand  môme 
bien  instructives  par  l'appel  qu'elles  font  à  l'intuition),  en  vue 
d'applications  à  la  coupe  des  pierres.  Les  dernières  pages,  con- 
sacrées à  des  questions  de  teintes,  appartiennent  autant  à  la 
physique  et  à  l'optique  physiologique  qu'à  la  géométrie. 

«  Où  comment  un  grand  esprit  traite  un  sujet  de  second  ordre  », 
ce  sous-titre  conviendrait  assez  bien  à  la  Géométrie  descriptive 
de    Monge. 

Raoul  Bricard. 
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MÉLANGES. 


H.  G.  ZEUTHEN; 

Par  M.  Emile  PICARD  (■). 


Depuis  la  publication  du  tome  IV  des  Mémoires  scientifiques 
de  Paul  Tannery,  la  mort  a  frappé  un  de  ceux  qui  collaboraient 
-à  la  publication  des  travaux  du  grand  historien.  Mme  Paul  Tannerj 
vient  de  dire  la  douleur  que  lui  a  causée  la  disparition  de 
H.  G.  Zeuthen,  que  tant  de  liens  rattachaient  à  son  mari  et  au 
dévouement  duquel  elle  devait  d'avoir  pu  rassembler  ses  œuvres. 
Elle  a  tenu  en  outre  à  ce  que  quelques  pages  fussent  consacrées 
au  début  de  ce  tome  V  à  la  mémoire  de  l'illustre  géomètre  danois, 
que  1  Académie  des  Sciences  de  Paris  comptait  depuis  longtemps 
parmi  ses  correspondants. 

Zeuthen  était  venu  dans  sa  jeunesse  compléter  son  instruction 
scientifique  à  Paris,  où  il'  suivit  les  cours  du  Collège  de  France 
et  de  la  Sorbonne.  Accueilli  avec  une  cordialité  dont  il  aimait  à 
rappeler  le  souvenir,  il  reçut  de  Chasles  des  conseils  et  des  encou- 
ragements, qui  l'ont  porté  à  se  diriger  dans  les  voies  de  la  géométrie 
moderne.  Ses  premiers  travaux,  dont  plusieurs  ont  été  publiés 
dans  les  Comptes  rendus  de  notre  Académie,  n'ont  pas  tardé  à  le 
mettre  hors  de  pair,  et  à  le  faire  regarder  par  tous  comme  le 
meilleur  et  le  plus  fidèle  élève  de  celui  qui  était  alors  le  prince  de 
la  géométrie.  Zeuthen  n'ignorait  rien  d'ailleurs  des  relations 
étroites  qui  lient  la  géométrie  à  l'analyse,  et  il  eut  toujours  un  sens 


(')  Préface  du  tome  V  :  Sciences  exactes  ou  moyen  dge,  des  Mémoires  scien- 
tifiques de  Paul  Tannery,  publiés  par  Heibcrg  (Toulouse,  Privât,  et  Paris, 
Gauthier- Villars,  1923  ),  ouvrage  qui  sera  prochainement  analysé  dans  ce  Bulletin. 
dont  M.  Zeuthen  a  été  longtemps  un  dévoué  collaborateur. 
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très  net  des  directions  dans  lesquelles  doivent  s'engager  les 
recherches  des  géomètres. 

Les  premières  publications  de  Zeuthen  remontent  à  l'époque 
où  Chasles  énonçait  le  célèbre  principe  de  correspondance  et 
jetait  les  fondements  de  celte  théorie  des  caractéristiques  des 
systèmes  de  coniques,  qui  a  provoqué  tant  de  recherches  impor- 
tantes et  fécondes.  A  la  suite  des  publications  de  Chasles,  d'émi- 
nenls  mathématiciens,  comme  Cayley,  Clcbsch,  Cremona,  reve- 
naient sur  les  principes  fondamentaux  de  la  théorie  pour  les 
appliquer  ou  les  étendre.  Zeuthen  prit  une  part  importante  à  ce 
travail  difficile,  que  Halphen  devait  pousser  jusqu'à  son  dernier 
terme;  il  étendit  aussi  les  idées  de  Chasles  aux  courbes  du  qua- 
trième degré.  En  même  temps,  il  appliquait  le  principe  de  corres- 
pondance à  la  démonstration  des  relations  célèbres  que  Plucker  a 
fait  connaître  entre  les  singularités  d'une  courbe  plane,  puis  il 
reprenait  et  complétait  les  théories  de  Cayley  relatives  aux  singu- 
larités des  courbes  gauches  et  des  surfaces  algébriques,  se  prépa- 
rant ainsi  à  l'étude  géométrique  des  propriétés  des  courbes  et  des 
surfaces  dont  les  points  se  correspondent  un  à  un.  Dans  ces  ques- 
tions difficiles,  des  nombres  invariants  jouent  un  rôle  capital;  tel 
le  genre  riemannien  dans  la  théorie  des  courbes  algébriques.  Un 
invariant  relatif,  rencontré  pour  la  première  fois  par  Zeuthen  dans 
l'étude  des  courbes  situées  sur  une  surface,  porte  justement  son 
nom  ;  il  a  été  rencontré  depuis  dans  des  questions  d'un  tout 
autre  ordre,  relatives  aux  périodes  des  intégrales  doubles.  Ces 
recherches  délicates,  comme  le  savent  tous  ceux  qui  se  sont 
occupés  de  la  théorie  des  surfaces  algébriques,  ont  été  exposées 
par  Zeuthen  dans  plusieurs  notes  et  mémoires  publiés  de  i8b4 
à  i873. 

D'autres  recherches  du  géomètre  danois  se  rapportent  à  des 
sujets  tout  différents.  On  sait  que  Newton,  dans  son  énumération 
des  lignes  du  troisième  ordre,  s'est  attaché  à  la  détermination 
•complète  des  formes  de  celles-ci,  et  a  démontré  que  toutes  ces 
formes  s'obtiennent  en  faisant  la  perspective  de  cinq  types  fon- 
damentaux. Depuis  Newton,  ce  genre  d'études,  connu  sous  le  nom 
de  topologie,  n'a  jamais  été  abandonné  par  les  géomètres.  Zeuthen 
lui  a  apporté  une  contribution  importante,  en  déterminant  d'une 
manière  approfondie  les  différentes  formes  des  courbes   du  qua- 


368  PREMIÈRE   PARTIE. 

trième  ordre  et  faisant  connaître  de  nombreuses  propriétés  de 
situation  relatives  aux  surfaces  cubiques.  Ces  belles  recherches  ont 
été  l'origine  de  nombreux  travaux. 

Pendant  longtemps  Zeuthen  n'avait  pas  paru  suivre  son  maître 
Chasles  dans  la  voie  des  recherches  historiques.  Mais  vers  1880, 
il  tourne  principalement  son  activité  de  ce  côté,  et  en  1884 
paraît  son  grand  ouvrage  Sur  l'histoire  des  coniques  dans  l'anti- 
quité, où  il  fait  preuve  d'une  connaissance  profonde  de  la  géomé- 
trie antique.  C'est  une  œuvre  à  laquelle  tous  les  géomètres  ont 
rendu  pleine  justice,  et  qui  mérite  de  prendre  place  à  côté  de 
Y  Aperçu  historique  de  Chasles.  Nous  avons  plaisir  à  rappeler  ici 
le  jugement  que  portait  sur  elle  Paul  Tannery,  quand  il  écrivait  : 
«  Le  travail  de  M.  Zeuthen  fera  époque;  jusqu'à  lui  l'histoire  des 
coniques  dans  l'antiquité  était  incomprise.  M.  Zeuthen  non  seule- 
ment en  donne  la  clef,  mais  nous  guide  de  façon  à  ne  plus  nous 
laisser  égarer.  »  On  peut  dire  que  nul  ne  s'assimila  mieux  que 
l'éminent  géomètre  danois  la  façon  de  penser  et  de  raisonner  des 
Anciens  en  mathématiques. 

A  partir  de  i885,  les  publications  historiques  de  Zeuthen  se 
succèdent  avec  une  admirable  régularité.  Dans  ses  notes  sur 
C histoire  des  mathématiques,  il  aborde  les  questions  les  plus 
variées,  en  particulier  l'étude  des  premiers  progrès  du  calcul  infi- 
nitésimal et  les  origines  de  la  théorie  de  ces  nombres  irrationnels 
qui  avaient  été  un  grand  scandale  dans  les  écoles  pythagoriciennes. 
Sans  doute  l'histoire  est  une  science  parfois  conjecturale,  et 
l'absence  de  documents  peut  autoriser  des  opinions  variées;  c'est 
ainsi  que  des  historiens  des  sciences  mathématiques  ont  pu  être 
d'avis  différents  sur  l'aptitude  aux  recherches  arithmétiques  des 
Grecs,  que  tous  s'accordent  à  regarder  comme  merveilleusement 
doués  pour  la  géométrie.  11  est  souvent  difficile  de  soulever  le 
voile,  sous  lequel  les  Anciens  cachaient  leurs  méthodes  de 
recherches,  et  l'on  reste  saisi  d'admiration  devant  la  subtilité  d'es- 
prit d'historiens  habiles,  comme  Zeuthen,  à  suggérer  des  hypothèses 
vraisemblables. 

L'histoire  des  sciences  peut  être  envisagée  sous  des  points  de 
vue  divers.  Les  uns  s'intéressent  aux  savants  eux-mêmes,  et  se 
préoccupent  de  rendre  à  chacun  la  justice  qui  lui  est  due,  s'ef- 
forcant  de  rattacher  à  un  nom   les   découvertes  ou  les  doctrines 
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importantes.  C'est  une  manière  assurément  très  légitime  d'en- 
tendre l'histoire,  et  nous  serions  heureux  d'avoir  quelques  préci- 
sions sur  la  vie  de  Thaïes  et  celle  de  Pylhagorc,  el  <lc  connaître 
exactement  leur  œuvre.  D'autres  s'attachent  davantage  à  l'histoire 
des  méthodes  et  des  résultats,  se  souciant  moins  des  hommes. 
C'est  à  ces  derniers  que  se  rattache  Zeuthen.  Quoiqu'on  lui  doive 
d'avoir  mis  en  pleine  lumière  le  rôle  joué  par  Apollonius  de  Perge 
dans  l'étude  des  sections  coniques,  il  se  préoccupa  surtout  de 
tracer  un  tableau  fidèle  de  l'évolution  historique  de  la  science 
mathématique. 

Zeuthen  eut  l'heureuse  fortune  d'avoir  pour  collègue  à  l'Uni- 
versité de  Copenhage  l'illustre  philologue  Heiberg,  avec  lequel  il 
collabora  dans  plusieurs  circonstances.  On  se  rappelle  notamment 
avec  quel  intérêt  fut  accueillie  la  découverte  faite  par  M.  Heiberg 
à  Constantinople  dans  le  Metochion  du  cloître  du  Saint-Tombeau 
de  Jérusalem,  d'un  manuscrit  dont  l'écriture,  qui  date  du  treizième 
siècle,  recouvrait  plusieurs  manuscrits  d'Archimède  en  belles 
minuscules  du  dixième  siècle.  La  traduction  de  M.  Heiberg  fut 
suivie  d'un  remarquable  commentaire,  dans  lequel  Zeuthen  lait 
une  analyse  pénétrante  de  la  faconde  travailler  du  grand  géomètre 
de  Syracuse,  avec  ses  méthodes  essentiellement  distinctes,  d'inven- 
tion et  de  démonstration.  Et  comment  ne  rappellerions-nous  pas 
ici  avec  reconnaissance  la  collaboration  entre  Zeuthen  et  M.  Heiberg, 
d'où  est  sortie  la  magistrale  édition  des  Œuvres  de  Paul  Tannery, 
sur  laquelle  veille  une  pieuse  solicitude. 

H.  G.  Zeuthen  était  né  à  Grimstrup  (Jûlland)  le  i  5  février  i83p,; 
il  s'est  éteint  doucement  à  Copenhague  le  5  janvier  1920.  Chez 
lui  le  caractère  fut  à  la  hauteur  de  l'intelligence,  et  tous  ceux  qui 
l'ont  approché  garderont  le  souvenir  de  l'homme  bon  et  simple, 
dont  la  longue  vie  fut  consacrée  à  la  science  et  à  sa  nombreuse 
famille.  La  France  perd  en  lui  un  ami  fidèle,  dont  les  chaudes 
sympathies  pour  notre  pays  remontaient  aux  temps  lointains  de  sa 
studieuse  jeunesse. 


Bull,  des  Sciences  mathém.,  2e  série,  t.  XLVII.  (Novembre  ifp3.)         24 


37o  PREMIÈRE    PARTIE. 

SUR  UNE  DÉMONSTRATION  DE  LA  FORMULE  DE  STOKES; 
Par  M.  J.  HAAG. 


îl  me  paraît  intéressant  de  signaler  la  démonstration  suivante, 
qui  diffère  légèrement  de  la  démonstration  classique. 

Soient  la  courbe  fermée  C  et  la  surface  S  limitée  à  cette  courbe. 

Choisissons  sur  C  un  sens  positif  quelconque.  Soient  MX  la  demi- 
tangente  positive  en  un  de  ses  points.  MY  la  demi-normale  située 
dans  le  plan  tangent  à  S  et  du  côté  de  S  et  enfin  MZ  la  demi-droite 
qui  forme  avec  MX  et  MY  un  trièdre  trirectangle  de  même  orien- 
tation que  le  trièdre  des  axes  de  coordonnées.  Nous  appelons  côté 
positif  de  S  celui  qui  est  situé  du  côté  de  MZ. 

Cela  posé,  nous  allons  démontrer  la  formule 

où  oc,  (3,  y  désignent  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  positive 
à  S.  La  formule  générale  de  Stokes  se  déduit  de  (i)  par  permuta- 
tions circulaires  et  addition. 

L'intégrale  double  est  indépendante  de  la  forme  de  S,  car  si 
on  l'étend  à  une  surface  fermée,  elle  est  nulle,  en  vertu  de  la  for- 
mule de  Green.  Nous  pouvons  donc,  pour  la  calculer,  choisir  S 
comme  il  nous  plaira. 

Considérons  la  surface  cylindrique  S  obtenue  en  menant  par 
chaque  point  de  C  une  demi-droite  de  direction  opj>osée  à  Oz. 
Limitons  cette  surface  par  un  plan  Q  parallèle  à  xOy  et  assez 
éloigné  pour  ne  pas  rencontrer  C.  Prenons  comme  surface  S  la 
surface  S  ainsi  limitée  et  la  portion  A  de  Q  qui  lui  est  intérieure. 

Le  sens  positif  de  rotation  dans  le  plan  tangent  en  M  à  S  est  le 
sens  de  MX  vers  MM'  ou  de  M'  M  vers  M'  X',  projection  de  MX 
sur  Q.  Il  s'ensuit  que  la  demi-normale  positive  M'  Y'  en  M'  se 
déduit  de  M'  X'  par  une  rotation  de  +  -  dans  le  plan  orienté  Q, 
puisque  M'  M  a  le  sens  de  Oz.  Nous  pouvons  toujours  supposer 
que  le  sens  positif  de  C  est  tel  que  le  sens  positif  qui  en  résulte 
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pour  C  coïncide  avec  le  sens  positif  de  rotation  du  plan  Q,  quitte 
à  changer  le  signe  des  deux  intégrales  (1).  Dès  lors,  M'  Y'  est  dirigé 
vers  l'aire  A  et  le  côté  positif  de  cette  aire  est  tourné  vers  les 
z  positifs. 


Cela  posé,  l'intégrale  double  s'écrit 

=  f  (  Pm  —  PmO  dx=  f  Pdx—  f    P  dx. 

«ACi  t/|Ci  «'ICI 


0 


'(C) 

Puis,  d'après  la  formule  de  Riemann 


Donc. 


J  Jw  {)y  J(0 

-L 


=   /     V  dx. 

(Cl 


C.  Q.  F.  D. 


(x)  Ceci  suppose  que  C  n'a  pas  de  point  double,  cas  auquel  on  peut  toujours 
se  ramener  par  un  cloisonnement  convenable  de  la  surface  S.  On  pourrait  aussi 
appliquer  la  formule  de  Riemann,  généralisée  au  moyen  de  la  convention  de 
signes  de  M.  Goursat  (Cours  d'Analyse  mathématique,  t.  I,  n°  96). 
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SUR  DES  APPLICATIONS  DES  PROPRIÉTÉS  DE  LA  SYMÉTRIE  ; 
Par  M.  Jean  MASCART. 


Il  y  a  un  peu  plus  de  trente  ans,  on  a  fait  diverses  tentatives 
pour  grouper  les  questions  de  Géométrie  et  l'on  a  proposé  diffé- 
rentes méthodes  pour  résoudre  les  problèmes.  Il  faut  reconnaître 
que  le  rendement  de  tous  ces  efforts  fut  assez  médiocre  :  ces 
soi-disant  méthodes  ne  sont  presque  toujours  que  des  procédés, 
permettant  sans  doute  de  trouver  la  solution  de  problèmes 
parfois  difficiles,  mais  qui  ont  le  tort  d'avoir  été  inventés  de  toutes 
pièces  afin  de  mettre  en  évidence,  précisément,  les  ressources 
et  la  fécondité  du  procédé. 

Malheureusement,  quelques  applications  de  cette  nature  ont 
filtré  dans  les  Ouvrages  mis  entre  les  mains  des  élèves,  ce  qui 
peut  être  très  dangereux,  car  je  voudrais  montrer  par  un  exemple 
qu'on  leur  indique  ainsi  : 

i°  Une  solution  fausse; 

2°  Un  raisonnement  assez  spécieux  et  peu  à  leur  portée  qui, 
partant  de  prémisses  dont  l'inexactitude  est  très  cachée,  ne  conduit 
pas  immédiatement  à  une  contradiction  apparente. 

Soient  MN  un  segment;  MjNj  son  symétrique  par  rapport  à  une 
droite  I;  M2N2  le  symétrique  de  M,  N1  par  rapport  à  une  droite  II; 
et  ainsi  de  suite Mn  N„  sera  toujours  égal  à  MN. 

Pour  exploiter  cette  remarque,  Petersen  pose  le  problème 
suivant  : 

Construire  un  polygone  connaissant  en  position  les  perpendicu- 
laires élevées  au  milieu  de  ses  côtés. 

Et  les  livres  classiques  indiquent,  à  sa  suite,  la  solution  immé- 
diate : 

«  Soient  I,  II,  ...,  N  ces  perpendiculaires.  Soit  A  un  point  du  plan  : 
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»  son  symétrique  par  rapport  à  I  est  At;  le  symétrique  de  At 
»  par  rapport  à  II  est  A2,...  celui  de  AH_X  par  rapport  à  N,estA„. 
»  Un  autre  point  B  clôt  le  môme  circuit  en  B„.  Et  AB  =  An  Brt. 

»  Soit  to  le  premier  sommet  du  polygone  cherché  :  Ses  symé- 
»  triques  successifs, par  définition  des  droites  I,  II,  ...,  N,  sont  les 
»  sommets  successifs  du  polygone  et  w«  coïncide  avec  to.  Mais, 
»  alors  aussi  toAw  est  égal  à  wA;  uBH  est  égal  àuB.  w  est  donc 
»  le  point  de  rencontre  des  perpendiculaires  élevées  aux  milieux 
»  de  AAn  et  de  BBrt,  ce  qui  résout  le  problème.  > 

Or,  précisément,  ceci  ne  résout  rien  du  tout  et  la  solution  est 
fausse.  Il  est  étrange  que  l'on  n'ait  pas  envisagé  le  cas  le  plus  simple, 
celui  du  triangle,  puisque,  dans  la  solution,  aucune  restriction 
n'est  imposée  aux  droites  I,  II,  ...,  N.  A  vient  en  A3,  B  en  B3, 
les  segments  AA3  et  BB8  ne  sont  pas  parallèles;  et  le  point  o> 
permettrait  d'obtenir  un  triangle  admettant  trois  droites  I,  II,  III 
non  concordantes,  c'est-à-dire  trois  centres  de  cercles  circonscrits. 
De  plus,  pour  le  triangle,  il  est  clair  que,  quand  il  y  a  une  solu- 
tion, il  en  existe  une  infinité  :  tous  les  triangles  homothétiques 
par  rapport  à  to. 

L'erreur,  assez  cachée,  consiste  à  supposer  que  le  polygone 
existe  en  disant  soit  w,  ce  qui  comporte  le  retour  de  w„  en  oo,  alors 
que  les  exigences  de  la  symétrie  sont  beaucoup  plus  simples  : 
wnAa  doit  être  égal  à  toA;  to„B«  égal  à  toB.  De  sorte  que,  si  le 
polygone  n'existe  pas,  le  point  to  ainsi  déterminé  ne  revient  pas 
du  tout  en  eu  :  il  revient  en  to,0  second  point  d'intersection  des 
cercles  de  centres  An  et  Bn  et  de  rayons  Ato  et  Bto. 

Enfin,  à  un  autre  point  de  vue,  la  solution  est  trompeuse.  Le 
lecteur  croit  posséder  la  solution  sans  savoir  si  elle  est  unique,  ou 
combien  il  en  existe  :  or,  pour  le  savoir,  il  faudrait  déterminer 
comment  le  point  oo  dépend  du  segment  choisi  AB,  ce  qui  dépasse 
le  cadre  de  l'enseignement  élémentaire. 

Le  mécanisme  du  problème  devient  beaucoup  plus  apparent 
si,  au  lieu  d'un  segment  AB,  on  prend  tout  le  plan,  orienté  par 
un  triangle  ABC  :  on  voit  alors  immédiatement  que,  si  n  est 
pair,  AWB„  C„  est  égal  à  ABC  sans  retournement;  si  n  est  impair, 
A„  Brt  C„  est  symétrique  de  ABC.  Ainsi  donc  : 

n  pair.  —  Il  existe  une  solution  unique  :  to  est  le  centre  de  la 
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rotation  qui,  dans  son  plan,  permet  d'amener  AHB»C„  à  coïncider 
avec   ABC,    et  est  indépendant  des  points  choisis. 

n  impair.  —  A„  B„  C«  résulte  de  ABC  par  deux  opérations  : 
une  symétrie  par  rapport  à  une  droite  A  et  une  rotation  R  et, 
dans  le  cas  général,  le  problème  est  impossible. 

Il  existe  une  infinité  de  combinaisons  entre  A  et  R  qu'il  n'y 
a  pas  lieu  de  développer  ici.  Mais  un  cas  particulier  remarquable 
est  celui  où  R  est  identiquement  nulle,  identiquement  excluant 
la  translation  avec  un  angle  de  rotation  nul  et  le  centre  à  l'infini  : 
An  Bn  Cu  est  alors  symétrique  de  ABC  par  rapport  à  A,  et  chaque 
point  (o  de  la  droite  A  satisfait  à  l'exigence  du  problème  qui 
veut  ojA  =  wA„.  Il  y  a  alors  une  infinité  de  solutions  et  les  .lieux 
des  sommets  sont  des  droites  —  dans  le  cas  du  triangle  les  solu- 
tions sont  homothétiques  :  les  polygones  en  question  présentent  un 
nouveau  genre  d'homothétie  généralisée  et  offrent  d'intéressantes 
particularités  ;  on  peut  envisager  de  curieux  chaînons  de  polygones, 
les  côtés  de  l'un  étant  les  perpendiculaires  aux  milieux  des  côtés 
du  suivant. 

Donc,  n  impair,  problème  impossible  :  mais  il  suffit  d'imposer 
une  condition  à  une  des  droites  I,  II,  ...,  N  pour  qu'il  devienne 
indéterminé.  Exemple  :  si  les  n  —  i  premières  droites  sont  données, 
A„ _1B„_.I  C„_,  coïncide  avec  ABC  par  une  rotation  de  A  autour 
d'un  centre  R.  Le  problème  devient  indéterminé  si  la  droite  N 
passe  par  R,  la  droite  A  passe  alors  aussi  par  R  et  fait  un  angle  H 
avec  N. 

On  peut  aussi  bien  se  donner  n  droites  remarquables  du  polygone 
cherché,  telles  que  hauteurs,  médianes  (qu'il  suffit  de  définir, 
ce  qui  est  presque  sans  ambiguïté  si  n  est  impair)  :  les  change- 
ments  à  apporter  à  la  solution  sont  infimes. 

Cas  des  bissectrices.  —  Il  est  plus  intéressant  d'envisager  le  cas 
où  les  droites  données  sont  les  bissectrices  des  angles  du  polygone 
car,  dès  le  triangle  (*),  on  ne  rencontre  pas  l'obligation  de  droites 


(*)  Il  ne  faut  pas  s'attarder  au  triangle  car  on  serait  tenté  de  ramener  le 
problème  à  celui  des  hauteurs,  en  utilisant  le  lait  que  celles-ci  sont  bissec- 
trices du  triangle  formé  par  les  pieds  des  hauteurs  :  ce  n'est  qu'un  très  petit 
côté  de  la  question,  qui  la  déforme  et  la  borne. 


MÉLANGES.  375 

concourantes  (1)  :  ce  problème  présente,  par  rapporl  au  premier, 
une  correspondance  analogue  — mais  non  Identique  —  à  celle  qui 
relie  les  questions  ponctuelles  aux  questions  Eangenti  elles. 
D'une  part,  on  ne  peul  affirmer  à  l'avance  si  une  bissectrice  est 
intérieure  ou  extérieure;  d'autre  part,  la  symétrie  n'est  pas  tout 
à  fait  du  même  genre  car  la  symétrique  d'une  cjroite  par  rapport 
à  un  axe  l'est  en  môme  temps  par  rapport  à  un  second  axe  perpen- 
diculaire au  premier. 

Le  problème  se  ramène  alors  à  la  question  suivante  :  Soit  MX 
le  premier  côté  du  polygone  cherché,  Mn  XI  „  de  vra  coïncider 
avec  MX  -  sans  correspondance  ponctuelle.  Et,  alors,  c'est 
l'inverse  : 

n  pair.  —  Les  symétries  successives  aboutissent  à  une  rotation 
2  0  autour  d'un  centre  R  :  aucune  droite  ne  coïncide  avec  sa 
position  après  rotation  et  le  problème  est  impossible.  Remarques 
analogues  pour  le  cas  où  il  devient  indéterminé. 

n  impair.  —  Le  problème  admet  une  solution  :  il  existe  une 
droite  MX  qui  revient  sur  elle-même  (avec  glissement)  après  une 
symétrie  par  rapport  à  A  puis  rotation  2 9  autour  de  R;  MN  passe 
par  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  R  sur  A  et  fait  un 
angle  0  avec  A. 

Il  y  a  là  une  mine  à  problèmes  assez  délicats  qui  paraissent 
inutiles,  ou  dangereux,  dans  l'enseignement  :  jusqu'à  présent, 
pour  apprendre  la  géométrie,  on  ne  saurait  encore  trop 
recommander  de  résoudre  de  nombreux  exercices  bien  choisis. 


(*)  C'est  au  contraire  pour  le  quadrilatère  que   saute  aux  yeux  une  condi- 
tion, les  bissectrices  devant  former  un  quadrilatère  inscriptible. 
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SUR  LA  MÉTHODE  D'INTÉGRATION  DE  RITZ 
Par  M.  Michel  PLANCHEREL  (Zurich). 


INTRODUCTION. 

1.  Dans  un  travail  remarquable  ('),  W.  Ritz  a  donné  une 
méthode  de  calcul  des  solutions  d'une  classe  étendue  de  problèmes 
aux  frontières  de  la  théorie  des  équations  linéaires  aux  dérivées 
partielles.  Son  importance  pratique  considérable  réside  dans  le 
fait  qu'elle  est  une  des  rares  méthodes  qui  permettent  de  calculer 
numériquement  les  solutions  de  ces  problèmes.  Nous  possédons, 
dans  la  théorie  des  équations  intégrales  linéaires,  un  instrument 
puissant  pour  établir  l'existence  et  les  propriétés  générales  de  ces 
solutions,  mais  il  est  en  général  impossible  d'utiliser  les  formules 
de  Fredholm  pour  des  calculs  numériques. 

La  méthode  de  Ritz  s'applique  à  tous  les  problèmes  aux  fron- 
tières des  équations  aux  dérivées  partielles  linéaires  du  type  ellip- 
tique, qui  découlent  d'un  problème  du  calcul  des  variations.  Elle 
substitue  à  l'intégration  de  ces  équations  la  résolution,  par  une 
méthode  particulière  d'approximations  successives,  d'un  problème 
équivalent  du  calcuj  des  variations.  Pour  en  faire  saisir  le  principe, 
esquissons-la  sur  un  exemple  simple. 

2.  Soit  D  un  domaine  plan  dont  la  frontière  C  est  une  courbe 
fermée  simple  à  courbure  continue.  La  recherche  d'une  fonc- 
tion m,  continue  dans  D  -f-  C  ainsi  que  ses  dérivées  du  premier 
ordre,  vérifiant  dans  D  l'équation 

(i)  \u~-lu=f, 

et  sur  C  la  condition 

(  2  )  a  =  o 

(')  W.  Ritz  :  (a)  Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Mathemalik,  t.  135, 
1908,  p.  1-61;  [b)  Annalen  der  Physik,  4e  série,  t.  28,  1909,  p.  737-786; 
(c)  Œuvres  de  W.  Piitz,  publiées  par  la  Société  suisse  de|Physique  (Paris, 
Gauthier-Villars,  191 1  ) ,  p.  192-316. 
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est  équivalente,  comme  on  le  sait,  à   la  résolution  du  problême 
suivant  : 

Soit  L0  le  champ  des  fonctions  nulles  sur  C,  continues 
dans  D  H-  C  ainsi  que  leurs  dérivées  premières.  Trouver  la  fonc- 
tion u  de  ce  champ  qui  annule  (dans  ce  champ)  la  variation  pre- 
mière de  l'intégrale 

(3)     3(B,X)  =  3(a)=rn(ij  +j^J   —  X«»-H2/a|  dxdy. 


Dans  ces  formules,  y.  est  un  paramètre  et  f  une  fonction  donnée, 
continue  dans  D  +  C  ainsi  que  ses  dérivées  premières. 

Ritz  cherche  à  résoudre,  non  pas  l'équation  (1)  sous  la  condi- 
tion (2).  mais  le  problème  équivalent  o-3(m)  =  o.  Pour  cela,  il 
approche  le  champ  U0  par  des  champs  L0"'  plus  simples,  pour  les- 
quels la  solution  est  immédiate.  A  cet  effet,  il  part  d'un  système 
de  fonctions  fyp(%,  y)  de  L0  tel  que  toute  fonction  u  de  U0  puisse 
être,  en  même  temps  que  ses  dérivées  premières,  approchée  uni- 
formément par  une  combinaison  linéaire  des  'lp.  Il  admet  donc, 
s  >>  o  étant  pris  arbitrairement  petit,  la  possibilité  de  déterminer 
un  entier  n  et  des  coefficients  at ,  a2*  . . .,  an  tels  que,  dans  D+C, 


-2 


n 

ap  'lp 

<6, 

du 
ox 

— 

<)x 


< 


dit 


OU  X^  O'il., 


ôy 


P=i 


oy 


<   B. 


L'existence  de  systèmes  de  fonctions  typ  ayant  ces  propriétés 
découle  d'un  théorème  connu  de  Weierstrass,  et  Ritz  indique  plu- 
sieurs procédés  pour  les  former. 

Ritz  prend  alors  comme  champ  UJnl  l'ensemble  des  fonctions 


x\  tyl  -T-  T2'^i-r- 


■n^n 


(  — ao<arp<-f-oo,/>  =  i,  a,  ...,«), 


et  il  se  pose  le  problème  approché  :  Déterminer  la  fonction  un  du 
champ  U0"  pour  laquelle  la  variation  première  de  3  —  dans  ce 
champ —  est  nulle.   Or,  -3(m„)   est  ici   une  fonction  quadratique 

QC  Z|  ,  Jj,   . . . ,  x n  . 

n  n  n 

3(MB)  =  3(a?,,a?a,  •  ..,3"«)— 2      ^  (*pg~  ^hPi)  xp  x9+  ^Zj/p^p- 

p  =  \      q=l  p=l 
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Les  quantités  kpv,  lip(rt  fp  sont  définies  par 

i) 
hpq  =  hgP  =   /  J  typ  tyq  dx  dy,         f,.=  \     I  f$P  dx  dy. 

D  '     D 

kpq  et  hpq  sont  donc  des  constantes  qui  ne  dépendent  que  de  la 
forme  du  domaine  et  du  choix  du  système  'lp.  fp  dépend  encore 
de/. 

La  condition  o-3  (  un)  =  o  dans  le  champ  U},"'  se  réduit  aux  n  con- 
ditions 

dxx         dx>  àxn  ' 

c'est-à-dire  aux  n  équations  linéaires 

n 
^  (  kpq  —  À  hpq)  X,,  =  —fp  {p  =  I,   2,    ...,  H). 

Lorsque  leur  déterminant  n'est  pas  nul,  ces  équations  ont  une 
solution  unique 

Xi  =  a\n\         x,  =  a{.!l),  . .  . ,         xn  =  a^"'. 

La  fonction 

est  la  solution  du  problème  approché  relatif  au  champ  Uj,"1.  Peut-on 
s'attendre  à  ce  que  u^  converge  vers  la  solution  u  du  problème 
relatif  au  champ  U0? 

Ritz  a  effectivement  démontré  qu'à  condition  de  remplacer  la 
convergence  ordinaire  par  la  convergence  en  moyenne  u^n)  tend 
vers  u  dans  le  cas  où  X^o.  Le  succès  de  son  raisonnement  repose 
essentiellement  sur  le  fait  que,  pour  A^o,  la  forme  quadratique 
formée  par  les  termes  quadratiques  de  à(x,,  x2-,  ■ ..,  Xn)  est  définie 
positive. 

On  sait  qu'il  existe  une  infinité  dénombrable  de  nombres  \p 
positifs  tels  que  l'équation  homogène  Au-h%pu  —  o  possède  un 
nombre  fini  (^i)  de  solutions  non  identiquement  nulles,  s'annu- 
lant  sur  C.  Ces  solutions,  convenablement  normées  et  orthogona- 
lisées,  sont  les  fonctions  fondamentales  du  problème  homogène  et 
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les  )v,  sont  les  valeurs  fondamentales.  Valeurs  et  fonctions  fonda- 
mentales ont  une  signification  physique  importante.  Si,  par 
exemple,  D  représente  une  membrane  «hisi i<jne  homogène  enças*- 
trée,  les  valeurs  fondamentales  sont  proportionnelles  aux  carrés 
des  fréquences  des  oscillations  libres  harmoniques  de  la  membrane 
et  les  fonctions  fondamentales  fixent  la  forme  de  ces  oscilla- 
tions ('). 

La  méthode  de  Ritz  est-elle  encore  applicable  à  l'équation  (1) 
lorsque  ),  est  positif,  sans  être  une  valeur  fondamentale?  Per- 
met-elle de  calculer  les  valeurs  fondamentales  \p  comme  limites 
des  zéros  du  déterminant  du  système  homogène 

n 

(  4  ) ,  2  (*>» ~  x hi"i  '  '''/ =  °       (  P  =  I »*»'•••  >  " ■)■ 

"7  =  1 

et  peut-on  approcher  en  moyenne  les  fonctions  fondamentales 
à  l'aide  des  solutions  de  (4)*? 

Nous  donnerons  au  cours  de  ce  Mémoire  une  réponse  affirma- 
tive à  ces  questions.  Ritz  a  rendu  plausible  cette  réponse  en  calcu- 
lant par  sa  méthode  les  vibrations  harmoniques  d'une  corde  et 
celles  d'une  plaque  rectangulaire  à  bords  libres  (figures  de  Chladni) 
et  en  constatant  l'accord  parfait  entre  les  valeurs  expérimentales  et 
les  valeurs  calculées.  Bien  avant  Ritz,  lord  Rayleigh  avait  déjà,  dans 
sa  Theory  of  sound  et  dans  quelques  autres  travaux,  utilisé  l'équi- 
valence du  problème  différentiel  et  du  problème  de  variation  et 
montré  comment  on  peut  en  déduire  des  valeurs  approchées  de  la 
plus  petite  valeur  fondamentale  (-).  Mais,  c'est  à  Ritz  que  revient 
le  mérite  d'avoir  dégagé  la  méthode  générale,  d'en  avoir  montré 
sur  quelques  exemples  toute  l'importance  et  d'avoir  démontré 
rigoureusement,  dans  quelques  cas  particuliers,  qu'elle  donne  un 
procédé  convergent  de  calcul. 

3.   Le  but  de  ce  Mémoire  est  de  démontrer  dans  toute  sa  géné- 

(1)  Pour  tout  ce  qui  concerne  la  signification  physique  des  problèmes 
traités  dans  ce  Mémoire,  je  renvoie  à  l'Ouvrage  de  F.  Pockels  :  Ueber  die 
partielle  DifferentitUgîeichung  \u  +  k2 a  =  o  ,  und  deren  Auftrelen  in  der 
mathematiachen  Physik  (Leipzig,  Tcuhner,    1891). 

(2)  Rayleigh,  Philosophical  Magazine,  5e  série,  t.  47,  1899,  p.  566-57», 
et  6e  série,  t.  22,  191 1,  p.  225-229. 
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ralité  la  légitimité  de  la  méthode  de  Ritz.  Je  pars  de  l'existence, 
démontrée  par  d'autres  méthodes,  des  valeurs  et  des  fonctions  fon- 
damentales, et  j'utilise  la  théorie  des  formes  quadratiques  à  une 
infinité  de  variables. 

J'expose  dans  le  Chapitre  I  les  hypothèses  qui  servent  de  base 
aux  recherches  des  Chapitres  II  et  IV  et  les  résultats  à  obtenir  dans 
ces  Chapitres. 

Un  second  Chapitre  est  consacré  au  cas  où  A  est  inférieur  à  la 
valeur  fondamentale  minimale. 

Puis,  dans  le  Chapitre  III,  je  donne  la  démonstration  des  pro- 
priétés de  la  théorie  des  formes  quadratiques  à  une  infinité  de 
variables  dont  j'aurai  à  faire  l'emploi. 

Le  Chapitre  IV  étendra  à  toutes  les  valeurs  de  ),  la  légitimité  de 
la  méthode  et  le  Chapitre  V  traitera  de  quelques  généralisations, 
en  particulier  des  équations  d'ordre  supérieur  à  2  et  des  équations 
du  type  Aa  -+-  Xgu  =/,  où  g  n'a  pas  un  signe  constant  (*  ). 


CHAPITRE  I. 

HYPOTHÈSES    DE    DÉPART    ET    RÉSULTATS. 

4.  Hypothèses.  —  i°  Soit  D  un  domaine  plan,  borné,  de  fron- 
tière C,  composée  d'un  nombre  fini  de  courbes  fermées  simples, 
chacune  de  ces  courbes  étant  elle-même  formée  d'un  nombre  fini 
d'arcs  à  courbure  continue,  se  raccordant  sans  rebroussement. 
Soit 

...  ,    .  .  .  / du\*  ,  au  du 

(5)        ï(.)aa,,(«:/)^j    +2«12(*,r)^- 

-+-«220,  y)  (  -j-J    -*-an(x,  y)u* 
une  expression  différentielle  où  an>o,  «2t^ o,  aKKari  —  à\^>o 


(*)  J'ai  communiqué  les  résultats  de  ce  Mémoire  dans  une  Note  des  Comptes 
rendus  de  l'Académie  des  Sciences  (Paris),  t.  169,  2e  semestre  1919,  p.  n52- 
n55.  Depuis  lors  a  paru  un  travail  de  R.  Courant  :  Ueber  die L'ôsungen  der 
Differentialgleichungen  der  Physik  (Mathematische  Annalen,  t.  85,  1922, 
p.  28o-325,  Chap.  IV),  dans  lequel,  par  une  méthode  différente,  l'auteur 
retrouve  incidemment  certains  résultats  de  mon  Mémoire. 
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dans  D -+- C.  La  forme  quadratique  aH  £'  -+-  2al25i  £2  +  #22?*  est 
définie  positive  en  tout  point  (.r,  y)  de  D-f-C.  a,,,  «n,  «22  et 
leurs  dérivées  premières  sont  supposées  continues  dans  D  +  C; 
a33  est  continue  dans  D  4-  C. 

g'  (x,  y)  et/' (a:,  r)  désigneront  dans  ce  qui  suit  deux  fonctions 
continues  dans  D-f-C  ainsi  que  leurs  dérivées  premières;  a",  g",/" 
désigneront  trois  fonctions  définies  et  continues  sur  C.  h  repré- 
sentera un  paramètre,  d<?  l'élément  d'aire  de  D  et  ds  l'élément 
d'arc  de  C. 

Nous  supposerons,  de  plus,  dans  les  Chapitres  I,  II  et  IV,  que 
g'^>  o  dans  D  -1-  C  et  que  g" ,  si  elle  n'est  pas  identiquement  nulle, 
est  essentiellement  positive  sur  C.  Nous  lèverons  ces  restrictions 
dans  le  Chapitre  V. 

20  Soit  §  le  champ  des  fonctions  u  continues  dans  D-f-C  ainsi 
que  leurs  dérivées  premières  et  possédant  dans  D  dés  dérivées 
secondes  finies.  Le  problème  de  variation 

Problème  A.  —  Déterminer  la  fonction  u  du  champ  #,  pour 
laquelle  la  variation  première  de  V intégrale 

(6)      3(it)=   /   t(u)ch+  j    a" u- ds  —  À       /  g'uada  +   I    g"u-ds\ 

-+-  2  /   g'f  u  da  +  ï  /   g"f"  u  ds 
est  nulle, 

est  équivalent  au  problème  différentiel 

Problème  A'.  —  Déterminer  la  fonction  u  du  c/iamp  $  véri- 
fiant clans  le  domaine  D  V équation 

d    (        du  du\         d    I       du  du\  .     ,  ,.. 

et  sur  C  la  relation 

du  du v< 


.  _ ,  /        du  du  \ 

(8)         (alx—--hal,—  )cos(n,x) 
\       dx  dy  j 


du  ÔU\  .  .        .    .      g  -,       .  if    r„ 

-7-  -+-  «227-  )  c.os(n,  y)  —  (a  —  Kg  )U  =  g  f  . 
dx  dy 
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(n.  x),  (n,  y)  sont  les  angles  que  fait  la  normale  intérieure  avec 
les  axes  rectangulaires  a?,  y  (  '  ). 

3°  On  sait  qu'il  existe  une  suite  dénombrable  de  valeurs  réelles 
du  paramètre  a,  dites  les  valeurs  fondamentales  du  problème 
homogène  A  ou  A'  (c'est-à-dire  du  problème  où  /'=  o,  /"=  o)  : 

(9)  X,<À2SX3^...^X^|..., 

ayant  +  ao  comme  limite, 

(io)  lim  lp=  y.. 

caractérisées  par  la  propriété  suivante  :  Si  À  est  une  valeur  fonda- 
mentale, et  seulement  dans  ce  cas,  l'équation  homogène 

,     .       à    I        Ou  du\  à    I        Ou  du\  ,     , 

(11)  ^K^+ai2^j+^\a»^+as2^J-a33"  +  ^tt=0 

possède  un  nombre  fini  /  ^  i  de  solutions  linéairement  indépen- 
dantes, vérifiant  sur  C  la  condition  homogène 

(Ou  <)u\ 

(12)  (  (lu  —  -+-  «12^-  )  cos(/i,  x) 

I        du  du\  v  „ 

■+•  (  «12 -> r-  «22 -j—  )  cos(/i,  y)  —  (a  —  kg)u=o. 

r  définit  la  multiplicité  de  la  valeur  fondamentale.  Répétant  dans 
la  suite  (9)  chaque  valeur  fondamentale  autant  de  fois  que  l'indique 
sa  multiplicité,  on  peut  attacher  à  chaque  terme  \p  de  cette  suite 
une  solution  op  du  problème  homogène  relatif  à  la  valeur  A  — Xp  et 
l'on  peut  toujours  faire  en  sorte  que  ces  fonctions  vp  vérifient  les 
relations  A'orthogonalitê 

(i3)  So^^'V/         (p,  «  =  i>  2,  3,  . ..). 

Le  symbole  S  est  une  abréviation  pour  l'opération 

(1/,)  S  =  S„v=  f  g'. .  .efc  -+-  f  g...ds. 

Ou  ou 

(M   L'adionclion    a   I.  \u)   ne  termes   2aiSu— -  +  1  fl.>3  u— n  apporte  rien 

Oy  '       Oy 

de  nouveau;  elle  équivaut  à  modifier  les  valeurs  de  o33  et  de  a",  comme 
le  montre  une  intégration  par  parties 
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Donc 

S  vp  o,j  =  S.,- v ?,, ( x,  y  )  <p7 ( x,  y  )  =    /   g'<ap  tpf  <k  +   /   #" <p/(  tp7  <&. 

Quant  à  o^y,  ce  symbole  signifiera  toujours  dans  la  suite  l'unité 
lorsque  p  =  q  et  zéro  lorsque  p^éq.  Les  fonctions  es,,  ainsi  nor- 
mées  sont  les  fonctions  fondamentales  du  problème  homogène  A 
ou  A'.  Elles  forment  un  système  orthogonal  fermé  pour  le  champ  §. 
Elles  vérifient  les  relations 

(iô)        /    t(op,  tfq)d9-h   !    <i"(?por/ds  =  Spqlp         (p,  q=\,  2,  3,  ...). 
•A)  «A: 

t{'op,  cp?)  est  ici  une  abréviation  pour  la  forme  différentielle  polaire 
définie  par 

!.         .  du  dv  du  <)i>  du  dv  du  dv 

'Ar  dx  dx  dy  dy  ôx  ôy  dy 

(  a21  =  a12). 

4°  Si  X^  est  de  multiplicité  /',  par  exemple  si 

(17)  f^p-\  <  '•/>  =  Ap+j  =  .  .  .=  X/;+,._i  <  À /,+,-, 

les  fonctions  op,  ®P+\,  ■  •  -,  '-3/J4/_,  y  relatives  ne  sont  déterminées 
par  les  conditions  (i3)  qu'à  une  substitution  orthogonale  de  rang  r 
près.  Par  contre,  la  fonction 

p  +  r-l 

?P(x,y;  ./•',  y')=  2  ?s(v,y)<?s(x',y) 

est  indépendante  du  choix  particulier  des  fonctions  fondamentales 
et  elle  est  caractéristique  de  la  valeur  fondamentale  Xp  de  multipli- 
cité /•. 

(A  suivre.) 
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ERRA TUM 

(numéro  de  juin  1923 ). 


Note  de  M.  Michel  Plancherel  (Démonstration  du  théoième  de  Riesz-Fischer 
et  du  théorème  de  Weyl  sur  les  suites  convergentes  en  moyenne)  : 


Page  2o3,  ligne  11,  au  lieu  de 

q-P- 

lire 


ÇX\f\"dx\ 


^•'0 


,-2 


\f\?dx^\xl  —  x0\ 


v: 


oc-p 

p 


/ 1"  rf* 
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DICKSON  (L.    E.).         ■         A.LGEBRAS         AND         THEIR         AIUTIIM  KTICS.  Un 

volume    (18  x  16)    do    xit  +  2 \>.    pa«r<-s.    Published    by    the    University  of 
Chicago  Press.  Prix  2,25  dollar.-. 

Pour  ceux  d'entre  nous  qui  ne  les  fréquentons  pas  en  spécia- 
listes, les  aïgèbres  à  plusieurs  unités  présentent  des  difficultés 
assez  considérables.  Tout  d'abord  nous  avons  l'habitude  acquise 
d'un  mécanisme  algébrique  fort  simple,  qui  s'élargit  vraiment 
pour  de  bon  quand  on  étudie  ces  aïgèbres.  De  là  notations  et  termes 
nouveaux  assez  nombreux  (voir  l'index  de  l'Ouvrage  de  M.  Dickson) 
auxquels  on  ne  se  fait  que  lentement.  Ensuite,  et  surtout,  les 
contacts  entre  les  parties  un  peu  avancées  de  la  théorie  et  le 
reste  des  mathématiques  sont  peu  nombreux.  Il  n'en  est  pas 
moins  vrai  que  cette  théorie  est  fort  jolie  et  mérite  d'être  étudiée 
davantage. 

M.  Dickson,  dont  les  contributions  datent  de  loin,  a  déjà  écrit 
sur  les  aïgèbres  à  plusieurs  unités  un  opuscule  qui  fait  autorité 
(Linear  Algebras  Cambridge  University  Press,  1914)-  Dans  le 
Volume  que  nous  examinons,  il  s'est  surtout  proposé  de  présenter 
les  résultats  fort  intéressants  qu'il  vient  d'obtenir  sur  le  côté 
arithmétique  de  la  question.  Néanmoins  plus  de  la  moitié  de 
l'Ouvrage  est  consacrée  à  une  présentation  nouvelle  de  la  théorie 
générale,  avec,  cette  fois,  pour  point  de  départ,  un  champ  fonda- 
mental tout  à  fait  général.  On  se  rappellera  que  dans  le  Cambridge 
Tract  le  champ  était  simplement  celui  des  nombres  complexes 
ordinaires.  Il  y  a  là  d'importants  contacts  avec  certains  travaux 
de  MM.  Wedderburn  et  Scorza,  comme  l'auteur  se  plaît  à  le 
reconnaître  dans  sa  Préface. 

La  partie  la  plus  intéressante  de  l'Ouvrage,  on  s'y  attendra, 
en  est  la  seconde  moitié,  se  rapportant  aux  arithmétiques.  Dès 
le  début  ce  problème  difficile  :  Comment  définir  les  éléments  entiers 
d'une  algèbre  rationnelle  A  (algèbre  dont  le  champ  fondamental 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  1"  série,  t.  XLVII.   (Décembre  ig^.U)       2S 
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est  celui  des  nombres  rationnels)  ?  La  question  a  été  traitée  par 
Lipschitz  et  Hurwitz  pour  les  quaternions,  par  M.  du  Pasquier 
pour  le  cas  général.  Voici  la  définition  de  M.  Dickson.  Elle  semble 
bien  dépasser  comme  puissance  et  richesse  celles  de  ses  prédé- 
cesseurs :  On  suppose  A  associative  et  à  module  (élément  unité 
pour  les  deux  types  de  multiplication)  :  Chaque  élément  d'un 
ensemble  E  est  un  entier  de  A  lorsque  :  i°  les  coefficients 
de  l'équation  minima  (rank  équation)  que  satisfait  un  élément 
quelconque  sont  entiers  (le  premier  toujours  égal  à  un);  2°  E  est 
clos  sous  les  opérations  d'addition,  de  soustraction  et  de  mul-_ 
tiplication;  3°  E  contient  le  module;  4°  E  n'est  sous-ensemble 
d'aucun  ensemble  aux  trois  propriétés  précédentes.  En  poussant 
la  question,  M.  Dickson  a  démontré,  chose  fort  importante, 
qu'au  point  de  vue  arithmétique  on  peut  se  borner  aux  algèbres 
dites  semi-simples. 

L'Ouvrage  se  termine  par  trois  appendices  dont  le  dernier  est 
particulièrement  suggestif  :  il  contient  les  énoncés  de  problèmes 
importants  non  résolus,  et  de  théorèmes  pour  les  démonstrations 
desquels  on  est  renvoyé  aux  écrits  originaux  (presque  tous  récents). 

Salomon  Lefschetz. 


MELANGES 


SUR  LA  DÉFINITION  ET  LE  MODE  DE  CONTINUITÉ   DE  LA  FONCTION 

DE  GREEN  HARMONIQUE 

ET  DE  LA  SOLUTION  DU  PRORLÈME  DE  DIRICHLET; 

Par  Georoks  BOULIGAND. 


1.  Après  avoir  montré,  clans  un  précédent  Mémoire  (x),  la  néces- 
sité d'envisager  dans  sa  plénitude  le  champ  où  une  fonctionnelle 

(x)  Bulletin  des  Sciences  mathématiques. 
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est  susceptible  d'être  définie  (<'o  restant  soumise  à  des  conditions 
de  continuité),  nous  allons  faire  voir  que  la  délimitation  artificielle 
du  champ,  préjudiciable  à  la  validité  de  certains  théorèmes,  ne 
provienl  pas  toujours  dti  bon  plaisir  d'un  géomètre,  en  quête 
d'énoncés  paradoxaux. 

Dans  ce  but,  nous  aurons  recours  à  la  fonction  de  Green  harmo- 
nique. Cette  étude  nous  amènera  en  même  temps  à  préciser 
quelques  particularités  intéressantes  relatives  à  son  mode  de 
continuité.  Les  résultats  que  nous  donnerons  dans  cette  voie  sont 
en  connexion  avec  certaines  propositions,  rencontrées  par 
M.  Lebesgue  dans  l'étude  des  singularités  des  fonctions  harmo- 
niques, et  que  j'avais  obtenu  moi-même  indépendamment  par  les 
considérations  qui  vont  être  exposées  dans  la  suite  de  ce  Mé- 
moire (').  Nous  conclurons  en  montrant  l'opportunité  qu'il  y 
aurait  peut-être  à  élargir  l'énoncé  du  problème  de  Dirichlet  (2). 

2.  Plaçons-nous,  pour  fixer  les  idées,  clans  l'espace  euclidien 
à  trois  dimensions.  Si  nous  parlons  de  fonction  de  Green  au  sens 
classique  de  la  théorie  du  problème  de  Dirichlet,  l'existence  n'en 
sera  certaine  que  pour  les  domaines  répondant  aux  conditions  de 
possibilité  de  ce  problème.  Or  M.  Lebesgue  a  donné  l'exemple  d'un 
domaine  échappant  à  ces  conditions  (').  Nous  établirons  d'abord 
explicitement  qu'il  existe  des  domaines  n'ayant  pas  de  fonction 
de  Green  au  sens  classique  :  il  suffira  pour  cela  de  modifier  très 
légèrement  l'exemple  de  M.  Lebesgue. 

Sur  un  axe'a'.r,  prenons  une  origine  O,  et  considérons  le  point  A 
d'abscisse  +  1,  le  point  B  d'abscisse  —  1.  Considérons  le  champ 
électrostatique  créé  par  une  masse  -f-  1  fixée  en  A  et  par  une 
distribution  continue  de  masses  négatives  sur  OB,  dont  le  potentiel 
propre  ait,  en  O,  la  valeur  — À;  c'est  ce  qu'on  réalise  en  faisant,  en 
chaque  point  <x  de  OB,  la  densité  égale  à  A  O  a.  Les  surfaces  équi- 
potentielles  sont  de  révolution  autour  de  x'  x.  Soit  xOy  un  plan 

(!)  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  23  avril  et  7  mai  19  s3: 
(')     M.   H.    Lebesgue  a  bien   voulu  s'intéresser  à  mes   recherches    et   me 
signaler   dans   cet  ordre  d'idées    certains    travaux   de    MM.  B.   Levi,    Fubiui 
{Cire.  Pal.  1906,  1907)  et  Zarcmba  [Bull.  Ac.  Se.  Cracovie,  1909). 

(3)  Comptes  rendus  des  Séances  de  la  Société  mathématique  de  France.  191  >. 
page    17. 
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méridien  quelconque.  En  un  point  M  (x,  y)  de  ce  plan,  le  potentiel 

a  pour  valeur 

zd'- 


m 


V| 


x--v)  =  X5ï-}'f 


|j.  désignant  l'abscisse  de  £.  Étudions  la  forme  des  lignes 

V(#,  y)  =  x. 

Pour  des  valeurs  positives  très  grandes  de  a,  ce  sont  des  lignes 
fermées,  d'aspect  circulaire,  entourant  le  point  A.  Lorsqu'on  fait 
décroître  a,  on  voit  ces  lignes  s'infléchir  comme  si  elles  étaient 


repoussées  par  le  point  0.  Pour  les  valeurs  de  a  qui  satisfont  à 
l'inégalité 

«<i-X, 

la  courbe  offre  en  0  un  rebroussement.  Pour  faire  la  figure,  nous 
avons  supposé  que   a  reçoive   une  valeur  positive    suffisamment 
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élevée,  de  manière  que  la  séparatrice,  qui  délimite  la  région 
balayée  par  1rs  courbes  entourant  le  point  A  et  la  région  balayée 
par  les  tourbes  entourant  le  segment  OB,  corresponde  à  une 
valeur  y.x  moindre  que  i  ■ — À.  S'il  en  est  ainsi,  les  courbes  qui 
correspondent  aux  valeurs  a  soumises  aux  inégalités. 

(9.)  at<a£i— X 

rappellent,  par  leur  aspect,  des  cardioïdes. 

Considérons  l'une  de  ces  dernières  courbes,  et  supposons  que 
la  valeur  a  dont  elle  provient  satisfasse  au  sens  strict  aux  inéga- 
lités (2).  En  tournant  autour  de  x'  x,  cette  courbe  engendre  une 
surface  de  révolution,  qui  délimite  un  domaine  Q,  englobant  le 
point  A  à  son  intérieur.  Nous  allons  montrer  que,  pour  un  tel 
domaine,  il  n'existe  pas  de  fonctions  de  Green  ayant  pour  pôle 
le  point  A. 

Une  telle  fonction  serait  la  somme  de  ^Ti  et  d'une  fonction 
harmonique  dans  tout  le  domaine.  Elle  devrait  s'annuler  sur  la 
frontière  du  domaine.  Admettons  un  instant  son  existence  et 
désignons-la  par  G  (A,  M).  La  différence 

G(A,  M)  — a  — Yi  M  | 

serait  une  fonction  de  M,  harmonique  dans  tout  le  domaine.  De 
plus,  elle  s'annulerait  en  tout  point  de  sa  frontière  autre  que  0. 
Mais  au  point  0,  G  s'annulant,  l'expression  précédente  serait 
indéterminée,  et  comprise  entre  les  limites  o  et  oc  +  A — 1  (x). 
Cette  dernière  limite  devrait  être  effectivement  atteinte  lorsqu'on 
tendrait  vers  le  point  0  par  un  chemin  tout  entier  intérieur  au 
domaine  w  délimité  par  la  surface 


Il  n'existe  pas,  dans  le  domaine  il,  de  fonction  harmonique 
satisfaisant  simultanément  aux  conditions  précédentes.  Ce  fait 
est  une  conséquence  du  théorème  suivant  : 

Si  une  fonction  est  harmonique  dans  le  domaine  Q  et  sur  sa  fron- 
tière, sauf  peut-être  au  point  0  de  cette  frontière,  si  elle  s'annule  sur 

(*)  Ceci  est  une  conséquence  immédiate  de  la  disposition  des  courbes 
a  =  const. 
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la  frontière,  et  si  enfin,  aux  environs  de  0  elle  reste  comprise  entre  o 
et  un  nombre  fixe  K,  elle  est  identiquement  nulle  dans  le  domaine  Q. 
En  effet,  traçons  une  sphère  de  centre  O  et  de  rayon  s.  En  un 
point  Al  du  domaine  il,  situé  à  f'extérieur  de  cette  sphère,  la  fonc- 
tion considérée  est  en  valeur  absolue  moindre  que  la  fonction, 
harmonique  dans  tout  l'espace  extérieur  à  cette  sphère,  et  qui 
prend  sur  celle-ci  la  valeur  constante  (K).  En  désignant  par  UM  la 
valeur  de  cette  fonction  au  point  M,  on  a  donc 

1Umi<£|K| 


OM 


et  puisque  e  est  arbitrairement  pe,tit,  UM  est  nulle  en  tout  point 
du  domaine  Q  (x). 

Il  est  donc  établi  qu'il  existe  des  domaines,  dépourvus  de  fonc- 
tion de  Green  au  sens  classique. 

3.  Par  contre,  lorsqu'on  se  place  au  point  de  vue  de  l'Analyse 
fonctionnelle,  la  fonction  de  Green  peut  être  définie  dans  des 
conditions  beaucoup  plus  larges.  L'extension  dont  il  s'agit  s'opère 
tout  naturellement  au  moyen  de  la  formule  de  M.  Hadamard 

(V  &Gp  =  /WJ    ~dn~^In~0nd^ 

qui  définit  l'accroissement  infinitésimal  pris  par  G$,  lorsque 
laissant  fixes  les  deux  points  P  et  Q  intérieurs  au  domaine  proposé, 
on  fait  subir  à  la  frontière  de  celui-ci  une  variation  infinitésimale; 
on  représente  le  petit  déplacement  du  point  M  de  la  frontière, 
compté  positivement  dans  le  sens  de  la  normale  extérieure.  La 
formule  (3)  n'est  jusqu'à  présent  établie  que  pour  des  domaines 
dont  la  frontière  est  une  surface,  admettant  en  chaque  point  un 
plan  tangent  et  deux  rayons  de  courbure  principaux  assujettis 
à  ne  pas  s'annuler  :  en  énonçant  ces  conditions,  on  exclut  la  pré- 
sence de  points  singuliers,  et  l'on  est  assuré  que  le  problème  de 
Dirichlet  admet  une  solution  unique. 

(x)  La  même  conclusion  subsisterait  si  l'on  supposait  que  l'on  a.  aux  envi- 
rons <hi  point  U. 


UM  I  < 


TrT5 


en  désignant  par  a  un  exposant  positif  et  moindre  que  l'unité. 
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\!;ms  la  formule  (3)  montre  que  la  fonction  de  Green  va  en  crois- 
sant lorsque,  P  et  Q  restant  fixes,  le  domaine  proposé  se  dilate 
de  toutes  parts.  Cette  circonstance  permel  d'étendre  la  définition 
de  la  fonction  de  Green  à  des  domaines  dont  la  frontière  ne  répond 
plus  aux  conditions  ci-dessus  énoncées  (nous  dirons  en  abrégé  : 
les  conditions  K),  mais  qui  peuvent  être  envisagés  comme  la  limite 
commune  de  deux  suites  de  domaines,  les  uns  intérieurs,  les  autres 
extérieurs  au  domaine  proposé,  et  qui  remplissent  tous  les  condi- 
tions K. 

Reprenons,  pour  fixer  les  idées,  l'exemple  du  n°  2,  et  le  do- 
maine û  que  nous  y  avons  choisi,  et  qui  correspond  à  une  valeur 
du  paramètre  a  intermédiaire  entre  les  valeurs  ax  et  i  — -  A.  Pour 
obtenir  ce  domaine  Q,  nous  sommes  partis  du  potentiel  défini  par 
l'équation  (i),  que  nous  récrirons  sous  la  forme 


X{-r^  =  -àî  =  lL 


-■  bo  /(*— QF-hy* 
Désignons  par  01  un  point  intérieur  au  segment  BO,  et  posons 


,  /(■*-Ç)'  +  J' 


Le  potentiel  V  est  la  limite  du  potentiel  Vx  lorsque  le  point  0X 
tend  vers  le  point  0.  En  désignant  toujours  par  a  la  valeur  "du 
paramètre  qui  fournit  le  domaine  0,  il  est  immédiat  que  la 
courbe  \î  =  a  est  extérieure  à  la  courbe  V  =  oc,  et  que  le  domaine 
qu'elle  engendre  par  sa  révolution  autour  de  x' x  satisfait  aux 
conditions  K. 

Pareillement,  si  nous  désignons  par  't\  une  quantité  négative, 
supposée  constante,  et  si  nous  posons 

(  e  + 1  )  d\ 


Y,(,,y)^+t/,JilSl 


le /potentiel  V  sera  la  limite  du  potentiel  V2  lorsqu'on  fera  tendre  r, 
vers  zéro.  On  remarque  cette  fois  que  la  courbe  V2  =  a  est  inté- 
rieure à  la  courbe  Y  =  a,  et  le  domaine  qu'elle  engendre  satisfait 
encore  aux  conditions  K. 

Il  résulte  de  là,  qu'au  sens  de  l'Analyse  fonctionnelle,  le  domaine  0 
admet  une  fonction  de  Green,  limite  commune  des  fonctions  de 
Green  des  domaines  Q1  et  02  (engendrés  respectivement  par   les 
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lignes  Vx  =  a  et  V2  =  a).  Or  ces  fonctions  de  Green  sont  respec- 
tivement Vj  (M)  — ■  a  et  V2  (M)  —  a.  Donc,  la  fonction  de  Green, 
au  sens  étendu,  du  domaine  ii,  est  égale  à  V  (M)  —  a.  Seulement, 
•cette  fonction  de  Green  ne  s'annule  pas  au  point  0  :  si  un  point  M 
tend  vers  le  point  0  suivant  un  chemin  intérieur  au  domaine  pré- 
cédemment désigné  par  w,  la  quantité  G"  a  pour  limite  i  — À —  a. 
Si  l'on  fait  tendre  M  vers  0  par  un  chemin  intérieur  à  Q,  bien 
•qu'extérieur  à  to,  la  quantité  Grf  peut  tendre  vers  toute  valeur 
comprise  entre  zéro  et  la  limite  précédente  f1). 

4.  En  vertu  des  considérations  précédentes,  il  est  clair  que  la 
fonction  de  Green  est  continue  pour  un  voisinage  uniforme  d'ordre 
zéro.  Nous  allons  montrer  qu'en  réalité,  le  mode  de  continuité  de 
la  fonction  de  Green  est  soumis  à  des  conditions  beaucoup  moins 
restrictives. 

Considérons  un  domaine  0,  et  soit  G" 'la  fonction  de  Green  pour 
■deux  points  A  et  B  intérieurs  à  ce  domaine.  Soit  C  une  ligne  recti- 
fiable  qui  pénètre  à  l'intérieur  du  domaine  Q.  Enlevons  de  il  la 
portion  de  l'espace  balayée  par  des  sphères  centrées  sur  C  et  de 
rayon  infiniment  petit  e.  11  reste  un  domaine  Q',  dont  la  fonction 
de  Green  GA,!  est  infiniment  voisine  de  la  fonction  de  Green  G"  du 
■domaine  0. 

La  démonstration  résulte  simultanément  de  la  propriété 
•d'accroissement  par  dilatation  et  de  la  remarque  suivante  :  en 
distribuant  continûment  sur  C  des  masses  positives  et  de  potentiel  v 
l'équation 

(4)  G™  —  i'M  =  o 

représente  une  surface  S,  intérieure  au  domaine  O.  Si  l'on  fait 
tendre  vers  zéro  la  densité  linéaire  de  la  répartition  des  masses 
sur  C.  cette  surface  S  tend  vers  la  surface  S  (avec   un  voisinage 

i'|  Pour  donner  un  autre  exemple  d'extension  de  la  fonction  de  Green, 
imaginons  qu'on  prenne  sur  chaque  demi-droite,  issue  d'un  point  fixe  O,  un 
point  P  tel  que  OP  soil  une  fonction  continue  el  positive  du  point  />,  inter- 
section  de  cette  demi-droite  avec  la  splière  de  centre  Q  et  de  rayon  un.  L'en- 
semble des  points  situés  sur  ces  demi-droites  entre  O  et  P  constitue  un  domaine 
dont  ta  frontière  peut  ne  pas  admettre  de  plan  tangent.  Ce  domaine  admet 
cependant,  pour  chaque  couple  de  points  intérieurs,  une  fonction  de  Green, 
qui  peut  parfaitement  échapper  à  certains  caractères,  exigés  de  la  solution  du 
problème  de  Dirichlet  au  sens  classique. 
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d'ordre  qu'on  peul  rendre  aussi  élevé  qu'on  veut,  moyennant  d^s 
hypothèses  convenables  Faites  sur  S:  en  particulier  ce  voisinage 
esi  d'ordre  infini,  si  S  esi  analytique);  toutefois,  il  y  a  exception 
aux  alentours  des  divers  points  de  pénétration  de  C;  la  surface  - 
quitte  en  chacun  d'eux  le  voisinage  de  la  surface  S  pour  venir 
englober  C  à  l'intérieur  d'une  sorte  de  canal  qui  se  resserre  indé- 
finiment autour  de  C  lorsqu'on  atténue  indéfiniment  la  densité 
des  masses  sur  cette  courbe.  La  fonction  de  Greén  du  domaine  Qj, 
limité  par  S,  fonction  calculée  par  le  pôle  A,  a  pour  valeur 

g,=  g5J-pm. 

Elle  est  donc  infiniment  voisine  de  G",  ce  qui  démontre  le 
théorème  annoncé. 

5.  Non  seulement  vM,  mais  encore  ses  dérivées  partielles,  peuvent 
être  arbitrairement  affaiblies  dans  chaque  portion  de  l'espace 
extérieure  à  un  domaine  fini  englobant  C.  Donc,  si  nous  prenons 
sur  la  frontière  S  de  O  un  point  différent  d'un  point  de  pénétration 
de  C,  et  si  nous  prenons  sur  I  un  point  infiniment  voisin  du  pre- 
mier, en  ces  points,  les  dérivées  normales  -5—  et  —7—  de  G  et  de  G1 

seront  elles-mêmes  infiniment  voisines.  Pour  être  assurés  de  la 
légitimité  de  cette  conclusion,  nous  prendrons  simplement  soin 
de  supposer  que  S  est  pourvue,  en  tous  ses  points,  d'un  plan 
tangent  variant  continûment,  et  de  deux  rayons  de  courbure 
principaux  non  nuls. 

Cela  posé,  écrivons  les  relations 

Faisons  tendre  vers  zéro  la  densité  des  masses  distribuées  sur  C. 
Considérons  les  portions  de  -  qui  avoisinent  infiniment  S,  au  pre- 
mier ordre  et  à  £  près.  Leur  aire  totale  est  infiniment  voisine  de 
l'aire  totale  de  S.  Donc  la  contribution  apportée  à  la  seconde  des 
intégrales  ci-dessus  par  ces  portions  est  infiniment  voisine  de  4  "• 
Par  suite  celle  qu'apportent  les  parties  restantes  de  -  (c'est-à-dire 
les  parois  du  tube  qui  épouse  la  forme  de  C)  est  infiniment  petite. 

6.  De  là,  on  tire  tout  naturellement  une  conséquence  impor- 
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tante  relative  an  mode  de  continuité  de  la  solution  du  problème  de 
Diriehlet.  Le  voisinage  exigé  des  deux  surfaces  portant  les  données 
n'a  pas  besoin  d'être  uniforme  pour  entraîner  celui  des  valeurs 
des  solutions  en  un  point  intérieur.  On  pourra  supposer  que  l'une 
des  surfaces  s'écarte  de  l'autre  en  formant  des  tubes  infiniment 
étroits  épousant  certaines  courbes  C.  On  s'astreindra  à  un  voisinage 
du  premier  ordre  entre  les  deux  surfaces  aux  points  situés  à  dis- 
tance finie  des  points  de  pénétration  de  C,  et  en  deux  points  infini- 
ment voisins  de  ces  surfaces,  on  imposera  aux  données  des  valeurs 
infiniment  voisines  (1). 

En  particulier,  supposons  que  C  soit  un  arc  strictement  inté- 
rieur au  domaine  iî.  Considérons  le  domaine  Qj.,  obtenu  en  enle- 
rant  de  ii  l'intérieur  d'un  canal  de  section  infiniment  petite, 
épousant  C,  chaque  point  de  la  surface  de  ce  canal  étant  infiniment 
voisin  d'un  point  de  C.  Considérons  une  certaine  distribution  de 
valeur  sur  la  surface  S  qui  délimite  le  domaine  ii.  Considérons  le 
problème  de  Diriehlet  pour  ce  domaine  et  cette  distribution; 
d'autre  part,  posons  aussi  le  problème  de  Diriehlet  pour  le  do- 
maine Q1?  avec  la  même  distribution  sur  S,  et  avec  une  distribu- 
tion sur  la  surface  extérieure  du  canal,  simplement  soumise  à  cette 
condition  :  ses  valeurs  restent  comprises  entre  deux  nombres  fixes. 
D'après  ce  qui  précède,  nous  aurons  deux  problèmes  de  Diriehlet 
à  solutions  infiniment  voisines. 

De  cette  remarque,  résulte  immédiatement  le  théorème  suivant, 
établi  directement  par  M.  Lebesgue  : 

Si  une  fonction  bornée  est  harmonique  dans  Q,  sauf  peut-être 
sur  C,  elle  est  harmonique,  même  sur  cette  courbe. 

En  effet,  d'après  ce  qui  précède,  cette  fonction  est  aussi  voisine 
qu'on  veut,  dans  Q,  de  la  fonction  harmonique  dans  tout  ce 
domaine,  qui  prend  sur  sa  frontière  les  mêmes  valeurs  que  la 
fonction  proposée.  Ces  deux  fonctions  sont  donc  rigoureusement 
égales. 

Cette  démonstration  est  moins  simple  que  celle  de  M.  Lebesgue. 
Il  y  a  cependant  quelque  intérêt  à  la  signaler  pour  montrer  com- 

(')  En  réalité  on  peut  réduire  Tordre  du  voisinage  à  zéro.  L'expression 
classique  de  la  solution  du  problème  de  Diriehlet  est  factice  à  certains 
égards  et  masque  ce  fait.  J'aurai  l'occasion  d'y  revenir. 
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ment  des  recherches  relatives  à  la  continuité  de  certaines  fonc- 
tionnelles peuvent  conduire  à  des  propositions  d'analyse  ordi- 
naire. 

7.  Les  raisonnements  précédents  cessent  d'être  valables  si  l'on 
substitue  à  la  courbe  C  une  portion  de  surface  qui  pénètre  à  l'inté- 
rieur du  domaine  12.  et  si  comme  précédemment  on  forme  un 
nouveau  domaine  û'  en  enlevant  du  premier  la  région  balayée  par 
des  sphères  infiniment  petites  centrées  sur  la  portion  de  surface 
proposée. 

L'énoncé  même  auquel  on  serait  conduit,  si  l'on  tentait  une 
généralisation  dans  cette  voie,  ne  s'appliquerait  plus  sous  la  forme 
qui  lui  a  été  primitivement  donnée.  Il  y  a  un  écart  sensible  entre 
les  fonctions  de  Green  des  deux  domaines  il  et  Qf,  évaluées  pour 
un  couple  déterminé  de  points. 

Soient  plus  généralement  deux  domaines  il  et  Q1}  astreints  aux 
hypothèses  suivantes  :  leurs  frontières  sont  infiniment  voisines  du 
premier  ordre,  sauf  que  celle  du  domaine  Qx  vient  former  une  gaine 
infiniment  resserrée  autour  d'une  portion  finie  de  surface  c,  qui 
pénètre  à  l'intérieur  de  12.  Le  voisinage  des  frontières  cesse  seule- 
ment à  proximité  arbitrairement  petite  de  la  surface  t.  Posons  le 
problème  de  Dirichlet  pour  Q  et  pour  01?  avec  des  données  infini- 
ment voisines  aux  points  infiniment  voisins  des  deux  frontières. 
Si  l'on  se  borne  à  soumettre  les  données  sur  la  gaine  à  la  condition 
(précédemment  mise  en  jeu)  de  rester  comprises  entre  deux  limites 
fixes,  il  n'est  plus  permis  de  dire  que  les  deux  fonctions  harmo- 
niques obtenues  dans  les  deux  problèmes  envisagés  sont  infini- 
ment voisines.  C'est  ce  que  montre  l'exemple  suivant. 

Donnons-nous  arbitrairement  une  aire  ?,  et  envisageons  le 
potentiel  de  simple  couche 

Cette  fonction  est  harmonique  en  tout  point  P  non  situé  sur  la 
surface  n.  Traçons  une  sphère  sécante  à  a.  Si  l'on  résout  le  problème 
de  Dirichlet  en  prenant  comme  domaine  la  sphère  et  comme  dis- 
tribution de  valeurs,  l'ensemble  de  celles  qui  sont  prises  par  VP 
sur  cette  sphère,  on  obtient  une  fonction  différente  de  VP.  C'est  là 
une  simple  conséquence  du  théorème  classique  sur  la  discontinuité 
de  la  composante  normale  du  gradient  d'un  potentiel  de  simple 
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couche.  La  sphère  jouant  ici  le  rôle  de  domaine  Q,  si  nous  cons- 
truisons un  domaine  ûj  répondant  aux  conditions  précédentes,  en 
ayant  soin  d'en  supprimer,  par  une  sorte  de  gaine,  les  abords  de  <j, 
et  si  nous  prenons  pour  distribution  de  données  sur  la  frontière 
de  iît  les  valeurs  prises  par  VP,  nous  aurons  bien  un  exemple  de  la 
circonstance  signalée  plus  haut. 

En  outre,  la  théorie  du  potentiel  de  simple  couche  montre 
immédiatement  l'impossibilité  de  généraliser  la  proposition  de 
M.  Lebesgue,  en  y  remplaçant  la  courbe  C  par  la  portion  de  sur- 
face S". 

8.  Si,  au  lieu  de  raisonner  dans  l'espace  ordinaire,  on  envisa- 
geait un  espace  à  un  nombre  quelconque  de  dimensions,  il  serait 
facile  de  généraliser  les  résultats  précédents.  On  pourra  alors 
substituer  à  la  courbe  C  une  multiplicité  d'ordre  p,  pourvu  que  des 
masses  positives,  réparties  continûment  sur  cette  multiplicité, 
engendrent  un  potentiel  devenant  infini  au  voisinage  de  cette 
multiplicité.  Il  en  sera  bien  ainsi  pour  les  valeurs  de  l'entier  p 
au  plus  égales  à  n — 2.  Mais  si  l'on  prend  p  =  n  — •  1 ,  on  s'aperçoit 
comme  précédemment  que  ces  résultats  ne  subsistent  pas. 

9.  En  résumé,  il  est  donc  établi  que  des  considérations  d'ordre 
analytique  peuvent  entraîner,  malgré  leur  caractère  de  profonde 
objectivité,  la  délimitation  artificielle  du  champ  de  définition 
d'une  fonctionnelle.  Cette  conclusion  paraît  du  moins  fort  sédui- 
sante, lorsqu'on  admet  d'emblée  l'opportunité  de  respecter  les 
définitions  traditionnelles  de  la  théorie  des  fonctions  harmo- 
niques. Mais  on  peut  encore  conclure  dans  un  autre  sens,  et  se 
demander  s'il  n'y  aurait  pas  intérêt  à  modifier  les  définitions  et 
les  énoncés  des  problèmes  de  cette  théorie,  de  manière  à  faire  dispa- 
raître des  paradoxes  de  la  nature  de  celui  que  nous  avons  rencontré. 
Il  n'est  pas  douteux  qu'on  puisse  (plus  ou  moins  commodément) 
prolonger  le  problème  de  Dirichlet  comme  MM.  Lebesgue  et 
Denjoy  ont  prolongé  l'intégrale  (*).  Sans  préjuger  l'intérêt  de 
cette  généralisation,  on  peut  remarquer  cependant  qu'elle  appa- 
raît, au  point  de  vue  physique,  comme  une  nécessité.  Le  problème 


i1)  Ce  prolongement  a  été  fait  a  un  tout  autre  point  do  vue,  dans  le  but 
d'assurer  la  permanence  du  caractère  de  réciprocité  de  l'intégration  et  de  la 
dérivation. 
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de  l'équilibre  thermique  d'un  domaine  homogène  a  nécessairement 

une  solution,  moine  si  la  surface  qui  limite  ce  domaine  présente 
des  plages  pour  lesquelles  le  plan  tangent  n'existe  en  aucun  point. 
Donnons-nous  une  distribution  continue  <lc  valeurs,  sur  une  telle 
frontière.  Il  sera  en  général  impossible  de  trouver  une  fonction 
harmonique  dans  le  domaine  ainsi  délimité,  et  tendant  vers  la 
valeur  donnée  en  un  point  de  la  frontière,  lorsque  le  point  d'éva- 
luation s'en  approche  indéfiniment,  par  un  chemin  quelconque 
intérieur  au  domaine.  Pour  généraliser  le  problème  de  Dirichlet, 
il  faudrait  apprendre  à  distinguer,  sur  la  frontière,  un  certain 
ensemble  de  points  exceptionnels,  où  la  condition  aux  limites 
pourrait  ne  pas  être  vérifiée.  Si  cette  recherche  semble  offrir, 
a  priori,  un  intérêt  relatif,  tout  au  moins  serait-elle  nécessaire 
pour  donner  aux  études  sur  la  dépendance  entre  une  fonction 
harmonique  et  les  données  de  Dirichlet  dont  elle  provient,  une 
forme  plus  synthétique  et  plus  facilement  maniable  (1). 


SUR  LA  MÉTHODE  D'INTÉGRATION  DE  RITZ  ; 

Pau  M.  M kl  PLANCHEREL  (Zurich) 

(suite). 


5°  X-i  est  toujours  une  valeur  fondamentale  simple,  c'est-à-dire 
de  multiplicité  1 . 

■x. 

6"   La  série  2,  \i  converge.   (Si  zéro  est  une  valeur  fondamen- 

taie,  les  termes  correspondants  de  la  série  sont  à  négliger.) 

(')  Voir  à  ce  sujet  le  renvoi  n°  i  du  paragraphe  1.  —  Depuis  l'élabora- 
tion de  cet  article,  j'ai  songé  à  écrire  'a  solution  du  problème  de  Dirichlet 
sou     a  forme 

lin.   £-    f  f  ff(M)e-™uG(M.P)dYu, 

0.,  d  ig  ait  la  plus  c  ni  te  distance  de  M  à  la  frontière  du  domaine,  et  /(M) 
une  f  cîion  conti  rue  que  conque  prenant  les  valeurs  données  à  la  frontière. 
Cetle  ex  lies  ion  ofî  e  l'avantage  de  mettre  directement  en  évidence  le  mode 
de  cou  limité  de  la    o'ulion,  masqué  dans  la  formule  classique. 
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70   Pour  toute  fonction  u  de  §,  on  a 

(18)     Su-  =  Suu=  y  l  S//s;,r2.         ft(u)da-{-  (  a"u2ds  =  \  X*,(S«  c,,)2. 
AU  Jh  Jc  Ad 

8°  Lorsque  A -<  A,,  le  minimum  de  3(w)  dans  le  champ  $  est 
donné  par  la  fonction  a  qui  résout  le  problème  A  ou  A'.  Ceci  n'a 
plus  lieu  pour  A  >>  A, . 

g0  Si  A^  est  une  valeur  fondamentale  de  multiplicité  /•  et  si  l'on 
a  les  relations  (17),  l'intégrale 


/    t  (  u  )  (h  -4-   /    a"  u-  ds 
i/D  Je 


est  minimum  pour  u  =  s p+p  lorsque   u  varie  dans  le  champ  des 
fonctions  de  §  qui  satisfont  aux/D-f-r  —  1  conditions 

(19)     Sa!=i,     S»y,7=o        (§r<jDi-f-r,  gr^jo-hp;  p  =  .o,  1,2 /•  —  i). 

Ce  minimum  est  égal  à  Àp+0  =  À/). 

io°  La  solution  m  du  problème  A  ou  A'  est  une  fonction  méra- 
morphe  du  paramètre  A.  Elle  est  donnée  par  le  développement 
convergent 

(m)  "=^r%-'      /,;  =  s/?„s 


)=  1 


y  désignant  la  fonction    —  en  général   discontinue  —   ('gale   à  f 
dans  D  et  à  f"  sur  C. 

5.  Remarque.  —  Si  le  champ  §  était  restreint  au  champ  $0  des 
fonctions  de  $  qui  s'annulent  sur  C,  les  conditions  (8)  et  (12) 
seraient  remplacées  par  la  condition  u  =  o.  Les  intégrales  étendues 
au  contour  disparaîtraient  dans  toutes  lesformules.  Les  fonctions  z>r 
s'annuleraient  sur  C.  Comme  tous  nos  raisonnements  ultérieurs  se 
transposent  sans  difficulté  aux  problèmes  relatifs  au  champ  §w 
nous  les  laisserons  de  côté. 

Tout  ce  que  nous  venons  de  rappeler  est,  en  gros,  une  consé- 
quence connue  de  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles (  «). 


(')   On  formule  et  l'on  démontre  d'habitude  les  théorèmes  rappelés  dans 
le  paragraphe  4  dans  le  cas  de  l'équation  plus  simple 

d_ 
dx 


{P'^)^^{P%)+qU^lhU=f 
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6.    LtES  RÉSULTATS  DE  LA   uktiioiu:  de  ISitz.  —    l°   Soit 

typ(x,y)       (p  =  i,  ■>■,  3,  ...) 

un  système  de  fonctions  du  champ  -7  permettant  d'approcher  en 
moyenne  toute  fonction  de  ce  champ.  PouV  la  brièveté  de  l'expres- 
sion, nous  donnons  à  cette  notion  un  sens  un  peu  différent  de 
cilui  ([u  cl  if  a  habituellement.  Nous  supposons  qu'étant  donne  un 
nombre  positif  i  arbitrairement  petit,  il  est  possible  de  déterminer 
pour  toute  fonction  //  du  champ  une  approximation 

telle  (iue 


<  ■>>  ) 


< 

I  /    a"i  u  —  un  )"-  ds    <  e,        /   g"(  u  —  u,,)1  ds  <  z. 

'm;  •  c. 


Il  y  aura,  pour  la  suite,  intérêt  à  supposer  que  le  système  'l n  e>t 
orthogoaalisé  et  norme  conformément  aux  formules 

<23)  &typty<r=8/>q        (P,  q  =  *,  2,  3,  ...). 

Cette  supposition  ne  restreint  en  rien  la  généralité.  Dans  la  pra- 
tique des  calculs  numériques  elle  est  superflue,  mais  elle  rend  des 
services  dans  l'étude  théorique  et  permet  la  formulation  plus  pré- 
cise de  certains  théorèmes.  C'est  pourquoi  nous  la  supposerons 
réalisée  (  '). 

et  de  la  condition  aux  limites  p  —  -f  /.  //(/  =  o.  En  plu*  du  Livre  de  Pockels, 

on 

du  Tome  III  du  Trente  d'Analyse  de  M.  Picard  et  du  Tome  III  du  Cours 
d'Analyse  de  M.  Gouiisat,  on  pourra  consulter  les  Mémoires  de  M.  Picard  : 
Sur  quelque-,  applications  de  l'équation  junctionnelle  de  M.  Fredholm  [Rendiconti 
del  Circolo  matematico  di  Palermo,  t.  22,  1906,  p.  241-9.59,  et  Sur  la  solution 
du  problème  généralisé  de  Diriclilet  relatif  à  une  équation  linéaire  du  type  ellip- 
tique au  moyen  de  V équation  de  M.  Fredholm  (Annales  de  l'Ecole  Normale 
supérieure.  3  e  série,  t.  23,  1906,  p.  5o9~5i6)  et  aussi  le  travail  de  L.  Lich- 
tenstein  :  Zur  Analysis  der  unendlich  vielen  Yariablen .  Zwcite  Abhand- 
lung  :  Reihenentwicklun sen  naclt  Eigenfunktionen  linearer  partieller  Difjeren- 
t/.algleichungen  zweiler  Ordnung  vom  eUiptischen  Typus  [Mathematische 
Zeitsclni/t,  t.  3.  1919,  p.  127-160). 

(!)    Il  résulte    des    propriétés   d'approximation  imposées  aux  fonctions  '\p 
que  le  système  orthogonal  qu'elles  forment  est  fermé  dans  le  champ  3 ,  c'est- 
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2°  Formons  les  quantités 

(24)  />>,,  =  kqP      =    /    t(  'lP.  -h,,)  da  -f-   /   a"  <J/p  <lq  ds. 

/„    =  S/ÙP  =    f  g'f  «J'y  da     -h  f  g"/"  tyP  ds, 

et  considérons  les  deux  systèmes  d'équations  algébriques  linéaires 


(26.)  ^ikpqxq—'kxp  =  —fp 

q  =  \ 


{p  =  \.  ■>.  ...,  n). 


X„ —  A  ./,,  =  O 


2  kp* * n 
7=1 

Soient 

(28)  > ,"  i>.(2"  ^...  ;>.„" 


à-dire,  qu'il  n'existe  pas  dans  ce  champ  de  fonction  u  telle  que  Su!>o 
<t  que  S"  typ  =  o  I p  =  1,  2,  3,  ...).  Si  /,  F  sont  deux  fonctions  quelconques 
de  -'  et  si  l'on  rote  \,,  =  S  ftyp,  Fj>  =  SF 'l,,,  on  a  les  formules  de  Parseval  : 

■X.  X 

2/,2=SA     2/,F,=  B/F. 

1  1 

Plus  généralement,  si  l'on  se  donne  deux  suites  arbitraires  de  nombres  fp.  Fp, 

X  X 

telles    que     N  ff,  et      7  F|    convergent,   et  si    l'on  forme    les  suites    corres- 

1  1 

pondantes  de  fonctions 

n  n 

1  1 

on  peut  démontrer  (théorème  de  Riesz-Fischer-Weyl)  qu'il  existe  deux  fonc- 
tions /,   F  non  nécessairement  du  champ  &  —   telles  que 

Sf-lp  =  fp.         SF4»p=Fpi  limS(/-/"1/'  =  limS(F-Fi"')2=o, 

H  =  ce  n  =  *> 

f  et  F  sont  univoquement  déterminées  dans  D  à  un  ensemble  de  points  près 
de  mesure  superficielle  nulle  et  sur  C  à  un  ensemble  de  points  près  de  mesure 
linéaire  nulle.  Nous  représenterons  symboliquement  ces  fonctions  par 

Les  formules  (a)  de  Parseval  sont  encore  vraies  pour  elles. 
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les  zéros  en  X  du  déterni inanl  d'ordre  n 

(29)  I  kpq  —  >>  SM|„        (/>,  7=1,»..  . . .,  «), 

chaque  zéro  étant  répété  dans  (28)  autant  de  fois  que  l'indique  sa 
multiplicité. 

3°  Le  premier  théorème  concerne  la  résolution  des  problèmes 
non  homogènes  A  et  A'. 

Théorème  I.  —  Si  X  n'est  pas  une  valeur  fondamentale,  pour 
n  suffisamment  grand,  le  système  (26)  a  toujours  une  et  une 
seule  solution  x,  =  x'"\  x2=  oc'"1,  . .  .,  xn=  x'â".  La  fonction 

converge  en  moyenne  vers  la  solution  u  des  problèmes  A  et  A'. 

Conformément  à  ce  que  nous  avons  délini  plus  haut  comme 
approche  en  moyenne,  nous  entendrons  au  cours  des  Chapitres  I, 
II  et  IV,  par  convergence  en  moyenne  de  u'-"'  vers  u,  l'existence 
des  relations 

li m     /    (u  —  u  "  )9  ai  —  o,  li m    /        ; cfa  =  o, 

[n  =  xJa  ii=-JD   L  ,)x         J 

f    lim      /    //"in  —  u")-ds  =  o,  lim     /    g"  (u  —  u  "  )2  ds  =  o. 

Le  second  théorème  concerne  le  calcul  des  valeurs  fondamen- 
tales. On  y  suppose  les  \p  et  ~/}"]  ordonnés  selon  les  inégalités  (9) 

et  (28). 

Théorème  II.  —  Chaque  zéro  ).„"'  de  (29  )  converge  vers  la 
valeur  fondamentale  de  même  indice 

(3iJ  lim  À"1  =  >.,,. 


n  =  i 


4°  Soit  ).p  une  valeur  fondamentale  de  multiplicité  /•  [voir  (i~)\ 
et  soit  (os(s  =  p.  p  -f-  1 ,  . . .,  p  -\-  r  —  1)  un  système  de  r  fonctions 
fondamentales  y  relatif.  Soit 

(3i)      xq=  Ity  (q  =  1,  2,   .  .  . ,  /j  :  5  =  p.  j,  +  1,   .  .  ..  p  -±-  r  —  1  1 

un  système  de  solutions  linéairement  indépendantes  du  système 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2e  série,  t.  XLVII.  (Décembre  192^.)       26 
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homogène  (27)  pour  les  valeurs 

X  =  X<">         (5  =p,  p  +  i,  ...,/)  +  r-  1). 

On  peut  toujours  normer  et  orthogonaliser  les  solutions  (32)  de 
manière  que 

n 

(33)  V/-/^=ô„         (S,t=p,p-hi,  ...,P  +  /-i). 

'7  =  ' 
Le  système  (32)  est  alors  univoquement  déterminé  si  n  est  suffisam- 
ment grand  et  si  les  nombres  V"\  A'^}, ,.-..,  ^"[,-1  sont  tous  diffé- 
rents (car  pour  n  suffisamment  grand,  d'après  le  théorème  II, 
X£i,  <  À1*1  et  "kplr^i  <>>;,.).  Si,  par  contre,  plusieurs  de  ces  nom- 
bres sont  égaux,  il  n'est  pas  univoquement  déterminé.  Construi- 
sons les  fonctions 

(  34)    <$»  =  /,';  6,  -•-  l$  4»»+-. . .+  1{SV  4*«      (5  =/>,  j»+î,...,>  +  r-ï) 

Ces  fonctions  sont  orthogonales  entre  elles  et  normées.  Alors  que 
les  'S"}  peuvent  ne  pas  être  univoquement  déterminées,  la  fonc- 

;>  +  ;•  —  1 

(x,y;  x',y')  =    2    o'f'{x,y)o^{x',y') 

S  =  p 

est  univoquement  déterminée  dès  que  n  est  suffisamment  grand. 
Nous  démontrerons  à  son  sujet  que 

(35)  lim     !     f  [fpix,  y\  x,  y')  —  <$"(#,  y;  x',  y')]*  <fo (h' =  o. 

5°  Pour  pouvoir  énoncer  sous  sa  forme  la  plus  précise  le  troi- 
sième théorème  qui  concerne  le  calcul  des  fonctions  fondamen- 
tales, nous  introduirons  la  notion  de  suite  régularisée  par  rapport 
à  une  suite  <lq.  Nous  dirons  d'une  suite  de  fonctions  gK,  g2,  •-.,  g,- 
qu'elle  est  régularisée  par  rapport  à  la  suite  tyq  (q  =  1,  2,  3,  .  .  .) 
lorsque 

(S'£'y<!'r=o         pour         q  =  1,  a,  . . .,  mv—  1 

(36)  0  (v  =  i,2,  ..../•), 
(   S,^,  ?7>  «          pour          q  =  /»v 

les  entiers  mv  formant  une  suite  croissante 

o  <  m,  <  m2<. .  .<  n>r. 

Si  Ay,  est  une  valeur  fondamentale  de  multiplicité  /">*i,  on  peut 


tion 

/>  +  ;•  —  1 
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profiler  du  fait  que  les  fonctions  os(s  =  p,  p  +  i,  ...,  p-j-r —  i) 
ne  sont  déterminées  qu'à  une  substitution  orthogonale  de  rang  r 

près  pour  supposer  leur  suite  régularisée  par  rapport  à  la  suitr 
bq{q  =  i,  2,  3,  .  .  .).  La  suite  yp,  fp+i,  •  •  -,  ^p+r-t  est  alors  uni- 
voquement  déterminée  par  la  double  condition  d'être  régularisée 
et  de  vérifier  les  relations  (i3).  Faisant  maintenant  ^v  = 'f p+v- 1 
dans  (36),  considérons  non  plus  la  suite  ita (^r=  i,  2,  3,  .  .  .), 
mais  une  suite  quelconque  ']/  formée  des  mêmes  fonctions  (dans 
un  ordre  différent)  et  telle  que 

La  suite  os  (s  =  p,p-\-  i ,  ...,  p  -\-  r —  i)  est  encore  régularisée 
par  rapport  à  le  suite  •l'  (les  nombres  mv  correspondants  sont 
ici  /wv  =  v).  Si  la  suite  ©JJ*'  correspondante  n'est  pas  déjà  régula- 
risée par  rapport  à  la  suite  <!/ ,  on  pourra  former,  par  combinaison 
linéaire  des  r  fonctions  s/'  ,  une  suite  univoquement  déterminée 
de  /•  fonctions  cs^'ni  normées  et  orthogonales  entre  elles  qui,  elle, 
sera  régularisée  par  rapport  à  la  suite  'l\r  On  a  alors  le 

Théorème  III.  —  Soient  /.p  une  valeur  fondamentale 
de   multiplicité   /•(  X/;_,  <  Xp  =  Xp+,  =  . . .  =  a,,^,.^  •<  ~Kp+r)    et 

o,  (s  =  [),  /)  +  I,    . .  .,p  -h  /'  —  I) 

la  suite  corrélative  de  fonctions  fondamentales  supposée  régu- 
larisée par  rapport  à  la  suite  'lq.  Si  '-s'"]  est  la  suite  (34)  rela- 
tive aux  valeurs  ),'"'  et  si  z>'Jn]  est  la  suite  équivalente  régula- 
risée par  rapport  à  la  suite  <{<',  chaque  fonction  v'}n]  converge 
en  moyenne  vers  la  fonction  correspondante  tos  ('). 

[*)  Dans  ma  Note  des  Comptes  rendus,  en  voulant  l'énoncer  sous  une 
forme  trop  concise,  j'ai  énoncé  ce  théorème  sous  une  forme  inexacte,  entachée 
de  plus  de  fautes  typographiques.  Il  faut,  en  effet,  remarquer  que  si  l'on 
exprime  les  f'}n)  à  l'aide  des  '\ ., 

n 

.,'  n,  — ^  ~/(n    il, 
9  s       —  S ^sq    i<n 

q  =  \ 

les  coefficients  aQÀ**  ne  sont  pas  en  général  des  solutions  des  équations  (27) 
pour  X  =  X$2  ,  mais  des   comhinaisons  linéaires  des  solutions  relatives  à  Xl"'r 

AP+n  •••'  A/'+'-   • 

On  remarquera  que  l'intérêt  de  ce  théorème  pour  le  calcul  pratique  est 
nul.  Il  suppose  en  effet  que  l'on  connaît  non  seulement  la  multiplicité  de  \Pr 
mais  que  l'on  connaît  les  fonctions  cps.  Car  c'est  seulement  dans  ce  cas  que 
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Corollaire  I.  —  Si  \p  est  une  valeur  fondamentale  simple, 
cp{"]  converge  en  moyenne  vers  op. 

Corollaire  II.  —  a>[n)  converge  en  moyenne  vers  cpt. 
CHAPITRE  II. 

LE    PARAMÈTRE    X    EST    INFÉRIEUR    A   LA   PLUS    PETITE  VALEUR  FONDAMENTALE    X,. 

7.  La  variation  première  de  3(m).  —  u  et  £  désignant  deux 
fonctions  quelconques  du  champ  S  et  e  un  paramètre,  considérons 
■des  variations  ou  du  type  simple 

ou  =  eÇ. 
On  vérifie  aisément  que 

3-(»-*-«Ê) 

=  3(«)-4-2Er  ft(u,t)d<s+   fa"uÇds-lSui-ç  +  Sfï\^-^-[l(Ç)  —  aS/gj. 

Par  définition,  dans  le  cas  des  variations  ou  considérées, 

g  3  (  «  )  =  ;  .  1 1  m   

£  =  0  £ 

et  la  condition  8-3  (m)  =  o  signifie  que  8-3 (m)  doit  être  nul  quelle 
que  soit  la  fonction  arbitraire  !j.  Par  conséquent,  ici,  h^(u)  =  o 
est  équivalent  à  la  condition  que,  pour  toute  fonction  £  du 
champ  3\ 

<37)  f  /(**,  ï)d?+  f  a" u\ds  —  \&u\  -+-  S/E  =  o. 

Si  donc  m  est  une  solution  du  problème  A  ou  A',  la  formule  (3^) 
lui  est  applicable.  Si  nous  prenons  en  particulier  %  =  u,  elle 
montre  que,  lorsque  u  est  solution  des  problèmes  A,  A', 

(38)  f  t(u)drs  -+-   /  air-  ds  —  XSk*-4-  S/m  =  o, 

«A  «  c 

l'on  peut  déterminer  la  suite  des  indices  i»i,  >»2,  •  ••>  PVj  nécessaire  pour 
ordonner  la  suite  <\>'(/.  Le  caractère  un  peu  artificiel  de  ce  théorème  pouvait 
être  prévu.  En  réalité,  en  effet,  les  fonctions  fondamentales  relatives  à  une 
valeur  X;,  multiple,  ont  elles-mêmes  un  caractère  artificiel.  Ce  qui  est  univo- 
quement  déterminé,  c'est  uniquement  <pp  (x,  y;  x' ,  y').  Au  point  de  vue  des 
calculs  pratiques,  on  peut  donc  dire  que  c'est  la  formule  (35)  qui  donne  ce 
qui  est  essentiel  dans  le  théorème  III. 
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el  que,  par  suite, 

(39)  3(«)=-S/«. 

Remarquons  encore,  en  prenant  s=i,  que,  si  u  esl  solution  du 
problème  A, 

(40)  3(M-hÇ)  =  3(«)-+-5(Ç)-aS/Ç. 

Les  relations  i  .'>-)  à  (4o)  subsistent  lorsque  f  =  o,  c'est-à-dire 
/'=  o,f"=  o,  et  qu'on  y  prend  pour  ).  une  valeur  fondamentale 
et  pour  u  une  fonction  fondamentale  correspondante.  Cela  tient 
au  fait  que  les  problèmes  A  et  A'  sont  encore  équivalents  lorsque 
/'=o,/"  =  o. 

8.  Les  solutloivs  nu  problème  approché.  —  Soit  fyp(Xj  y)  un 
système  de  fonctions  vérifiant  les  conditions  indiquées  au  para- 
graphe 6,  i°,  et  en  particulier  les  formules  (a3).  Considérons  le 
champ  J(")  des  fonctions  de  la  forme 

(40  «»=  a"i<W-+-«â<j>2-t--  ..  +  xn<l>„. 

Le  problème  approché  que  considère  Kitz  est  celui  de  la  détermi- 
nation de  la  fonction  un  telle  que  o-)(«//)=  o  dans  le  champ  ${n) . 
En  vertu  des  relations  (6).  (a3),  (M),  (2^)i 

1 ...  «  n  n 

<   'xi  )  3  (  Un  )  =  V  1cpq  Xp  Xq  —  X^  x%  +  '22|  -^"  ^ 

r">(wM)  est  donc  une  fonction  quadratique  de  #,,  x-2,  ...,#«.  La 
condition  o-3(m„)  =  u  exprime  ici  que  pour  toute  fonction  £„  de  -î'"), 
la  limite  de 

-[3(  «re-hs!«)  —  3(a«)] 

pour  s  =  o  doit  être  nulle;  elle  se  traduit  par  les  n  équations 
<M  (  u ,,)       ài(un)  dâ  (  u  „  ) 


dxi  dx*  àxr 


=  o, 


c'est-à-dire  parle  système  des  équations  algébriques  linéaires  (26). 
Si  le  déterminant  (29)  est  différent  de  zéro,  ces  équations  ont  une 
solution  unique 

(  43  )  xt  =  x\">,         xt  =  x\»  ,  ...',.."    xn  =  *<„'", 
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et  le  problème  approché  une  solution  unique 

(44)  u(n)  =  ocf^i  -+-  *5P>i|*»-k  . .  ■+-  x\?]tyn. 

Nous  appellerons  u^"}  la  fonction  optimum  du  champ  $("K  De  (26) 
et  (43)  résulte  que 


V  X  />      ! 


2  k„  x;p  *i»>-  x2  a£>'  =  -2/ 

y-'/  />  =  '  p=i 

d  où 

(45)  3(«^)=2/pa?^' 

ou  encore,  d'après  (25)  et  (44)> 

(46)  ;>(«'">)  =  S/«<">. 

9.  Jusqu'ici,  nous  avons  fait  sur  X  l'hypothèse  que  le  détermi- 
nant (29)  n'est  pas  nul.  Supposons  dorénavant  que  A<Om-  Les 
propriétés  de  minimum  des  fonctions  fondamentales  rappelées  au 
paragraphe  4,  90,  montrent  que  le  quotient 


a  une  valeur  supérieure  à  )M  pour  toute  fonction  du  champ  §  qui 
n'est  pas  proportionnelle  à  es,.  Par  suite, 

1 . . .n  n 

I    t{un)d^  ->r  j    a"  u'j,  ds  —  ÀSf/;;=7    T(pq  XpXq  —  X  J  j  xj, 

P,  '1  1 

a  une  valeur  positive  pour  toute  fonction  un=^  o  de  §{n\  lorsque 
)v<A|.  Le  second  membre  est  donc  une  forme  définie  positive 
de  #,,  x2,  ...,  xn.  Son  discriminant  (29)  est  donc  différent 
de  zéro  pour  A<<X,.Les  équations  (26)  ont  alors  une  solution 
unique.  De  plus,  on  se  rend  compte  aisément  que  le  minimum 
de  -*\  (  un)  est  atteint  pour  un  =  u{n) .  Si  donc  m  >>  n  et  si  u{m)  est  la 
fonction  optimum  du  champ  §{m\  il  est  clair,  puisque  ^("()  con- 
tient ^n),  que  ^(u{-m))'£^(u{n)).  Les  nombres  a(«("})  forment 
donc  une  suite  décroissante.  Cette  suite  est  bornée  inférieu re- 
ment, car  si  u  est  la  solution  du  problème  A,  d'après  le  para- 
graphe 4,  8°,  3  (  u{"] )>-■)( m ) .  On  a 

(4;)  lira  3(«<">)  =  3(«). 
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Car,  par  hypothèse,  on  [  m  -  ti  t  approcher  La  solution  u  par  une  suite 
de  (onctions 


r"=2rt^' 


.1 


qui  converge  en  moyenne  vers  //.  Il  viendra,  en  prenant  l  =  vu —  u 
dans  la  formule  (  io), 

(48)  3K)  =  3(tt)-t-3(t>B-M)-2S/K—  u). 

La  convergence  en  moyenne  de  \in  vers  u  a  pour  conséquence  que 
les  deux  derniers   termes  du  second  membre    tendent  vers   zéro 


avec  —  •  Donc, 
a 


lim  -Vp„)  =  3  |  u  1. 


Or,  puisque  a{ll)  est  optimum, 

Mais  -3(w(/() )>-•>( m);  de  Là  la  relation  (4;). 

Prenons  \  =  u'"} —  u  dans  (4o)  et  tenons  compte  de  (4")  : 

I    t(u{'l)—  u)da  —   !  a"(u'"i—  «)2  ds  —  ÀS(«("'—  m)2 
«Ai  «-  <: 

converge  vers  zéro  avec  -•   En  écrivant  cette  expression  sous   la 

forme 

/  «(«<«>—, a) «fa  -+-  /  «"<  [m  ">  —  m)2  rfs  —  À,S(u  "  —  b)2 

«■  D  «<C 

-t-  (Xi— X)S(n<«»— w)2, 

la  propriété  de  minimum  de  X(  (§  i,  90)  et  le  fait  que  X<^X|  mon- 
trent que  chacune  des  deux  lignes  précédentes  est  ^o  et  que,  en 
conséquence,  chacune  doit  séparément  tendre  vers  zéro.  De 
lim  S(^^(") —  u)'-=  o  découle  d'abord  que 

lim      /    (u"  — u)s  d*  =  o,  lim      /    g-"(it["> — u)-  ds  =  o. 

«  =  »  t/  D  n  =  «o  J (j 

La  première  ligne  montre  ensuite  que 

lim         /   t(u'-n)—  ii)da+-  f  «"(«<"'—  it)2  ds\  =0, 
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et  par  conséquent,  puisque  Km    /  a33(u{") —  u)-  ch  =  o,   que  ('  ) 

/(  =  ao  «y  £) 

lim      /  [*(tt(»)_  M)_a33(M(«)_  H.)î]f/T  =  o, 
lim     /   o'(«W — u)2ds  =  o. 

n  =  x  t/C 

Le  caractère  défini  de  «,,  Çj+  2a)2Ç|  ;2+«o2i;  appliqué  à  l'avant- 

(')   C'est  immédiat  lorsque  a"  ^  o.  Dans  le  cas  général,   il  suffit  de  montrer 
que    /   a"  (u  "  — u)2  ds  tend   vers  zéro  pour  conclure  que    /  l(u{"> — u)2dd 

tend  aussi  vers  zéro.  Posons  pour  abréger  vn  =  w<"'  —  u.  On  peut  démon- 
trer  qu'il  existe  une  constante  positive  m  telle  que 

c,  1 1 «x * |'< „,£k *^ *-^[(£)V ( £)"] * ! 

Le  premier  facteur  intégral  du  second  membre  tendant  vers  zéro,  tout 
revient  à  montrer  que  l'accolade  reste  bornée  lorsque  n-> <x>.  Dans  le  cas 
contraire,  il  existerait  une  suite  d'indices  vp  tels  que 

Mais  comme  il  existe  une  constante  c  >  o  telle  que  la  forme 
aiitf +  aa1>Ç1-Ç,-4-anÇr—  c(Çf  +  Ç|) 
est  encore  définie  positive,  on  voit  que 

jTr.(M—.  «*>-jf[(ë)+(^)"]* 

et  que,  par  conséquent 

lim      /   t(v„  )d<s  =  x. 
Par  suite, 

/  t{vnp  \da-h    !  a" v2  t  ds 

± 

-wi(r'''</7XK^)2+(^)2]^r^(rt33(''^/T-vi0' 

ce  qui  conduit  à  une  contradiction.  Pour  une  démonstration  de  l'inégalité 
(a)  voir  R.  Courant,  Veber  die  Eigenwerle  bei  den  BiffererUicUgleichungen 
der  malhematischen  Physik  (Malhematische  Zeiischrift,  t.  7,   1920,  p.  1;). 
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dernière  relation  montre  que  (') 

d(uP"—  u) 


</7  =  (>,  1 1  II)        /  [- 


(/•J  B=  o. 


Par  conséquent,  m*"-1  converge  en  moyenne  vers  la  solution  u  des 
problèmes  A  et  A'.  Le  premier  théorème  est  donc  établi  lorsque 

x<x,. 

10.    De  quelques  CONSÉQUENCES  DE  LA  CONVERGENCE  en  moyenne. 
—  La  convergence  en  moyenne  de  m(//)  vers  u  ne  nous  permet  pas 

I1)  I.o  forme  définie  positive  «  1 1  ?  f  +  '-*  «  1  ^  ç  1  ^ 2+  «22  82  peut  être  mise  sous 
la  foi  me  d'une   somme  de  deux  carrés  linéairement    indépendants 

*)?   +  rll  ('1/  =  */!  Çl  +  «/S  Êî)- 

Les  a,;,,  sont  des  fonctions  continues  de  [x,  y)  dans  D  +  G  et  le  déterminant 
|  3t//t  |  est  ^  o.  On  peut  donc  exprimer  les  j-/  par  des  formules 

?l  =  A./lï]t-H  A/27,2 

dans  lesquelles   les   A//,    sont   encore    des    fonctions   continues    dans   D  -f-  C. 

Prenons 

é?(«("J  —  m)  ^    _  <?(«<»>  —  u) 

La  relation 

[(( u<">  —  u )  —  a33 ( «(")  —  «  )2 1  ch 

1,2 

entraîne  donc 

/  *1?  cfc-^o        (i=i,  a). 

On  déduit  de  là,  à  l'aide  des  relations 

Ê'=2  A'7'r,/" 
et  en  s'aidant  de  l'inégalité  de  Schwarz 

(     /   ■riifï/cda)   =   /  T|»  do  f  vida. 

\Jd  I      •  i.  -'m 

que 

/  (■»  (h  -*  o. 
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de  conclure  que  u^"J -converge  vers  u  au  sens  ordinaire  du  mot  ('). 
Nous  pouvons  cependant  conclure  des  relations  (3o)  que,  si  Y  est 
une  courbe  à  courbure  continue  située  dans  D-(-C,  on  a  |  uni- 
formément en  T) 

(  Î9  |  lim     /    «<»>  fis  =   f    u  ds, 

ds  désignant  l'élément  d'arc  de  la  courbe  T.  Nous  ne  démontrerons 


(*)  Ceci  constitue  une  lacune  de  la  méthode.  Il  est  probable  que  cette 
lacune  tient  à  la  trop  grande  généralité  des  conditions  imposées  au  sys- 
tème b i,  et  que  pour  certains  systèmes  ^„,  u!/i)  converge  vers  u.  Mais  nous 
ne  possédons  aucun  résidtfjt  positif  sur  ce  point. 

Nous  verrons  plus  loin  (§  41)  que  dans  le  cas  des  équations  aux  dérivées 
partielles  d'ordre  supérieur  à  2,  nous  pourrons  démontrer  que  it'";  converge 
uniformément  vers  u.  Il  en  est  de  même  lorsque  le  problème  A  ne  comporte 
qu'une  seule  variable  indépendante  x.  L'équation  du  problème  est  alors 
une  équation  différentielle  ordinaire  qu'il  faut  intégrer  sous  des  conditions 
aux  limites  relatives  aux  extrémités  de  l'intervalle  [a,  b)  ;  u'")  et  u  sont  alors 
telles  que 

Ch  v-   »  ,•        r1'  /du1"         du  k2  , 

hmj     (  u  «  -  «)«  dx  =  o,        hmj     (  -^  -  ^  )  dx  =  <>. 


Par  suite,  si  x0,  x  sont  des  valeurs  quelconques  de  (a,  b),  uniformément  en  .t0,  x, 
lim   /      u '■"■'  d.r  =    /      u  dx, 

Vimf.  \~7ïx~~'d^)  dx  =  lim  !  "  ",(T)  ~ "'"  ('o)  ~  ' u{r)  ~  u[x°ïï  !  =°- 

S'il  existe  une  valeur  particulière  .T0  pour  laquelle  lim  u(w)  (x0)  =  u  (xq),  la 
dernière  relation  montre  que,  uniformément  en  .r,  lim  u'n)  (x)  =  u  (x).  Or, 
si  t  est  un  point  d'accumulation  delà  suite  «'"'  (,t0),  on  pourrait,  en  se  basant 
sur  un  théorème  de  YYeyl  relatif  àla  relation  limite 

lim   /      («<">  —  uf-  dx  =  o, 

déterminer  une  suite  partielle  n'  de  la  suite  n'  telle  que  lim  u("''  (x0)  =  t 
et  que  lim  vSn'1  (x)  =  u  {x)  presque  partout  dans  (a,  6).  D'autre  part, 

lim  u'n'Ux)  =  t  -4-  u(x  )  —  u(x0). 

Par  conséquent,  z  =  u  (x0),  d'où  lim  ui")  (x0)  =  u  (x0).  On  a  donc 

lim  un{x )  =  u(x), 
uniformément  dans  (a,  b). 


MÉLANGES.  (n 

c  'iif  propriété  que  dans  le  cas  <m'i  r  esl  an  segment  de  droite  paral- 
lèle à  un  des  axes  de  coordonnées,  par  exemple  l'axe  des  j'.  Le  cas 
généra]  se  démontrerail  d'une  manière  analogue  en  introduisant 
un  système  de  coordonnées  curvilignes  ayant  1'  comme  courbe  du 
système. 

Nous  partirons  du  lemme  suivant  : 

Lemme.  —  Si  Iim    /   i  //  "; —  u)-  (h  =  o  et  si  12  est  un  domaine 
partiel  quelconque,  on  a,  uniformément  en  0, 

<  5o)  Iim      /    u  "   di  =    /    u  ch. 

n=  x  '   il  ,  <> 

La  convergence  est  uniforme  dans  le  sens  qu'à  tout  s  >>  o  on  peut 
faire  correspondre  un  indice  N  tel  que 

!    <  u  "  —  u)  ch    <  s 
I  Jil 

pour  tout  domaine  Q  et  tout  n  >  N. 

Le  lemme  est  une  conséquence  de  F  inégalité 

I    fin  "■  —  u)  des  I    %  f  ch  r  (  u  "s  —  «)*  d<z, 

cas  particulier  de  l'inégalité  connue  de  Schwarz  : 
(    f  z'I  di)   -  f  'f-  ch  f  i|»«  (is_ 

\  Jii  '       I    «  u        Jq 

...  ,       ,  ...  dlt("        OU  r\ 

Appliquons  le  lemme  aux  lonctions  — : —  ,  —  et  prenons  pour  il 

un  rectangle  de  sommets  (#,.  )',  i,  (x,.y),  (x:  y,'),  (x,y).  Nous 
aurons,  uniformément  en  .r,,  r,,  x,  y, 

n=<*  J ri     .',  ch  «/,._      JXi  <h 

c'est-à-dire 

Iim      /      [u»  *:r,r,)—u  "Uxx.-c^]drt=    l      [  u(x,  rj  —  u(xu  r,)]  dr,. 
n=xJy\  Jy; 

Intégrons  par  rapport  à  x  entre  xs  et  X.  A  cause  de  la  corner- 
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gence  uniforme,  nous  pourrons  permuter  lim  et  /  ,  et  nous  aurons 

encore,  uniformément  en  X,  #,,  ri,  y, 

/     dx  f      u'l)(x,  ï)  ;  drt  —  (X  —  a?,)   /      zè">(>i,  ïj)  efy 

—>  l     dx  I      u     (x,  r()  drt  —  (X  —  .ri)  /      */     (a?i,  ïj)rfï). 

Mai?,  d'à]) rès  le  lemme,  le  premier  terme  du  premier  membre 
converge  uniformément  vers  le  premier  terme  du  second  membre; 
donc,  uniformément  en  xK ,  y,  y{ , 

lim      /      uin^(xi}  i\)  dr^  =    /       u(xi,  yj  )  drt. 
h=«,Jyi  •  JVt 

On  remarquera  que  la  démonstration  utilise  essentiellement  le  fait 
que  u  et  w(n  sont  des  fonctions  de  deux  variables.  L'énoncé  du 
théorème  est  à  modifier  dans  le  cas  de  plus  de  deux  variables. 

11.  Si  la  fonction  u  est  telle  que,  dans  le  champ  ,',  8-5(  u)  =  o, 
si  la  fonction  un  du  champ  ,T(/^  est  telle  que  lim  à(un)  =  3(m)5  et 

si  de  plus  lim  S(«  —  u("))-  =  o,  alors  u{"î  converge  en  moyenne 

n=  x 

vers  u. 

Car  de  o-~s(u)  =  o  on  déduit  encore,  en  prenant  dans  (4°) 
ç  =  u„  —  m,  une  formule  qui  ne  diffère  de  (48)  que  par  la  substi- 
tution de  //„  à  c„.  De  S-(un — «)2-^o  et  de  „•>  (uH)  -><3(h)  découle 
alors 

liin         I    t(un — u  i  di  -+-   /    a"(u„ — n  )'2  ds\  =  o, 

d'où,  par  un  raisonnement  déjà  fait,  la  convergence  en  moyenne 
de  u„  vers  u.  Ceci  est  vrai  pour  toute  valeur  de  X. 

FIN  DU  CHAPITRE  II. 

(La  suite  de  ce  Mémoire  paraîtra  en  i(ja4 •  ) 
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et  d'autres  qui  s'y  rattachent.  On  suppose 
V-i      v, 

0  0 

(p-i^u.,  v,j>v), 

I  M„(a?)  |<Mb  pour  tout    x  extérieur   à   un  [certain  cercle  et  intérieur  à  un 
certain  secteur  qui  comprend  le  demi-axe  réel  positif.  De  plus  : 
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où  a(")  est  monotone  croissante  quand  n  dépasse  une  certaine  valeur  et 
'—— -  —>■  o     quand     n^oo. 

2°  Pour  tout  x  pour  lequel   Mtt(x)  est  analytique.  aSjft   a   une  propriété  de 

dominance  telle  que 

\\„{x)  , 

i-— -  -^- 0     quand     n—^-00, 
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l 'J 
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lfals/i  (J.-L.).  —  |Ble]  On  the  solution  of  litfëar  équations  in 
infinitely  many  variables  by  successive  approximations  [Sur  la 
solution  des  équations  linéaires  à  une  infinité  de  variables  par 

les  approximations  successives]  (91-96). 

Nouvelles  conditions  où  il  y  a  une  solution,  en  particulier  lorsque  le  déter- 
minant normal  5=  o. 

Wear  (L.-E.).  -  [M'6]  Self  dual  plane-curves  of  the  fourth 
order  [Courbes  autopolaires  d'ordre  4]  (97- I  "8). 

La  C4  est  soit  un  limaçon,  soit  deux  coniques.  Etude  des  deux  cas. 

Mathewson  (L.-C).  —  [J4c?|3]  On  the  groups  of  isomorphisms 
of  a  sjstem  of  abelian  groups  of  order pm  and  type  (m,  1 ,  .  . . ,  1) 
[Sur  les  groupes  d'isomorphismes  d'un  système  de  groupes  abé- 
liens  d'ordre  pm  et  de  type  (m,  1,  ...,  1)]  (1 19-128). 

L'auteur  montre  qu'ils  peuvent  être  construits  sur  le  groupe  des  isomor- 
phismes  d'un  groupe  abélien  dont  nulle  opération  n'est  d'ordre  >/>. 

Winger  (R.-M.).  —  [M'oA]  On  the  satellite  line  of  the  cubic 
[Sur  la  ligne  satellite  d'une  cubique]  (129-1 35). 

,  / 

Equations  explicites  pour  les  deux  genres  0  et  1.  Certains  lieux  associés. 

Carver  (  W.-C).  —  [K'9a]  The  failure  of  the  Clifford  chain 
[Insuccès  de  la  chaîne  de  Clifford]  (1.37- 167). 

Examen  des  cas  où  la  chaîne  donne  lieu  à  des  droites  au  lieu  de  cercles 
{voir  Clifford,  Messenger  of  Math.,  vol.  5,  1870,  p.  124;  —  Kantor,  Wiener 
Sitzungsb.,  vol.  78,  1878,  p.  204 ;  —  Morley,  Transactions  Am.  Math.  Soc., 
vol.  1,  Kjoo,  p.  97). 
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Bell  (E.-T.).  —  [Il~]  On  the  représentation  of  numbers  as 
sums  of  3,  5,  7,  9,  1 1  and  i3  squares  [Sur  la  représentation  des 
nombres  par  une  somme  de  3,  5,  7,  9,  11  et  i3  carrés]  (168- 
188). 

Détermination  sous  forme  finie  (voir  Glaisher,  Quaterly  Journal,  vol.  38, 
1906^907,   p.   1-68;  London  Math.  Soc.  Proceedings,   2e    série,    vol.    5.    1907, 

P-  479-49°  )• 

Emch  {Arnold).  —  [M276o]  On  a  certain  class  of  rational 
ruled  surfaces  [Sur  une  certaine  classe  de  surfaces  réglées 
rationnelles]  (  189-210). 

Soient  C2  un  cercle,  C,  une  droite  par  son  centre  et  perpendiculaire  à  son 
plan.  Un  plan  variable  e  par  C,  coupe  C.  en  M.  Dans  e  on  considère  une 
droite  g.  g  tourne  uniformément  autour  de  .M  tandis  que  e  en  fait  autant 
autour  de  C,.  Le  lieu  de  g  est  la  surface  en  question. 

Wilczynski  (E.-J.).  —  [0'3]  Geometrical  significance  <>f  iso- 
thermal conjugacy  of  a  net  of  curves  [Signification  géométrique 
de  la  condition  pour  un  réseau  de  courbes  d'être  isothermique- 
ment  conjugné]  (21  1-221). 

Un  tel  système  a  été  défini  analytiquement  par  Bianchi  (Lezioni  di  Geo/n . 
diff.,  2*  édition,  vol.  1,  p.  16S).  L'auteur  en  fournit  une  interprétation  géomé- 
trique complétant  un  résultat  de  Green  (American  Journal,  vol.  38,  1916, 
p.  323). 

Daniell  (P. -./.).  —  [.l!2ea]  Observations  weighted  according 
to  order  [Attribution  d'un  poids  aux  observât  ions  d'après 
l'ordre]  (222-236). 

Formule  donnant  la  moyenne  du  carré  de  la  déviation  avec  applications. 

Rice  (L.-H.).  —  [Bl«]  Some  déterminant  expansions  [Quelques 
développements  de  déterminants]  (337-242). 

Démonstration  nouvelle  et  extension  d'un  théorème  de  Muir  (Mess.  Math., 
vol.  48,  1918). 

Lamson  (  \l  .-K).  —  [Doe]  A  gênerai  implicit  fonction  theorem 
with  application  to  problems  of  relative  minima  [Un  théorème 
général  sur  les  fonctions  implicites  avec  application  aux  pro- 
blèmes de  minima  relatifs]  (243-256). 

Théorème  d'existence,  appartenant  au   domaine  de  la   General  Analysis  de 
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E.  II.   Moore,  applicable  tant    aux   fonctions  qu'aux  fonctionnelles   implicites. 

Application  au  problème  de  Lagrange  dans  le  calcul  des  variations. 

Borden  (R.-F.).  —  [H  12]  On  lIic  Laplace-Poisson  mixed  équa- 
tion [Sur  l'équation  mixte  de  Laplace-Poisson]  ('>-->~- ■  >~~  • 

Théorie  de  l'équation  introduite  par  Poisson  (Journ,  Ec.  Polyt.,  6*  eahier, 
1S08), 

(>)  f(x-hi)-±p(x)f'{x)-+-q(x)f(x~-i)-hm(x)f(x)  =  o, 

analogue  à  celle  classique  de  Laplace 

(  2  )  S  -+-  ap  -h  bq  -t-  cZ  =  o. 

Théorie  des  invariants  de  (i)  sous  la  transformation  f{x)  =  v (x)g( x) .  se 
rapprochant  beaucoup  de  la  théorie  semblable  pour  (2)  avec  méthodes  de 
traitement  analogues. 

Miller  (G.-A.).  —  [ J 4 <:/ 3 ]  Characteristic  subgroujps  of  an  abe- 
lian  prime  pouver  group  [Sous-groupes  caractéristiques  d'un 
groupe  abélien  d'ordre  puissance  d'un  nombre  premier]  (2-8- 

28<ii. 
Continuation  d'un  travail  antérieur  (American  Journal.  1900,  p.  i5-24)« 


Vol.  43,  1921. 

Cable  (  A.-B.).  —  [B7]  Multiple  binarj  forms  with  the  closure 
property  [Formes  binaires  multiples  avec  la  propriété  de  clô- 
ture] (1-19). 

Soit  la  forme  binaire  d'ordre  (k,  x) 

(1)  F  =  (at)k{b-z)*=  o 

satisfaite  pour  t0.  t0.  A  t0  correspondent  x  valeurs  de  t  soient  t0,  tp  ...,  à 
chacune  desquelles  correspondent,  outre  tt,  A — 1  autres  valeurs  tu  t2,  .... 
Chaque  ti  détermine  à  son  tour  d'autres  ~,  etc. 

Si  après  un  nombre  fini  de  répétitions  on  a  n  valeur-  t  et  v  valeurs  ~  telles 
que  chaque  t(~)  détermine  par  (1)  x(A)  valeurs  x(t)  déjà  comprises  parmi 
les  v(ra)  valeurs  de  ~(t)  on  dira  que  F  admet  la  configuration  A*,x,  /„,  tx.  . ..,  tn_x  ; 
t0,  t,,  ...,  ~v_,.  Le  nombre  de  paires  d'éléments  satisfaisant  (1)  est  nx,  ou 
bien  vÀ',  d'où  nx  =  vk.  S'il  y  a  une  infinité  de  A  on  dit  que  F  est  poristique, 
que  chaque  A  est  un  porisme.  A  une  configuration  donnée  en  correspond  une 
complémentaire  A"~*,v  ,  composée  des  paires  (t,  t)  de  la  première  qui  ne 
satisfont  pas  F. 

Bull,  des  Se.  math.,  2e  série,  t.  XLVII.  (Avril  1922.)  R.2 
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Si  F  est  poristique  les  éléments  des  configurations  sont  déterminables  par 
deux  équations 

(yO"ï-MSOn=  o,  {C7y-hl(dry=  o. 
Par  suite, 

(ïO"  (30n 

(ct)v  (dzy 


r>„ .  = 


D„v  détermine  des  porismes  l'"r  Cette  dernière  configuration  est  dite  complète. 
Elle  a  pour  facteur  F  et  le  facteur  complémentaire 

f  =  {ïty^ibxy-* 

aussi  poristique.  On  a  D  =  F,  F'. 

Discussion.  Examens  de  certains  porismes.  Généralisations. 

Kasner  (Edward).  —  [Tla]     Einstein'. s  theorj  of  gravitation. 
Détermination  of  l,he  field  by  light  signais  [Théorie  de  la  gravi- 
tation d'Einstein  :   Détermination  du   champ   par  des   signaux 
lumineux]  (20-28). 
Discussion  de  la  détermination  d'une  variété  à  quatre  dimensions 


ds- 


=  V'-*  g  a  dxt  dxh 


obéissant  à  la  loi  d'Einstein  G    =  o,  quand  on   connaît  uniquement  l'équation 
^es  rajons  lumineux 

£  S n  dx>  dxk  =  o. 

Autrement  dit,  on  connaît  les  rapports  des  g  et  il   s'agit  de  les  déterminer  de 
manière  que  G     =  o. 

On  arrive  à  montrer  par  exemple  que  le  champ  de  gravitation  solaire,  ou 
tout  autre  ne  différant  que  fort  peu  d'un  champ  galiléen  ou  plan,  peut  être 
complètement  exploré  par  des  signaux  lumineux.  Les  rayons  lumineux  déter- 
minent les  orbites  et  réciproquement. 

Morley  (F.).  —  [T  I  a]  Note  on  Einstein's  équation  of  an  orbit 
[Note  sur  l'équation  d'Einstein  pour  une  orbite]  (29-32). 

Discussion  au  moyen  de  fonctions  elliptiques  (voir  Einstein,  Berline r 
Sitzungsb.,  191J,  p.  83i;  —  Forsyth,  Boyal  Soc.  Proc,  sér.  A,  vol.  97,  1920). 

Morse  (fJ.-M.i.  —  [O'o/j  A  one  to  one  représentation  ofgeode- 
sics  on  a  surface  of  négative  curvature  [Représentation  biuni- 
voque  pour  les  géodésiques  d'une  surface  à  courbure  négative] 
(.33-5 1). 

Étude  des  géodésiques  sar.s  points  infinis  à  l'aide  d'une  classe    spéciale    de 
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courbes  qui   leur  correspond    biunivoquement    (voir   Hadamard,   Journal   de 
Math.,   >"  série,  t.  4,  189S,  p.  27). 

Lane  (E.-P.).  —  [0'3/*|  Coniugate  Systems  with  indeterminate 
axis  curves  [Systèmes  conjugués  à  courbes  axiales  indéter- 
minées] (32-68). 

Notions  introduites  par  Wilczynski  (Mer»,  de  la  classe  des  Sciences  Acad. 
R.  de  Belgique,  20  série,  vol.  3,  1911;  'transactions  Am.  Math.  Soc,  vol.  16, 
p.  3i  1-.327 )  dont  l'auteur  poursuit  l'étude. 

Carmichael  (R.-D.).  —  [H10a|  Boundary  value  and  expan- 
sion problems  :  Algebraic  basis  of  tlic  Lheory  [Problèmes  de 
conditions  à  la  frontière  et  de  développements  en  série  :  base 
algébrique  de  la  théorie]  (69-101). 

Traitement  de  diverses  questions  algébriques  qui,  par  un  passage  à  un 
nombre  infini  continu  ou  discontinu  de  variables,  doivent  fournir  la  solution 
d'une  classe  très  large  de  problèmes. 

Dickson  (L.-E.).  —  [B9]  Algebraic  theory  of  the  expressibi- 
lity  of  cubic  forms  as  déterminants,  with  application  to  diophan- 
tine  antlysis  [Théorie  algébrique  de  la  possibilité  d'exprimer 
des  formes  cubiques  comme  déterminants,  avec  application  à 
l'analyse  diophantine]  (1 02-1 25). 

Il  s'agit  de  trouver  des  déterminants  à  éléments  linéaires,  égaux  à  une 
forme  cubique  donnée,  ceci  par  des  opérations  purement  rationnelles  (cuir 
Dickson,   Transactions  A  m.  Math.  Soc,  1921). 

Kasner  (Edward).  —  [Tl«]  The  impossibility  of  Einstein 
fields  immersed  in  flat  space  of  five  dimensions  [Impossibilité 
de  champs  d'Einstein  plongés  dans  un  espace  ordinaire  à 
5  dimensions]  (126-129). 

La  forme 

ds-  =  \~gik  dxL  dxk         (i,  k  =  1,  2,  3,  4  ) 

peut  être  plongée  a  priori  dans  un  S„,  4  =  **  £10.  n  =  4  est  trivial.  L'auteur 
montre  que  n  =  5  est  incompatible  avec  les  équations  d'Einstein  G  =  o. 
n  =  6  est  acceptable. 

Kasner  (Edward).  —  [Tl<?]  Finite  représentation  of  the  solar 
gravitational  field  in  liât  space  of  six  dimensions  [Représenta- 
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lion  finie  du  champ  de  gravitation  solaire,  dans  un  espace  ordi- 
naire à  6  dimensions]  (i3o-i33). 

Continuation  du  travail  précédent.  L'auteur  donne  les  équations  en  termes 
finis  de  deux  surfaces  qui  ensemble  définissent  la  métrique  du  champ  solaire. 

Une  de  ces  surfaces  est  le  paraboloïde  de  Flamm  (Physik.  Zeitsch.,  vol.  25, 
1916,  p.  i63  ). 

Datta  [B.).  —  [S2ea]  On  the  motion  of  two  spheroids  in  an 
infinité  liquid  along  their  common  axis  of  révolution  [Sur  le 
mouvement  de  deux  sphéroïdes  dans  un  liquide  indéfini  le  long 
de  leur  axe  de  rotation  commun]  (i34-i42)- 

Dans  un  travail  précédent  (Bulletin  Calcutta  Math.  Soc,  vol.  7)  l'auteur 
a\ait  discuté  la  même  question  quand  les  excentricités  sont  faibles.  Cette  fois 
il  traite  le  cas  général. 

Daniell  (/>.-«/.).  —  [J2]  Intégral  products  and  probability 
[Produits  intégraux  et  probabilité]  (i43-iÔ2). 

Emploi  d'un  produit  intégral  de  Stieltjes  pour  l'étude  de  la  dispersion. 

Post  (E.-L.).  -  [VI 6]  Introduction  to  a  gênerai  theorj  of 
elementarv  propositions  ] Introduction  à  une  théorie  générale 
des  propositions  élémentaires]  (i63-i85  ). 

Berry  {Arthur).  —  [F56[j]  Note  on  Schlàfli's  elliptic  modular 
équations  [Note  sur  les  équations  modulaires  elliptiques  de 
Schlàfli]  (186-188). 

Complète  un  résultat  d'un  travail  précédent  (voir  American  Journal, 
vol.  30,  p.  1 56-i6g ). 

Hazlett  (D.-C).  —  [B-4A-]  Associated  for  m  s  in  the  gênerai 
theorj  of  modular  covariants  [Formes  associées  dans  la  théorie 
générale  des  covariants  modulaires]  1  189-198). 

Extension  des  méthodes  d'Hermite  (Journal  de  Crelle,  vol.  52,  1 856)  aux 
formes  d'un  corps  de  Galois  GF(p"). 

Hollcroft  (T.-fi.).  —  [M2lo-]  On  (2,  3)  compound  involu- 
tions  [Sur  les  involutions  (2,  3)  composées]  (199-212). 

Ce  travail  complète  la  classification  des  correspondances  (2,  3)  entre  deux 
plans  (voir  American  Journal,  vol.  41,  1919.  p.  5-a4)- 
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Schouten   (./.-./.)   and    Struih    (D.-J.).  [Tia]     On   some 

properties  of  gênerai  manifblds  relating  to  Einstein's  theorj  "I 
gravitation  [Sur  quelques  propriétés  des  multiplicités  générales 
reliées  à  la  théorie  de  gravitation  d'Einstein]  (210-216). 

Démonstration    nouvelle   de  certains  théorèmes  de   M.    Kasner   [American 
Journal,  vol.  43,  1921)  sans  avoir  recours  aux  symboles  à  la  Christoiïel. 
Extension  aux  lois  de  de  S i  1  ter  pour  un  univers  quasi  sphérique. 

Kasner  (Edward).  —  [Tl«|  Geometrical  theorems  on  Eins- 
tein's cosmological  équations  [Théorèmes  géométriques  sur  les 
équations  cosmologiques  d'Einstein.]. 

Extension  des  résultats  de  Tailleur  (American  Journal,  vol.  43,  1921)  aux 
nouvelles  équations  d'Einstein  (équations  cosmologiques)  (Berliner  Berichte, 

<V,—  X#uv  =  °.  <V—  7   g  p,  G   =  o. 


Sparrow  (C.-M.).  —  [Q  \.a\  On  t he  Fermât  and  Hessian  points 
for  the  non  euclidean  triangle  and  their  analogues  for  the  tetra- 
hedron  [Sur  les  points  de  Fermât  et  de  Hesse  pour  le  triangle 
non  euclidien  avec    leurs    analogues  pour  le   tétraèdre]    (222- 

22Ô). 

liait  (W.-L.).  —  [H2ea]  The  Cauchy-Lipschitz  method  foi- 
an  infinité  System  of  diflferential  équations  [La  méthode  de 
Cauchy-Lipschitz  pour  un  système  infini  d'équations  différen- 
tielles] (226-231). 

L'auteur  a  déjà  traité  le  système 

dx{        .  .  ,  .  . 

—jj    =/.(-ri'    XV     ■■■■/)■  (1=1,    2,    ...) 

par  les  approximations  successives.  Une  condition  à  la  Lipschitz  était  alors 
nécessaire.  Il  s'en  affranchit  cette  fois  (voir  Transactions  Ain.  Math.  Soc, 
vol.  18,  1917). 

Carmichael  (R.-D.).  —  [HlOr/]  Boundarv  value  and  expan- 
sion problems;  formulation  of  various  transcendental  problems 
[Problèmes  de  conditions  à  la  frontière  et  de  développements 
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en  série;  formulation  de  divers  problèmes  transcendants]  (232- 
270). 

Continuation  d'un  .Mémoire  dans  le  même  volume. 

Whittemore  (J.-K.).  —  [J3«[3]  Reciprocitj  in  a  problem  of 
relative  maxima  and  mini  ma  [Réciprocité  dans  un  problème  de 
maxima  et  minima  relatifs]  (271-290). 

Maximum  ou  minimum  de  f(x,  y)   lgrsque  ?(>r,  y)  —  const.  Illustrations. 

Salomojv  Lefschetz. 


TRANSACTIONS   OF   THE  AMERICAN   MATHEMATICAL  SOCIETY. 

Vol.  21,  1920. 

Hoskins  (L.  AI.).  —  [TSrv]  The  strain  of  a  gravitating  sphère 
of  variable  densitj  and  elasticity  [Déformation  d'une  sphère 
gravitante  de  densité  et  élasticité  variables]  (  1  -43). 

[Voir  :  Hoskins.  Transactions  Ain.  Math.  Soc,  vol.  11,  1910);  —  Love, 
Some  problem  s  of  geodynamics,  1911;  Pkil.  Transactions,  vol.  207,  1907;  — 
Hkrglotz,  Zeitsch.  fur  Math,  u  Physik,  vol.  52,  1905  );  —  Lord  Raylkigh, 
Royal  Soc  Proc,  vol.  77,  1906]. 

Equations  sous  forme  générale  puis  cas  spécial  où  le  potentiel  perturbant  W 
est 

W=-î|-r.S1 

(g  constante  de  gravitation,  c  constante,  a  rayon  de  la  sphère,  /•  distance  au 
centre,  S-  suhéro-harmonique  d'ordre  1  fonction  harmonique  simple  du  temps). 
Soient  V  le  potentiel  initial  dû  à  l'attraction,  supposé  fonction  de  /•  seule, 
U  son  accroissement,  V  le  potentiel  des  forces  internes  On  a  V—  V  =  W  +  U. 
Or  on  peut  exprimer  U  sous  forme  S,  fonction  de  /•.  Par  suite  en  introduisant 
les  déplacements  ur,  i/j,  «c,  relatifs  aux  variables  /-,  6,  9  des  coordonnées 
polaires,  et  en  faisant  l'hypothèse  que 


et  en  posant 


1    d  (  r2  u  )        .,  .        .   v  1  /  d  (  rv  ] 


dr  r  r  \      dr 
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on  arrive  aux  deui  relations 

1         dr         v  "  dr y  dr   dr 

pm    \     dr         a-rJQ  ) 

l     ,  ,  d(rz)  du. /m  —  v        dv\  , 

!  r/,/         '        dr  dr\      r  dr/        "^ 

Les  nouvelles  lettres  ont  le   sens  suivant   :    a,  ;x  comme  d'ordinaire  en    Élasti- 
cité, p  densité,  pm  sa  moyenne, 


/_,    rf»  s,.  ,       , 

/?  =  i  /  -=—  — -  =  const.(vu  les  hypothèses), 

a#S;\  r  rfr; 

A   (i)  il  faut  adjoindre  les  conditions  à  la  frontière  pour  r  =  a, 

.  du  I dv        u  —  v 

\r  +  2u._-=o,         a    — — | 

J  '     dr  '    \dr  r 


L'auteur  résout  le  système  à  l'aide  de  développements  en  séries  d'abord 
avec  X,  |x  constants,  p  polynôme  en  r  puis  avec  X,  [x  de  même  type  aussi  avec 
une  certaine  restriction.  —  Cas  où  p,  X,  |x  sont  du  type  a-+-br7;  application  à 
la  terre. 

Coolidge    (J.    L.).    —    [K2  13]      Geometry  of  hermitian  forms 
[Géométrie  des  formes  hermitiennes]  (^i~oi). 

Étude  analytique  et  géométrique  du  groupe  des  collinéations  maintenant  fixe 
la  forme  hermitienne 


I 


L'auteur  donne  l'expression  générale  d'une  telle  collinéation,  des  théorèmes 
sur  les  points  fixes,  le  nombre  de  paramètres  réels  ou  complexes,  etc. 

S  harpe  (F.  R.)  and  Snyder  (Virgil).  —  [M2  le]  Certain 
types  of  involutorial  space  transformations  [Certains  types  de 
transformations  involntoires  de  l'espace]  (52-^-). 

Fait  suite  à  l'article  des  Transactions  Amer.  Math.  Soc,  vol.  20,  1919. 
Revient  à  l'étude  d'un  système  linéaire  oc3  de  l'espace  ordinaire  dont  trois  sur- 
faces quelconques  se  coupent  en  deux  points  variables.  On  se  limite  ici  au  cas 
où  les  surfaces  sont  d'ordre  =  5.  Un  cas  intéressant  rencontré  est  celui  où  les 
surfaces  sont  des  quartiques  passant  par  une  Cf.  U  y  a  alors  deux  involutions 
distinctes  maintenant  chacune  invariante,  au  produit  discontinu  d'ordre  infini. 
Ces  surfaces  sont  distinctes  des  quartiques  de  Fano  qui  passent  par  une  C|. 
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Bliss  (G.  A.).  —  [H.  lie]  Differential  équations  containing 
arbitrarj  functions  [Équations  différentielles  contenant  des 
fonctions  arbitraires]  (78-92). 


Étude  des  solutions  du  système 


d- 


. ,  xW  ) 


en  tant  que  fonctionnelles  des/.  En  poussant  l'étude  des  approximations  suc- 
cessives il  apparait  que  ces  fonctionnelles  sont  uniformément  continues  en  un 
sens  que  l'auteur  précise  et  ont  aussi  des  dérivées  partielles  par  rapport  à  x  et 
aux  éléments  initiaux  aux  propriétés  semblables.  Etude  des  différences  et  dif- 
férentielles, ainsi  que  des  fonctions  implicites. 


Bliss  (G.  A.).  —  [Die]      Functions  of  Unes  in  ballistics  [Fonc- 
tions de  ligne  en  balistique]  (93-106). 

Application  de  l'article  précédent  aux  problèmes  de  balistique.   [Voir  Jour- 
nal of  the  U.  S.  Artillery,vo\.  51,  1919-] 


Moore  (C.  N.).  - —  [D26]  On  the  summability  of  developmenls 
in  Bessels  functions  [Sur  la  sommabilité  des  développements 
en  fonctions  de  Bessel]  (  1  o-- 1 56] . 

Etablissement  des  conditions  suffisantes  pour  la  sommabilité  (Cesàro)  à  l'ori- 
gine et  la  sommabilité  uniforme  en  son  voisinage  des  séries  de  Bessel.  [  Voir 
les  articles  de  l'auteur  dans  les  Transactions,  vol.  10.  1909;  vol.  12,  191 1  ;  — 
Ford  (W.  B.),  Studies  on  divergent  séries  and  summability,  chap.  V;  —  Young 
(  W.  H),  Proceedings  of  the  London  Math.  Soc,  2e  série,  vol.  18,  1919-1920.] 

Posons 

f(x)—f{o)  =  v(x)  : 

i6  Si  pour  o^x^i,     <->(x)  a  une  intégrale  de  Lebesgue  et  si  de  plus 


?(*) 


X*     r 


<  M,        o  <  x  <  c  <i 


(M,  p.    constantes    positives),    le    développement   de    f(x)    en    fonctions   de 
Bessel  d'ordre  v  =  o  est  sommable  (  C  -  1  à  l'origine. 
20  Supposons  qu'en  outre  en  posant 

g(x)  =  i/x.<p(x), 


l'intégrale 


X 


U  g(X-\-lt)  +  g{x  —  2t)  —  2g(x) 


fit 
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existe  et  — >- <>  uniformément  avec  //,  pour  0  < '  ./■     c\  que  de  plus 

(X-hAt)  —g(x—2t) 


r 


,n 


existe  et  qu'ertDn  la  variation  totale  de 


rS 


g(x+*t)-g{x->t)  dt 


dans  l'intervalle  p  u  7,  ->-o  avec  7  uniformément  pour  tout  x  tel  que  plus 
haut.  Dans  ces  conditions  le  développement  de  /(x)  déjà  défini  est  uniformé- 
ment sommable  (C-)  toujours  dans  le  même  intervalle  o^x^c  pourvu 
que  v  =  o,  /(o  )  =  0. 

Wilczynski  (E .  /.  ).  —  |06^J  One  pararoeter  families  and  nets 
of  ruled  surfaces  and  a  new  theory  of  congrue'nces  [Familles  à 
un  paramèlre  et  réseaux  de  surfaces  réglées  et  théorie  nouvelle 
des  congruences]  (15^-206). 

Une  congruence  peut  être  définie  comme  le  lieu  des  génératrices  d'un  sys- 
tème de  x1  surfaces  réglées  dépendant  d'un  paramètre  v.  Soient  u  le  paramètre 
dont  dépendent  les  génératrices  de  la  surface  (e);  yW,  jf(*)  (7.  =  1,  2,  3,  !\)  les 
coordonnées  homogènes  de  deux  points  de  la  génératrice  (u).  Suivant  la 
méthode  de  l'auteur  (Projectile  differential  geometry.  Leipzig,  1906,  p.  i33), 
on  les  considère  comme  déterminées  par  deux  équations. 

Îd2  y  d  v.  dz 

■dè-i-p"dTl+p--du+'7^  +  '^z=0' 
d' z  dy  dz 

du-       '  "  du  "  du        71 

où  les  coefficients  sont  ici  des  fonctions  de  u  et  V. 

Les  propriétés  projectives  de  la  surface  (c )  sont  complètement  déterminées 
par  les  invariants  de  fi),  mais  il  u'en  est  naturellement  plus  ainsi  pour  celles 
de  la  congruence.  D'abord  si  u  est  maintenu  fixe  on  a  une  seconde  famille  oc' 
dépendant  de  v  semblable  à  la  première.  Les  deux  constituent  ensemble  le 
réseau  (net).  L'auteur  détermine  ses  invariants  projectifs.  Il  en  déduit  ceux 
de  la  famille  dépendant  de  v  puis  ceux  de  la  congruence. 

Gr.ee'n  (G.  M.).  —  [03]  Nets  of  space  curves  [Réseaux,  de 
courbes  gauches.  Mémoire  posthume]  (207-K06). 

Soient yW  les  coordonnées  projectives  courantes  avec 
y(k)  _  f(k)  (  M>  „)        {k  =  i,  2,  3,4). 

Bull,  des  Sciences  mat  hem.,  a*  série,  t.  XLVIL  (Mai  1923.)  H. 3 
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Ces  fonctions  satisfont  à  un  certain  système  qu'une  transformation  projective 
ne  change  pas. 


d'y              d\y              ôy 
du7            du  dv            du 

?f  +  dy 

dv         J 

d-y          ,    d-y         . ,  dy         , 
-4  =  a     .    "\  ■  +  b  -£■  -+-  c' 
Oi "             du  dv            du 

£  +  *> 

dv 

et  qui  est  le  point  de  départ.  Étude  des  familles  paramétriques  u  =■  const., 
t'  =  coiisl.,  en  supposant  toutefois  que  les  y  ne  satisfont  à  aucune  équation  du 
type  de  Laplace 

'i7  v      a  ^y        dy 

*  — : h  3  ■—  -+-  y  -f-  +  8v  =  o, 

du  dv       'du  àv        J 

c'est-à-dire  que  les  deux  familles  ne  sont  pas  conjuguées. 


Wiener  [Norbert)*   —    [VI  b]     A   sel  of    postulâtes    for   fields 
|  S\>tème  de  postulats  pour  les  champs]  (237-246). 

Même  travail  pour  l'algèbre  ordinaire  que  celui  accompli  pour  les  algèbres  à 
la   Boole  par  H.  M.  Scheffer  |  Transactions  Amer.  Math.  Soc,  vol.  14,  1 9 1 3 J . 


Hazlett  (C.  O.).  —  [HiÂ].     A  theorem  on  modular  covariants 
[Théorème  sur  les  covariants  modulaires]  (  2  Ij-af)  j  i. 

Démonstration  de  ce  théorème  :  Les  covariants  modulaires  d'un  sytème  S  de 
formes  binaires  d'un  corps  de  Galois  GF[//']  sont  des  polynômes  formés 
avec  (yxP" — .ryl'"  \  et  lés  invariants  du  système  obtenu  en  adjoignant  une 
forme  linéaire  à  S  [voir  Sanderson,  Transactions  Am.  Math.  Soc,  vol.  14, 
igi3]. 


liai  dy  (G  .-H.).  -  [F8o?y]  On  the  représentation  of  a  number 
;is  the  suin  of  auv  number  of  squares,  and  in  parlicular  of  live 
[Sur  la  représentation  d'un  nombre  par  une  somme  d'un  nombre 
quelconque  de  carrés,  et  en  particulier  par  une  somme  de  cinq] 

(255-284). 

[Voir  Haiidy,  Proceedings  of  the  !\'at.  Acad..  vol.  4,  19*6,  p.  189-198;  — 
Hardy  and  Hamanujan,  Comptes  rendus,  1917:  Proceedings  London  Ma/h. 
Soc,  2«  série,  vol.  17,  1918,  p.  70-1 15;  Proceedings  Royal  Soc.  (A),  vol.  95, 
1918,  p.  i44-'55;  —  Rama.m  max,  Cambridge  Phi/.  Transactions,  vol.  '2'2,  1918, 
p.  269-276;  —  Hardy  and  Littlewood,  Quarterly  Journal,  vol.  48,  1919,  p.  272- 
293;  Cambridge  Phi/.  Proceedings,  vol.  19,  1919,  p.  245-2Ô4;  Gottinger 
Xachriclîlen,  1920;  Matliem.  Zeitschrift,  1920. J 

Soil  5   le    nombre   des   carrés.    L'auteur   prend  a- 8,  avec   en    général  s—b 
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m  8  rus  types  pour  leur  parité    II  construit  la  vërie  tingulière 


11 

ir5*nî  J° 


A,  =  i,        \t=  p  Va  (s(lil,-.- 
où  S,,  (  esl  la  somme  de  i  îauss 


!/)/;  Tt  l 


I 


/  ,■       /, 


la  sommation  étant  étendue  pour  //  aux  entiers  positifs  <Aret  premiers  avec 
lui.  L'auteur  montre  que  sauf  pour  s  =  2  la  série  a  pour  somme  le  nombre  de 
représentations  cherchées  pour  n.  lui  sommant  la  série  pour  s  =  8  on  a  les 
résultats  de  Jacobi.  L'auteur  obtient  aussi  ceux  de  Eienstein,  Smith,  Minkowski 
pour  s  =  5.  Remarques  sur  le  cas  s  >  8. 


Glenn  (O.-E.).  —  [Bi/.]  A  memoir  upon  formai  invariancy 
witli  regard  to  binarv  modular  transformations.  Invariants  of 
relativitj  [Mémoire  sur  l'invariance  formelle  par  rapport  aux 
transformations  modulaires  binaires.  Invariants  de  la  relativité] 

(28.5-3  12). 

Introduction  à  la  théorie  des  covariants  modulaires  attachés  à  un  corps  de 
rationalité  quelconque.  Systèmes  de  covariants  universels  de  certains  groupes 
mo  lulaires  spéciaux.  Théorie  des  semi-invariants  avec  application  aux  systèmes 
complets  pour  formes  d'ordres  1,  2,  4,  mocluli  l  et  3.  Systèmes  complets  de 
covariants  pour  ces  modules  de  la  quartique  générale  binaire  d'ordre  i.  Cer- 
taines questions  d'invariance  se  présentant  dans  la  relativité. 

Miller  (G. -A.).  —  [Ii<Y(3j  Properties  of  the  subgroûps  of  an 
abelian  prime  power  groupwhich  are  conjugate  under  its  group 
of  isomorphisms  [Propriétés  des  sous-groupes  d'un  groupe 
abélien,  d'ordre  puissance  d'un  nombre  premier,  conjugués  par 
rapport  au  groupe  de  ses  isomorphismes]  (3i3-32o). 

Conditions  d'existence.  Théorème  sur  leur  nombre  pour  les  différents  ordres 
qu'ils  peuvent  avoir. 


Jackson  (Dunham).  —  [D66|j]      On  the  order  of  magnitude  of 
the  coefficients  in  trigonométrie  interpolation  [Sur  l'ordre  de 
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grandeur  des  coefficients  dans  l'interpolation  trigonométrique  | 

(32  1-332). 

Soit  f  {x)  une  fonction  à  la  période  27 

-o.+  y   ci,  cos n x  -f-  b   %\nnx 

— . 

sa  série  de  Fouriei", 

V 

~r(x)  =-  a.   +  2"  ",,,,  iosnx  -f-  bt    *\nn  x 
1 

la  somme  trigonométrique  d'ordre  p  qui  prend  les  mêmes  valeurs  que  f  (x) 
en  2/»  -*-  1  points  équidistants  de  l'intervalle.  Les  coefficients  sont  donnés  par 

0  0 

'  >n  a  lima     =  a„,  \\mbn   —  bn  quand  p     ►  ». 

En  supposant  f  {x)  à  variation  bornée,  l'auteur  trouve,  par  des  sommations 
partielles. 

1  K  V  /  V 

"„      —  — »         b„    =  — , 

■  m   S'  est  la  variation  totale  dans  l'intervalle  o  —  211. 

Si  f'{x)  est  à  variation  bornée  avec  une  variation  totale  de  V  dans  le  même 
intervalle, 

où  L  ne  dépend  pas  de  p.  Par  une  première  méthode  l'auteur  montre  que  l'on 

Vit 
peut  prendre  L  =  —  et  par  une  seconde  que  l'on   peut  prendre  la   moitié  île 

cette  valeur.  Extension  aux  dérivées  d'un  ordre  quelconque. 

Moore  [R.'L.).  —  [Joe]      Concerning  simple  continuons  curves 
[Sur  les  courbes  simples  continues]  (333-347  J- 

Définilion  d'un  arc  simple.  L'arc  ainsi  défini  est  de  Jordan.  Carat  térisalion 
des  courbes  fermées  simples.  Discussion  de  la  définition  des  arcs  continus 
simples.  [  Voir  Janiszewski  (Journal  de  l'Éc.  Polyt.,  a"  série,  vol.  16,  191 1- 
1912.  p.  79-170):  —  Lknnes,  American  Journal,  vol.  33,  1911,  p.  3o8;  Bull. 
Am.  Math.  Soc,  vol.  1?,  1906,  p.  -iS\;  —  Sierpinski,  Annali  di Mat.,  ?>'  série, 
vol.  26,  191'i,  p.  i.-ii-iôo:  —  ki.iNK.  Moore,  Proceedings  .Xat.  Acad.,  vol.  'i, 
1918,  p.  364-370;  —  Hallett.  Bull.  Am.  Math.  Soc  vol.  25,  iq«q,    p.   325-3-26.] 

Ritt  (J.-F.).  —  [Hllr/J      On  the  itération  of  ralional  functions 
|  Sur  l'itération  des  fonctions  rationnelles]  (348-356). 

Elude  des  itérées  d'une  fonction  rationnelle  basée  sur  un  théorème  de  Boetl- 
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cher  [Bull.  Soc.  math,  de  Kazan,  vol,  14,  igo5,  p.  176  .  Voir  les  Notes  de 
MM.  Jllia,  FATOD,  LATTES,  RllT  dans  les  Comptes  rendus  de  11)17  et  1918; 
aussi  Juua,  Journal  de  Muth..  1918;  —  FatOO,  BuM.  Soc.  ma//t.  de  France, 
tgig.] 

Le   Stoiwgeon   (E.).   —  [  D  1  <^  j     Minime   of  functions  of  linrs 
[Minima  des  fonctions  de  Lignes]  (3^5-383). 

Soit  F[(Xâ(a?)]  une  fonctionnelle.  D'après  Fréchel  Transactions  Am. 
Math.  Soc,  vol.  15,  1914,  p.  i3g],  P[X„+r(  —  F  X,  peut  être  exprimée  en 
terme  des  différentielles  premières  et  secondes  telles  qu'il  les  a  définies.  Mais 
ses  définitions  exigent  la  continuité  d'ordre  zéro  variation  tendant  vers  zéro 
avec  le  maximum  de  \rt(x)  \  sur  ab].  Cependant  quand  cette  variation ->  o 
seulement  quand  les  maxima.  de  \r,(x)  |  et  de  \f\'(x)  |  sur  ab,  ->  0  simulta- 
nément il  y  a  continuité  d'ordre  un.  C'est  le  cas  particulier  pour  les  intégrales 
du  calcul  des  variations.  L'auteur  généralise  les  résultats  de  Riesz  (Comptes 
rendus,  vol.  149.  p.  974-977!  Ann-  Éc.  .Xorm.,  vol.  31,  if)i4)  pour  la  première 
différentielle  qui  est  une  fonctionnelle  linéaire  L(t,  )  et  de  Fréchet  pour  la 
seconde  B(ti,  ïi),  par  les  relations 

L(ti)  =    I      -r,  (  x  )du{  x  )  -+-    /     t/(j7)  du,{x), 
•11  •   <i 

B(t,,t,)=  I       I      T.(ar)  rt(y)dxrp{x,r) 

+  2    /         /       rllx)rl'(y)  à  ,y  >/(./-,  y) 

•       tt         *■     tl 

-+-      f     f   ■rt'(x)f;(y)diyr(.r.r). 
•-  «     •  11 

Si  F  a  un  minimum  en  \(x)  on  doit  avoir  une  relation 

m,  (a?)—   /      u(x)  dx  =  kx  -1- /. 
*.  tt 

Sous  certaines  restrictions  il  a  une  condition  nécessaire  pour  un  minimum 
analogue  à  celle  de  Jacohi  dans  le  calcul  des  variations.  S.  F[X„]  est  un 
minimum,  l'équation 


l 


b 
\u(y)clyr/(y.  x)  -i-u'(y)  d  r(x.y)] 


T      f    [u(y  |  tl,/i(x,y)-i-u'(y)dyq(x.  y)    dx  =  k 

J  a       J  tl 


=  kx  -+■  /, 


où  u(x)  s'annule  en  a  et   en   un    point  x',  intérieur  à  ab,  donne  nécessaire- 
ment u  (  x  )  =  11. 
Interprétation  pour  les  intégrales  du  calcul  des  variations. 
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Simonds  (E.-F.).  —  [Ci«]  Invariants  of  infinité  groups  in  the 
plane  [Invariants  des  groupes  infinis  dans  le  plan]  (38{-3(jo). 

Application  aux  groupes  du  point  et  des  transformations  de  contact,  des 
résultats  d'un  article  précédent  [Transactions  Am»  Math.  Soc,  vol.  19,  1918, 

p.   323-25o]. 

S/tan-  (J.-B.).  —  [N23c]  On  triplj  orthogonal  rongruences 
[Sur  les  congruences  triplement  orthogonales]  (3ç)i-4o8). 

Ktude  des  champs  de  vecteurs  triplement  orthogonaux,  de  longueur  égale 
à  un.  Méthode  vectorielle,  calcul  à  l'aide  des  quateroions. 

Witczy-nski  (E.-J.). —  [0'7«^J  A  set  of  properties  characte- 
ristic  of  a  class  of  congruences  cojinected  with  the  theory  <>f 
fonctions  [Un  ensemble  de  propriétés  qui  caractérisent  une 
classe  de  congruences  reliées  à  la  théorie  des  fonctions]  (4°9~ 
115). 

Soit  F(~)  une  fonction  non  linéaire.  Joignons  par  une  ligne  droite  les  deux 
points  z,  F(~)  de  la  sphère  de  Neumann.  On  obtient  ainsi  une  congruence 
déjà  étudiée  par  l'auteur  (Transactions  Amer.  Math.  Soc,  vol.  '20,  1919).  Il 
v  a  obtenu  toute  une  série  de  propriétés  qu'il  démontre  cette  fois  caractéris- 
tiques. Traitement  spérial  quand  F(-)  est  linéaire. 

Ale.xander  (J.-W.).  —  [S  là]  On  the  equilibrium  of  a  fluid 
mass   at   rest    [Sur   l'équilibre    d'une    niasse    fluide    en   repos] 

(446-45o). 

Réponse  par  la  négative  à  la  question  suivante  posée  par  Liapounoff  [  Com- 
munications de  la  Soc.  math  de  Khaikow,  1887]  et  Poincaré  [Comptes 
rendus,  vol.  104,  1887  ]  :  —  Une  masse  fluide  incompressible  soumise  à  la  seule 
loi  d'attraction  de  Newton  et  sans  forces  extérieures,  peut-elle  posséder  d'autres 
positions  d'équilibre  que  la  sphère? 

Aline  (J.-R.).  —  [Joe]  Concerning  the  approachability  of 
simple  closed  and  open  curves  [Sur  l'accessibilité  des  courbes 
ouvertes  et  fermées  simples]  (/{5i-458).         y 

Démonstration  de  ce  théorème.  —  Soient  K  un  ensemble  ponctuel  plan  fermé, 
S  l'ensemble  de  tous  les  points  du  plan,  S  —  K  =  S,-t-  S2  où  S,,  S2  sont  deux 
domaines  mutuellement  exclusifs  tels  que  tout  point  de  K  soit  frontière  pour 
chacun  d'eux.  Pour  que  K  soit  une  courbe  simple  fermée  ou  une  courbe  ouverte 
il  faut  et  il  suffit  qu'il  soit  localement  connexe.  [  Voir  Schoenfliks,  Gottinger 
Nachr.,  1902;  —  Lknnes,  Amer.  Journal,  vol.  33,  ign;  —  Moore,  Transac- 
tions Ann.  Math.  Soc,  vol!  17,  1916.]  Salomon  Lefschetz. 
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A.NNALS  OF   M  \TIII  M  \  1ICS. 
Séi  ie  II.  vol.  ~2'2,  i<)  >>>-  [gai. 

Boutroux  {Pierre).  —  |Nli'|  On  multiform  func lions  defîned 
bj  differential  équations  of  the  firsl  order  [Sur  les  fonctions 
multiformes  définies  par  des  équations  différentielles  du 
premier  ordre  |  (i-io   . 

L'auteur  y  fait  l'étude  de  l'équation 

/+A0+A,v-  A..J---T-  Aj;=o, 

où  les  A  sont  des  polynômes  en  x  la  variable  indépendante.  Il  fait  de  suite  le 
changement  île  variable  y  =  —  >  l'équation  devenant  alors 

zz'=  \,z        \.z-\z        \ 

qu'il  classifie,  trouvant  comme  cas  le  plus  simple 

zz'=  A,~  -  A  . 

Soit  mi  le  degré  de  A,.  On  a  trois  cas  différents  suivant  que  />*;>,  =  ou 
<2to2-(-i  et  dans  cet  artiele  l'auteur  s'attache  à  l'exemple  simple  suivant  du 
premier 

(i)  ::=jm;  +  '2(r1 — \) 

-e  proposant  de  traiter  toute  la  question   en   détail  dan-  les  Annales  de  l'Ecole 
Normale. . 

Les  solutions  de  (i)  que  l'auteur  se  propose  d'étudier  sont  finies  à  distance 
finie  et  ne  possèdent  en  général  que  des  points  critiques  algébriques  à  dis- 
tance finie  permutant  deux  branches.  Pour  des  solutions  spéciales  il  y  a  cepen- 
dant comme  points  transcendant-  les  affixes  des  racines  cubiques  de  l'unité. 
Le  point  ^  est  toujours  une  singularité  transcendante.  En  exprimant  la  solu- 
tion de  (i)  à  l'aide  d'un  certain  paramètre,  l'auteur  arrive  à  en  étudier  le 
groupe  qui  est  infini  mais  composé  avec  six  substitutions  fondamentales  dont 
trois  sont  les  inverses  des  trois  autres. 

Coolidge  (J:  L.).  —  [Q]  Hermitian  metries  [Métriques  hermi- 
tiennes]  (i  1-28). 

Il  s'agit  de  la  Géométrie  où  la  distance  d  de  deux  points  aux  coordonnées 
homogènes  Xi}  r,  est  définie  en  terme  de  la  forme  hermitienne  (à  indéter- 
minée* conjuguées 
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par  la  relation 


k  arc 


(  Fbt'r   Fubini,   ^4«j   rfc/   Reale   Istitulo    Veneto,    vol.  63,   1903-1904;  —  Study, 
Math.  Ann.,  vol.  60,  iÇ)o5.) 

Si  (1)  est  définie  on  a  la  géométrie  elliptique. 

Enfin  en  remplaçante/  et  xt,  y„,  par  -,   kxt,  kym   et   prenant  comme  défi- 
nition de  la  distance  lim   d,  on  a  la  géométrie  parabolique.  Avec  (1)  sous  la 

£ — y  *> 
forme  canonique 


v   — 


on  aura  alors 


Métrique  de  la  droite.  Trigonométrie  plane.  Hyperconiques.  Formules  diffé- 
rentielles. 

Carmichael  (R.-D.).  —  [.D6«]  On  the  expansion  of  certain 
analytic  fonctions  in  séries  [Sur  les  développements  en  série 
de  certaines  fonctions  analytiques)  (2Q-35). 

Soient  p  une  constante  positive,  g{x)  une  fonction  au  développement  asymp- 
lotique 

g{x)~x*-?*e«+?*(l+^+^+...) 

valide  dans  un   secteur  V  contenant  la  partie  [positive   de  l'axe  réel  et  l'autre 
axe  tout  entier. 

On  suppose  de  plus  g(x)  analytique   en   tout  point  de  Y  où  |#|>Y  cons- 
tante donnée.  Les  séries 


s(*)  =  2*c,£if 


(x  +  k) 


(*)      . 
0 

ont  déjà  été  étudiées  par  l'auteur  (  Transactions  Amer.  Math.  Soc.  vol.  17, 
1916;  Bull.  Am.  Math.  Soc,  vol.  23,  1917;  American  Journal,  vol.  39,  1917; 
vol.  40,  1918).  Ici  il  s'agit  des  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une 
fonction  soit  représentable  par  une  série  S(x  +  a),  où  a  est  une  constante 
dépendant  de  la  fonction. 


Morley  (F.-V.).   —  |K'86]     Notes  on  the  Cyclic  quadrilatéral 
[Notes  sur  le  quadrilatère  inscrit]  (35-43). 

Etude  des  configurations  obtenues  en  considérant  les  triangles  formés  avec 
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les  sommets  d'ua  quadrilatère  inscrit.  Traitement  analytique  surtoul   par  le 
calcul  vectoriel. 


)/<>/■/<■)(  /•'.).  —  |K\K/;|  Note  on  the  preCeding  paper  [Note  sur 
l'article  précédent]  (43). 

Gronwall  {  /.-//.).  —  [ S 6 J  Qualitative  properties  of  the  bailistic 
trajèctory  [Propriétés  qualitatives  de  la  trajectoire  balistique] 

(44-65). 

Les  équations  différentielles  du  mouvement  d'un  projectile  rapporté  à  deux 
axes  rectangulaires  du  plan  où  il  se  meut  (on  le  considère  roinme  un  point) 
sont 

„  „    ,  „     ,  _,        résistance 

x  =  —  Ex  ,        y  =  —  Ey  —  &;         E  =  — : 

J  J        °  vitesse 

La  fonction  E  dépend  de  x,  y,  x',  y',  t.  Dans  le  vide  E  =  o  et  l'intégration 
conduit  aux  relations  classiques  du  mouvement  parabolique.  L'auteur  rem- 
place ces  relations  par  des  inégalités  en  se  servant  uniquement  d'abord  de 
l'hypothèse  E>o,  et  trouve  ensuite  d'autres  inégalités  en  admettant  que  E  ne 
dépend  que  de  y  et  de  v,  que  la  résistance  augmente  ou  est  slalionnaire  quand  y 
croît,  enfin  qu'elle  augmente  plus  rapidement  que  v  quand  v  croît.  Certaines  de  ces 
inégalités  remontent  à  P.  de  Saint-Robert  (  Torino  Memorie,  2"  série,  vol.  16, 
i855)  et  Zaboudsky  {Balistique  extérieure,  Saint-Pétersbourg,  1890). 

Wiener  {Norbert).  —  [Dl«]  The  mean  of  a  functional  of 
arbitrary  éléments  [Moyenne  d'une  fonctionnelle  d'éléments 
arbitraires]  (66-72). 

Daniell  a  indiqué  (Anna/s  of  Math.,  vol.  19,  1918^  vol.  20,  1919)  comment 
une  fois  définie  la  notion  d'intégration  pour  une  classe  restreinte  de  fonctions 
d'éléments  quelconques  on  peut  de  suite  l'étendre  à  une  classe  plus  large.  Il 
ne  détermine  toutefois  pas  la  manière  d'établir  l'intégration  pour  la  classe 
primitive.  Celte  lacune  est  comblée  ici  jusqu'à  un  certain  point. 

Trevor  (J.-E.).  —  [Bl]  On  certain  déterminants  associated 
vvith  transformations  employed  in  thermodynamics  [Sur  certains 
déterminants  associés  à  des  transformations  employées  en  ther- 
modynamique] (^3-85). 

Un  certain  problème  d'équilibre  d'un  mélange  de  deux  fluides  conduit  à  une 
règle  pour  le  signe  de  certains  déterminants.  Généralisation. 

Eisenhart  (L.-P.).  —  [Tla]     The  permanent  gravitational  field 
Bull,  des  Sciences  mathéni.,  2"  série,  t.  XLVII.  (Juin  1923.)  R.4 
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in  the  Einstein  theorv  [Le  champ  gravitalionel  permanent  dans 
la  théorie  d'Einstein]  (86-94). 

Sous  les   hypothèses  suivantes  fauteur  obtient  les  ds-  de  plusieurs  auteurs 
(Einstein.  Schwarzschild,  Levi-Civita,  Weyl,  Kottler)  : 


ds2  =  V2  df1  —  ds^  ;         ds^  =  >  i.k  ait  dxt  dxk, 

1 
où  V  et  les  aik  sont  indépendantes  de  t. 

II.  V  est  une  solution  de  A26=o,  où  A26  est  le  paramètre  différentiel  de 
Beltranii  relatif  à  rfsg.  Cette  hypothèse  est  équivalente  à  G44  =  0. 

III.  Les  surfaces  \  =  const.  forment  partie  d'un  système  triplement  ortho- 
gonal de  l'espace  des  x. 

IV.  Leurs  trajectoires  orthogonales  correspondent  aux  trajectoires  des  parti- 
cules dans  l'espace  x1x.,x3t. 

V.  La  forme  ds*  est  euclidienne  en  première  approximation. 

Zeldin  (S.-D.).  —  [J  ïf]  On  the  structure  of  continuons  groups 
willi  a  linite  ntimber  of  cxceptional  infinitésimal  transformations 
[Sur  la  structure  des  groupes  continus  à  nombre  fini  de  trans- 
formations infinitésimales  exceptionnelles]  (gS-toi). 

E>ans  sa  thèse  (Clark  University  1917)  l'auteur  a  discuté  les  conditions  à 
imposer  à  un  groupe  à  transformation  exceptionnelle  unique  pour  qu'il  soit 
possible  de  simplifier  certaines  des  constantes  de  structure.  Même  discussion 
ici  pour  le  cas  de  plusieurs  transformations  exceptionnelles. 

Gromvall  (T.-H.).  —  L^Aj  Conformai  mapping  of  a  family  of 
real  conics  upon  another  [Représentation  conforme  dune 
famille  de  coniques  réelles  sur  une  autre]  (1 02-1 2-). 

Détermination  de  toutes  le3  fonctions  qui  conduisent  à  la  représentation 
conforme  d'au  moins  une  famille  de  coniques  sur  une  autre  (la  famille  doit 
dépendre  d'au  moins  un  paramètre  réel). 

L'auteur  écrit  d'abord  l'équation  générale  des  coniques  en  termes  des  variables 

conjuguées  z,  z,  discute  la  condition  générale  pour  que  deux  familles  à  un 
paramètre  se  correspondent  dans  une  représentation  conforme  et  l'applique  au 
cas  particulier  qu'il  étudie. 

M alsh  (J.-L.).  —  [A3e]  On  the  location  of  the  roots  of  the 
derivative  of  a  polvnomial  [Sur  la  location  des  racines  de  la 
dérivée  d'un  polynôme]  (  1 28-1 44)- 

Quelques  résultats  géométriques  reliés  au  théorème  de  Gauss  sur  la  position 
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des  racines  de  la  dérivée  d'an  polynôme  el  .1  ce  théorème  île  jensen  dont 
l'auteur  fournil  la  première  démonstration  : 

Soit  f{z)  nn  polynôme  réel.  Les  racines  imaginaires  de  sa  dérivée  ne 
sont  pas  extérieures  aux  cercles  ayant  pour  diamètres  les  lignes  allant  de 
chaque,  racine  imaginaire  de  f(z)  à  sa  conjuguée. 

Murray  (F. -IL).  —  [IIo/a|  The  asymptotic  expansion  of  tne 
Sturm-Liouville  fonctions  [Développement  asymptotique  des 
fondions  de  Sturm-Liouville]  (i45-i56). 

Développement  détaillé  de  la 'représentation  asymptotique  «les  fonctions  de 
Sturm-Liouville  relatives  au  système 

^r  +  [p2— ^(^)]r  =  °;      r(»)  =r(<)  =  0, 

dont  M.  Birkhoff  s'est  servi  pour  démontrer  directement  que  l'ensemble  de  ces 
fonctions  est  clos  (Proceedings  of  tlie  National  Academy  of  Sciences, 
vol.  3,  p,  656-65g).  L'auteur  se  sert  explicitement  de  l'équation  de  Yolterra  de 
deuxième  espèce  dont  d'autres  clans  des  questions  semblables  n'ont  fait  usage 
que  plus  ou  moins  implicitement. 

Ritt  (J.-F1.).  —  [DlrtJ  On  tlie  conformai  mapping  of  a  région 
into  a  part  of  it self  [Représentation  conforme  d'une  région  sur 
une  partie  d'elle-même]  (i5o-i6i). 

Extension  à  un  domaine  de  connexion  quelconque  du  théorème  préliminaire 
relatif  aux  régions  simplement  connexes  démontré  par  M.  Julia  dans  son 
deuxième  Mémoire  couronné  (Journ.  de  Math.,  191S ).  Application  : 

Il  est  impossible  d'effectuer  la  représentation  conforme  d'un  domaine  annu- 
laire sur  un  autre  qui  lui  est  intérieur. 

Eisenliart  (L.-P.).  —  [O'5/i]  Conjugale  nets  R  and  their 
transformations  [Réseaux  conjugués  R  et  leurs  transformations] 
(162-181). 

Une  congruence  W  est  définie  par  la  condition  que  les  lignes  asymptotiques 
sur  les  deux  surfaces  se  correspondent.  Quand  les  tangentes  aux  courbes  de 
chaque  famille  d'un  système  conjugué  de  courbes  sur  une  surface  forment  un 
tel  système  on  a  affaire  à  un  réseau  R.  Il  y  a  deux  types  de  transformations 
d'un  tel  réseau  en  un  autre,  transformations  W  el  transformations  T.  Celles  du 
second  type  ont  déjà  été  rencontrées  ailleurs  (Transactions  Am.  Math.  Soc, 
vol.  18,  1917  ). 

Fry  (T.-C).  —  [C2]  The  application  of  modem  théories  of 
intégration  to  the  solution  of differential  équations  [Application 
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des  théories  modernes  d'intégration  à  la  solution  des  équations 

différentielles]  (182-21  1). 

Méthode  pour  appliquer  les  théories  modernes  sur  les  intégrales  divergentes 
et  de  Stieltjes  à  l'élude  de  certaines  intégrales  reliées  à  l'identité  de  Fourier. 
Application  aux  équations  différentielles.  Il  en  résulte  un  sens  pour  une 
grande  catégorie  d'intégrales  nouvelles  ainsi  que  la  possibilité  de  l'emploi  des 
opérations  ordinaires  avec  elles. 

Hayashi  (  Tsurnichï).  —  ]0'2]  An  analjtical  solution  o,f  Biot's 
problem  [Solution  analytique  du  problème  de  Biol]  (2i3-2i6). 

Solution  analytique  de  ce  problème  : 

Trouver  une  courbe  plane  telle  que  les  rayons  lumineux  partant  d'un  point 
fixe  y  retournent  après  deux  réflexions  sur  la  courbe.  Solution  incorrecte  dans 
le  Traité  d'Analyse  de  Laurent,  t.  5,  1890,  p.  110.  Première  solution  correcte 
due  à  M,  f'ujiwara  (Tohoku  Math.  Journal,  vol.  2,  1912,  p.  i'i9)« 

]]  hittemoie  (J.-K.).  —  [0'6/i[  Minimal  surfaces  containing 
straight  lines   [Surfaces  minima  contenant  des  lignes  droites] 

(217-225).  . 

Dans  les  équations  d'Enneper-Weierstrass  d'une  surface  minima  réelle  il 
entre  une  certaine  fonction  arbitraire.  L'auteur  la  détermine  de  manière 
que  la  surface  contienne  des  segments  de  ligne  droite,  ceci  par  deux  méthodes 
différentes.  Les  surfaces  obtenues  ont  certaines  connections  avec  les  surfaces 
minima  doubles. 

Van  Vleck  (E.-B.).  —  [D4ca]  An  extension  of  Green's  lemma 
to  the  case  of  a  reclifiable  boundary  [Extension  du  lemme  de 
Gieen  au  cas  d'une  frontière  rectifiable]  (226-237). 

L'auteur  démontre  la  relation 


ff^^^f^^ 


sous  les  seules  hypothèses  que  C  est  rectifiable,  P(x,  y)  est  continue  dans  K 

"I"  •      . 

et  —   y  est  integrable. 

Ox  J  s 

Hammond (E.S.).  —  [O'o/î]     Periodic  conjugate  nets  [Réseaux 
conjugués  périodiques]  (288-262). 

n  fonctions  de  u,  v,  x(x\  x^\  ...,  x("\  solutions  d'une  équation  de  Laplace 
,  .  à"1  x         dloea  ox       O\osb  ux 

(l)  _   =  2-     —  H -S— h  CX, 

Ou  Ov  Ov       Ou  Ou        OV 
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quand   on    lea  considère   comme   1 rdonnées   homogènes  de   point   dans    un 

espace  Si  n  —  1  dimensions,  y  définissent  une  certaine  surface.  On  dit  que  les 
courbes  paramétriques  j  forment  un  réseau  conjugué  (conjugale  net),  N.  Les 
fonctions  xn  x  , 

tl.r         il  \o'j.(/  n.r         i)  \»"b 

(  2  )  x.  =  -3 x,        x  .  =  — x 

1       dv  dv  'l      du  <>u 

en  définissent  Jeux  autres  .\.  N-1  (Darboux,  Théorie  générale  des  surfaces, 
2  édition,  vol.  ?,  Chap.  II),  transformés  de  Laplace  d'ordres  un  et  moins 
un  de  N,  etc.  On  a  ainsi  les  suites  N_.< . . .  N  . . .  N.«.  L'auteur  en  étudie  les 
propriétés  et  en  particulier  les  conditions  pour  qu'elles  soient  périodiques.  En 
particulier  il  montre  que  s'il  correspond  à  (1)  une  suite  périodique  il  lui  en 
correspond  une  infinité  d'autres.  Il  étudie  ensuiie  d'autres  suites  analogues, 
notamment  une  suite  correspondant  à  une  transformation  définie  par  Lévy 
{Journal  de  l'École  Polytechnique,  vol.  56,  1S86,  p.  67). 

fi  alsli  (J.-L.).  —  [Jorf]      On  the  transformation  of  convex  point 
sets  [Sur  la  transformation  des  ensembles  convexes]  (262-266). 

L'auteur  démontre  ceci  : 

i°  Toute  transformation  ponctuelle  biunivoque  transformant  tout  ensemble 
convexe  en  un  autre  est  une  collinéation. 

20  Si  toute  transformation  circulaire  du  plan  transforme  une  courbe  régu- 
lière donnée  en  une  courbe  convexe,  la  courbe  est  un  cercle  ou  un  arc  de 
cercle.  Extension  à  l'espace  ordinaire. 

Salomon  Lefschetz. 


ANNALES  SCIENTIFIQUES   DE    L'ÉCOLE   NORMALE   SUPÉRIEURE. 
Tome  XXXVI  (1919)  ('). 

Délassas  (Etienne).  —  Etude  de  la  stabilité  de  l'équilibre  des 
paramètres  principaux  et  secondaires  d'un  système  dans  le  cas 
régulier  d'intégration  par  quadratures  (i-36). 

M.  Delassus  trouve,  pour  la  stabilité  du  paramètre  principal,  des  conditions 
analogues  à  celles  de  Lagrange.  Quant  aux  paramètres  secondaires,  il  parvient 
à  un  type  dans  lequel  tous  les  équilibres  paramétriques  sont  stables,  tandis 
que  dans  tous  les  autres  cas.  tous  ces  équilibres  sont  instables;  il  n'est  cepen- 
dant pas  démontré  qu'il  n'arrive  pas,  pour  i\a^  systèmes  matériels  correspon- 
dant à  des  indéterminations  paramétriques,  que  l'équilibre  correspondant  de 
ces  systèmes  soit  stable. 

(')  Voir  Bulletin,  t.  XLYI,  1022,  2e  Partie,  p.   |i. 


3o  SECONDE   PARTIE. 

Pérès  [Joseph).  —  Sur  certaines  transformations  fonctionnelles 
et  leur  application  à  la  théorie  des  fonctions  permutables  (3^- 

5o). 

Un  corps  de  fonctions  permutables  se  compose,  comme  l'a  montré  M.  Yol- 
terra,  des  fonctions 

.Q  (a)  =  \  {y  -  x  )  +   f         XC6)  <!>(  %,  X,  y  )  dl, 

où  ~k  est  une  fonction  arbitraire  et  <X>  une  fonction  fixe  satisfaisant  à  une 
certaine  équation  fonctionnelle.  <t>  n'est  d'ailleurs  pas  déterminé  par  ces  condi- 
tions pour  un  corps  donné.  M.  Pérès  le  détermine  de  façon  que  si 

<?{x,y)  =  Q(\),       i(x,y)  =  û(\t:), 
on  ait 

Il  trouve  d'abord  la  forme  générale  des  fonctions  <I>,  puis  représente  au  moyen 
de  l'une  d'elles  un  corps  déterminé,  enfin  étend  à  l'aide  de  ces  résultats 
certaines  propositions  de  M.  Vollerra  sur  la  représentation  des  fonctions  per- 
mutables à  une  fonction  donnée  et  retrouve  la  définition  donnée  par   M.   Vol- 

terra  de/1  où  z  est  irrationnel. 

Godeaux  {Lucien).  —  Mémoire  sur  les  involulions  appartenant 
à  une  surface  de  genres  i  (deuxième  Partie)  (51-70). 

La  première  Partie  est  parue  dans  le  Tome  XXXI,  igi/j,  du  même  recueil. 
L'auteur  détermine  ici  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une 
surface  de  genres  1  soit  l'image  d'une  involution  appartenant  à  une  surface  de 
genres  1.  En  outre  il  détermine  les  involutions  composées  de  deux  ou  plusieurs 
involutions  n'ayant  pas  de  point  de  coïncidence  en  commun.  Ce  Mémoire  est 
encore  à  suivre. 

Borel  {Emile).  —  Sur  l'intégration  des  fonctions  non  bornées, 
et  sur  les  définitions  constructives  (-1-91). 

Réponse  au  Mémoire  de  M.  Lebesgue  paru  dans  le  Tome  précédent.  M.  Borel 
défend  sa  définition  de  l'intégrale  des  fonctions  non  bornées,  et  examine  les 
questions  de  priorité. 

Julia  {Gaston).  —  Sur  quelques  propriétés  nouvelles  des  fonc- 
tions entières  ou  méromorphes   (premier  Mémoire)   (o,3-i25). 

M.  Julia  étudie  la  façon  dont  se  comporte  une  fonction  dans  un  angle  arbi- 
traire ayant  pour  sommet  une  singularité  essentielle  isolée,  au  point  de  vue 
notamment  de  la  répartition  des  valeurs  exceptionnelles.  Il  obtient  ainsi  des 
renseignements  nouveaux  sur  les  arguments  des  racines  de  l'équation  f  {z)  =  a, 
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quel  que  soit  (/.  Ces  renseignements  smit  valables  pour  les  fonctions  qui  onl 
une  valeur  asymptotique,  mais,  pour  les  autres  fonctions,  on  olitienl  d'autres 
résultais.  La  méthode  consiste  à  étudier  l'allure  de  la  fonction  quand  on 
approche  du  point  singulier  en  suivant  une  courbe  continue  quelconque; 
l'auteur  se  propose  d'étudier  plus  tard  l'approximation  par  un  mode  discon- 
tinu. 

Cotlon  [Emile).  —  Sur  la  notion  de  nombre  caractéristique  de 

M.  Lia  pou  no  IV  (  \2-j-i  85). 

M.  Cotton  relie  la  notion  de  nombre  caractéristique  (borne  supérieure  des 
nombres  réels  X  tels  que  eKlf(t)  tende  vers  zéro  quand  t  tend  vers  +00)  à 
celle  d'ordre  parenthèse  (/>,  q)  de  M.  liorel,  qui  lui  permet  de  définir  aussi, 
par  analogie,  un  nombre  caractéristique  supérieur.  Ces  notions  sont  encore 
généralisées,  en  introduisant  des  fonctions  de  comparaison  autres  que  la  fonc- 
tion exponentielle.  L'auteur  en  donne  différentes  applications,  notamment  à 
l'existence  de  la  frontière  du  domaine  de  convergence  de  certaines  intégrales 
(extension  des  fonctions  déterminantes  de  Laplace),  rayon  de  convergence 
d'un  système  de  n  séries  de  Taylor,  quand  on  connaît  un  système  d'équations 
linéaires  de  récurrence  déterminant  les  coefficients  de  rang  i  -t-  1  en  fonction 
de  ceux  de  rang  i;  différentes  notions  introduites  par  M.  Liapounolf  pour  les 
systèmes  différentiels  sont  étendues  aux  systèmes  linéaires  de  récurrence. 
Enfin,  M.  Cotlon  applique  les  nombres  caractéristiques  à  l'élude  de  systèmes 
de  récurrence  non  linéaires. 

Giraud  {Georges).  —  Sur  les  fonctions  automorphes  d'un 
nombre  quelconque  de  variables  (187-2.33). 

Ce  travail  traite  le  même  sujet  que  les  Leçons  sur  les  fonctions  auto- 
morphes (')  du  même  auteur,  mais  d'une  façon  un  peu  moins  complète,  sauf 
en  ce  qui  concerne  l'influence  du  choix  du  domaine  principal  sur  les  singula- 
rités des  fonctions,  influence  qui  est  ici  mieux  mise  en  lumière.  Les  groupes 
quadratiques  considérés  dans  la  seconde  section  de  la  seconde  Partie  ont  déjà 
été  signalés  par  M.  Fubini  dans  son  Introduzione  alla  teoria  dei  gruppi 
discontinui  e  délie  funzioni  automorfe. 

Stoïlow  (S.).  —  Sur  les  singularités  mobiles  des  intégrales  des 
équations  linéaires  aux  dérivées  partielles,  et  sur  leur  intégrale 
générale  (235-2Ô2). 

Ce  Mémoire  concerne  l'équation  linéaire  la  plus  générale  d'ordre  n  à  deux 
variables  indépendantes,  en  se  plaçant  dans  le  domaine  complexe.  Généralisant 
unlhèorème  de  la  Thèse  de  l'auteur  (2),  il  étudie  le  cas  où  les  fonctions  ini- 
tiales ont  des  singularités  entièrement  arbitraires,  sous  la  seule  restriction 
d'être  holoniorph.es   en    un   même  point.   Il   donne   ensuite   une  expression  de 

(')  Voir  Bulletin,  Tome  XLV,  1"  Partie,  p.  186. 
(2)  Voir  Bulletin,  Tome  XLI,  i'  Partie,  p.  1 1 +• 
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l'intégrale  générale,  valable  dans  un  domaine  assez  petit,  mais  indépendant 
des  fonctions  arbitraires,  domaine  ne  contenant  aucune  singularité  fixe,  mais 
contenant  autant  de  singularités  mobiles  que  l'on  veut.  L'expression  de  cette 
intégrale  générale  contient  un  nombre  fini  ou  infini  de  fonctions  attachées  à 
l'équation,  selon  que  l'équation  caractéristique  a  ou  non  toutes  ses  racines 
simples.  Dans  le  cas  où  ces  racines  sont  simples,  l'auteur  retrouve  l'expression 
de  l'intégrale  générale  due  à  M.  Le  Roux. 

Gambier  {Bertrand).   —   Sur   les    courbes   à  torsion  constante 
(263-409)  (à  suivre). 

Ce  travail  ne  ditlere  que  par  quelques  remaniements  et  additions  de  celui 
qui  a  été  couronné  par  l'Académie  des  Sciences  en  1916.  Il  contient  tous  les 
exemples  déjà  connus,  réels  ou  imaginaires,  de  courbes  algébriques  à  torsion 
constante,  et  une  grande  variété  d'exemples  nouveaux,  de  genre  et  de  degré 
arbitraires. 

Après  une  brève  introduction,  le  Chapitre  I  a  pour  titre  :  Happel  de  quelques 
résultats  antérieurs.  M.  Gambier  \  rattache  de  plusieurs  manières  les  courbes 
à  torsion  constante  aux  surfaces  minima;  notamment,,  à  toute  courbe  à  torsion 
constante  correspond  une  surface  minimum  inscrite  à  une  sphère,  et  surface 
et  courbe  sont  à  la  fois  algébriques  ou  à  la  fois  transcendantes  On  peut  aussi 
faire  correspondre  à  ces  courbes  des  surfaces  applicables  sur  le  paraboloïde  de 
révolution,  mais  l'auteur  en  renvoie  l'étude  à  un  Mémoire  du  Bulletin  de  la 
Société  mathématique 

Chapitre  IL  —  Étude  spéciale  des  courbes  algébriques.  L'auteur  est  amené  à 
exprimer  que  certaines  intégrales  abéliennes  sont  des  fonctions  algébriques, 
d'où  une  discussion  analytique  intéressante.  Signalons,  parmi  les  résultats,  que 
toute  courbe  algébrique  à  torsion  constante  a  tous  ses  points  à  l'infini  sur  le 
cerclé  de  l'infini,  et  avec  un  plan  oscillateur  isotrope;  si  la  courbe  est  réelle, 
elle  est  donc  de  degré  pair  et  fermée. 

Chapitre  III.  —  Exemples  divers  de  courbes  algébriques,  unicursales,  imagi- 
naires et  réelles.  Ce  Chapitre  contient  plusieurs  exemples  numériques,  dont  le 
dernier  montre  des  courbes  unicursales  de  degré  il\,  avec  un  cône  directeur 
des  binormales  de  degré  8. 

Chapitre  IV.  —  Symétries,  rotations:  exemples  de  courbes  unicursales  admet- 
tant un  nombre  arbitraire  de  points  à  l'infini;  indicatrices  des  torsions  non 
unicursales. 

Georges  Giraid. 
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COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie 
DES  Sciences,   publiés  par  Al  M.  les  SECRÉTAIRES  PERPÉTUELS. 

Tome  172,   ier  semestre   iapi. 

Picard  (E.).  —  Sur  certaines  fondions  se  rattachant  à  des  surfaces 
fermées  (20-2.3). 

Cette  Note  résume  les  résultats  le-i  plus  importants  obtenus  dans  divers 
Mémoires  de  l'auteur,  et  dont  il  serait  désirable  d'approfondir  l'étude.  Il  s'agit 
des  intégrales  de  l'équation 

0  du  dv  o  ou  Ov 


au  \     y/EG  —  F2    /        <>v   \      ^eg  _  F5 


=  x  s  i:g  —  l'.v 


qui  correspond  à  un  problème  d'équilibre  calorifique  sur  une  surface 
fermée  (ds2  =  E  diû-h-  i  F  du  dv  -+-  G  dv1).  Il  y  a  une  infinité  de  valeurs 
singulières  de  X  pour  lesquelles  il  existe  des  intégrales  uniformes  et  partout 
continues  sur  la  surface;  pour  la  sphère,  ce  sont  les  fonctions  Y„  de  Laplace; 
l'auteur  examine  aussi  le  cas  du  tore.  Si  ).  n'a  pas  une  valeur  singulière,  il 
existe  une  solution  uniforme  sur  la  surface  ayant  un  infini  logarithmique  en 
un  seul  point. 

Angelesco.    —    Sur   certaines  équations    différentielles   linéaires 
complètement  intégrables  (4o-4i)- 
L'auteur  donne  l'intégrale  générale  de  l'équation 

\\_  m  (P  —  Ï)  lp  —  i  —  *)'-Ap  —  9  +  *)  rf''~'Q  d'y  -  o 
Zu  ■     I;  1,2.   \q  —  i)  dxi—  dx> 

(  =o 
où  Q  est  un  polynôme  de  degré  q  et  p  un  nombre  quelconque  supérieur  à  q. 

Petot  (A.).  —  Sur  les  chocs  dans  les  engrenages  de  changement 
de  vitesses  des  automobiles  (42-44)- 

En  négligeant  les  frottements,  l'auteur  obtient  les  formules  qui  donnent,  de 
proche  en  proche,  les  valeurs  des  percussions  dans  les  trains  d'engrenages.  Il 
en  fait  l'application  aux  engrenages  à  développante  de  cercle  utilisés  dans  les 
boîtes  de  vitesses  des  automobiles. 

Liénard.  —  Potentiels  scalaires  et  vecteurs  dus  au  mouvement  de 
charges  électriques  (5i-54)- 
L'auteur   indique   l'origine  de  la   divergence  entre   les  formules  données  par 
Bull,  des  Sciences  inathém.,  ic  série,  t.  XLVII  (Juillet  1920).         K.5 
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lui  et  celles  obtenues  par  M,  Anderson  :  celui-ci  a  admis  implicitement  une 
hypothèse  qui  n'est  pas  vérifiée  en  général. 

Guichard  (C .).  —  Sur  les  couples  de  deux  congruences  O,, 
polaires  réciproques  par  rapport  à  un  complexe  linéaire  ( 1 4  I_ 
i43). 

En  appelant  O,  la  congruence  formée  par  les  tangentes  à  la  première  série 
des  lignes  de  courbure  d'une  surface,  l'auteur  ramène  la  recherche  des  couples 
de  l'énoncé  à  celle  d'une  congruence  plane  dont  les  réseaux  focaux  sont  des 
réseaux  2O;  ce  dernier  problème  se  résout  facilement  si  l'on  connaît  deux 
surfaces  à  courbure  totale  constante  rapportées  à  leurs  lignes   asymptotiques. 

Varopoulos  (  Th.).  —  Sur  les  fonctions  ayant  un  nombre  fini  ou 
infini  de  branches  (i44-'4t>). 

L'auteur  démontre  qu'une  transcendante  algébroïde  u  =  9(2),  à  v  branches, 
satisfaisant  à  l'équation 

«' -t-  A,  (s)  uv~i-Jt- . ..+  Av_,(s)  «4-  Av(*)  ==  o 

(où  les  At(s)  sont  des  fonctions  entières  linéairement  indépendantes),  prend 
dans  le  domaine  de  l'infini  toutes  les  valeurs,  sauf  peut-être  v  +  i,  l'infini 
compris.  Ce  théorème  s'étend  à  des  fonctions  plus  générales;  on  en  tire  aussi 
des  conséquences  intéressantes  pour  la  fonction  inverse  z  =  W(u). 

Villat  (//•).  —  Sur  l'écoulement  initial  d'un  liquide  par  un  orifice 
brusquement  ouvert  (i48-i5o). 

Dans  un  article  du  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  (1920),  M.  Vergne 
a  montré,  sur  un  cas  particulier,  que,  lors  de  l'ouverture  brusque  d'un  orifice 
dans  un  vase  contenant  un  liquide  au  repos,  tout  le  débit  est  fourni,  au  début 
de  l'écoulement,  par  les  bords  de  l'orifice. 

L'auteur  discute  ici  le  problème  d'une  manière  générale,  au  moyen  des 
formules  qu'il  a  données  antérieurement,  et  précise  les  conditions  sous  lesquelles 
ce  résultat  reste  exact. 

Gouy  (G.).  —  Sur  un  théorème  d'optique  géométrique  et  son 
application  aux  systèmes  de  prismes  (196-201). 

Dans  les  systèmes  optiques  on  trouve  d'ordinaire  aisément  la  marche  des 
rayons  et  des  ondes  pour  un  certain  faisceau  privilégié;  le  problème  est  plus 
difficile  pour  les  autres  faisceaux;  l'auteur  indique  une  construction  très  simple 
pour  déduire  de  la  connaissance  du  faisceau  privilégié  les  propriétés  d'un  fais- 
ceau peu  diflerent. 

A /a/rade   (J.).   —  Les   déplacements  élastiques    transverses   du 
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centre  de  gravité  du  spiral  cylindrique  el   des  doublets  (aoà- 

205). 

Les  formules  données  à  ce  sujet  par  Caspati  sonl  inexactes,  sans  cependant 
compromettre  les  résultats  essentiels  de  son  Mémoire;  railleur1  établi t  ici  les 
formules  rectifiées,  donnant  les  coordonnées  du  centre  de  gravité. 

h' aluni  (G*).  —  Sur  les  fonctions  automorphes  i  a65  j. 

L'auteur  indique  que  l'énoncé  de  son  théorème,  qui  a  été  justement  critiqué 
par  M.  Giraud  (voir  t.  171,  1920,  p.  i365),  doit  être  en  effet  complété  par  une 
condition  qui  est  supposée  implicitement  remplie  dans  la  démonstration,  el  qui 
a  été  omise  par  distraction. 

Varopoulos  (Th.).  —  Sur  une  classe  de  fonctions  multiformes 
(265-267). 

Soit  la  fonction  u  =  <p(z)  tirée  de  l'équation 

A„(z)  ■+■  At(z)  M-H...+  A„(z)  u.>  +  ..  .=  o 

où  A,,  ...,  A„,  ...  sont  des  fonctions  entières  en  nombre  infini;  l'auteur  étend 
a  ces  fonctions  quelques  propriétés  indiquées  dans  des  Notes  antérieures  (t.  171, 
p.  991,  1200  et  i368).  Il  démontre  en  particulier  que,  sous  certaines  conditions, 
le  nombre  total  de  valeurs  exceptionnelles  de  y(c)  ne  surpasse  jamais  (v -+- 2), 
l'infini  compris. 

\i'ronnet  (A.).  —  Variation  d'une  trajectoire  conique  sous 
l'action  d'une  résistance  de  milieu  (267-269). 

La  variation  du  grand  axe  est  toujours  de  même  sens  que  celle  de  la  vitesse  v, 
l'excentricité  d'une  orbite  elliptique  ne  varie  pas  si  la  résistance  est  proportion, 
nelle  à  c,  ou  inverse  de   la   distance  d;  elle   tend    vers  celle   d'un  cercle  si  la 

résistance  est  proportionnelle  à  une  puissance  de  v  ou  de  —  supérieure  à  l'unité; 

dans  le  cas  contraire  l'excentricité  augmente.  La  variation  de  la  longitude  du 
périhélie  est  proportionnelle  à  e3. 

Birkeland  (-/?.).  — Résolution  de  l'équation  algébrique  générale 
par  des  fonctions  hypergéométriques  de  plusieurs  variables 
(3o9-3n). 

Dans  une  Note  antérieure  (t.  171,  p.  1370),  l'auleur  a  établi  que  les  racines 
d'une  équation  algébrique  de  degré  n  peuvent  s'exprimer  par  une  somme  de 
fonctions  hypergéométriques  de  (n —  1)  variables;  il  précise  ici  ce  résultat  en 
indiquant  la  manière  de  conduire  le  calcul  pour  former  effectivement  ces  fonc- 
tions. 
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Jouguet  (E .  ).  —  Sur  le  cas  de  Poincaré  dans  la  théorie  de  l'élas- 
ticité (3i  i -3 1 4)- 

Voigt  et  Duliem  ont  étudié  les  propriétés  thermodynamiques  des  solides  élas- 
tiques, en  utilisant  les  foi-mules  de  Poincaré  pour  les  déformations  à  partir 
d'un  élat  initial  où  les  tensions  ne  sont  pas  toutes  nulles;  mais  ils  ont  supposé 
que  ces  tensions  étaient  petites. 

L'auleur  veut  s'affranchir  de  ces  restrictions  en  supposant  l'état  initial  quel- 
conque mais  homogène,  et  la  déformation  infiniment  petite  et  pure;  il  obtient 
ainsi  des  formules  qui  généralisent  celles  de  nombreux  auteurs. 

Lecornu  (L.).  —  Sur  le  mouvement  varié  des  fluides  (35o-353). 

Dans  le  mouvement  non  permanent  d'un  fluide,  on  peut  à  chaque  instant 
considérer  :  la  trajectoire  (C.)  d'une  molécule,  la  file  de  molécules  (C.,)  et  la 
ligne  de  courant  (C3)  qui  passent  en  un  point  A.  L'étude  de  la  position  rela- 
tive de  ces  courbes  au  voisinage  de  A  donne  d'intéressants  renseignements  sur 
les  accélérations  et  permet  de  mettre  en  évidence  un  système  de  variables  indé- 
pendantes plus  commodes  que  celles  de  Lagrange. 

Giraud  (G.).  —  Sur  les  fonctions  automorphes  (354-355). 

L'auteur  donne  quelques  précisions  sur  le  différend  qui  s'est  élevé  entre 
M.  Fubini  et  lui  (voir  ci-dessus). 

Varopoulos   {Th.).    —    Sur   quelques   points    de   la   théorie  des 
nombres  (355-356). 

Soit  un  polynôme  ?(x),  à  coefficients  non  tous  algébriques;  appelons  (E) 
l'ensemble  des  valeurs  algébriques  de  x  pour  lesquelles  <?(x)  est  un  nombre 
algébrique;  (E')  celui  pour  lequel  y{x)  est  de  la  forme  Aer/,  (A,  a,  algé- 
briques) ;  parmi  ces  derniers  nombres,  ceux  pour  lesquels  le  quotient 
'?(xy)  :  '-o{x.,)  est  algébrique  seront  dits  équivalents;  soit  (  E,  )  l'ensemble  des 
valeurs  de  (E)  non  équivalentes;  l'auteur  démontre  que  l'ensemble  (E),(E,) 
ne  surpasse  pas  n;  le  nombre  des  valeurs  équivalentes  ne  surpasse  pas  (n — i). 

Axel  Egnell.  —  Sur  la  détermination  des  congruences  de  droites 
dont  le  plan  moyen  est  donné  (356-359). 

Le  problème  revient  à  trouver,  dans  un  plan  tangent  (II)  à  une  surface  (S), 
un  point  P  qui  soit  centre  de  la  congruence  sur  la  droite  D  passant  par  P  et 
perpendiculaire  à  (II).  En  désignant  par  H  et  K  les  courbures  moyenne  et 
totale  de  (S),  par  E,  F,  G  les  coefficients  de  Gauss,  la  détermination  de  P 
dépend  de  celle  de  a  et  jî  par  l'équation 

à    ,    „    ,   .    d 


r(aKu)+_(SKu)  +  H(o=o,         w  =  i/EG  —  F2. 
ou  dv 

On  peut  se  donner  sou  jîj;  l'auteur  en  tire  de  nombreuses  conséquences. 
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I  ilhtt  1  //.  \.     -  Sur  1rs  mouvements  cycliques  d'un  fluide  Limité 
par  un  mur  el  contenant  un  solide  1  35q-36i  i. 

Soit  I»  un  domaine  plan  illimité,  compris  entre  un  solide  s  el  nu  mur  plan 
ou  courbe  R;  un  couranl  Quide,  provenant  de  l'infini,  occupe  ce  domaine. 
L'élude  des  mouvements  se  fait  par  une  représentation  de  D  sur  une  couronne 
plane,  suivant  une  méthode  générale  due  à  l'auteur;  par  exemple,  dans  le  cas 
où  le  proOl  de  S  esl  circulaire  et  li  rectiligne,  la  pression  s'obtient  par  une 
intégrale  définie  d'une  fonction  elliptique;  l'auteur  en  donne  l'expression  sous 
forme  finie,  bien  qu'on  ne  puisse  obtenir  l'intégrale  indéfinie. 

Ravigneaux  (P.).  —  Méthode  graphique  pour  l'élude  des  trains 
é  1 1  i  cycloïda  u  x  ( 36 1 -363 ) . 

On  peut  représenter  trois  membres  quelconques  P,  Q,  K  d'un  train  épi- 
cycloïdal  par  trois  points  figuratifs,  sur  une  même  droite,  el  tels  que  chacun 
d'eux  divise  le  segment  limité  par  les  deux  autres  proportionnellement  aux 
vitesses  que  possèdent  les  membres  correspondants  quand  le  troisième  est  fixe. 

L'auteur  a  basé  sur  ce  principe  une  représentation  graphique  qui  met  en 
évidence  les  vitesses  des  divers  membres  et  facilite  l'étude  de  ces  systèmes. 

Gambier  (B.).  —  Sur  les  systèmes  articulés  déformables  ou  trans- 
formables (363-366). 

Soit  un  mécanisme  à  m-\-p  nœuds  d'articulation,  formé  par  mp  tiges  qui 
relient  m  points  A;  à  p  points  B  .  Moyennant  certaines  conditions  de  compati- 
bilité évidentes,  on  peut  former,  avec  les  mêmes  tiges,  plusieurs  mécanismes 
différents,  dits  transformables,  ou  même  une  infinité  dépendant  d'un  para- 
mètre arbitraire  (systèmes  déformables).  Imaginons  que  m  et  p  grandissent 
indéfiniment,  les  points  A  et  B  étant  répartis  sur  deux  courbes  ou  surfaces  (A) 
et  (B);  il  existe  alors  un  seul  mécanisme  transformable,  non  déformable  :  il 
se  compose  de  deux  quadriques.  Pour  qu'un  mécanisme  soit  déformable,  il 
faul  et  il  suffit  qu'il  comprenne  comme  première  courbe  une  conique  ou  une 
droite,  ou  bien  qu'il  se  compose  de  deux  courbes  situées  dans  deux  plans  rectan- 
gulaires. 


Gony  (G.)..  —  Sur  l'aplanétisme  et  la  condition  des  sinus   ( 4 1 9- 
423). 

Les  diverses  démonstrations  données  depuis  Abbe  montrent  que  la  condition 
des  sinus  est  nécessaire  pour  l'aplanétisme,  mais  ne  prouvent  pas  qu'elle  soit 
suffisante;  l'auteur  en  donne  une  démonstration  correcte,  en  utilisant  les  résul- 
tats de  sa  Note  précédente  (voir  ci-dessus). 


Guichard  (C).   —  Sur  certains  réseaux  qui  se  présentent  dans 


38  SECONDE  PARTIE. 

l'étude    des   congruences    qui    appartiennent    à   un    complexe 
linéaire  (423-425). 

L'auteur  poursuit  l'étude  des  congruences  commencée  dans  sa  Note  précé- 
dente (voir  ci-dessus);  il  obtient  en  particulier  lés  résultats  suivants  : 

Pour  que  les  plans  osculateurs  aux  lignes  de  courbure  d'une  surface  se  coupent 
suivant  une  horizontale,  il  faut  et  il  suffit  que  la  représentation  sphérique  de 
ces  lignes  soit  la  même  que  celle  d'un  hélicoïde  d'axe  vertical.  Pour  que  ces 
droites  d'intersection  appartiennent  au  complexe,  il  faut  et  il  suffit  que  le 
réseau  O  formé  par  les  lignes  de  courbure  soit  harmonique  à  une  congruence  C 
du  complexe. 

Sptirre  (de).  —  Calcul  du  coup  de  bélier  dans  une  conduite  ali- 
mentant une  turbine  à  forte  réaction  (420-427). 

Dans  une  Note  antérieure  (t.  171,  1920),  l'auteur  a  montré  que,  'dans  les 
conditions  indiquées  et  pour  une  loi  de  fermeture  donnée,  le  coup  de  bélier 
peut  dépasser  de  beaucoup  celui  qui  se  produirait  si  la  turbine  était  sans  réac- 
tion ;  il  donné  ici  les  formules  permettant  de  calculer  effectivement  le  coup  de 
bélier  maximum. 

Wavre  (/?•)•  —  Sur  une  équation  de  Fredholm  dans  le  domaine 
complexe  et  son  application  à  la  théorie  des  systèmes  d'équa- 
tions linéaires  à  une  infinité  d'inconnues  (432-434). 

Soit  l'équation 

2  ir  1  J  p  \      z  /   z 

Sous  certaines  hypothèses,  en  posant 

x? 
N  =  ESa  „  — >         f(x)=Zc„x" 

et  en  prenant  pour  r  un  cercle  de  centre  O,   les  coefficients  de   la  série    de 
Taylor  pour  %  (x)  seront  les  solutions  du  système 

xp-  }Xaf,„xn=cp. 

L'auteur    en    déduit    quelques    propriétés   des    solutions    de    ce    système    (les 
sommes  s'étendent  de  zéro  à  l'infini). 

Delaunay  (#•).  —  Résolution  de  l'équation  indéterminée 

qX*—pX*Y  +  nXY2+  Y»  =  1 

(434-43(5). 

Soient  a  la  racine  réelle  de  l'équation  a3  =  noi^-j-  p  a  -1-  g,  et  E,  =  ca!+ia  +  c 
l'unité  fondamentale  de  l'anneau  O(a),   laquelle  se  calculerai-  la  méthode  de 
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Voronoï;  on  peut  faire  en  sorte  qu'il  n'existe  p.is  de  nombre  X  tel  que  a  soit 
divisible  par  X'  et  b  par  X.  Les  solutions  (X,  Y)  cherchées  BO0I  les  puissances 
entières  sjf  ou  er"1  i[ui  sont  de  la  forme  l'a  +  Q.  L'auteur  montre  que  ces 
puissances  ne  peinent  exister  si  a  et  b  ont  un  diviseur  premier  impair;  il  en 
lire  quelques  remarques  qui  abrègent  lis  calculs. 


Bouligand  (G.).  —  Sur  certains  modes  de  détermination  des 
solutions  de  Aa  =  to2 u  (437-439). 

Soit  un  domaine  I',  de  frontière  S  non  singulière  ii  distance  finie,  et  possé- 
dant un  nombre  limité  de  branches  infinies  de  ^mre  fini;  l'auteur  indique  une 
condition  générale  pour  qu'une  solution  analytique  dans  D  et  nulle  sur  S  soit 
nulle  en  tout  point  de  D;  les  hypothèses  qu'on  pourrait  faire  sur  la  nature  des 
points  à  l'infini  de  D  ne  permettent  guère  de  préciser  davantage  les  résultats 
du  cas  général,  lorsque  w  ^  o,  ainsi  qu'on  le  voit  sur  divers  exemples;  il  en  va 
tout  autrement  pour  l'équation  de  Laplaee. 

Ilumbert  (G-).  —  Sur  les  formes  d'Hermite  ternaires  dans  un 
corps  quadratique  imaginaire  (champs  y/ — 1  et  y/ — 2)  (497~ 
5n). 

Soit  la  forme  d'Hermite 

f(x,  y,  z)  =  axxç  -4-  b"0  xy0  -+-  b"  x0y  -+-  a  yy0  ■+-  b0  y  s, 
-+-  bzyQ-\-  a"zz0  +  b'Qzx0+  b' z0x, 

où  a,  a',  a"  sont  des  entiers  réels,  b,  b0,  . . .,  x,  x^  ...  des  entiers  conjugués  du 
corps  quadratique  <J — 1  ou  \J — 2>  l'auteur  rappelle  d'abord  les  définitions 
essentielles  qui  interviennent  dans  la  théorie  des  formes;  soient  D  le  déterminant 
de  la  forme  et  A  le  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients  de  l'ad- 
jointe. (D  =  £22A);  dans  le  champ  \J-^ï,  il  obtient  l'expression  de  la  mesure 
du  nombre  des  représentations,  propres  ou  non,  d'un  nombre  positif,  premier 
à  2S2A,  par  les  formes  proprement  primitives  de  l'ordre  (il,  A).  Dans  le  cas 
où  AQ  est  impair,  l'application  à  la  forme  xx0 -+-  yy0 -+-  zz0  donne  le  nombre 
de  décompositions  d'un  nombre  impair  en  une  somme  de  6  carrés;  si  Aft  est 
pair,  on  obtient  un  grand  nombre  de  résultats  énoncés  par  Liouville.  L'auteur 
fait  la  même  étude  pour  le  champ  [/^2,  qui  donne  lieu  à  de  nombreuses  appli- 
cations. 


Cerf  (G.).  —  Sur  certains  systèmes  d'équations  de  Pfaff  et  les 
transformations  des  équations  aux  dérivées  partielles  (5i8-52o). 

L'auteur  expose  les  premiers  éléments  de  la  généralisation  au  troisième  ordre 
des  méthodes  employées  par  M.  Goursat  dans  l'étude  des  transformations  des 
équations  du  second  ordre,  par  le  moyen  des  systèmes  de  Pfaff. 
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Riabouchinski  {D.).  —  Mouvement  initial  d'un  liquide  en  contact 
avec  un  obstacle  à  arêtes  vives  (52i-52a). 

On  suppose  le  problème  plan  et  le  liquide  incompressible;  on  met  en  mouve- 
ment brusque  un  obstacle  limité  par  un  arc  de  cercle  concave  et  un  segment 
rectiligne  normal  au  courant  relatif;  il  apparaît  une  cavitation  derrière  l'obs- 
tacle et  l'auteur  donne  l'équation  de  la  courbe  de  décollement. 

Lippmann  (G.).  —  Détermination  de  Taxe  de  rotation,  de  la 
vitesse  de  rotation  d'un  corps  solide  et  réalisation  d'un  solide 
sans  rotation  (  55--56i). 

Étant  dunné  un  corps  isolé  dans  l'espace,  le  calcul  de  la  gravité,  fait  en 
trois  endroits  différents,  permet  de  met  ire  en  évidence,  sans  repère  extérieur, 
la  position  de  l'axe  et  la  vitesse  de  rotation  du  corps  :  on  peut  alors  facilement 
construire  un  mécanisme  permettant  de  donner  a  un  solide  une  vitesse  de 
rotation  nulle. 

Sparre  l  de).  —  Sur  le  rendement  maximum  des  turbines  ( 5 6 1 - 
564). 

Le  calcul  montre  qu'il  n'est  pas  toujours  avantageux  de  se  placer  dans  les 
conditions  de  rendement  maximum,  lequel  ne  s'obtient  qu'au  détriment  de  la 
\  itesse  de  la  turbine  :  dans  les  turbines  à  réaction,  un  sacrifice  de  i  à  2  pour  100 
sur  le  rendement  fait  gagner  1 1  à  25  pour  ioo  sur  la  vitesse. 

Julta  (G.).  —  Variation  de  la  fonction  qui  fournit  la  représenta- 
lion  conforme  d'une  aire  sur  un  cercle,  lorsque  le  contour  de 
l'aire  varie  (568-5~o). 

Soit  C  le  contour  de  l'aire,  qui  est  une  courbe  analytique  fermée,  A  un  point 
intérieur;  la  transformai  ion  Z  =/\{z)  change  C  en  un  cercle:  on  considère  la 
variation  de  f\(B)  pour  une  variation  du  conlour  définie  par  un  déplacement 
normal  8„  eu  chaque  point,  l'auteur  établit  l'équation  aux  dérivées  fonction- 
nelles à  laquelle  satisfait  f\  (  B). 

Gambier  i  13.  \.  —  Systèmes  articulés  déformables  et  couples  de 
surfaces  qui  s'en  déduisent  (5yO-5-3j. 

L'auteur  termine  l'énumération  des  systèmes  déformables  composés  de  deux 
courbes,  commencée  à  la  fin  de  sa  Note  précédente  (voir  ci-dessus);  te  problème 
présente  de  grandes  analogies  avec  la  recherche  de  deux  surfaces  Set  S,  admet- 
tant deux  familles  conjuguées  formées  de  courbes  de  contact  de  cylindres  et  de 
cônes,  et  applicables  l'une  sur  l'autre.  On  voit,  en  passant,  comment  on  peut 
déduire,  de  la  résolution  de  l'équation  générale  du  troisième  degré,  une  famille 
de  surfaces  S  et  S,  algébriques. 
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Picard  (E .).  —  Sur  l,i  détermination  <l<-  l'axe  de  rotation  et  de 
la  vitesse  de  rotation  d'un  corps  solide  (  6:>.()-(j3o). 

L'auteur  montre  que  le  problème  traité  par  M.  Lippmann  (voir  ci-dessus  ) 
peut  être  résolu  par  l'utilisation  de  n'importe  quel  phénomène  où  intervient  la 
rotation  :  gyroscope,  pendule  de  Foucault,  ef.. 

Gouy  (G.).  —  Sur  l'aplanétisme  imparfait  el  le  calcul  du  coma 
(632-636); 

L'étude  préalable  de  l'aberration  suivant  l'axe  permet  de  calculer  les  aberra- 
tions au  voisinage  de  l'axe  d'un  instrument  d'optique;  l'auteur  en  donne  ici  la 
solution  en  utilisant   les    résultats  indiqués  dans  ses   deux   précédentes   Notes 

(voir  ci-dessus  ). 

Dikson  (L.-E.).  —  La  composition  des  polynômes  (636-64o). 

Considérons  les  triples  de  polynômes  homogènes  à  /*  variables,  /,  <t>,  F,  qui 
admettent  un  théorème  de  composition  f  (x)  4>(  %  )  =  F(X),  où  Xu  ....  X„ 
sont  des  fonctions  bilinéaires  de  xx,  ...,  x„,  !•„  ...,  !;„.  Pour  les  déterminer, 
on  est  ramené  à  trouver  ceux  qui  ont  un  théorème  de  multiplication 

qui  ont  déjà  été  étudiés  par  l'auteur;  il  fait  le  calcul  pour  n  =  3. 

Rémoundos  (G. -./.).  —  Sur  les  couples  de  fonctions  algébroïdes 
dune  variable  correspondant  aux  points  d'une  courbe  algébrique 
de  genre  supérieur  à  l'unité  (6{5-64<i  ). 

Soit  f(x,  y)  =  o  la  courbe;  l'auteur  généralise  un  théorème  de  M.  E.  Picard 
en  démontrant  que  si,  dans  celte  équation,  on  remplace  x  par  une  fonction  a(z), 
algébroïde  dans  le  voisinage  de  z  =  o,  on  en  tire  une  autre  fonction  y  =  b(z) 
algébroïde  dans  le  voisinage  de  ;  =  o.  L'une  des  fonctions  a  et  b  admet  au 
moins  un  point  singulier,  autre  que  l'origine,  dans  un  certain  cercle  de 
centre  O. 

Traynard  (C.-E.).  —  Sur  les  fonctions  hvperelliptiques  singu- 
lières (647-649). 

Toute  relation  singulière,  de  diviseur  n,  d'invariant  A  et  de  type  À',  entre  les 
périodes  d'une  fonction  abélienne,  est  équivalente  à  la  relation  réduite 

ng  -+-  kh  —  m  g'  =  0.         A  =  À2-f-  !\mn. 

L'auteur  applique  les  méthodes  de  G.  Humbert  à  l'étude  des  fonctions  inter- 
médiaires relatives  à  ces  relations  et  en  déduit  quelques  applications  aux 
surfaces  hyperellipliques  singulières. 

Bull,  des  Sciences  mat  hem.,  2*  série,  t.  XLVTT.  (Août  iga3  )  R.6 
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Abramesco  (iV.).  —  Sur  les  développements  en  série  suivant  les 
inverses  de  polynômes  donnés  (64c)-65i). 

Soient  y(z)  une  fonction  régulière  à  l'intérieur  du  cercle  de  centre  O  et  de 
rayon  R,  et  Q„(s)  une  suite  de  polynômes  dont  toutes  les  racines  sont  exté- 
rieures au  cercle;  l'auteur  forme   un   cercle  à  l'intérieur  duquel   le  développe- 

R    ~n 
ment  z(z)  =    »    -=— — — -  est  certainement  valable;  si  la   fonction    est  régulière 

•—^    'In  (  z  ) 

dans  une  couronne,  on  peut  obtenir  un  développement  analogue  valable  dans 
une  couronne. 

I  aropoulos  (  Th.).  —  Sur  quelques  points  de  la  théorie  des  fonc- 
tions el  de  la  théorie  des  nombres  (65  i  -653  ). 

Soit  F  (  z,  x)  un  polynôme  de  degré  n  en  x,  dont  les  coefficients  A((«)  sont 
des  fonctions  entières  d'ordre  au  plus  égal  à  p;  x„  sera  exceptionnel  si 

F(z,  #,)=P0(*>-r-Q0(s)eH„<*>, 

H„,  P0,  Q0  désignant  des  polynômes,  le  premier  de  degré  £p.'  Soient  (  E,  ) 
l'ensemble  des  valeurs  de  x  pour  lesquelles  F(z,  x)  est  un  polynôme,  (E2)  celui 
pour  lesquelles  aucune  des  différences  H,  (s)  —  H  (s)  n'est  constante  :  l'auteur 
démontre  que  l'ensemble  (E,),  (E.,)  ne  surpasse  jamais  (ra-t-i):  il  en  tire  une 
application  à  une  catégorie  d'équations  algébriques. 

Denjoy  {A.).  —  Sur  un  calcul  de  totalisation  à  deux  degrés  (653- 
655). 

Dans  un  Mémoire  antérieur,  l'auteur  a  introduit  les  notions  de  fonction  con- 
tinue résoluble  el  à?  fonction  totalisable,  la  seconde  étant  la  dérivée  approxi- 
mative de  la  première.  Il  défiait  ici  une  opération  de  totalisation  symétrique 
à  2  degrés  (  T.,,  s),  sorte  d'intégration  à  trois  limites,  dont  il  étudie  quelques 
propi  iélés. 

Carie man  (T.).  —  Sur  une  classe  d'équations  intégrales  à  noyau 
asymétrique  (655-658). 
L'auteur  étudie  les  noyaux  satisfaisant  à  la  condition 

f     k'x,  t)k(y,  t)dt=f    k(t,  x)  k{t,  y)  dt. 

Toutes  les  fonctions  principales  de  k(x,  y)  sont  alors  des  fonctions  fondamen- 
tales et  les  pôles  de  la  résolvante  sont  tous  simples;  beaucoup  de  propriétés  des 
noyaux  symétriques  s'étendent  au  cas  actuel. 

Met  lin   (//.).   —  Résolution  de  l'équation  algébrique  générale  à 
l'aide  de  la  fonction  gamma  ( 658-66 1). 
Toute  équation  algébrique  peut  se  ramener  à  la  forme 
3"-f-  XlZni  +  .*.-)-  x  Z"p —  i  =  o, 
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où  les  exposants  sont  des  entiers  positifs  décroissants.  L'équation  <st  résolue 
dès  que  l'on  connaît  la  solution  principale,  qui  se  réduit  à  l'unité  pour 

Xx  =  J\  =  .  .  .  =  X    =  o. 

L'auteur  a   publié  en    igi5  des  formules  <] u i  donnfnl  cette  solution  au  moyeu 

d'intégrales  multiples  portant  sur  des  fonctions  I";  elles  peuvent  aussi  s'expri- 
mer par  des  séries  byper géométriques  et  se  relient  ainsi  aux  résultats  il<; 
M.  Birkeland. 

Walsh  (J.-L.).  ■■-  Sur  la  position  des  racines  des  dérivées  d'un 
polynôme  (66a-(i6  \  ). 

Soit  f(z)  un  polynôme  qui  a  toutes  ses  racines  à  l'intérieur  de  l'un  ou  l'autre 
de  deux  cercles  C,  et  C2;  l'auteur  construit  m  cercles  qui  contiendront  toutes 
les  racines  d'une  dérivée  déterminée  /'.". 

J  il  lia   (G.).    —  Deux  conséquences  de  l'équation   aux   dérivées 
fonctionnelles  qu'on  tire  de  la  représentation  conforme  (7>8- 

740- 

La  fonction  /.\(B),  étudiée  par  l'auteur  dans  sa  dernière  Note  (voir  ci-dessus), 
peut  s'écrire  sous  la  forme  g"(A,  B)  +  /y(A,  B);  y  est  une  fonction  harmo- 
nique de  B,  conjuguée  de  g  relativement  à  B.  L'auleur  tire  d'abord,  de  l'équa- 
tion aux  dérivées  fonctionnelles,  relative  à  /a(B),  une  équation  qui  donne  la 
variation  de  y  ;  il  montre  ensuite  qu'on  peut  en  déduire  deux  solulious  conju- 
guées de  l'équation  de  M.  Hadamard 


8*(U,  V)=   /  <t>(U,  M)  *(M,  V)  5/i 


th. 


Valiron  (G.).    —    Sur  les  zéros  des    fonctions   entières    d'ordre 
infini  ( y 4 1-744 )• 

Soient  F(z)  une  fonction  entière  d'ordre  infini  u(B),  et  K,  un  nombre  fixe 
supérieure  l'unité;  l'auteur  démontre  qu'il  existe  au  moins  un  angle,  d'ouver- 
ture donnée,  tel  que  l'ordre  des  zéros  de  F*(  z  )  —  a  qui  lui  sont  intérieurs,  ne 

puisse  être   inférieur  à  IMr-)  que  pour  une  seule  valeur  de  a. 

Hamy  (M.).    —    Sur   l'approximation    des    fonctions    de    grands 
nombres  (785--yo). 

L'auteur  résume  ses  recherches  sur  les  intégrales  de  la  forme 
où  n   désigne  un   nombre  positif  élevé;  moyennant   des   hypothèses  très  gêné- 
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raies  sur  f{z)  et  sur  le  contour,  il  donne  un  développement  asymptotique  de 
ces  intégrales,  dont  les  termes  s'expriment  très  simplement  au  moyen  d'expo- 
nentielles et  de  la  fonction  r. 

Traynard  (C.-E.).    —    Sur   certaines  surfaces   hyperelliptiques 
singulières  (797-798). 

Comme  suite  à  sa  Note  précédente  (voir  ci-dessus),  l'auteur  indique  quelques 
exemples  de  surfaces  hyperelliptiques  singulières,  ayant  des  droites,  des  points 
doubles,  des  sections  coniques,  etc.,  et  qui  correspondent  aux  cas  où  A  a  pour 
valeur  12,  8  et  9. 

Le  Rolland  (P.).  —  Sur  le  mouvement  du  pendule  à  suspension 
élastique  (800-802). 

L'auteur  étudie  le  phénomène  au  moyen  des  formules  de  l'élasticité  :  les 
conséquences  auxquelles  on  aboutit  ainsi  ne  sont  pas  d'accord  avec  les  expé- 
riences auxquelles  il  a  procédé  lui-même. 

Gouy  (G.).  —  Sur  le  calcul  du  coma  (827-828). 

Pour  compléter  sa  Note  précédente  (voir  ci-dessus),  l'auteur  montre  que  la 
correction  qu'il  faut  apporter  à  l'expression  du  coma,  quand  l'aberration  suivant 
l'axe  n'est  pas  nulle,  est  négligeable. 

Julio  (G.).  —  Sur  une  équation  aux  dérivées  fonctionnelles  ana- 
logue à  l'équation  de  M.  Iladamard  (83  1-833). 

Au  moyen  de  diverses  transformation?,  l'auteur  montre  que  l'équation  à 
laquelle  satisfait  la  fonction  /a(B)  (voir  ci-dessus  deux  Notes  du  même  auteur) 
peut  se  ramener  à  l'équation  de  M.  Hadamard,  ce  qui  explique  les  analogies 
constatées  dans  la  deuxième  Note. 

Denjoy  {A.).   —  Sur  la  détermination  des  fonctions  présentant 
certain  caractère  complexe  de  résolubilité  (833-835). 

En  adoptant  la  terminologie  exposée  dans  sa  dernière  Note  (voir  ci-dessus), 
l'auteur  démontre  que  si  deux  fonctions  résolubles  (2,  5)  admettent  sur  une 
épaisseur  pleine  la  même  dérivée  seconde  ordinaire-approximative,  leur  diffé- 
rence est  linéaire. 

Varopoulos  (Th.).  —  Le  théorème  de  M.  Landau  et  les  fonctions 
multiformes  (835-838). 

L'auteur  utilise  le  théorème  de  M.  Landau  pour  l'étude  des  fonctions  U  =  <?(x 
définies  par  l'équation 

A„(x)  -+■  \i(x)  U  +...-4i'A»_1(3?)  U"-'-l-P(.r,  U)  =  o, 
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avec  la   seule   hypothèse  :  l'i.r,  o)       P(  a?,  i).    il  i itre  ainsi,  sou-  certaines 

conditions,  l'existence  d'un  cercle  a  l'intérieur  duquel  la  (onction  ?  (.*•)  prend 
au  moins  une  fois  l'une  des  valeurs  0  ou  1. 


Carlson  (F.).  —  Sur  les  séries  de  Diiiclilci  |  838-84o  |. 

Soit  la  série  f(s)  =  Ea„e-*»J,  où  les  quantités  X„  croissent  indéfiniment; 
supposons  la  sommable  en  un  point  fini  s  et  d'un  ordre  fini;  supposons  enfin  /(s) 
régulière  et  bornée  pour  a  >  o.  L'auteur  montre  alors,  en  posant  |/(s)  |_  M, 

qu'on  a  £|  a„  |-=  M5  et  |  a,  |  -4-. . .+  |  a„  |  =  M  \  n;  il  indique  en  outre  une  égalité* 
portant  sur  deux  séries  analogues,  qui  complète  le  théorème  de  la  moyenne 
de  M.  Iladamard. 

Appell  (P-)-  —  Sur  le  mouvement  périodique  d'un  fluide  (885- 
886). 

Dans  ce  mouvement,  les  quantités  u,  i>,  n>,  p,  p  (notations  d'Euler)  sont 
développables  en  série  de  Fourier  et  l'auteur  montre  qu'on  peut  ainsi  étudier 
simplement  ces  mouvements;  il  donne  en  particulier  la  relation  qui  remplace 
ici  le  théorème  de  Bernoulli. 


Sparre  (de).  —  Sur  le  maximum  de  rendement  des   turbines  à 
libre  déviation  (896-899). 

L'auteur  répète  les  calculs  de  sa  Note  précédente  (voir  ci-dessus),  mais 
pour  les  turbines  à  libre  déviation;  les  résultats  sont  très  différents  :  il  n'y  a 
ici  aucun  intérêt  à  faire  de  sacrifice  sur  le  rendement  en  vue  d'augmenter  la 
vitesse  de  la  turbine. 

Humbert  (P-).  —  Les  polynômes  "Ç  d'IIcrmite-Didon  et  les  fonc- 
tions, de  Laplace  dans  l'hyperespace  (901-903). 

L'auteur  applique  la  méthode  de  changement  de  variables  qu'il  a  indiquée 
dans  des  Notes  antérieures  (t.  171,  1920,  p.  1116),  pour  obtenir,  dans  l'hyper- 
espace, des  fonctions  de  Laplace  qui  s'expriment  au  moyen  des  polynômes 
d'Hermite  généralisés  par  Didon. 

Denjoy  (A.).  —  Caractère  de  certaines  fonctions  intégrables  et 
opérations  Correspondantes  (903-906). 

L'auteur  poursuit  sa  théorie  des  opérations,  qui  généralisent  celles  de  dériva- 
tion et  d'intégration,  commencée  dans  ses  deux  Notes  précédentes  (voir  ci- 
dessus).  Il  précise  les  caractères  des  fonctions  intégrables  T-2,s  ainsi  que  le 
calcul  effectif  des  intégrales. 

Boussinesq   (J-).    —   Aplatissement  suivant  l'axe  polaire,  par  la 
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tension  superficielle,  d'une  goutte  liquide,  de  révolution  et  sans 
pesanteur,  possédant  une  vitesse  angulaire  donnée  u>  de  rotation 
autour  de  cet  axe  (941-946). 

On  peut  calculer  la  forme  fie  la  méridienne  et  l'on  en  déduit,  en  particulier, 
le  rayon  de  courbure  au  pôle  et  à  l'équateur. 

Gambier  (B.).  —  Courbes  algébriques  non  unicursales  à  torsion 
constante  (9.53-956). 

Le  problème  revient  à  tracer  sur  une  sphère  une  courbe  algébrique  le  long 
de  laquelle  trois  certaines  intégrales  sont  algébriques;  le  calcul  est  en  général 
compliqué:  Fauteur  indique  un  procédé  de  récurrence  qui  permet  de  le  simpli- 
fier et  qui  donne  même  la  solution  complète  dans  certains  cas. 

Guichard  (C).  —  Sur  les  systèmes  triplement  indéterminés  de 
droites  et  leurs  conjugués  par  rapport  à  un  complexe  linéaire 
(1005-1009). 

Soient  D  une  droite  qui  dépend  de  trois  paramètres  et  qui  décrit  une.  dévelop- 
pable  lorsque  chaque  paramètre  vaiie  seul;  soit  A  sa  conjuguée  par  rapport  à 
un  complexe  linéaire.  L'auteur  étudie  les  conditions  pour  que  le  système  D,A 
soit  identique  au  complexe. 

Boussinesq  (•/•)•  —  Rectification  et  complément  à  une  Note  du 
18  avril  sur  l'aplatissement  d'une  goutte  liquide  animée  de  rota- 
tion (io85-io8b). 

Bonnesen  (  7'.).  —  Sur  une  amélioration  de  l'inégalité  isopérimé- 
trique  du  cercle  et  la  démonstration  dune  inégalité  de  Minkowski 
(1087-1089). 

Soit  une  courbe  (C),  simple,  fermée,  convexe,  de  périmètre  p  et  d'aire  /; 
soient  H  lerayon  du  plus  petit  cercle  enfermant  (C)  et  r  le  rayon  du  plus  grand 

cercle  contenu  dans  (C);  l'auteur  démontre  la  formule  :  j-r  —  /=  —  (  R —  >')2- 

Il  en  déduit  une  formule  analogue  pour  les  intégrales  de  contour  des  surfaces 
fermées  convexes  :  dans  le  cas  de  la  sphère  on  a  l'inégalité  de  Minkowski. 

Alayrac.  —  Mouvement  du  centre  de  gravité  d'un  solide  symé- 
trique par  rapport  à  un  plan  vertical  se  déplaçant  dans  un  milieu 
résistant  (1089-1092). 

Ce  problème  est  celui  d'un  avion  à  commandes  bloquées;  l'auteur  étudie  le 
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mouvement  du  centre  de  gravité  el  classe  les  divers  types  <le  trajectoires;  il  en 

déduit  les  conditions  de  stabilité  du  mouvement  rectiligne. 

I  aney  (  F.  ).  —  Sur  1rs  polj  nomes  de  Laguerre  i  i  i  "i  i - 1  i  53  ). 

L'auteur  étudie  les  propriétés  des  polynômes  l'„<  '/.  x)  définis  par 

t-«A  =  y  hnPa{a,  x); 


i  —  ah 


ils  satisfont  à  des  identités  diverses  ;  ils  appartiennent  d'ailleurs  à  une  classe 
de  polynômes  étudiée  par  M.  Appel I  et  se  réduisent  à  ceux  de  Laguerre 
pour  a  =  i. 

Angelesco  (A.).  —  Sur  une  représentation  des  polynômes  par 
des  intégrales  (i  1 53— i  1 55). 

Soient  K(m)  une  fonction  de  signe  constant  pour  o£  «16,  P,/  x  )  et  !!„(«  ) 
deux  polynômes  de  degré  »  vérifiant 

P„(x)=    f     K(tt)  {x  —  m)"II„(  u)  du; 

«-   a 

l'identification  permet  de  calculer  les  coefficients  de  n„  en  fonction  de  ceux 
de  P„.  L'auteur  montre  que  si  l'équation  Pn(x)  =  o  a  p  racines  réelles  et 
distinctes  entre  a  et  b,  l'équation  Un(x)  =  o  aura  p  racines  réelles. dans  cet 
intervalle.  Ces  polynômes  n  possèdent  d'autres  propriétés,  en  rapport  avec  les 
polynômes  orthogonaux  et  ceux  de  M.  Appel). 

Birkeland  (/?•)•  —  Sur  la  convergence  des  développements  qui 
expriment  les  racines  de  l'équation  algébrique  générale  par  une 
somme  de  fonctions  hvpergéométriqiies  de  plusieurs  variables 
(i  1 55-i  1 58). 

L'auteur  généralise  les  développements  donnés  dans  une  Note  antérieure 
(t.  171,  to/io,  p.  1370)  et  indique  des  conditions  suffisantes  de  convergence  qui 
évitent  d'avoir  recours  aux  règles  de  M.  llorn. 

Gambiei'  (B.).  —  Courbes  algébriques  réelles,  non  unicursales,  à 
torsion  constante  (1  1  58- 1  i(h). 

Les  courbes  obtenues  par  l'auteur  sont  de  degré  et  de  genre  arbitrairement 
grands  et  correspondent  birationnellement  aux  courbes  planes  : 

y"(i  -\-  ax)"1  =  x"1  -+-  a 
Denjoy  (A.).   —  Calcul  des   coefficients  d'une  série   trigonomé- 
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trique  convergente  quelconque  dont  la  somme  est  donnée  (1218- 
1221). 

Poursuivant  l'élude  des  opérations  de  dérivation  et  d'intégration  généra- 
lisées,  commencée  dans  ses  Notes  précédentes  (voir  ci-dessus),  l'auteur 
démontre  que  si  E(6)  possède  une  dérivée  seconde  généralisée /(6),  elle  est 
résoluble  (2,  s)  et  a  pour  dérivée  seconde  ordinaire-approximative /(9)  ;  il  en 
déduit  le   calcul   des  coefficients  d'une  série   trigonométrique  de  somme /(6). 

Dumas  (G.).  —  Sur  les  contours  d'encadrement  (1221-1228). 

L'auteur  indique  un  procédé  pour  obtenir  ces  -contours,  qui  transforment 
une  surface  de  Hiemann  fermée  quelconque  en  une  surface  simplement 
connexe.  Sa  méthode  repose  sur  la  transformation  préalable  de  la  surface  en 
un  polyèdre. 

Bratu.  —  Sur  les  séries  dont  le   terme  général  tend  vers  zéro 
(1223-1226). 

Représentons  le  ternie  général  u„  par  son  affixe  M„  dans  un  plan  d'origine  O, 
et  faisons  la  somme  des  vecteurs  OA1,-h  OM,  +  . . . -l-  OM„=  OS„. 

L'auteur  étudie  l'ensemble  (E)  formé  par  les  points  S„  ;  si  u„  tend  vers  zéro, 
l'ensemble  dérivé  (E')  est,  ou  bien  composé  d'un  seul  élément  (série  conver- 
gente si  cet  élément  est   à   distance   finie),  ou    bien  a  la   puissance  du  continu. 

Valiron  (G.).  —  Sur  les  fonctions  entières  d'ordre  fini  (1226- 
1227  .. 

Soient  :  une  telle  fonction  f(z)  =  ~c,,zn,  d'ordre  p,  /•„  le  module  du  /;ièn>e  zéro, 
M(r)   le   maximum  du   module  de  /   pour  \z\  = /•  et    H„   le  rapport  rectifié 

de  lc„|  à  |c_.|.  Si   0   n'est  pas  entier,  les  séries  7    — ?    7    —  et  l'intégrale 


£ 


convergent,  ou  non,  en  même  temps;  ce  résultat  subsiste,  sauf  pour  la  deuxième 
série  dans  le  cas  de  divergence,  si  p  est  entier. 

Le  Roux  (/.)•  —  Sur  la  théorie  de  la  relativité  et  le  mouvement 
séculaire  du  périhélie  de  Mercure  (1227-12.30). 

L'auteur  donne  une  intégration  simple  des  équations  d'Einstein,  pour  le  cas 
du  champ  de  gravitation  engendré  par  une  particule;  il  remarque  que  la  rela- 
tivité elle-même  n'intervient  en  rien  dans  cette  question  où  d'ailleurs  le  temps 
n*est  pas  la  même  chose  qu'en  mécanique  ordinaire.  La  loi  de  gravitation  qui 
explique  l'anomalie  de  Mercure  a  donc  été  obtenue  à  propos  de  la  théorie  de 
la  relativité,  mais  n'en  est  pas  une  conséquence. 
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Guichard  (G.).  —  Sur  les  systèmes   3  I  •  I < > 1 1 1    huiles  les  droites 
appartiennent  à  un  complexe  Linéaire  i  i  '.-."»- 1  ■>.—  i. 

La  détermination  de  ces  systèmes  revient  à  'celle  d'un  point  M  qni  décrit  un 
système  triple  orthogonal  connu. 

Ju/ia  (G.).   —  Sur  les  discontinuités  des  solutions  de  certaines 
équations  de  Fredholm  (1279-1281). 

Soit  une  équation  de  Fredholm  pour  laquelle  le  noyau  N  est  le  quotient  de 
deux  fonctions  G(x,  z)  et  H(x,  z).  holomorpb.es  dans  un  domaine  H  qui 
contient  le  chemin  d'intégration  C,  mais  la  fonction  II  ne  s'annulanl  pas  dans 
le  voisinage  de  ce  contour.  Soit  alors  P  la  courbe  que  doit  décrire  x,  à  l'inté- 
rieur de  H,  pour  que  la  variable  z  tirée  de  H( x.  z)  =  o  décrive  le  contour  C: 
l'auteur  démontre  <|ue  P  est  une  ligne  de  discontinuité  artificielle,  du  type 
introduit  par  Hermile. 

Humbert  (P.).  —  Sur  les  polynômes  btypergéomé triques  (ia8a- 

1283). 

Les  polynômes  x"  Fl  —  /«,  p,  y,  —  )»  où  F  est  la  fonction  de  Gauss,  sont  de  la 

classe  de  M.  Appell:  or  les  polynômes  PH<a.  x)  de  M.  Vaney  (voir  ci-dessus) 
interviennent  comme  cas  particuliers  limites  des  précédents  :  cela  éclaire  les 
résultats  obtenus  par  M.  Vanej'. 

Lévy  (P.).  —  Sur  quelques  questions  de  ealcul  fonctionnel  (i283- 
ia85  ) 

L'auteur  indique  une  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  fonc- 
tionnelle soit  représentais  dans  un  domaine  par  une  série  uniformément 
convergente  de  polynômes  fonctionnels  normaux  de  classe  p;  il  énonce  à  ce 
sujet  diverses  propositions  sur  la  moyenne  d'une  fonctionnelle  dans  un 
volume. 

Jekhowsky  {B.).  —  Sur  les  fonctions  de  Bessel  à  deux  variables 
(i33i-i332). 

L'auteur  donne  de  ces  fonctions  une  expression  sous  forme  de  séries  entières 
à  deux  variables,  et  en  déduit  quelques  propriétés. 

Kogbetliantz  (E.).  —  Sur  les  développements  de  Jacohi  (  1 3 3 3- 
i334). 

Soit  une  fonction  sommable  f(x)  et  son  développement  en  série  de  polynômes 
hypergéométriques  de  Jacobi  P^a -^'(x);  l'auteur  indique  les  conditions  sous 
lesquelles  cette  série  sera  sommable  (C,  ô>i  —  a — [$),  avec  la  somme 

;  [/(*•—<>)-»-/(*•  +  «)]■ 

Bull,  des  Sciences  math.,  2°  série,  t.  XX Vil.   (Septembre  192.'}.)  R.7 
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Delassus  {E.).  —  Sur  une  conséquence  des  lois  du  frottement 
(i335-i337). 

La  loi  de  frottement  F  =  tp  (V)-f-  N/(  v)  conduit  à  des  absurdités  qui  tiennent 
uniquement  à  la  notion  de  continuité  et  qui  ne  peuvent  donc  être  écartées; 
l'auteur  montre  que  cela  ne  prouve  pas  que  la  loi  soit  à  rejeter,  mais  plutôt 
que  certaines  hypothèses,  considérées  comme  évidentes  dans  la  théorie  du 
frottement,  doivent  en  réalité  être  fausses. 

Pincherle  (S.).  —  Sur  une  équation  intégrale  dans  le  domaine 
complexe  ( 1 396-1 397). 

A  propos  de  la  Note  ci-dessus  de  M.  Wavre,  l'auteur  rappelle  qu'il  a  exprimé 
des  idées  analogues  dans  un  travail  paru  en  1916;  il  rappelle  quelques-uns  de 
ses  résultats. 

Gambier  (B.).   —  Sur  les  surfaces  applicables  et  l'équation  de 
Laplace  (1397-1400). 

Soit  C  un  réseau  conjugué  sur  la  surface  S;  on  peut  obtenir  une  infinité  de 
surfaces  S,  correspondant  à  S  par  plans  tangents  parallèles;  C  se  transforme 
sur  S,  en  un  réseau  C,  également  conjugué.  On  démontre  facilement  qu'il 
existe  0,1  ou  une  infinité  de  surfaces  S'  applicables  sur  S  avec  conservation 
de  la  qualité  du  réseau  C;  l'auteur  montre  qu'il  en  existera  le  même  nombre 
pour  S,  et  en  déduit  un  moyen  pour  trouver  de  nouveaux  couples  de  surfaces 
applicables.  Il  est  à  remarquer  que  la  plupart  des  exemples  connus  de  défor- 
mation peuvent  s'obtenir  par  ce  moyen. 

Auric.  — ■  Sur  la  théorie  des  nombres  algébriques  idéaux  (i4oo- 
1402). 

Soil  une  équation  algébrique  irréductible  dont  les  coefficients  at  appar- 
tiennent à  un  corps  algébrique  A,  holoïde  complet;  soit  L  le  corps  normal  de 
Galois  correspondant  à  cette  équation.  L'auteur  montre  l'intérêt  qu'il  y  aurait 
à  ce  que  L  soit  holoïde  complet  et  à  établir  une  correspondance  univoque 
entre  L  et  A. 

Il  suffirait  pour  cela  de  postuler  l'existence,  réelle  ou  idéale,  de  certains 
nombres  de  L;  la  théorie  des  idéaux  serait  ainsi  à  modifier;  il  y  aurait  un  plus 
grand  nombre  d'idéaux  premiers,  mais  cela  entraînerait  un  progrès  analogue  à 
celui  que  l'introduction  des  nombres  complexes  a  amené  dans  l'étude  des 
racines  réelles  des  équations. 

Bertrand  (G.).  —  Equations  de  Fredholm  à  intégrales  princi- 
pales au  sens  de  Cauchj  (i458-i46i). 

Poincaré  a  rencontré  dans  divers  problèmes  des  équations  intégrales  dans 
lesquelles  les  intégrales  ordinaires  sont  remplacées  par  leur  valeur  principale 
au  sens  de  Cauchy;  l'auteur  étudie  ces  équations;  une  première  formule  ramène 
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les  intégrales  de  Cauchy  aux  intégrales  ordinaires;  une  autre  permet  d'itérer 
les  noyaux  singuliers;  une  dernière  esl  relative  à  l'interversion  de  l'ordre  des 
intégrations  dans  une  intégrale  double  avec  valeurs  principales;  il  applique 
ci's  résultats  a  la  théorie  des  marées  el  à  celle  des  équations  de  première 
espèce. 

Mineur  (H.).  —  Sur  les  fonctions  qui  admettent  un  théorème 
d'addilion  algébrique  (i46i-i463). 

L'auteur  introduit  la  notion  de  fonction  indéfiniment  symétrique  <f(x,  y); 
l'équation  fonctionnelle  f(x-\-y.)  =  'f  [/(a?),  f(y)]  admet  alors  des  solu- 
tions holomorphes  dans  le  voisinage  de  0.  Dans  le  cas  où  z  —  y(x,  y)  est 
une  branche  de  fonction  algébrique,  on  en  déduit  que  les  fonctions  /(«) 
admettent  un  théorème  d'addition  algébrique. 

Kampé  de  Férïet  («/•).  -  -  Sur  les  fonctions  hypercylindriques 
(i464-i466). 

Ces  fonctions  ont  été  introduites  par  M.  P.  Humbertpour  jouer  dans  l;hyper- 
espace  le  rôle  que  jouent  les  fonctions  de  Bessel,  dans  l'espace  à  trois  dimen- 
sions,  pour  l'expression  des  fonctions  harmoniques. 

L'auteur  montre  que  les  fonctions  harmoniques  de  l'hyperespace  s'expriment 
simplement  et  symétriquement  au  moyen  des  fonctions  de  Bessel  et  des  fonc- 
tions hypersphériques. 

Le  Roux  (J-).  — -  La  loi  de  gravitation  et  ses  conséquences  ( 1 467- 

1469). 

L'auteur  note  que  l'emploi  de  la  forme  quadratique  différentielle  fondamen- 
tale de  Schwarzchild  implique  l'existence  d'axes  privilégiés;  en  outre  la  théorie 
d'Kinstein  contient  une  confusion,  tenant  au  langage  géométrique  employé,  au 
sujet  de  la  mesure  des  longueurs,  et  qui  conduit  à  deux  valeurs  différentes 
pour  la  différentielle  du  rayon  vecteur. 

Andoyer  (H.).  —  Démonstration  directe  d'un  théorème  de  Tisse- 
rand relatif  au  développement  de  la  fonction  perturbatrice  (1  545- 
i548). 

Soit  cos  H  =  a  cos  A.  -4-  [3  cos  B,  avec  a  4-  f>  =  1  ;  on  cherche  le  développement 
de  cos/iH  en  fonction  linéaire  des  cosinus  des  sommes  de  multiples  de  A  et  B; 
l'auteur  montre,  par  un  calcul  direct,  que  les  coefficients  de  ce  développement 
s'expriment  simplement  par  des  fonctions  hypergéométriques. 

Sparre  (de).  —  Sur  le  rendement  des  turbines  qui  travaillent 
sous  une  hauteur  de  chute  variable  (i56i-i564). 

Les  hypothèses  admises  par    l'auteur,  notamment  sur  la  valeur  de  la  force 
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vive  perdue  dans  la   turbine,  le  conduisent  à  une  formule  qui  montre  que  le 
rendement  dépend  assez  peu  des  variations  de  la  hauteur  de  chute. 

Gambier  (B.\.  —  Déformation  des  surfaces  et  équation  de 
Laplace  (idôS-iôjo). 

Kn  appliquant  à  la  surface  d'Enneper  la  méthode  exposée  dans  sa  Note  pré- 
cédente (voir  ci-dessus),  l'auteur  forme  les  équations  d'une  famille  à  un  para- 
métre de  surfaces  applicables.  Il  indique  divers  autres  exemples. 

Riquier.  —  Sur  les  familles  complètes  de  ligures  intégrales  d'un 
système  d'équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
('i629-i633). 

L'auteur  indique  les  opérations  à  faire  pour  avoir  toutes  les  intégrales  d'un 
système  d'équations  complètement  inlégrable,  par  un  moyen  analogue  à  celui 
qui  se  déduit  de  la  connaissance  d'une  intégrale  complète,  dans  le  cas  d'une 
seule  équation. 

Kampé  de  Fériet  (•/.).  —  Sur  les  systèmes  d'équations  aux 
dérivées  partielles  des  fonctions  hjpergéométriques  les  plus 
générales  (  i634-i63^  1. 

Suii  une  fonction  hypergéométrique  généralisée  F(.r, y)  =  Sam  nx'"y",  carac- 
térisci'  par   la  condition    que    les   rapports  -j  — : ^  soient  des  fonctions 

a,„  II  a.„  » 

rationnelles  de  ni  et  /*,  soumises  à  certaines  restrictions. 

L'auteur  forme  un  système  de  deux  équations  aux  dérivées  partielles  vérifiées 
par  F. 

Janet  {M.).  —  Sur  les  systèmes  aux  dérivées  partielles  compre- 
nant autant  d'équations  que  d'inconnues  (  i63~-i63o,). 

L'auteur  indique  un  moyen  simple  pour  reconnaître  le  degré  de  généralité 
de  la  solution;  en  prenant  comme  exemple  le  cas  de  trois  équations  à  trois  fonc- 
tions inconnues  de  n  variables,  on  voit  que  la  solution  dépend,  suivant  les  cas, 
de  o,  1  ou  2  fonctions  de  (n  —  i)  variables. 

I  aropoulos  (  77*.).  —  Sur  une  classe  de  fonctions  transcendantes 
(1639-1640). 

Soit  la'transcendante  u  =  'i(x)  définie  par 

_u"-\-  \t(x)  m"-1 -4--.  .-h  An_x(x)  u  +  \u(x)  =  o, 

les  At(x)  étant  des  fonctions  entières;  si  celles-ci  ont  au  moins  une  racine 
commune  et  si  (n — r)  d'entre  elles  ont  une  autre  racine  commune,  l'ensemble 
des  valeurs  exceptionnelles  de  <p(x)  ne  surpasse  pas  ( n  -+- 1). 
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Ocagne  \M.  d}).        Sur  les  lignes  de  courbure  des  quadriques 

(l6  î(.-l(i|2). 

L'auteur  remarque  que  tes  huit  génératrices  isotropes  d'une  quadrique  cons- 
tituent une  solution  singulière  tic  l'équation  différentielle  des  lignes  de  cour- 
bure, cl  par  suite  forment  l'enveloppe  de  ces  lignes.  Il  en  tire  d'intéressantes 
propriétés  géométriques  îles  projections  des  lignes  de  courbure  sur  un  plan 
principal  de  la  quadrique. 

Juvet.      -  Les  formules  de  Frênet  pour  un  espace  de  M.   Weyl 

(i()47-i<>h»  ). 

L'auteur  obtient  ces  formules  en  utilisant  les  méthodes  de  calcul  employées 
par  M.  Blaschke  pour  le  cas  de  l'espace  de  Riemann. 


E.  G 


VI   . 


FUNDAMENTA  MATHEMATIQUE. 

T.  III  (1922)    (  '  i. 

Les  29  Notes  et  Mémoires  que  contient  ee  volume  peuvent  être 
divisés  en  trois  groupes,  certains  d'entre  eux  traitant  d'ailleurs  des 
questions  se  rattachant  à  plusieurs  de  ces  groupes. 

I.    —  A nalysis  situs  et  ensembles  de  points. 

M.  Sierpinski  (-)  (-)  montre  que  tout  ensemble  frontière  (c'est-à-dire  sans 
points  ultérieurs)  de  l'espace  E„  est  boméomorphe  avec  un  ensemble  non  dense 
dans  E„.  11  en  résulte  qu'il  n'y  a  que  deux  types  de  dimensions  pour  les  ensembles 
linéaires  non  dénombrables  mesurables  (B)  :  celui  du  continu  linéaire  et  celui 
des  ensembles  parfaits  non  denses.  (Il  y  en  a  y,  pour  les  ensembles  linéaires 
mesurables  (B)  et  2*0  pour  les  ensembles  mesurables  (B)  d'un  espace  ayant 
au  moins  deux  dimensions.) 

M.  Kuratowski  (5g)  appelle  rayon  un  ensemble  boméomorphe  avec  une  demi- 
droite,  le  sommet  du  rayon  étant  l'homologue  du  sommet  de  la  demi-droite. 
Il  étend  quelques  théorèmes  relatifs  aux  lignes  de  Jordan  généralisées  de 
M.  Mazurkiewicz,  c'est-à-dire  aux  ensembles  dont  tous  les  points  sont  du  premier 
genre  (cf.  t.  I,  p.  166).  Tout  point  d'une  telle  ligne  non  bornée  est  le  sommet 
d'un  rayon  situé  sur  elle.  Il  donne  de  deux  façons  différentes  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  ensemble  soit  un  rayon. 

(')  Les  tomes  I  et  II  ont  été  analyses  par  M.  Lebesgue  en  10, >,i.  Voir  Bulletin 
des  sciences  mathématiques,  t.  \L>  I,   ir-  parlie,  p.  35. 
(2)  Lire  :  page  7. 
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Le  même  auteur  (i4)  répond  à  une  question  posée  par  M.  Knaster.  Soit  E 
un  ensemble  homogène  au  sens  de  YAnalysis  situs.  c'est-à-dire  tel  qu'à  tout 
couple  (a,  b)  de  points  de  E  correspond  une  transformation  topologique  de  E 
en  lui-même  qui  amène  a  en  b.  Existe-t-il  une  de  ces  transformations  amenant 
en  même  temps  b  en  at  Non,  en  général.  Oui,  si  E  est  linéaire,  ou  si  E  n'est 
connexe  nulle  part,  c'est-à-dire  si  à  tout  couple  (a?,  r)  de  points  de  E  correspond 
une  décomposition  de  E  en  deux  ensembles  séparés  dont  l'un  contient  x  et 
l'autre  y  (deux  ensembles  sont  dits  séparés  si  chacun  d'eux  ne  contient  pas  de 
points  de  l'autre  ni  du  dérivé  de  l'autre). 

Soit  F  un  ensemble  plan  fermé.  On  sait  que  son  complémentaire  est  la 
somme  d'un  nombre  fini  ou  d'une  infinité  dénombrable  de  domaines  connexes 
sans  point  commun  deux  à  deux.  Le  théorème  de  Phragmen-Brouwer  dit  que, 
si  F  est  un  continu  borné,  la  frontière  de  chacun  de  ces  domaines  est  un 
continu.  M.  Mazurkiewicz  (20)  montre  qu'on  peut  supprimer  le  mot  borné  dans 
cet  énoncé. 

J'explique  ici  quelques  notations  utilisées  très  souvent  par  les  auteurs  de  ce 
Journal.  F  représente  un  ensemble  fermé,  F^  la  somme  (réunion)  d'une  infi- 
nité dénombrable  d'ensembles  fermés,  F$  le  produit  (partie  commune)  d'une 
infinité  dénombrable  d'ensembles  fermés.  Les  mêmes  notations  s'appliquent  à  la 
lettre  G,  celle-ci  représentant  un  ensemble  ouvert  (complémentaire  d'un 
ensemble  fermé).  Il  peut  y  avoir  plusieurs  indices:  ainsi  Fffg  représente  le  pro- 
duit d'une  infinité  dénombrable  d'ensembles  F  a.  Les  ensembles  qu'on  peut  ainsi 
représenter  sont  les  ensembles  de  Borel.  On  utilise  aussi  l'indice  p  indiquant 
la  différence  de  deux  ensembles.  M.  Sierpinski  (119)  montre  que  certains  des 
ensembles  qu'on  peut  ainsi  noter  sont  des  invariants  A'Analysis  situs,  c'est-à- 
dire  que  toute  transformation  topologique  en  fait  des  ensembles  pouvant  être 
représentés  par  les  mêmes  symboles.  Voici  quelques-uns  de  ces  ensembles, 
l'invariance  de  certains  ayant  été  déni  outrée  antérieurement  par  d'autres  auteurs  : 
Fa,  G%.  F^,  G$a,  F  ,  F.  ,  F  ,  F  .  Certaines  de  ces  notations  représentent  des 
ensembles  identiques;  ainsi  un  Faoa  est  un  G$ff,  un  F  est  aussi  la  somme  de 
deux  F?  mais  il  y  a  des  F  qui  ne  sont  pas  des  F  ,  par  exemple,  l'intérieur 
d'un  cercle  plus  un  point  de  la  circonférence. 

MM.  Mazurkiewicz  et  Sierpinski  ont  donné  chacun  une  décomposition  du 
plan  en  deux  ensembles  punctiformes  connexes  sans  points  communs  (un 
ensemble  est  punctiforme  s'il  ne  contient  aucune  partie  continue;  un  ensemble 
est  connexe  s'il  est  impossible  de  le  décomposer  en  deux  ensembles  séparés). 
M.  Mazurkiewicz  (65)  cherche  à  faire  cette  décomposition  au  moyen 
d'ensembles  de  Borel.  11  montre  que  l'une  des  parties  ne  peut  pas  être  un  Fa 
(et  par  suite  l'autre  un  G^ )  parce  que  tout  F5  punctiforme  est  homéomorphe 
avec  un  ensemble  linéaire  et  qu'aucun  ensemble  punctiforme  linéaire  n'est  con- 
nexe. La  décomposition  peut  au  contraire  être  réalisée  au  moyen  d'un  Fff$  et 
d'un  G$a.  MM.  Kuratowski  et  Sierpinski  (3o3)  donnent  une  autre  décomposi- 
tion dans  laquelle  l'un  des  ensembles  est  du  type  Fff+G$  et  l'autre  du  type 
Fffx  G$;  c'est  la  plus  simple  possible,  quand  on  fait  appel  aux  seuls  ensembles 
de  Borel. 

M.  Kuratowski  (40  démontre  que  toute  infinité  bien  ordonnée  d'ensembles 
clairsemés  croissants  (ou  décroissants)  est  dénombrable  (  un  ensemble  est  dit 
clairsemé  s'il  ne  contient  aucune  partie  dense  en  soi).  M.  Zalcwasser  (44) 
remplace  dans  cet  énoncé  «  ensembles  clairsemés  »  par  «  ensembles  qui  sont  à 
la  fois  Fa  et  G$  ».   C'est  en  particulier  le  cas  des  ensembles  clairsemés  (théo- 
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rême  de  M.  Kuratowski  )  des  ensembles  fermés  et  des  ensembles  ouverts. 
M.  Sierpinski  (  \6)  généralise  ;  mira  m  eut  ce  théorème  :  toute  infinité  d'ensembles 
clairsemés  croissants  (c'est-à-dire  telle  que  de  deux  quelconques  de  ces  ensembles 
l'un  contienne  l'autre)  est  dénombrable;  il  peul  j  avoir  une  infinité  non 
déoombrable  de  ces  ensembles,  tous  distincts,  mais  leur  somme  est  un 
ensemble  dénombrable.  Il  signale  (109)  une  autre  singularité  de  même  nature  : 
il  existe  une  classe  de  sous-ensembles  croissants  du  continu,  tous  distincts, 
ayant  une  puissance  supérieure  à  celle  du  continu.  Il  existe  même  de  telles 
classes  ayant  une  puissance  donnée  quelconque  >  *o  si  l'on  admet  que  2xo  =  x,. 
Cette  Noie  répond  à  une  question  posée  de  deux  manières  différentes  par 
MM.  Knaster  et  Kurastowski. 

Dans  un  Volume  précédent,  MM.  Knaster  et  Kuratowski  ont  montré  qu'un 
ensemble  connexe  E  pouvait  contenir  un  point  spécial  P  appartenant  néces- 
sairement à  toute  partie  connexe  de  E.  M.  Kline  (a38)  montre  que,  si  un  tel 
point  P  existe,  il  est  unique  et  que,  si  l'on  retranche  de  E  un  point  quelconque 
autre  que  P,  l'ensemble  restant  est  encore  connexe. 

M.  Moore  (  23r>  )  étudie  la  connexité  locale.  Un  ensemble  E  est  localement 
connexe  au  point  x  si,  à  tout  nombre  e,  on  peut  faire  correspondre  t\  tel  que, 
y  étant  un  point  quelconque  de  E  dislant  de  x  de  moins  de  i\,  x  et  y  appar- 
tiennent à  un  même  sous-ensemble  connexe  de  E  de  diamètre  inférieur  à  s.  La 
connexité  locale  est  uniforme  si  l'on  peut  choisir  i\  fonction  de  s  seul  el  non  de  x. 
L'auteur  montre  que,  si  la  connexité  locale  est  uniforme,  l'ensemble  est  la 
somme  d'un  nombre  fini  d'ensembles  connexes  dont  chacun  a  un  diamètre 
inférieur  à  0,  et  ceci  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  2.  La  réciproque  est 
inexacte.  Pour  qu'un  domaine  plan  simplement  connexe  borné  ait  pour  fron- 
tière une  courbe  continue,  il  faut  et  il  suffit  que  cette  décomposition  à  l'aide 
d'ensembles  connexes  en  nombre  fini  soit  possible  pour  toutes  les  valeurs  posi- 
tives de  S. 

M.  Knaster  (247)  étudie  les  continus  plans  dont  tout  sous-continu  est  indé- 
composable; appelons-les  K.  (Un  continu  est  indécomposable  s'il  n'est  pas  la 
somme  de  deux  continus  différents  de  lui.)  K'est  lui-même  indécomposable.  La 
classe  des  sous-continus  de  K,  qui  contiennent  un  point  donné,  est  formée 
d'ensembles  croissants;  son  type  d'ordre  est  celui  du  continu  linéaire.  Chaque 
élément  de  cette  classe  est  un  continu  de  condensation  pour  tous  ceux  qui  le 
suivent.  L'auteur  donne  un  exemple  d'un  continu  K,  ensemble  des  points  com- 
muns à  une  infinité  de  domaines  polygonaux  emboîtés,  en  forme  de  grecques. 
Il  montre  aussi  qu'il  existe  dans  le  plan  une  classe,  ayant  la  puissance  du  con- 
tinu, dont  tous  les  éléments  sont  des  continus  K  disjoints. 

M.  Kuratowski  (181)  montre  qu'à  partir  d'un  ensemble  donné  A  on  peut 
construire  i3  nouveaux  ensembles,  et  pas  plus,  au  moyen  de  l'opération  A  qui 
consiste  à  ajouter  à  A  son  dévivé,  et  de  l'opération  A1  qui  consite  à  prendre  le 
complémentaire  de  A.  Certains  des  ensembles  obtenus  portent  un  nom  :  bord, 
frontière,  intérieur,  résidu,  etc.  de  A.  Si  certains  de  ces  ensembles  sont  égaux 
ou  nuls,  A  est  un  ensemble  de  nature  particulière  (ensemble  frontière,  domaine, 
etc.).  Les  résultats  de  cette  Noie  sont  ensuite  appliqués  à  une  théorie  des  con- 
tinus irréductibles  entre  deux  points  (200  ).  Soit  C  un  continu  irréductible  entre 
les  points  a  et  b  (c'esl-à-dire  dont  aucun  sous-continu  ne  peut  contenir  à  la 
fois  a  et  b).  On  dira  que  D  est  un  domaine  relativement  à  C  si  chaque  point 
de  D  est  le  centre  d'une  sphère  non  nulle  à  l'intérieur  de  laquelle  D  et  C  coïn- 
cident. M.  Kuratowski  appelle  sous-conlinu  régulier  de  C,  tout  continu  qui  est 
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le  dérivé  d'un  domaine  relativement  à  C.  Il  étudie  en  particulier  la  classe  des 
sous-continus  réguliers  de  C  qui  contiennent  le  point  a.  Elle  est  formée 
d'ensembles  croissants  et  il  y  a  correspondance  biunivoque  entre  les  sauts  de 
cette  classe  et  les  sous-continus  indécomposables  de  C  qui  ne  sont  pas  de  con- 
densation. L'auteur  généralise  aux  continus  non  bornés  deux  théorèmes  de 
MM.  Mazurkiewicz  et  Sierpinski  et  il  donne  des  exemples  de  singularités 
déduits  principalement  de  la  considération  de  l'ensemble  parfait  discontinu  de 
Cantor.  Les  résultats  de  ces  deux  Notes  sont  valables  non  seulement  pour  les 
ensembles  de  points,  mais  aussi  pour  des  ensembles  satisfaisant  à  certains 
axiomes,  ensembles  qui  sont  plus  généraux  que  les  classes  (L)  de 
M.  Fréchet. 

II.  —   Théorie  des  fonctions. 

M.  Sierpinski  ( 3 1 4 )  démontre  de  façon  simple  et  naturelle  quelques  théo- 
rèmes fondamentaux,  dus  à  MM.  Borel,  Fréchet.  V i lai i  et  Lusin,  sur  les  fonc- 
tions mesurables.  Il  prouve  aussi  la  propriété  nouvelle  suivante,  de  même 
nature  :  pour  toute  fonction  mesurable /(x),  presque  partout  finie,  il  existe 
deux  fonctions  semi-continues  supérieurement  et  presque  partout  finies,  dont 
la  différence  est  presque  partout  égale  à  f. 

M.  Sierpinski  (120)  montre  que  les  quatre  dérivés,  au  sens  de  Dini,  d'une  fonc- 
tion mesurable  B  sont  aussi  mesurables  B.  Si  la  fonction  est  de  classe  :1a  ses 
dérivées  sont  de  classe  £a  -+-  2,  mais  |ï  étant  donné  quelconque,  il  existe  des  fonc- 
tions dérivées  dont  la  classe  est  ^8.  M.  Banach  (128)  montre  que  les  dérivées 
d'une  fonction  mesurable  L  sont  mesurables  L. 

M.  Bajchman  (ir.'ij  généralise  ainsi  an  théorème  qu'il  avait  publié  dans  le 
Tome  II  :  une  série  de  fonctions  non  décroissantes,  convergente  dans  un  inter- 
valle, peut  être  presque  partout  dérivée  terme  à  ternie.  Après  la  publication  de 
cette  Note,  l'auteur  a  appris  que  ses  résultats  avaient  déjà  été  obtenus  par 
MM.  Tonelli  et  Fubini. 

MM.  Kuratowski  el  Sierpinski  (3o3)  donnent  la  condition  moyennant 
laquelle  l'image  d'une  fonction  de  classe  1  est  un  ensemble  punctiforme  con- 
nexe cl  ils  citent  un  exemple  d'une  telle  fonction  dont  l'image  est  un 
ensemble  G$  punctiforme  connexe  :  c'est  un  nouvel  exemple  d'un  ensemble  G$ 
punctiforme  qui  n'est  homéomorphe  avec  aucun  en>emble  linéaire  {cf.  Mazur- 
kiewicz, t.  I,  p.  6i).  Ils  déduisent  aussi  de  cette  fonction  la  décomposition  du 
plan,  citée  plus  haut,  en  deux  ensembles  punctiformes  connexes. 

Un  théorème  de  M.  Lebesgue  dit  que,  si  une  fonction  de  Baire  prend  une 
fois  et  une  seule  toutes  les  valeurs,  la  fonction  inverse  est  aussi  une  fonction 
de  Baire.  M.  Mazurkiewicz  avait  montré  que  si,  dans  ces  conditions,  la  fonc- 
tion est  de  classe  1,  la  fonction  inverse  n'est  pas  nécessairement  de  cette  classe, 
M.  Sierpinski  (26)  montre  qu'il  n'y  a  pas  de  relation  nette  entre  les  classes  de 
ces  deux  fonctions;  en  particulier,  a  étant  donné  quelconque,  l'une  de  ces  fonc- 
tions peut  être  de  classe  supérieure  à  a  et  l'autre  de  classe  1. 

Voici  un  problème  qui  se  rattache  à  celui  de  l'unicité  du  développement  tri- 
gonomèlrique  :  que  doit  être  l'ensemble  E  pour  qu'une  série  trigonométrique, 
convergente  vers  zéro  en  dehors  de  E,  ait  tous  ses  coefficients  nuls?  M.  de  la 
Vallée  Poussin  a  donné  des  résultats  pour  les  ensembles  qui  ne  contiennent 
aucun  ensemble  parfait.  M.  Bajchman  (287)  définit  une  classe  (  H  )  d'ensembles 
fermés  (contenant  des  ensembles  parfaits)  de  mesure  nulle  satisfaisant  à  la  con- 
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dit  ion  du  problème.  Ce  sont  des  ensembles  dont  MM.  Hardy,  Liltlewood  et 
Steinhaus  se  sonl  déjà  occupés;  l'ensemble  parfait  discontinu  de  Cantor  en  est 
un.  La  sommation  de  la  série  peut  d'ailleurs  être  entendue  au  sens  de  Riemann, 
ou  de  Poisson,  ou  par  la  méthode  des  moyennes,  mais  il  faut  alors  ajouter 
l'hypothèse  supplémentaire  que  le  coefficient  généra]  lend  vers  zéro.  Cette  ies- 
triction  n'esl  pas  utile  si  l'on  fait  la  sommation  ordinaire;  Dans  le  Tome IV,  l'au- 
teur rectifie  quelques  erreurs  qui  s'étaient  glissées  dans  cette  Note  et  il  signaleque 
M"'  Bary  a  prouvé  récemment,  au  Séminaire  de  i\i.  Lusin,  à  Moscou,  que  tout 
ensemble  somme  d'une  infinité  dénombrable  d'ensembles  du  t\pe  (II)  satisfait 
aussi  aux  conditions  du  problème. 

Sur  le  cercle  C  \z\  =  1  du  plan  de  la  variable  complexes,  considérons  un 
ensemble  fermé  quelconque  F.  M.  Mazurkiewicz  (52)  prouve  qu'il  existe  : 
i°  une  série  entière  convergente  sur  F,  divergente  sur  le  reste  de  C;  2°  une  série 
entière  divergente  sur  F,  convergente  sur  le  reste  de  C.  M.  Rajchman  avait 
déjà  établi  pour  les  séries  trigonomèlriques  uu  énoncé  analogue  au  premier. 

M.  Sierpinski  (240)  étudie  les  fonctions  d'ensembles,  additives  et  continues; 
une  telle  fonction  /(E)  étant  déterminée  et  finie  pour  tout  sous-ensemlde  E 
mesurable,  d'un  ensemble  de  points,  borné,  E0.  Cette  fonction  est  uniformément 
continue  et  l'ensemble  de  toutes  ses  valeurs  est  un  intervalle  fini.  En  particu- 
lier, si  elle  prend  deux  valeurs,  elle  prend  toutes  les  valeurs  intermédiaires, 
mais  ceci  n'est  pas  caractéristique  des  fonctions  continues.  Si  la  fonction 
possède  l'additivité  complète,  l'intervalle  dont  il  est  question  est  fermé;  on  ne 
sait  pas  si  cette  propriété  subsiste  quand  la  fonction  ne  possède  que  l'additi- 
vité restreinte.  L'additivité  est  d'ailleurs  complète  quand  la  fonction  est  abso- 
lument continue,  c'est-à-dire  quand  /(E)  tend  vers  zéro  avec  la  mesure  de  E 
[la  continuité  exige  seulement  que  /(E)  tende  vers  zéro  si  le  diamètre  de  E 
tend  vers  zéro]. 

III.   —  Ensembles  abstraits. 

M.  Banach  (i33)  étudie  quelques  opérations  sur  certaines  classes  d'ensembles 
abstraits.  Il  en  résulte  des  propriétés  (prin  ipalement  des  propriétés  asympto- 

rb 

tiques)    pour   l'intégrale  /      K(s,  t)  X.(t)  dt   quand    la   fonction    K(s,  t)    est 

J  a 

mesurable  et  que  la  fonction  \(t)  est  continue,  ou  sommable,  ou  à  r'èm"  puis- 
sance sommable,  ou  la  dérivée  de  sa  primitive,  etc. 

Deux  Notes  sont  relatives  aux  classes  (L).  Dans  l'une,  M.  Kuratowski  (40 
complète  une  Note  publiée  par  M.  Sierpinski  dans  le  Tome  II.  Dans  l'autre  (35) 
MM.  Knaster  et  Sierpinski  montrent  qu'il  existe  une  classe  (L),  de  puissance 
non  supérieure  à  celle  du  continu,  dont  chaque  élément  est  un  élément  limite 
de  chaque  sous-ensemble  non  dénombrable. 

M.  Sierpinski  (0  résout  un  problème  en  relation  avec  le  théorème  de 
M.  Bçrnstein  d'après  lequel  l'égalité  2/n  =  2/i  pour  les  nombres  cardinaux 
entraine  m  =  n  :  connaissant  trois  correspondances  biunivoques,  une  entre 
les  ensembles  M  et  N,  une  entre  les  ensembles  P  et  Q,  une  entre  les  ensembles 
M+N  et  P  +  Q,  en  trouver  une  entre  les  ensembles  M  et  P. 

M.  Sierpinski  (5o)  remarque  que  la  définition  de  l'isomorphisme  des 
ensembles  donnée  par  M.  Mirimanoff  implique  certains  théorèmes  d'existence 
dont  la  démonstration  serait  difficile;  il  lui  substitue  une  autre  définition  ne 
présentant  pas  cet  inconvénient. 

Bull,  des  Sciences  math.,  2e  série,  t.  XLVII.  (Octobre  1920.)  B.8 
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M.  Kuratowski  (76)  donne  une  méthode  d'élimination  des  nombres  transfinis 
de  certains  raisonnements.  Il  envisage  le  cas  où  ces  nombres  s'introduisent  par 
la  construction,  à  partir  d'un  ensemble  A  et  à  l'aide  de  certains  procédés,  d'une 
liasse  transfinie  JU(A),  comme  cela  a  lieu  par  exemple  dans  la  démonstration 
du  théorème  de  Cantor-Bendixson  où  la  classe  ell>(A)  est  celle  de  tous  les  déri- 
vi  s  de  l'ensemble  fermé  A.  Dans  tous  ces  cas,  il  substitue  à  la  classe  Ao(A)  une 
autre  classe  M  (A),  construite  sans  l'aide  du  transfini,  à  peu  près  comme  les 
chaînes  de  Dedekind.  Le  succès  de  la  méthode  tient  à  ce  que  les  classes  JU(A) 
et  M  (A)  sont  identiques.  Cette  méthode  est  appliquée  à  un  certain  nombre  de 
questions,  dont  la  première  solution  faisait  intervenir  les  nombres  transfinis 
et  qui  ont  été  presque  toutes  résolues  depuis  sans  l'emploi  de  ces  nombres,  par 
des  procédés  différents  de  celui  de  l'Auteur.  Je  signalerai  seulement  la  solution 
du  problème  de  Baire  :  étant  donnée  une  fonction  f,  ponctuellement  disconti- 
nue sur  tout  ensemble  parfait,  trouver  une  suite  de  fonctions  continues  ayant/ 
pour  limite.  C'est  la  première  solution  de  ce  problème  qui  ne  fasse  pas  appel 
aux  nombres  transfinis. 

L.  Ajxtoiae. 


COMPTES  RENDUS  bebdohabaibes  des  séances  de  l'Académie 
des  Sciences,  publiés  par  MM.  les  Secrétaires  perpétuels. 

Tome  173,  2e  semestre  1921. 

Gambier  (B.). —  Surfaces  imaginaires  applicables  sur  une  sur- 
face de  révolution  ou  une  surface  moulure  réelle;  systèmes 
cycliques  réels  correspondants  (22-20). 

Les  équations  de  ces  surfaces  sont  données  explicitement;  elles  dépendent 
de  deux  fonctions  arbitraires;  à  chaque  surface  correspondent,  suivant  une 
méthode  indiquée  par  Darboux,  un  système  cyclique  et  un  système  triple 
orthogonal  faciles  à  obtenir. 

Riabouchinski  (D). —  Mouvement  cyclique  d'un  liquide  autour 
d'un  solide    qui  se   meut  parallèlement  à  une  paroi    rectiligne 

(20-26). 

On  suppose  le  mouvement  plan;  l'auteur  calcule  la  pression  exercée  sur  le 
solide  dans  le  cas  où  celui-ci  est  un  cercle. 

Belot  (E.).  — La  loi  de  rotation  du  Soleil  expliquée  par  l'évolution 
et  l'aplatissement  du  protosoleil  (27-80). 

L'auteur  montre  que  la  loi  de  rotation  du  Soleil    est  celle  qui    résulte  de   la 
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condensation  sphérique  suivanl  la  loi  des  aires  «l'un  ellipsoïde  d'aplatissement 

e  =  0,377,    aya"1  nue   rotation    uniforme    et,  à    la    latitude    3o°,    un    parallèle 
commun  avec  la  sphère  équivolume.  Il  explique  ainsi  divers  phénomènes  et  en 

particulier  pourquoi   les  taches  s'arrétenl    le  plus  souvent   ;'i   la  latitude  3o*. 

Brillouin  1.I/.1.  —  \t<>me  de  Bolir.  Fonction  de Lagrange ciroum- 
nncléaire  (3o-32). 

L'auteur  donne  l'expression  de  la  fonction  de  Lagrange  la  plus  générale  qui 
fournisse  des  orbites  privilégiées  possédant  les  caractères  essentiels  des  orbites 
de  Bobr-Sominerl'cld  ;  cette  fonction  met  en  évidence  certaines  actions  dont 
il  reste  à  interpréter  la  provenance,  en  relation  avec  les  propriétés  de  l'atome. 

Carras   (S.). —  Recherche     des     systèmes    triples    orthogonaux 

(69-72). 

En  écrivant  les  équations  sous  une  forme  nouvelle,  l'auteur  ramène  le  pro- 
blème à  l'intégration  d'un  système  de  trois  équations  du  premier  ordre  (  linéaires 
par  rapport  aux  dérivées  partielles,  ebacune  d'elles  ne  renfermant  que  les 
dérivées  par  rapport  à  une  seule  variable)  et  à  des  quadratures. 

Alayrac.  — Mouvement  d'un  solide  dans  un  milieu  résistant  (72). 

L'auteur  signale  que  quelques  résultats  de  sa  Note  précédente ( t.  17?,  p.  1089) 
avaient  été  obtenus  antérieurement  par  M.  Dulac. 

Janet  (M.).  —  Sur  les  caractéristiques  de  certains  systèmes  aux 
dérivées  partielles  comprenant  autant  d'équalions  que  de  fonc- 
tions inconnues  (124-126). 

L'auteur  étudie  un  système  de  trois  équations  à  trois  fonctions  inconnues 
de  n  variables,  de  forme  particulière;  il  obtient,  suivant  les  cas,  les  surfaces 
caractéristiques  (au  sens  Beudon-Hadamard  )  ou  les  courbes  caractéristiques 
(analogues  à  celles  des  équations  du  premier  ordre). 

Denjor  (A.).  —  Sur  un  mode  d'intégration  progressif  et  les  carac- 
tères d'intégrabilité  correspondants  (127-129). 

Suite  de  l'étude  d'une  nouvelle  opération  d'intégration  T,,  (voir  t.  t7"2,  1921, 
p.  653,  833  et  o.c-3). 

Karasinski  (L.  de),  — Résistance  des  matériaux (1 32- 1 34). 

L'auteur  forme  les  équations  d'équilibre  en  partant  du  principe  des  travaux 
virtuels;  ces  équations  permettent  la  dismission  des  cas  correspondant  aux 
charges  critiques  (flambage, etc)  ;  il  obtient  des  formules  donnant  la  mesure 
de  fatigue  et  la  tension  critique  d'une  barre,  s'accordant  avec  les  expériences 
de  Karman. 
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Borel  (E .).  — Sur  les  hypothèses  fondamentales  de  la  Physique 
et  de  la  Géométrie  (i 89-191). 

Les  hypothèses  fondamentales,  de  nature  physique,  qui  sont  impliquées  dans 
toutes  les  théories  par  lesquelles  on  a  essayé  une  synthèse  de  la  Géométrie  et  de 
la  Physique,  sont  au  nombre  de  trois  :  i°  la  possibilité  de  définir  dans  l'espace 
un  réseau  de  coordonnées  à  trois  dimensions  u,  v,  w  (c'est  au  fond  une  hypo- 
thèse de  continuité);  20  le  ds-  de  l'espace  est  de  la  forme  X5<p  {du,  dv,  dw), 
où  <f  est  une  forme  quadratique  dont  les  coefficients,  ainsi  que  a,  sont  fonctions 
de  u,  v,  tv;  3*  ces  coefficients  sont  continus.  Il  peut  être  commode  d'y  ajouter 
une  quatrième  hypothèse,  faisant  correspondre  un  certain  espace  géométrique 
à  l'espace  réel. 

Humbert  (P.).  —  Formule  de  multiplication  pour  la  fonction  de 
Kummer$(a,  y,  x)  (217-219). 

Cette  formule  donne  -y(a,  y,  nx),  où  n  est  entier  ;  elle  conduit  naturel- 
lement à  des  formules  particulières  pour  les  polynômes  qui  sont  des  cas  parti- 
culiers de  <1>. 


Carrus  (S.). — Sur  les  systèmes   triples  orthogonaux  (219-222 ). 

En  appliquant  les  méthodes  indiquées  dans  sa  Note  précédente  (  voir  ci-dessu-  1, 
au  cas  où  l'une  des  coordonnées  est  somme  de  trois  fonctions  ne  dépendant 
chacune  que  d'un  seul  paramètre,  l'auteur  obtient  l'intégration  du  problème;  il 
trouve  en  particulier  un  système  formé  de  paraboloïdes. 

Antoine  (L.).  —  Sur  les  ensembles  parfaits  partout  discontinus 
1  284-285). 

Soient  P  et  p  deux  ensembles  plans,  parfaits,  discontinus;  l'auteur  a  déjà 
montré  (t.  171,  p.  661)  qu'il  existe  une  homéomorphie  de  ces  plans  dans 
laquelle  P  et  p  se  correspondent  :  cette  Note  a  pour  but  de  généraliser  en 
partie  cette  propriété  à  un  espace  quelconque.  La  généralisation  complète  est 
impossible,  et  cela  explique  pourquoi  les  méthodes  qui  ont  permis  de  démontrer 
le  théorème  de  Jordan  sur  les  courbes  planes  fermées  n'ont  pu  être  généralisées 
à  un  espace  quelconque. 

Kampé  de  Fériet  (/.).  —  Sur  certains  systèmes  associés  d'équa- 
tions aux  différences  finies  et  d'équations  aux  dérivées  partielles 
linéaires  (286-288 ). 

Soit  F(x,  y)  =  -amnxmyn;  si  les  coefficients  am  „  vérifient  un  système  de 
deux  équations  aux  différences  finies,  linéaires  d'ordre  quelconque,  on  peut 
former  deux  équations  aux  dérivées  partielles  vérifiées  par  F(ar,  y);  on  suit  la 
méthode  indiquée  déjà  par  l'auteur  pour  le  ras  où  F  est  une  fonction  hyper- 
géométrique  généralisée  (t.  172,  p.  i634). 
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Dem'oulin  |     1.). —  Sur  les  surface*  ceieléo      ;  j  1     ;  1 '|  .. 

(>n  peut  associer  à  chaque  cercle  de  la  surface  un  groupe  de  cinq  sphères, 
qui  se  définissent  très  simplement  cl  servenl  de  base  à  des  coordonnées  penta- 
sphériques;  l'auleur  établitainsi  des  formulessusceptibles  de  nombreuses  appli- 
cations géomél  riques. 

Falou  1  P.). —  Sur  les  domaines  d'existence  de  certaines  fonctions 
uniformes  (  3  \  {->  J6). 

La  notion  de  point  inaccessible  de.  la  frontière  il'un  domaine,  restée  jusqu'ici 
sans  application,  s'introduit  tout  naturellement  dans  l'itération  des  fonctions 
entières;  l'auteur  le  montre  sur  l'exemple  simple  z.=  z  -t-i-t-e  r. 

Potron. —  Sur  une  représentation  du  groupe  des  1-  droites  en 
groupe  de  collinéations  quaternaires  (346-348). 

M.  Bagnera  a  établi  qu'il  ne  peut  exister  qu'un  seul  groupe  de  collinéations 
quaternaires  primitif,  d'ordre  lini,  et  contenant  des  homologies  d'ordre  >  i; 
l'auteur  forme  les  équations  de  ce  groupe  et  retrouve  ainsi,  par  un  procédé 
direct,  les  résultats  de  M.  Witting,  relatifs  au  groupe  des  27  droites. 

Ogura  (A".).  —  Sur  le  mouvement  d'une  particule  dans  le  champ 
d'un  noyau  chargé  (34<S-35o  ). 

Le  noyau  est  la  seule  singularité  du  champ  de  gravitation  et  d'électricité; 
en  partant  des  équations  du  mouvement,  établies  par  M.  JellVrv.  l'auteur 
montre  que  l'on  peut  étendre  les  équations  de  f.agrangeet  le  principe  d'Hamilton, 

/         v^ 
dans  la  théorie  oe   la  relativité  restreinte,  en  remplaçant  T  par  T  4  /  1  —  — . 

Kampé  de  Fériet  (  J).  —  Les  fonctions  h jpergéo métriques  d'ordre 
supérieur,  à  deux  variables  (4oi-4o4). 

Ces  fonctions  sont  une  généralisation  directe  des  quatre  fonctions  de 
M.  Appell  et  présentent  des  analogies  avec  celles  que  l'on  connaît  déjà  dans  le 
cas  d'une  variable;  en  utilisant  des  résultats  antérieurs  (t.  172,  p.  1 634  ) » 
l'auteur  obtient  deux  équations  aux  dérivées  partielles  vérifiées  par  ces  fonc- 
tions. 

Ogura  (A.).  —  Sur  le  mouvement  d'une  particule  dans  le  champ 
d'un  noyau  chargé  (4oj-4o8). 

Comme  suite  à   sa    Note  précédente   (voir   ci-dessus),    l'auteur  montre  qu'en 

/  v  -  \  ~  - 

prenant    comme  masse  la  quantité    [/«]=•  m  (y —  —  \        ,  les  équations    du 
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mouvement  prennent  une  forme  analogue  à  celle  delà  mécanique  classique; 
il  fait  une  application  de  ses  formules  à  la  théorie  des  quanta  et  obtient  une 
formule  un  peu  différente  de  celle  de  M.  Sommerfeld. 

Séguier(de).  —  Sur  le  groupe  quaternaire  primitif  de  coUinéations 
d'ordre  25  920  et  le  groupe  hessien  (433-435). 

L'existence  de  ce  groupe,  démontrée  ci-dessus  par  M.  Potron,  est  une 
conséquence  directe  des  équations  du  groupe  hermitien  5C(ra,  t:),  données 
antérieurement  par  l'auteur. 

Chazy  (J-).  —  Sur  les  courbes  définies  par  les  équations  différen- 
tielles du  second  ordre  (  435-436). 

L'auteur  énonce  quatre  propositions  relatives  aux  courbes  définies  par  un 
système  différentiel  du  second  ordre,  et  qui  généralisent  des  résultats  connus 
pour  le  cas  du  premier  ordre,  en  particulier  le  théorème  de  M.  Picard  :  à  un' 
col  n'aboutissent  pas  d'autres  caractéristiques  que  les  deux  caractéristiques 
liolomorplies. 

Carras  {S.). —  Sur  les  systèmes  triples  orthogonaux  (43^-438). 

Comme  application  delà  méthode  exposée  dans  ses  deux  dernières  Notes  (voir 
ci-dessus),  l'auteur  traite  le  cas  où  l'une  des  coordonnées  est  indépendante  de 
l'un  des  paramètres. 

Bertrand  (G.).  — La  loi    de  Newton    et  la   formule    d'Einstein 
pour  le  périhélie  des  planètes  (  i38~44o). 

L'auteur  montre  que  l'on  peut,  d'une  infinité  de  façons,  modifier  la  loi  de 
gravitation  de  Newton,  de  manière  à  la  mettre  d'accord  avec  les  phénomènes 
observés  et  en  particulier  avec  la  rotation  du  périhélie. 

Banach  (S.). —  Sur  les  ensembles  de  points  où  la  dérivée   est 
infinie  (457~45g  ). 

L'auteur  démontre  que,  pour  toute  fonelion  F(.r)  d'une  variable  réelle, 
l'ensemble  des  points  x  où  la  dérivée  à  droite  F'+(x)  =  -H«  est  de  mesure 
nulle. 

Grialou  (J.).  —  Sur  le  mouvement  irrotationnel  et  permanent  d'un 
liquide,   les  trajectoires  étant  planes  et  verticales  et  le  régime 

permanent  ( 45g-4^i )• 

L'auteur  détermine  spécialement  la  vitesse,  sous  forme  finie,  ainsi  que  ses 
composantes;  il  en  déduit  l'équation  différentielle  des  trajectoires  et  la  pression 
en  chaque  point. 
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Kampéde  hi'iiet  < ./.).  —  Quelques  propriétés  «les  fonctions  hyper- 
géométriques  d'ordre  supérieur  à  deux  variables  (489-491). 

Ces  fondions  ont  été  définies  par  l'auteur  dans  sa  Note  pré'édenlc  {voir  ci- 
dessus);  il  en  établit  une  classification  au  moyen  des  notions  d'o/'tfre  et  de 
fiasse  et  il  en  donne  quelques   propriétés  générales;  en  particulier  :  une  telle 

fonction  se  met  sous  forme  d'une  série  simple  dont  les  éléments  sont  des  foni  - 
lions  de  même  nature  à  une  seule  variable. 

Casteels  (jL.).  —  Sur  un  type  de  génération  quadratique  double- 
ment continue  d'une  cubique  plane  donnée  par  neuf  points 
simples  (5  i2-5i5). 

L'auteur  donne,  pour  construire  par  points  une  cubique  plane  dont  on 
connaît  neuf  points,  une  métliode  qui  ne  demande  que  des  constructions  linéai- 
res et  qui  n'exige  la  connaissance  préalable  d'aucun  point  li\e  particulier. 

Varopoulos  (  77i.).  —  Sur  quelques  propriétés  des  fonctions  crois- 
santes (5  1 5-5 16). 

En  essayant  de  généraliser  le  théorème  de  M.  Borel  sur  les  fonctions 
croissantes,  l'auteur  a    obtenu   le   résultat  suivant    :   Si  la    fonction    croissante 

►   — - — ->   toute    fomtion    ?{x), 

■*'* 
croissante,  continue,  vérifie  l'inégalité 

z,  \xA ? —      <  t?(^)]°  (fJ  >i  quelconque) 

m  (  x  )  J 

partout,  sauf  peut-être  dans  des  intervalles  exceptionnels  d'étendue  totale  finie. 

Chazv  (/•)•  —  Sur  la  stabilité  à  la  Poisson  dans  le  problème  des 
trois  corp;.  (  5  1  -  -  5  1 9  ) . 

Poincaré  a  considéré  le  prolongement  analytique  du  mouvement  au  delà  de 
la  valeur  infinie  du  temps;  l'auteur  reprend  cette  question,  en  utilisant  quel- 
ques résultats  de  M.  E.  Picard,  el  il  constate  que  les  mouvements  stables  ainsi 
obtenus  impliquent  des  valeurs  imaginaires  du  temps.  En  fait,  les  trajectoires 
non  exceptionnelles  possèdent  la  stabilité  à  la  Poisson  sans  être  prolongées  au 
delà  de  la  valeur  infinie  du  temps,  ou  bien  elles  ne  sont  pas  susceptibles  d'être 
prolongées  par  des  trajectoires  réelles. 

O  g  lira  {K.). —  Sur  le  champ  statique  de  gravitation  dans  l'espace 
vide  ( 521-523). 

Soit  l'élément  linéaire  d'un  tel  espace 

ds*=f*dtI—  H»  dx*  -  Hf  dxi  —  H\  dx\  ; 

**  11  11  6  6 
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l'auteur  détermine  la  fonction  f,  dans  le  cas  particulier  où    les  tenseurs  P2  3, 
P3  ,  et  P1  2  sont  nuls. 

Giraud    (G.).  —  Sur  les    équations  non    linéaires    aux   dérivées 
partielles  du  second  ordre  du  type  elliptique  (543-546). 

Soient  _/  =  o  une  telle  équation,  a?„  ...,x„  les  variables  et  u  la  fonction  inconnue  ; 
on  suppose  que  l'équation  admet  la  solution  u  =  o  et  satisfait  en  outré  à  cer- 
taines conditions  d'holomorphie  k  l'intérieur  d'un  domaine  réel  D  qui  contient 
u  =  o.  L'auteur  démontre  qu'il  existe  une  hypersphère  S,  intérieure  à  D,  telle 
que  si  l'on  se  donne  une  suite  analytique  de  valeurs  t<p{a.l,  <x„  ...,  «„_,  )  (où 
t  est  un  paramètre  et  ap  ...,  a„_,  les  coordonnées  d'un  point  d'un  contour  C 
intérieur  à  S),  l'équation  admet,  dès  que  t  est  petit,  une  solution  unique  liolo- 
morphe  sur  C  et  à  son  intérieur  et  prenant  sur  C  les  valeurs  ^ cp  ( at,  ...,  a„_,) 
Cette  solution  se  forme  par  une  méthode  d'opproximations  successives. 


Drouin.  —  Contribution  à   une  étude    générale  des    algorithmes 
illimités  (546-548). 

Cette  Note  résume  les  idées  générales  développées  dans  un  Mémoire  que 
l'auteur  présente  à  l'Académie, et  qui  est  une  étude  générale  de  la  représen- 
tation des  fonctions,  dont  les  séries  de  Taylor,  de  Fourier,  etc.  sont  des  cas 
particuliers. 

VaropouLos  (  Th.).  —  Sur  les  fonctions  croissantes  (569-070). 

L'auteur  démontre  que  pour  toutes  les  fonctions  9  (x)  satisfaisant  à  l'inégalité 
9  (x)  ~>  xt,  (  p  >  o),  l'addition  à  x  de  toute  fonction  m  (x)  >  ex  altère  l'ordre 
de  la  croissance  de  -~i(x). 

Tatou  (  P.).  —  Sur  les  fonctions  qui  admettent  plusieurs  théorèmes 
de  multiplication  (5^  1-5^3). 

Il  s'agit  des  fondions  telles  que  y  (ku)  =R[<p(«)],  où  R  est  une  fraction 
rationnelle;  il  y  a  deux  théorèmes  de  multiplication  distincts  si  l'identité  précé- 
dente a  lieu  pour  deux  valeurs  /.  et  k'  telles  que  k"  7^  k'p  (n,p,  entiers)  ;  l'auteur 
démontre  alors  que  si  u=  o  est  un  point  ordinaire  ou  un  pôle,  9 (m)  ne  peut 
être  que  mérornorphe  ou  entière;  dans  <e  dernier  cas  elle  se  ramène  à  u,  eu, 
cosa  ou  sin«.  par  les  substitutions  (u\au'")  et  (»|  A9-1-B). 

Valiron  (G.).  —  Le  théorème  de  Picard-Borel  dans  la  théorie  des 
fonctions  entières  (5'i^-5rj6). 

Par  une  méthode  nouvelle  l'auteur  démontre  un  théorème  plus  général  que 
celui  de  Picard-Borel  et  plus  précis;  on  en  déduit  par  exemple  une  limite  infé- 
rieure du  nombre  des  zéros  du  produit  [/(  3  )  —  a]  [/(-)—&]>  (a^  f>). 
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Chazy  (/.).  —  Sur  la  stabilité  dans  le   problème   des  trois  corps 
(576-578) 

Los  mouvements  possibles  se  divisent  en  plusieurs  catégories  {voir  t.  170, 
p.  i56o),  suivant  l'ordre  de  grandeur  des  distances  mutuelles  lorsque  le  temps 
devient  infini;  l'auteur  étudie  ici  la  stabilité  à  la  Poisson  dans  les  divers  cas 
et  obtient  deux  théorèmes  sur  la  mesure  des  ensembles  formés  par  les  points 
de^  trajectoires,  dans  l'espace  à  ta  dimensions. 

Brillouin{M.). —  Atome  de  Bohr.  Fonction  de  Lagrange  circum- 
nucléaire  (689-6  j  n. 

En  parlant  de  la  fonction  de  Lagrange  obtenue  dans  sa  dernière  Note  (voir 
ci-dessus),  l'auteur  montre  que  les  équations  du  mouvement  de  l'électron 
admettent  deux  intégrales  premières,  d'où  Ton  déduit  immédiatement  les 
ellipses  privilégiées  de  Bohr-Sommerfeld.  L'intégration  peut  s'achever  par 
quadratures  et  dépend  de  la  résolution  d'une  équation  du  troisième  degré. 

Ogura   (A.).  —  Sur   la   courbure    des  rayons   lumineux   dans   le 
champ  de  gravitation  (•6/jt-()44)- 

En  utilisant  les  résultats  de  sa  Note  précédente  (voir  ci-dessus),  l'auteur 
calcule  cette  courbure  et  étudie  divers  problèmes  relatifs  à  sa  variation. 

Painlevé  (P-)-  —  La  Mécanique  classique  et  la  théorie  de  la  rela- 
tivité (677-680). 

La  mécanique  classique  repose  entièrement  sur  un  axiome  de  causalité,  qui 
se  traduit  par  l'existence  d'un  repérage  espace-temps  privilégié  ;  l'auteur  montre 
par  divers  exemples  que  les  doctrines  d'Einstein  impliquent  des  hypothèses  qui 
présupposent  aussi  cet  axiome;  le  choix  du  ds7  par  exemple  est  assez  arbi- 
traire et  l'on  peut  en  trouver  d'autres,  répondant  à  toutes  lesconditions  einstei- 
niennes  et  qui  conduisent  à  des  conclusions  très  différentes. 

Picard  {E.).  — Quelques  remarques  sur  la  théorie  de  la  relativité 
(680-682). 

Observations  générales,  faites  à  propos  de  la  Note  précédente,  sur  les  hypo- 
thèses plus  ou  moins  mal  formulées  que  comportent  les  théories  relativistes. 

Julia  (G-). —  Sur  la  permutabilité  des  substitutions  rationnelles 

(690-693). 

Deux  substitutions  rationnelles  [.z|R,(.s)]  et  [>  |  R2(s)]  sont  dites  permu- 
tables si  R^R^s)  ]  =  R,[R,(.s)  J.  L'auteur  étudie  d'abord  leurs  propriétés 
générales,  au  moyen  des  ensembles  formés  par  les  points  critiques  des  itérées 
de  R,  et    de   leurs     inverses,  par   les  points    des    cycles    attractifs    ou    indiffé- 

Bull.  des  Sciences  mathém.,  2'  série,  t.  XLV1I.  (Novembre  iya3.)         R.o. 
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rents,  etc.  Il  détermine  ensuite  les  RM  de  degré  >i,  permutables  à  une  R2  du 
premier  degré,  ce  qui  donne  en  particulier  toutes  les  fonctions  entières  ayant 
deux  théorèmes  distincts  de  multiplication. 

I  aropoulos  {  Th.).  —  Sur  les  fonctions  croissantes  ((k)3). 

Comme  complément  à  la  Note  précédente  (  voir  plus  haut),  l'auteur  étudie 
ici,  en  utilisant  les  mêmes  méthodes,  les  fonctions  qui  croissent  comme  log;.#. 

Fatou  (P.)-  —  Sur  un  groupe  de  substitutions  algébriques  (6g4~ 
696). 

Soient  R„  (x)  la  raïème  itérée  d'une  fraction  rationnelle  R  (x),  de  degré  >  1,  et 
G  le  groupe  des  substitutions  définies  par  les  équations  1>„  (  x)  =  R  (y)  ;  ce 
groupe  contient  un  sous-groupe  invariant  G'  défini  par  R  n(x)  =  R„  {y  ),  pour 
lequel  le  groupe  dérivé  d'un  nombre  fini  quelconque  d'éléments  est  toujours 
fini;  l'auteur  étudie  G'  et  examine  particulièrement  un  cas  de  discontinuité 
propre  qui  a  lieu  lorsque  [j?|R  {x)]  possèdeun  point  fixe,  de  multiplicateur  s 
compris  entre  — 1   et  +1. 

Riabouchinski.  —  Equations  du  mouvement  d'un  fluide  rapporté 
à  des  axes  mobiles  ((598-701  ). 

L'auteur  établit  les  équations  générales  et  montre  ensuite  les  simplifications 
qui  s'introduisent  dans  le  cas  du  mouvement  permanent. 

Eydoux  (D.).  —  Sur  la  nécessité  de  l'existence  du  vecteur  tour- 
billon dans  les  mouvements  des  liquides,  lorsqu'il  y  a  variation 
d'énergie  le  long  des  trajectoires  des  diverses  particules  (701- 
7o3). 

En  supposant  le  liquide  parfait  et  les  forces  extérieures  dérivant  d'un 
potentiel,  l'auteur  établit  que  pour  une  particule  l'énergie  reste  constante; 
enoutre,  si  le  tourbillon  est  nul  à  un  instant  quelconque,  il  reste  nul  tout  le 
long  de  la  trajectoire.  L'existence  de  forces  ne  dérivant  pas  d'un  potentiel,  et 
par  suite  du  vecteur  tourbillon,  est  donc  nécessaire  pour  obtenir  une  variation 
de  l'énergie  d'un  filet  fluide  en  mouvement. 

Riquier.  —  Sur  les  familles  complètes  de  figures  intégrales  d'un 
système  d'équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  et 
sur  l'application  de  leurs  propriétés  à  la  théorie  des  systèmes 
différentiels  quelconques  1  —  ô  1  -  7  »  >  !• 

On  peut  démontrer  qu'un  système  différentiel  non  impossible,  de  forme  et 
d'ordre  quelconques,  est  toujours  réductible  à  un  système  complètement  inté- 
grable  d'ordre  1;  or,  pour  ces  derniers,  dès  que  l'on  connaît  une  famille  complète 
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île  figures  intégrales,    on  peul  former  toutes  les  figures  intégrales   ordinaires 
par  de-;  opérations  très  simples 

Gevréy  1  M.)*  —  Sur  les  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles 
admettant   une    seule    famille    de    caractéristiques    imaginaires 

(76-763). 

Le  procédé  donné  par  l'auteur,  pour  la  solution  .les  problèmes  aux  limites 
relatifs  aux  équations  linéaires  tlu  seeoncLprdre  à  n  variables  (  voir  t.  171,  p.  610. 
83g),  s'étend  aux  équations  d'ordre  ip  à  caractéristiques  imaginaires;  en  parti- 
culier l'auteur  forme  ici  une  intégrale  dont  les  valeurs,  ainsi  que  celles  de  ses 
dérivées  des  (2p — 1)  premiers  ordres,  satisfont,  en  tout  point  d'un  contour 
fermé  donné,  à  p  relations  linéaires. 

Gambier  (B.). — Correspondance  conforme  entre  deux  surfaces 
avec  conservation  des  lignes  de  courbure  et  de  la  valeur  absolue 
du  rapport  des  rayons  de  courbure  principaux  (763-766). 

L'auteur  donne  la  solution  de  ce  problème,  constituée  par  deux  sphères,  une 
sphère  et  une  surface  minima,  deux  surfaces  de  révolution,  etc. 

Ogura  {K.).  —  Extension  d'un  théorème  de  Liouville  au  champ 
de  gravitation  (766-768). 

L'auteur  établit  d'abord  la  forme  que  doit  avoir  la  fonction  /,  pour  que 
l'intervalle  élémentaire  d'un  champ  de  gravitation  (espace  vide)  puiss.e  être 
mis  sous  la  forme  ds-  =/2(£,  xu  x2,  x3)   [dtn- —  dx\ — dx\ — dx%]. 

Il  en  déduit  que  si  toutes  les  lignes  d'intersection  des  surfaces  appartenant  aux 
trois  familles  d'un  système  triple  orthogonal  dans  l'espace  sont  des  rayons 
lumineux,  cet  espace  est  euclidien. 

Julia  (G.).  —  Sur  une  classe  d'équations  fonctionnelles  (8i3-8i6). 

Soient  R,(;)  et  R,(;)  deux  fonctions  rationnelles;  l'auteur  se  propose 
d'obtenir  une  fonction  analytique  G(  -  )  telle  que  GfR^-z)]  =  [  R.j[G(.s)  ]  ;  on 
peut  d'ailleurs  toujours  supposer  que  R,  a  un  point  double  répulsif  à  l'origine, 
et  que  G  y  est  holomorphe;  on  voit  alors  que  G  aura  en  général  des  points 
critiques  algébriques  et  transcendants  :  l'auteur  étudie  particulièrement  les 
fonctions  G  uniformes  dans  tout  le  plan. 

Villat  (H.).  —  Sur  certaines  équations  intégrales  possédant  une 
infinité  de  solutions  avec  un  nombre  illimité  de  paramètres  arbi- 
traires (816-818). 

A  propos  d'un  problème  d'hydrodynamique  l'auteur  signale  une  catégorie 
d'équations  intégrales   possédant  une  infinité  de  solutions  dépendant  d'une  infi- 
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nité  de    paramètres;  il  en  donne  un  exemple  sur'lequel   on  voit  la  manière  de 
former  les  solutions. 

Popofl r(  AY). —  Sur  le  développement  d'une  fonction  arbitraire  en 
série  suivant  une  suite  de  fonctions  données  (818-820). 

Soit  une  suite  de  fonctions  continues,  orthogonales  et  normales  dans  un 
intervalle  \\{x),  \\(x), .  .  .;  l'auteur  cherche  sous  quelles  conditions  une 
fonction  F(x),  développable  suivant  les  fonctions  Vj(a?).  sera  développable 
suivant  une  autre  suite  donnée  de  fonctions  quelconques.  Il  montre,  comme 
conséquence,  que  toute  fonction  qui  admet  une  dérivée  est  développable  en 
série  suivant  la  suite  des  polynômes  formés  par  les  premiers  termes  du  déve- 
loppement de  Taylor  pour  sin  ix  et  cos«'a?. 

Bout  roux  (P.).  —  Sur  les  fonctions  associées  à  un  groupe  «  auto- 
gène »  de  substitutions  (821-823). 

L'auteur  nomme  autogène  un  groupe  formé  de  substitutions  correspondant 
aux  branches  d'une  fonction  multiforme,  et  qui  sont  toutes  engendrées  par 
multiplication  de  certaines  substitutions  fondamentales.  Cela  le  conduit  a  la 
notion  de  fonction  pseudo-algébrique,  pseudo-uniforme,  pseudo-pério- 
dique, etc;  il  montre  en  particulier  que  deux  fonctions  pseudo-elliptiques  ayant 
les  mêmes  périodes  sont  fonction  pseudo-algébrique  l'une  de  l'autre. 

Riabouchinski.  —  Equations  générales  du    mouvement  de   corps 
solides  dans  un  fluide  parfait  incompressible  (824-826). 

Soient  n  corps  solides  qui  se  meuvent  dans  un  fluide  incompressible  limité 
par  une  surface  fermée;  leur  forme  est  arbitraire,  ils  peuvent  être  transpercés; 
l'auteur  étend  à  ce  système  les  équations  de  M.  Thomson,  sous  la  seule  réserve 
que  le  déplacement  des  solides  ne  diminue  pas  l'ordre  de  connexité  du  volume 
du  fluide,  et  ne  modifie  pas  l'ctei.due  des  surfaces  en  contact  avec  le  fluide. 

Bu/il  (A  .).  —  Sur  le  rôle  des  symétries  analytiques  dans  les  théo- 
ries relativistes  (829-880). 

Dans  ses  travaux  antérieurs  sur  la  généralisation  de  la  formule  de  Stokes, 
l'auteur  a  montré  comment  on  était  conduit  aux  équationsde  Maxwell-Lorentz 
par  des  raisons  de  symétrie;  ces  mêmes  formules  permettent  d'obtenir,  par  des 
con-idérations  de  symétrie  analytique,  les  crochets  de  Chrisloffel  et  les  diverses 
formules  delà  gravifique  einsteinienne. 

Langevin  (P.). —  Sur  la  théorie  de  relativité  et  l'expérience  de 
M.  Sagnac  ( 83  1  -834). 

En  réponse  aux  objections  présentées  par  MM.  Painlevé  et  Picard  (voir  ci- 
dessus  |,  l'auteur  rappelle  que  la  théorie  de  relativité  est  la  seule  qui  permette 
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actuellement  de  représenter  l'ensemble  des  faits  expérimentaux  connus;  en 
particulier  il  fait  le  calcul  détaillé  qui  explique  le  résultai  de  M.  Sagnar; 
<<■] ii î  ci  n'intéresse  d'ailleurs  que  îles  termes  du  premierordre  :  il  pourraitdonc 
être  prévu  par  toute  aulre  théorie,  mais  la  relativité  l'explique  d'une  manière 
remarquablement  simple. 

Painleve(P.). —  La  gravitation  dans  la  mécanique  de  Newton  et 
dan-'  la  mécanique  d'Einstein i  x-.'i-SN-  t. 

Cette  Noie  a  pour  but  de  préciser  les  concordances  et  les  divergences  des 
'  deux  théories;  pour  cela  l'auteur  expose  les  axiomes  et  postulats  de  lu  théorie 
newlonienne  [auxquels  il  faut  ajouter  l'axiome  de  Fresnel),  et  les  confronte  à 
ceux  de  la  théorie  d'Einstein,  ce  qui  permet  de  les  classer  en  deux  catégories 
selon  qu'ils  concordent  ou  non.  Il  discute  enfin  les  raisons  qui  ont  guidé  les 
relativistes  dans  le   choix  des  fonctions   qui  interviennent  dans  leurs  formules. 

Déirmendjian  (B.).  —  Sur  une  nouvelle  démonstration  d'un  théo- 
rème deM.  Picard  et  sur  quelques  généralisations  de  ce  théorème 

(897-899)- 

La  démonstration  du  théorème  sur  les  valeurs  que  prend  une  fonction  autour 
d'un  point  essentiel  isolé,  se  fait  en  utilisant  une  autre  proposition  de  M.  E. 
Picard,  d'après  laquelle  toute  relation  pouvant  exister  entre  deux  fonctions 
uniformes  dans  le  domaine  d'un  point  essentiel  isolé  commun,  est  de  genre  ^1; 
cette  méthode  permet  d'obteuir  des  résultats  plus  généraux. 

Kampè  de  Fériet  (/.). —  Sur  l'intégrale  des  systèmes  d'équations 
aux  dérivées  partielles  des  fonctions  hypergéométriques  d'ordre 
supérieur  (900-902). 

Les  fonctions  hypergéométriques  généralisées  d'ordre  u>,  étudiées  précédem- 
ment par  l'auteur  (voir  t.  172  et  173),  satisfont  à  deux  équations  aux  dérivées 
partielles  linéaires,  d'ordre  w+i;  l'auteur  montre  que,  sous  certaines  condi- 
tions, pour  avoir  l'intégrale  générale  de  ce  système,  il  suffit  d'en  connaître  (10  -+- 1)"1 
intégrales  particulières;  il  indique  un  moyen  d'obtenir  celles-ci. 

Lévy  {A.). —  Sur  les  séries  récurrentes  et  sur  des  formes  homo- 
gènes qui  s'y  rattachent  (902-903). 

Extrait  d'un  Mémoire  présentée  l'Académie:  l'auteur  utilise,  pour  étudier 
les  récurrences  linéaires,  des  déterminants  formés  avec  les  termes  de  la  suite, 
qui  constituent  ainsi  des  formes  homogènes  par  rapport  à  ces  termes. 

Gosse  (/?.). —  Sur  deux  nouveaux  types  d'équations  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre  et  de  la  première  classe  (908-900). 

L'auteur  étudie  les  équations  de  la  forme  r-\-f(x,y,  z.  t)  =  o,  qui  admettent 
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un  ou  deux  invariants  du  second  ordre  pour  les  caractéristiques  d'un  même 
système;  il  oblient  ainsi,  en  particulier,  deux  types  d'équations  intégrables  qui 
n'avaient  pas  encore  été  signalées. 

Chazy  (/.).  —  Sur  les  fonctions  arbitraires  figurant  dans  le  ds-  de 
la  gravitation  einsteinienne  (905-907). 

M.  Painlevé  a  montré  que  la  théorie  de  relativité  conduit,  non  pas  seulement 
au  ds"-  d'Einstein,  mais  à  une  forme  plus  générale  dépendant  de  deux  fonctions 
arbitraires;  l'auteur  montre  que  le  choix  de  ces  fonctions  peut  être  fait  d'une 
infinité  de  manières,  tout  en  respectant  l'ensemble  des  données  expérimen- 
tales. 

Ogura  (K.). —  Sur  la  théorie  de  la  gravitation  dans  l'espace  à 
deux  dimensions  (909-91 1). 

L'auteur  démontre  qu'on  peut  déduire  le  ds"-  de  Schwarzchild-Eddington, 
indépendamment  de  la  loi  de  gravitation  d'Einstein,  des  trois  conditions 
suivantes  :  i°  la  courbure  scalaire  de  l'espacc-temps  à  trois  dimensions  est 
nulle;  2°  cet  espace-temps  est  euclidien  à  l'infini;  3°  le  rapport  de  la  courbure 
totale  de  l'espace  à  deux  dimensions  [ds2  =  V-(x[)  dx\  +  x\  dx\]  avec  la 
courbure  géodésique  du  rayon  lumineux,  est  constant. 

Varopoulos  {Th.).  —  Sur  quelques  propriétés  des  fonctions  crois- 
santes (963-964). 

L'auteur  établit  plusieurs  propositions;  en  particulier  :  toute  fonction  \i-(x) 
croissante  vérifie  l'inégalité 

u.  Le  -\ —      <(n-e);x(a;)         (î>o  quelconque), 

sauf  peut-être  dans  des  intervalles  exceptionnels  d'étendue  totale  finie. 

Julia  (G.). —  Sur  les  fonctions  entières  ou  méromorphes  (964- 

Soit/(z  )  une  fonction  entière  ;  l'auteur  considère  les  itérations  f„(z)=  f(  zkn) 
(k  entier>  1),  et  /„  (z)  =  /[P  (z)  ]  où  P  est  un  polynôme;  il  étudie  spéciale- 
ment, dans  ces  deux  cas,  l'ensemble  des  points  où  la  famille  des/,,  n'est  pas 
normale. 

Riabouchinski. —  Sur  la  résistance  des   fluides   visqueux   (967- 

969)- 

Application  aux  fluides  visqueux  des  théorèmes  des  projections  et  des  quan- 
tités de  mouvement. 
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Milla^-Lc (fier  <  1,  Le  tliiMurinr  de   (l,nicli\    sur   L'intégrale 

il'u  ne  fonction  entre  des  limites  imaginaires  (io4i-io45). 

I!n  utilisant  les  travaux  il'-  M.  Borel,  l'auteur  démontre  mm  théorème  plus 
général  que  celui  de  Caucby,  relatif  .1  l'intégrale]  le  long  d'un  contour,  d'une 
fonction  soumise  à  des  conditions  beaucoup  moins  restrictives  que  celles  de 
Cauchy. 

Sparve  {M.  de).  —  Sur  le  rendement  des  turbines  à  réaction  qui 
travaillent  sous  une  charge  variable  (10  i5-vio4o,)- 

Les  turbines  sont  ordinairement  établies  pour  obtenir  un  rendement  maxi- 
mum dans  le  voisinage  de  la  pleine  charge;  mais  alors  toute  réduction  notable 
de  la  charge  entraîne  une  diminution  très  importante  du  rendement;  l'auteur 
calcule  le  rendement  sous  charge  réduite  et  montre  qu'on  peut  établir  une 
turbine  travaillant  sous  charge  variable  avec  rendement  presque  constant. 

Cerf  (G.).  —  Sur  les  systèmes  de  Pfaff  et  les  transformations  des 
équations  auxdéri\ées  partielles  (io53-io56). 

L'auteur  montre  que  les  méthodes  de  M.  Goursat  permettent  d'obtenir  plus 
simplement  des  résultats  qu'il  a  déjà  publiés  sur  les  transformations  des  équa- 
tions du  troisième  ordre  possédant  une  ou  plusieurs  famillesde  caractéristiques 
du  deuxième  ordre. 

\\  olff  («/•).  —  Sur  les  séries   7  ^— - —  (io56-i  007  ). 

L'auteur  montre,  sur  un  exemple  très  simple,  qu'une  telle  série  peut  être 
holomorphe  aux  points  a^,  bien  que  la  série  1  j  A,.  |  soit  convergente;  ces  points 
ne  sont  donc,  dans  ce  cas,  que  des  pôles  apparents. 

Borel(E .). —  Remarques  sur  laNotede  M.  J.  \\  olff(io57-io5o,). 

La    Note  précédente  montre  bien  que  la  convergence   de  la  série  E  |  A„  |  ne 

-Liflït  pas  pour  que  la  fonction  /(  z  )  =    >    — '— —  admette  les  points  a„  comme 

pôles  véritables;  la  condition  suffisante  trouvée  anlérieuremeut  par  M.  Borel 
pour  qu'il  en  soit  ainsi,  qui  fait  intervenir  la  rapidité  de  la  convergence  de 
£  |  A„  j,  est  donc  nécessaire.  On  en  déduit  diverses  remarques  qui  montrent 
l'intérêt  que  présenterait  une  étude  approfondie  de  la  classification  des  ensembles 
de  mesure  nulle. 

laliron  (G.). —   Sur  les  fonctions    entières    et   leurs   fonctions 
inverses  (io5o,-io6i). 

F(z)  étant  une  fonction  entière,  l'auteur  signale  diverses  propositions  rela- 
tives aux  zéros  deF(c) — x\  il  démontre  ensuite  un  théorème  qui  contient  le 
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suivant,  dû  en  partie  à  M.  Fat  ou  :  L'équation  F  (  s  )  =  Z  admet  des  racines  de 
module  inférieur  à  |  Z  |- (e  positif  quelconque  ),  dès  que  |Z|  est  suffisamment 
grand. 

Eydoux  (/?.). —  Sur  la   variation    d'énergie    autour    d'un  point 
d'une  machine  hydraulique  rotative  (io63-n>6()). 

Précédemment  l'auteur  a  montré  la  nécessité  du  vecteur  tourbillon  pour 
qu'il  y  ait  variation  d'énergie  le  long  d'un  filet  liquide  ;  il  calcule  ici  cette  varia- 
tion dans  le  cas  d'uue  machine  rotative;  il  montre  ainsi,  en  particulier,  que  si 
tous  les  filets  possèdent  la  même  énergie  à  l'entrée  dans  la  roue,  leur  énergie 
restaute  sera  la  même  sur  la  trace  d'une  aube  dans  un  plan  méridien. 

Fontené  (G.). — -  Sur  les  deux*  coefficients   d'inertie  de  Lorentz 
pour  les  mouvements  à  grandes  vitesses  (1066-1069). 

En  utilisant  la  notion  de  /nasse  dynamique  (fonction  de  la  vitesse)  de 
Poincaré,  l'auteur  montre  qu'on  peut  obtenir  les  deux  masses,  longitudinale  et 
transversale,  de  Lorentz  à  partir  d'une  formule  vectorielle  où  ne  figure  qu'un 
seul  coefficient  d'inertie. 

Le  Roux  (./.).  —  Le  temps  dans  la  mécanique  classique  et  dans  la 
théorie  de  relativité  (10-  i-i  <>—  ) 

L'auteur  fait  remarquer  que  le  paramètre  t,  dans  la  théorie  de  relativité, 
diffère  en  réalité  du  temps  vulgaire  et  qu  'on  n'a  pas  le  droit  d'appliquer  à  l'un  ce 
qui  se  rapporte  à  l'autre;  il  montre  d'ailleurs  que  dans  tous  les  phénomènes  de 
propagation  par  ondes  dans  un  milieu  isotrope,  on  peut  remplacer  le  temps  par 
un  paramètre  analogue  à  ce  pseudo-temps  d'Einstein,  et  qui  est  soumis  aux 
munies  formules  de  transformation. 

Guichard   (C .).  —  Stir  la  géométrie  infinitésimale  du  complexe 
linéaire  (1  i45-i  1  \~  t. 

Considérons  l'ensemble  des  congruences  appartenant  à  un  complexe  linéaire; 
ell'ecluons  sur  ces  éléments  les  opérations  focales,  conjuguées,  harmoniques;  on 
obtient  ainsi  un  ensemble  d'éléments  que  l'auteur  étudie  sous  le  nom  dégroupe 
du  complexe  linéaire. 

Juha  (G.). —  Sur  les  solutions  méromorphes  de  certaines  équa- 
tions fonctionnelles  (1 1 49_I  i52). 

Il  s'agit  de  l'équation  déjà  étudiéedans  l'avant-dernière  Note  du  même  auteur 
(  voir  ci-dessus);  la  fonction  G(z)  cherchée  ne  peut  être  méromorphe  dans 
tout  le  plan,  sauf  un  ou  deux  points  essentiels,  que  si  H  (z)  est  de  la  formes1 
(k  entier  positif),  ou  bien  est  un  polynôme  en  z,  conditions  d'ailleurs  insuffi- 
santes et  que  l'auteur  étudie  de  pics. 
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Borel  {E.). —  La  théorie  du  jeu  et  les  équations    intégrales  à 
noyau  symétrique  l  (3o4-i3o8  |. 

L'auteur  examine  la  probabilité  du  gaFn  dans  le  cas  de  deux  joueurs  et  d'un 
jeu  symétrique;  beaucoup  de  ces  problèmes  se  ramènent  à  l'étude  d'équations 
intégrales  à  noyau  symétrique  gauche. 

Lagrange  (/?.). —  Sur  le  calcul  différentiel  absolu  (i325-i326). 

On  généralise  le  calcul  différentiel  ordinaire  en  prenant  comme  variables 
indépen'lantesdesiiitégralescurvilignesw,  =    /  £j a,t  dxh ',  le  rôle  des  dx, 

est  rempli  par  les  formes  de  Pfaffdw^.  L'auteur  montre  comment  on  peut  déve- 
lopper sur  ces  bases  le  calcul  absolu  et  en  indique  une  application  à  l'étude 
des  invariants  et  des  covariants  d'une  variété. 

Wolff{    .).—  Sur  les  séries  2  j4^r(,327-1328)- 

Démonstration  du  théorème  suivant  :  Toute  fonction,  holomorpbe  dans  un 
domaine  borné  quelconque  D,  est  dans  tout  domaine  D,  (qui  est  contenu  avec 
sa  frontière  dans  D)  représentable  par  une  série  de  la  forme  indiquée,  les  »i 
étant  dans  D  et  la  série  z\  \t  .  |  étant  convergente. 

Denjoy  (  A.). —   Sur  les   fonctions  quasi  analytiques  de  variable 
réelle  ( 1 329-1 33 1). 

Il  s'agit  des  fonctions,  découvertes  par  M.  Borel,  non  développables  en  série 
de  Taylor  et  cependant  déterminées  par  leur  valeur  et  celle  de  toutes  leurs 
dérivées  en  un  point.  L'auteur  démontre  le  théorème  suivant,  qui  permet  de 
former  de  telles  fonctions  :  Si  f(x)  est  une  fonction  de  variable  réelle,  définie 
snr  le  segment  ab  ely  possédant  des  dérivées  de  tous  ordres,  et  si,  M„  étant  le 

_  i 
maximum  de  lf~"Hx)  |  sur  ab,  la  série  M„      n  est  divergente.  f(x)  est  entiè- 
rement déterminée  sur  tout  le  segment  ab   par  sa  valeur  et  celle  de  toutes  ses 
dérivées  en  un  seul  point  du  segment. 

Délassas  (E.). —  Sur  les  chaînes  articulées  fermées  (i33 1-1 333). 

Après  avoir  rappelé  ce  que  Ton  désigne  par  fermeture  ordinaire  et  fermeture 
singulière  d'une  telle  chaîne,  l'auteur  cherche  à  déterminer  toutes  les  chaînes 
n'ayant  que  des  fermetures  singulières;  il  résout  complètement  la  question 
pour  les  chaînes  à  quatre  membres. 

Esclangon  {E.). —  Sur  la  relativité  du  temps  (i34o-i343). 

Beaucoup  de  résultats,  paradoxaux  en  apparence,  tiennent  à  la  définition 
physique  adoptée  pour  le  temps;  l'auteur  fait  ici  une  étude  critique  des  diverses 
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définitions  physiques,  ainsi  que  d'autres  qui  pourraient  l'être;  en  particulier, 
même  en  accordant  aux  relativistes  que  la  vitesse  d'un  corps  matériel  ne  peut 
dépasser  celle  de  la  lumière,  onpeut  fort  bien  concevoir  la  réalisation  de  phéno- 
mènes de  déplacement  (d'une  tache  lumineuse  par  exemple)  avec  une  vitesse 
illimitée,  et  arriver  ainsi  à  la  notion  de  simultanéité  absolue. 

Le  Roux  («/.)•  —  Interférence  et  réflexion  dans  un  système  mobile 
(i343-i344). 

L'auteur  montre  que  lorsque  le  système  de  référence  S  est  mobile  dans  le 
milieu  considéré,  tout  se  passe  comme  si  S  était  au  reposa  condition  de  rem- 
placer la  sur  ace  de  l'onde  sphérique  par  un  certain  ellipsoïde  d'interférence  et  le 
temps  par  un  paramètre  de  rayonnement. 

Borel  (E.).  —  Les  fonctions  quasi  analytiques  de  variables  réelles 
(i43i-i434). 

Comme  suite  à  la  Note  ci-dessus  de  M.  Denjoy,  l'auteur  en  indique  des  consé- 
quence très  importantes,  relatives  aux  fonctions  quasi  analytiques  de  deux 
variables,  aux  équations  différentielles,  etc.;  ces  propriétés  établissent  une 
analogie  très  étroite  entre  ces  fonctions  et  les  fonctions  analytiques;  elles  se 
démontrent  d'ailleurs  parles  mêmes  moyens  (fonctions  majorantes). 

Gevrey  (  M.). — -  Sur  la  détermination  des  intégrales  des  équations 
aux  dérivées  partielles  d'ordre  ip  km  variables  admettant  une 
famille  multiple  de  caractéristiques  d'ordre  p  ( ï 445- 1 447)* 

Ce  problème  se  ramène  à  la  détermination  de  la  fonction  de  Green  pour  une 
équation  de  type  spécial:  cette  fonction  dépend  de  la  solution  d'une  équation 
de  Fredholm,  de  seconde  espèce,  d'un  type  classique. 

Bertrand  (G.). —  L'équation  de  Fredholm  etles  marées  statiques 
delà  première  sorte  ( 1 44^- 1 449 )• 

En  partant  des  équations  de  Poincaré  l'auteur  ramène  la  détermination  de 
la  marée  statique  à  une  équation  de  Fredholm;  il  étudie  cette  équation  et 
indique  une  méthode  pratique  de  calcul  qui  permettrait  d'évaluer  numérique- 
ment l'influence  du  bourrelet  liquide,  sur  laquelle  les  auteurs  ne  s'accordent 
pas. 

E.  Gau. 
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